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I. rész
Bevezeto

1. A valds szamok (R) axiémai
L. Csészar Akosné: Valés egyvaltozos fiiggvények differencidlszamitasa 05-1315 (25-34.
oldal)

1.1. Algebrai axiéomak

R-ben értelmezett két miivelet: + és -
Ezek a miiveletek nem vezetnek ki az adott halmazbél, R-bol, tehat Va,b € R-re:
a+beR és a-beR

+ miivelet tulajdonsigai (1-4.).
1. (a+b)+c=a+(b+c), Va,bceRre (az osszeadds asszociativ).
2. Létezik egyetlen szam (ezt 0-val jel6ljiik), amelyre teljesiil, hogy

0+a=a+0=a, ha aelR

3. Minden a € R szamhoz létezik pontosan egy olyan z € R, amelyre
rT+a=a+z=0.
Az igy értelmezett z-et (—a)-val jelgljik. (Neve: additiv inverz.)
4. a+b=b+a, Va,beRre (az osszeadds kommutativ)
- muvelet tulajdonsigai (5-8.).
5. (@-b)-c=a-(b-c), Va,bjc € R (aszorzds asszociativ)
6. Létezik egyetlen szam, amelyet 1-gyel jeloliink (1 # 0), amelyre teljesiil, hogy
a-1=1-a=a, ha a€eR
7. Minden a # 0-hoz létezik egyetlen x € R, amelyre
zra=a-z=1
Az igy értelmezett x-et az a # 0 szadm reciprokanak nevezziik, és é—val jeloljiik.

8 a-b=b-a, Va,beR (aszorzds kommutativ)
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A két miiveletre (+ és -)-ra egyiittesen érvényes tulajdonsag (9.).

9.

1.2.
10.

11.
12.

13.

1.3.
14.

1.4.
15.

a-(b+c)=a-b+a-c, Va,bceR (disztributivitds)

Rendezési axiémék (10-13.)
Tetszoleges a,b € R szamparra az
a<b, b<a, a=b
reldcidk kozill pontosan egy teljesiil (trichotom tulajdonség).
Haa <bés b<c (révidena < b < ¢),akkora < ¢, (Va,b,c€ R) (tranzitivitis)
Haa<b,akkora+c<b+ec, (Va,b,c€R) (arendezés monoton).

Haa<b és ¢>0,akkora-c<b-c, (Ya,b,cé€NR).

Archimédesz-féle axiéma (14.)

Tetszoleges b > 0 szamhoz talalhat6 b-nél nagyobb n természetes szam.

Cantor-féle axiéma (15.)

Ha minden n € N szdmnak megfeleltetiink egy I, = {z : a, < z < b,, z € R}
halmazt (réviden [ay,, b,] zart intervallumot) oly médon, hogy

Qn, S an41, bn—|—1 S bna (VTL € N)

akkor

([ 1n #0
n=1

Vagyis: egymasba skatulyazott zdrt intervallumsorozat elemeinek metszete nem
[e.e]

ires. (€€ N In, £€R)
n=1

@ Z4rtsag fontos! (I, = (0, 2] esetén () I, = 0)

n=1
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2. A rendezési axiomakbdl levezetheto

A rendezésre vonatkozéan konnyt beldtni, hogy igazak az alabbi allitdsok (szokds ezeket
az ,egyenl6tlenségekkel vald szdmolds szabalyai”-nak is nevezni):

1. Minden a € R szdmra az
a>0, a=0, —a>0
tulajdonsdgok koziil pontosan egy teljesiil. (a >0 <= (—a) < 0)

2. (a<b) A (c<d) = a+c<b+d
Specidlisan: (a >0) A (b>0) = a+b0>0

3. (0<a<b) AN (0<ec<d) = ac<bd
Specidlisan: (¢ >0) A (b>0) = ab>0

4. (a<b) A (e<0) = ac>bc
Specidlisan: a <b = —a > —b

\%

S = oY = oY

. 0<a<b =
ab > 0:

V
S = S

a<b< 0 = a<b —

QIR Q|

ab<0:

A
A

a<0<b =

QI—= Q= Q|
V

6. Va,b € R esetén
la+b| < |a| + |b] és
lla] = [bl] < [a — b].

7. Ha n pozitiv egész szdm, és 0 < a < b, akkor a™ < b".

Hasonléan kovetkeznek az abszolutérték tulajdonsigai.

3. Néhany fogalom
HCR

(D) H feliilré] korlatos, ha 3k; € R, hogy Vo € H: z <k;.  (kg: felsé korlat)
(D) H alulrdl korldtos, ha 3k, € R, hogy Yz € H : k, < . (ka: alsé korlét)
(D) H korlétos, ha feliilrdl is és alulrdl is korl4tos, tehat 3k : || < k.

@A feliilrél korlatos H halmaz legkisebb fels6 korldtjat szuprémumnak (felsé hatarnak)
nevezziik.
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Jele: sup H.

@ Az alulrdl korldtos H halmaz legnagyobb alsé korlatjat infimumnak (alsé hatarnak)
nevezziik.
Jele: inf H.

1

H={1-—,neN}={0,1-35,1—3,1—1%, ...} esetén:
n

Felso korlatok példaul: 1,3, 7, ...

Alsé korlatok példaul: 0, —2,—56, ...
sup H =1 (nincs a halmazban legnagyobb elem), inf H =0 (= legkisebb elem)

Dedekind folytonossagi tétel:

@ Feliilrdl korldtos nem iires szamhalmaznak mindig van szuprémuma. (—B)

Ebbél kovetkezik:
Alulrél korlatos nem iires szamhalmaznak mindig van infimuma.

@ A fenti axiomarendszerben a Cantor-féle axiéma lecserélhetd ezzel az allitdssal.

II. rész
Szamsorozatok

A valés szamsorozat a természetes szamokon értelmezett valds értékii fiiggvény:

f*N - R,

az n helyen felvett értéke f(n) =a,, n=1,2,... .
A szamsorozat jelolése:

(an)a vagy <a'n>a vagy anp, n=1,2,....
@ (ay) feliilrél korlatos, ha I ks Vn-re: a, < ky.
@ (a,) alulrél korlatos, ha Jk,: Vn-re: k, < a,.

(D) (an) korldtos, ha alulrdl is és feliilrdl is korldtos, tehat 3 k:
jan| <k (k = max{|ka|, [ky[}).
Vagyis a fenti definiciok szerint ilyenkor f : N — R fiiggvény értékkészlete korlatos.
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Szamsorozat konvergenciija:

@ Azt mondjuk, hogy (a,) konvergens és hatdrértéke (limesze) A € R, jelben
lim a, = A,
n—oo

ha Ve > 0-hoz (¢ € R) I N(e) € N, hogy

la, — Al <&, han> N(e).

N () neve: kiisz6bindex, kiisz6bszam

@ A definiciéval ekvivalens:

Ve>0-raaz (A—¢e, A+ ¢) intervallumon kiviil a sorozatnak véges sok eleme van.
(Az intervallumon beliil pedig végtelen sok eleme van.)

@ A hatédrérték egyértelmii.
000

Az aldbbi példdkndl a definicio segitségével bizonyitsuk be, hogy a megadott A a szdmsorozat
hatarértéke!

A=0,ha

1 —-1)"
a) ap=— b) an:( )
n n
Megoldés:
Mindkét esetben:
1 1 1
la, —Al=—<e = n>- == N(s)z[—}
n € €
Példaul € = 0,001 esetén N = 1000 vélasztas megfeleld.
6+n
n=—-"—>", A == —1
=51 _n
Megoldas:
6 +n 11,1 11,1 11,1
n_A = = (-] =] = — ’1 ’
o= 4l = | 55— ) \5,1_71\;”_5,1« e nssas
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11,1
Ezért N(e) > [5,14— : ]
£

2 _
tn = 2n5n+ 5n1+ 8’ A=0

Megoldés:

an, — A| = €

o5 + 5n + 8|  2m5 + 5n 48
Ezt az egyenlGtlenséget nem tudjuk megoldani n-re. Azonban nem sziikséges a lehet6
legkisebb kiiszobindex elédllitasa. Elegend6 megmutatnunk, hogy létezik kiiszobindex.
Ezért a megoldashoz felhasznalhatjuk az egyenlétlenségek tranzitiv tulajdonsagat, pél-
déul az alabbi moédon:

n? —1 ‘ n? —1

n? — 1 - n? — 0 1 — >31
2n +5m +8 205 +0+0 2nd 2¢

.1
i3
an:8n4+3n+20 Ay

lan — A| =

Ezért N(e) >

nt —n2 +5"7
Megoldés:

| A 8n* + 3n + 20 4n? + 3n
Ay — e — = fr

2nt — n? 4+ 5 2nt — n?2 4+ 5

4n? + 3n - 4n? + 3n? 7 e 7<n2
= - £ _
nt —n2+5 20t —nt+0 n2 €

Szamsorozat divergenciaja:

A nem konvergens szamsorozatokat divergens szamsorozatnak nevezziik. Ennek két
fontos specidlis esete a +o00-hez és a —oo-hez divergdlé szamsorozat.
A megfelel6 definicidk:
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@ lim a, = 400,
n—oo
ha VP > 0-hoz (P €R) IN(P) € N, hogy

a, > P, ha n> N(P)

@ lim a, = —c0,

n—oo

ha VM < 0-hoz (M €R) IN(M) € N, hogy

a, <M, han>N(M)

Ez a definicié megfogalmazhaté M > 0 feltétellel is:

VM >0-hoz3N(M)eN: a,<—-M, han>N(M)

ap,=2n +3n +5 Bizonyitsa be, hogy lim a, = oco!
n—oo

Megoldas:

P
=20 +3n+5>20*>P =— n>\3/5 = N(P)>

6 — n?
ap = Bizonyitsa be, hogy 731)11010 a, = —oo!

2+n
Megoldas:
Teljesitendé, hogy a, = 62:_7: <M (<0), ha n>N(M).
Ez egyenértékii a kovetkezo feltétellel:

n? — 6
(—an, =) T > —M (> 0), ha n > N(M). A feladatot egyszerisitjiik, hiszen
n

most sem a legkisebb kiiszobindexet keressiik:

2 n? n’

_6 - TS
n > 2 "y M — n>—6M
24+ n N~~~ 2n + n 6

n>4 esetén 226

Ezért N(M) > max{4,[—-6M]}.

© Konya I. — Fritz Jné — Gyori S. 7 v1.2



Binomidlis egyiitthaté, binomidlis tétel, Bernoulli-egyenl6tlenség: ...
(L. gyakorlat!)

A hatarérték egyértelmiisége

@Ha lima,=A és lima, =B, akkor A=B5B.

n—o n—0o0

Indirekt médon bizonyitunk. Tehét feltessziik, hogy A # B , példaul A < B.

d
Legyen d=B—-A>0 ¢és 6=§>0!

A szémsorozat konvergencidja miatt 1étezik Ny(g) és Na(e), hogy
A—e <a, < A+e, han> N,
B—-—¢<a, < B+e, han>Ne).

De ekkor Vn > max {N;(g), Na(¢)} esetén:
a, < A+e < B—¢ < a,

Ez pedig ellentmodds, tehat nem igaz, hogy A # B, vagyis A= B.

A konvergencia sziikséges feltétele

P = Q, a P allitasbdl kovetkezik a Q allitas. Ezt kétféleképpen is megfogalmazhatjuk:
1. P elégséges feltétele Q-nak,

2. Q sziikséges feltétele P-nek.

@ (a,) konvergens = (a,) korlatos
(Tehdt a korldtossag sziikséges feltétele a konvergencidnak.)

Ve > 0-ra A3N(e):

A—e<a,<A+e, ha n>N(E)=N

Tehdt (A — e, A + ¢) - on kiviil legfeljebb csak az 2 [l o
ai, as, . ..,ay elemek eshetnek. P N g 1'4 A jr .

{Elka : Vnere kg < ap ko =min{ay, ay,...,ay, A —€}
=

dk; : Vnrea, <k; k;=max{as,a,...,an,A+¢e}.
Igy 3K : |a,| < K, tehat korldtos.
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@ <= nem igaz. (Az allitds nem megfordithatd.)

Példa: a, = (—1)" korlatos, de nem konvergens.

Konvergens-e az alabbi sorozat:

2n+ 1, ha n paros,
ap = 1
3nz+1’

ha n paratlan .

Nem konvergens, mert nem korldtos. (ag, = 2-2m+1=4m+1 <k Vn € Nre
ellentmond az Archimédesz-féle axiémanak.)

Miiveletek konvergens szamsorozatokkal

@) [(@an—=A) A (b= B) = (an+b,— A+ B)

ANy (5) A Nz (5), hogy

la, — A| < g, Vn> N (§)

— Ha n > max {N1 (%) , Ny (%)}, akkor

és |b—Bl <3, ¥n>N,(5)
(@ +ba) = (A+ B) = [(an = A) + (bo — B)| < |an — Al + |bn — Bl < 5 + - =&
9 9
N(e) =max {N (3) . 2 (3)
u

@ (@, = A) = (ca, — cA)

(i) ¢ =0 esetén az allitds igaz.

(ii) ¢ # 0 esetén:

AN, <i> ) hogy |a, — Al < < Vn >N (i>
|c| c] c]
— |cay, — cA| = |e a, — A] < \c\ﬁ:g Yn> N (%) = N(e)
C
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Kovetkezmény:
i) (ap, —A4) = (—a, > —A) (Most ¢ = —1)
(i) (@n > A) A (b > B) = (an—0b,) = (A—B)
T [ () (an—=0) A (b —0) = by =0
(i) (e, > A) A (b, - B) = apb, > AB

(i) 3N1< ) & No(2), hogy

(T1, To-bél kivetkezik)

lan — 0] < 2 vn>z\fl(f)=N1
b, — 0| <2 Vn>Ny2) =Ny (¢=2most)
Ha n > max { Ny, No}, akkor  |a,b, — 0| = |a,||b,| < % 2=c.
(ii) Mivel a ¢, = A Vn-re (stagndld sorozat) — A, ezért

(g, —A - A—A=0)

Tj (i)-et alkalmazva kapjuk:  (a,

anb, — Ab, — Ba,, + AB — 0.

Ekkor

A (b — B — B— B =0).

—A)- (b, — B) —» 0, vagyis

— Ab, — Ba, + AB) + ( Ab, + Ba, — AB ) — AB

+ +

0 AB + AB - AB

@ Nyilvan harom konvergens sorozat szorzata az egyes hatarértékek szorzatahoz kon-
vergdl. Teljes indukciéval belathatd, hogy véges sok konvergens sorozat szorzata is az

egyes sorozatok hatdrértékének szorzatdhoz konvergal.
véges sok konvergens sorozat Osszegére.

€3 [ (an —0) A

(b, korldtos) = aub, =0

Hasonléan &ltaldnosithaté To
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Az el6z6 bizonyitasok megértése utan prébalja meg bebizonyitani a tételt!
(A bizonyitas az eladason szerepel.)

@) [(an—=4) = (i — |A])

lan] — Al < lan — A <, ha n > N(e).

@ (lan|) kovergencidjabdl altalaban nem kovetkezik (a,) konvergencidja.
(Pl a, = (—1)" divergens, de |a,|=1"=1 — 1).

Specidlisan azonban igaz:  |a,| -0 = a, — 0.
Ugyanis

|lan| = 0| =|an|=|a,— 0| <e, han> N(e)

@

(@) (o= B#0) = %_)%
(i) (by = B#0) A (an — A) = Z_:%%

B
(i) Mivel Ty szerint |b,| — |B|, ezért 3N, (%) = N;, hogy

llbn| — | B|| < @, han > N;
azaz
|B\—‘2£‘<|bn|<\B|+|;j, han > N
vagyis

B
‘bn‘ > %, Vn>N1

Mésrészt Ve > 0 esetén 3 Ny (% \B|2) = N, hogy

b, — B| < g B, Vn> N,
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fgy ha n > max {Ny, Ny} = N(e), akkor:

€ 2
_|B=b,| _|B=b,] 3B

1 1‘ ‘B—bn <
S — — ¢
ba B| | B-bs| |B|-|b B B
2 2
s 1 1 A o
(11)_n:an'a—>z4-§:§ Tj és T5 (i) miatt.

1 2 200
=g+ g+t =2 0+0+4+---40=0

50(7 db

A tagok szdma 500 (n-t6l fiiggetlen!), ezért T, véges sokszori alkalmazasaval a 0 eredmény
helyesnek adaédik.

1 2 .
bn=—2—i-—2-i-----i-£2 — 0+---+0=0 HIBAS gondolatmenet!!!
n? n n

A tagok szdma itt fiigg n-tol, ez nem véges sok sorozat Osszege, igy a Ty tétel erre mar
nem terjeszthetd ki. Helyesen:

n 1
14+24---4n (1+")‘§ 14+n ﬁ+1 0+1 1
bn: = = = — _— = =
n? n? 2n 2 2 2
1 3
8n2 —n+3 n? 8- -+ 8—0+0
T Tyg | T R Tv0 °
n ~~ 1+ — *
=1 n
on+1\° 3n2+2n
ay, = —_—
" 3—n 2 + 6n?
1\°3 2
2 3 1+— 32 1+_ 1
an:<_”> 2 s n L, g.13.-.1=—-4
RSYTAP W P N
% n 1 3n?
"2
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@ A hatvanyozasndl a szorzatra vonatkozo tételt alkalmaztuk.

2
-3

an:2z3W §in(n4+5n+8)J — 0, mert
—_——

n
b
5
n l_ﬁ , .
b, = o 3 — 0-1=0 ¢és ¢, korlatos.
~— 1—|-—2
=50 n

Néhany joél hasznalhaté egyszeriibb tétel

(an>0) A (6, > A>0) = (an, — VA)

® @G

(i) A =0 esete:
|\/a_n—0|: a, <€, 0<a,<e? han> N,(?)
ha n > N(g) = N,(g?) (a, — 0 miatt 3 N,(?))
(ii) A > 0 esete:
an — A miatt 3N, (e VA) :
la, — Al <e-VA, ha n> N, (5\/2)
De ekkor

la, — Al  e-VA
< <
VA VA

= ¢, tehdt N(e) = N,(c VA)

-

Qn

@ an >0, an > A = ¥a, — VA tetszbleges rogzitett k € Nt esetén.
Specidlisan: ¥/a, — v/A (bizonyitdsa HF).

an =VAn2 +5n—1—+4n2+n + 3 (00 — oo alakii)
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4n? 4+ 5n — 1 — (4n? + n + 3) dn —4

ap = = —
 VAnZ ¥ — 14 VA2 fn+3 VAP +om—14+V4An2 +n+ 3
1 1
4 . 1
= n 52— =1
A’ 2! +\/1+1+ 5 b+l
4n dn  4n? dn ~ 4n?
:%:
Feladatok

2
1
L fim VR
n—00 3n2+8

2. lim (V2n?+5n—2n?+3) =7

n—0o0

3. lim (\?/n3+3n2+1—\3/n3+4) =7

n—0o0

o V2n% 4+ n3 —2n2 +8
4. lim =
n—oo  /nS +5n? + 3

?

5. lim (Vnt+4n2 —n—vnt—n2—n+1) ="

n—oo

@(an—>oo) = (i—m)

Tudjuk, hogy 3 N,(P) :

a, > P >0, ha n> N,(P).

1 1 1
Tehét 2 >—>0, ha n>N,(P). P= . véalasztassal kapjuk, hogy
G,

1
0< — <e, ha n> Ny (P).

Qnp,
Vagyis
1
— — 0| <e, han> N(e) = Ny(P).
Qnp,
(an > 0 feltehetd, hiszen csak véges sok negativ elem lehet. Ezek elhagyhatdk.) u
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(a, = 0) :?> (al—n—>oo)

Nem kovetkezik!

Példaul
pu— , n
ap=— esettn — =—— — —00
n an 2
Vagy példdul
-1 1
an, = ( 2) esetén — = (=1)"n? := b,
n an,
me — 00, b2m+1 — —OQ. Tehat

De igaz:
(an>0) A (an — 0)) = (i

((a, <0) A (a, — 0) = (—

@ (a, > 0) = (‘al—n‘—mo)

Tudjuk, hogy I N,(¢):

la, — 0| = |a,| < e, ha n > N,(e).

1 1
Vagyis —— > —-=P, ha n> N,(e) = N(P).

la,| = €
u
o000
Tovabbi hasonlo tételek bizonyithatok:
0 n
Pl — — 0 (Jelentése: a, — 0, b, = 00 esetén Z— — 0)
&8 n
( ) korlatos > 00
sot — 0; — = 00; 00+00 — 00; 00-00 — 00
00 +0
(Felhasznalhat6k bizonyitds nélkiil.)
v1.2
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Hatarozatlan alakok:
0
—: S; 0-00; o0o—o0; 1% oo 0°
0 00
Ilyen esetekben azonos atalakitassal probalkozunk, ill. késébb kapunk egy segédeszkozt
(L’Hospital szabdly).

A limesz monoton:

M| (@ — A, by—= B, a,<b, VneN) = (A<B)

@ a, > A, b, > B, a, <b, esetén is igaz az allitas.

0 a, = A, b, — B, a,<b,, han> N, (3 ilyen N,) feltétel is elég.

Megmutatjuk, hogy A > B nem lehet, igy a )
trichotom tulajdonsig miatt A < B. B A
d
d, A-—B
Ha A > B lenne, akkor pl. ¢ := 3 (= 3 > 0)-hoz I Ny, Ny :
V> No(e)-ra fan — Al <e an > by, ha n > max{N,, Ny}
—  Ez pedig a feltétel miatt nem lehetsé
¥n> N,(e)-ra |by— B| <e z pedig a feltétel miatt nem lehetséges. _
Rendorelv:
an — A és Gn < Cn < bn = (¢, > A)
b, — A VneN "
N(e) = max{N,(€), Ny(e)}
Han > N(e):
A—ce<a,<A+e é A—-e<b,<A+e¢
= A-¢ee<a,<c¢,<b,<A+c¢.
||

Tehat ¢, — A.
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Specidlis rendorelv:

D[ Q) (@n=00) A (bn = 0) = an— oo

(ii) (an <by) A (b = —0) = ap, > —©

L. gyakorlat

Néhdny nevezetes szdmsorozat (L. gyakorlat illetve eléadas)

0, hala| <1,
lm g — 1, haa=1,
n—»00 oo, haa>1,
oszcilldléan divergens egyébként.
lim n*a" =0, ha |a| <1és k € N* (=B)
n—0o0

lim ¢/p=1, hap>0.

n—00
lim \n/ﬁ = 1. (—|B)
n—0o0
n" n! 2n n
lim — = o0; lim — = o0; lim — = oo; lim = 0.
n—oo N n—oo 2N n—oo N n—00 logn

” _”

Néhdany példa az eléz6 tételek alkalmazdsdra:

S +n?—n 3 +0—n® n?
a, = > =— 5 00 = a, = 00

n3+3 n3 + 3n3 2
Masik megoldés:
1 1
o St
an = — —3>n-2—>oo == a, — 0
n
1+ —
n
—_—

Felhasznaltuk, hogy
cnw > 3 = dNp:¢,>2, han> Ny

© Konya I. — Fritz Jné — Gyori S. 17 v1.2



@ Persze belathato lenne, hogy b, - 00, ¢, —C >0 esetén b,c, — .
Mi azonban ezt nem bizonyitottuk be, ezért nem hasznalhatjuk fel a megoldasnal.

1
=3 cos (n” —5) | — 0, mert

1 1) < 1
n* +3 - "= pt4+3
i i
0 0
= a, — 0.

a rendorelv miatt

Masik megoldas: egy nuullsorozat és egy korlatos sorozat szorzatardl van szé, igy egy
korabbi tétel miatt a szorzat is nullsorozat.

32n gn 1

Tehat +oo hatarértéket varunk, ezért a specidlis rendorelvet hasznaljuk:

> 9" L —
ap o 00
4 1+3-1

= a, — 00.

1
u - 22n+ (_3)n—1 _ 4n — g . (—3) _
" pnt2 el 25 - 5047 .70

4n

—
|
W =
N
|
[ d,
N——
3
(e
[y
|
[aw)
o

5 0+7

Z e ()
?/?) —0

\
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L0,
a = =
" 9p5 4 32n—1 1\" 1
n° + 920 < > n .

Keresse meg az alabbi sorozatok hatarértékét!

1 1 1
an = + Fo
"Vn2E1l Vn2+2 Vv/n? + 100

1 1 1

by = + bt
oVnZ 1l Vn2+2 vn2+n

a, - 04+04+ ...0=0

100 darab
A (b,) sorozatndl méar nem alkalmazhaté az el6bbi médszer, mivel az egyes tagok ugyan
nulldhoz tartanak, de a tagok szdma végtelenhez tart (oo - 0 alakd). A rendérelv
segitségével tudjuk megoldani a feladatot.

n 1 1 1 n 1
— —— =n <b, <N——m == —
n

1 vVnZ4+n n?+1 n 1
1+ 1+
n n
—_——
i
1

|

Bizonyitsuk be, hogy lim a_' =0 (a€eR)!

n—oo !

Ha a=0: trividlisan igaz.

0
Ha 0 < a < 1: — alaku, ezért 0-hoz tart a sorozat.
00

1
Ha a=1: — — 0.

n!
Ha a>1: n>[a] esetén
n la] k t
a a a a a a _a a a a a%a onstans
() < — = — e — e - e — K — e — e — W 1-1- 1-=—-—= —
! nl 1 2 a] [a]+1 1 2 g [a]! n 7J’f
0 0
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Ha a <0 :

Ja[*

n! n! ~—— 7!

korlatos g

Ugyanis az {/n ésaz /p (p=3) részsorozatairdl van szo.

Misik

/3n 1
n = 3n = — — —:]_
a /n 3 :

- 0

megoldds: a,= ¥n=</n — Vi=1

.[2n° + 5n
Up = \| ——— — 1, mert
8n? — 2

o1
4
~—_——
1
1-13=1

= a, — 1.

3T +5T
(ﬁ g_v 5" <V3"+5n<§/5"+5"_
2 4 V4o q4n o  4n g
1
0
4
= —>5
an —.
4

V2

=~ | O
=~ ot

3 »/2nb L1205 4+5n . [2n% 4+ 5nd T 3
W) =gz = {2 = {aw 22~ {5 (7
—_——

1

1-13

1
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Elégséges tétel (a,) konvergencidjira:

@ (i) Ha (a,) monoton ndvekedd és feliilrél korlatos, akkor konvergens.

(ii) Ha (a,) monoton cstkkené és alulrdl korldtos, akkor konvergens.

Monoton noévekedé esetre.

Felvesziink egy I,, = [cy, d,] egymadsba skatulydzott zart intervallumsorozatot, ahol

cn,: mindig a szdmsorozat egy eleme és

d,: mindig felsé korlat.
fgy az (a,) sorozat elemei véges sok elem kivételével a [c,, d,]-ben vannak. A Cantor
axioma szerint az I, intervallumok metszete nem iires. Vélasztunk a metszetbdl egy
elemet, errél beldtjuk, hogy a szdmsorozat hatdrértéke. Mivel a hatarérték egyértelmii,
azt is belattuk, hogy ebben a specidlis intervallumsorozatban egyetlen kozos elem van,
mert az intervallumok hossza 0-hoz tart.

Részletesen:

a; < a, <K FK (akorlitossig miatt) F
I() = [Co, do] = [al,K] _I !

Co+d0
2

F1 =

Ha F1 felsé korlét, akkor Cc1 = (g, d1 = Fl, 11 = [Cl,dl] = [C(),Fl]
Ha F} nem felsé korlat: Ja,, > Fy és ekkor ¢; = ap,,dy = do, I1 = [c1,dy] := [ayn,, do]

F2 — C1 +d1
2

Ha F2 fels§ korlat: IQ = [CQ, dg] = [Cl, FQ]
Ha F; nem felsé korlat: Ja,, > Fb és ekkor Iy := [ay,, d1].

Stb.
ﬂ I, # () (Cantor axiéma), tehdt 3 1 € ﬂ I,. , C?n | d1m \
Belatjuk hogy hm an = 1. " l - e : 2 : l _|}_ e

K—ua
I, hossza: d, —c, < !

e, ha n> N(e). Az eléz6ek miatt

O<l—c,<dp,—cp<e é 0<d,—1<d,—c,<e, vagyis
l—e<e, <d,<l+4+e, ha n>N(e).
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Mivel ¢, = ay,,, és (a,)

Cm = Qp,, < an, ha n>n, é a,<d, (felsé korldt) Vn —
l—e <c¢p=ap, <a, <d, <l+e, ha n>n,=N()

Tehat valéban lim a,, = (.
n—,oo

Példak rekurziv sorozatokra

A rekurziv megaddsi szdmsorozatok konvergencidja sok esetben vizsgdlhaté az el6zo
elégséges tétel alkalmazasaval. Erre mutatunk most néhany példat.

4 3+a?
a1=§; Apt+1 = 1 ; n=12...

Konvergens-e a sorozat? Ha igen, mi a hatarértéke?

4\ 2
3+ (3)
—— =1,194 > a3 = 1,1067

ar =133 > a0 = 1

Sejtés: (an) \y-

Bizonyités: teljes indukciéval.
1. ay > ay > az teljesiil
2. Tth. ap—1 > a,
3. Igaz-e:

3+a2 ? 3+ a2
Tnlzan>an+1: 4n

2. miatt  ay_1 >a, >3 >0

= a2 ,>ad) = 3+d ,>3+d
3+a_, 3+ a?
4 n n+1 4

Tehét a szdmsorozat monoton cs6kkené és alulrdl korlatos (hiszen a, > 0)
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— (a,) konvergens, és fenndll:

34+a2
A= lim a, = lim n—l
n—00 n—0o0 4

3+ A

4=

A2 —4A4+43=0 = A=1 vagy A=3.

4
A = 3 nem lehet, mivel a, < a; = 3 ezért a, nem esik a 3 szam pl. 1 sugarud

kornyezetébe. fgy A= lima,=1.

n—00

a; = 1; Ont1 = /6 + ay; n=12...

Konvergens-e a sorozat? Ha igen, mi a hatdrértéke?

(an) = (1, 2,646, 2,94,...)
V6 + a, > 0 miatt a sorozat elemei pozitivak ((ii)-ben precizen megmutatjuk).

(i) Ha a sorozat konvergens lenne, akkor 1étezne
A= lima, = lim 6 +a,_; =vV6+A, vagyis A?—A—-6=0.
n—oQ

n—oQ

Ebbél ,A =3 vagy A = —2 lehetne. a, = /6 +a,_1 >0 miatt A = —2 nem
lehet. Igy csak az A = 3 johet széba.

(ii) Sejtés: (an)
Bizonyitas: teljes indukciéval. (Egyidejiileg belatjuk, hogy a, > 0.)

0<a <ay<as igaz.
Tegyiik fel, hogy 0<a, 1<a,.
Igaz-e, hogy

? ?
0< \/6+an_1:an<an+1:v6+an

Az indukciés feltevés miatt 0 < a,_1 < a,
= 0<0+6<6+a,1<6+a, (a,>0 miatt)
= 0<6+a,1<V6+a,

Vagyis 0 < a, < apy1 -

Tehat a sorozat monoton noveked6 és elemei pozitivak.
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(iii) Létezik-e K fels6 korldt? K-nak most célszerii A-t vélasztani. Teljes indukciéval
belatjuk, hogy a, <3 VneN:

a; < 3 teljesiil. Tegyiik fel, hogy a, < 3. Ekkor
U1 = V6 +a, < V6+3=3.
Tehét (a,) feliilrdl korldtos.
(iv) Vagyis (a,) / A (an) felilrél korldtos = 3 nh_)r{.lo a, = A.
Lattuk, hogy A = 3 lehet csak.

@ A monotonitas masképpen is belathato:

?
0<a, < apy1 =v6+a,
5 7
a, < 6+ap
5 ?
a, —a,—6 <0

Ez igaz, ha —2 < a, < 3, de ezt még be kell bizonyitani. —2 < a,, trividlisan igaz
(an, > 0 miatt), a, < 3 pedig teljes indukciéval bizonyitando.

ap = —3; an+1=5_1gai; n=12,...

Konvergens-e a sorozat?

Monoton csokkend-e?

5—6a2 7 ?
13“" < ay, amibdl  6a2 + 13a, — 5 > 0.

62>+ 13z —5=0, = _ 2.1
— Y 1,2 — 27 3
5 1
Tehat monoton csokkend, ha a, < 5> vagy a, > 3
5
Most teljes indukciéval beldthaté, hogy a, < -3 ( < ~3 ) (HF.)

Ap4+1 =

Tehat a sorozat monoton csokkend a —3 kezdoértékkel.

Ha a sorozat alulrdl korldtos lenne, akkor konvergens lenne, és a hatarértéke:

_ 5 —6A?
13

1
A A= —g vagy A= 3 lehetne.
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Mivel most a, < —3 Vn-re = (a,) nem konvergens, vagyis alulrél nem korlatos

= VM-hez Ing, hogy a,, < M.
Mivel (an) \, ezért a, < ap, < M, ha n>ngy, tehdt lim a, = —o0.

n—oQ

Egy kitiintetett szamsorozat

1 n
@ en = (1 + —) korldtos és ,* == (e,) konvergens.
n

1. Korldtossig (a binomidlis tétel felhaszndldsaval):

o () R () G) e

k=0

n
1 1 2 E—1
:HH;E (1—;>(1—5) <1— n)
0<r< 1 0 <f< 1 0<r< 1
n n
1 1
< 1+1+Zy— 1 = 5
k=2 k=0

De (sy,) feliilrél korldtos, mert

S RS ST SRS P S (I AL I
Sn = 1-2 1.2-3 1-2--n 9 T2 o3

1\" "1
Tehéten:<1+—) < sp = — < 3.
n
k=0
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2. (e,) monoton né:

1 \"" M 1
n = 1 = - =
Ent1 (+n+1> Z( k >(n+1)k

k=0

=3k (k) () (- 5) -

1 1 k-1 n+1 1
=2 S (11— >
+kZ:;k! ( n—i—l) < n—i—l) +<n-|—1> (n 4 1)n+l

[\ J/ N J/
-~ -~

1 k—1
>1=n >1-207

>2+§%(<1—%)---(1—k;1>>+0:en

Tehét e,1 > e,. Mivel (e,) 7 és korldtos = konvergens.

A sorozat hatarértékét e-vel jeloljiik.

1 n
e := lim (1 + —)
n—00 n

A fentiek miatt: 2 < e < 3. Belathatd, hogy e nem raciondlis szam, tovabba:

Néhdany e -vel kapcsolatos példa:

n+n+6

1 n 1 n—=6 1 6 )
@ anp =11+ =1+ 5 1+ - e-1°=e

1 n3+n+6
ap = (1 + 7) — e, ugyanis (e,) egy részsorozatdrdl van szo.
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(1. 1 6n—7 (. 1 6n+1 1 Ll
fin = 6n + 1 B 6n + 1 1 -
1+
6n+1
_(n+3 n-2 _(n+4-1 "+476_
" n+4 n+4
(1 =) ! - 11
- n+4 n+4\° 16 e
n+3
1+4
4 . 1
Felhaszndltuk, hogy ot o= _1n _ 219 _4
n+3 1+§ 1+
n
Maésik megoldés:
14 3)
n <n—i—4)2 e, 1
ap = n —4 1:—
1+é n+3 e e
n
n2
-2
n2 —9\"™ 1+F —2 .
an_(m) VAN
(1+3)
n
1—|—1 "\
ne1)” " N _ o
“=\nve) |~ |/ 6y )
n-+
1 —
(1+3)
2 2n
14+ 2
wons (om) e
2n+9 ( 9) e
1+ —
2n
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Keresse meg az alabbi sorozatok hatarértékét!

-

302 + 1\ 302 + 1\ 302 + 1\ 32 + 1
a'ﬂ == - 0 o b] bn == - 9 a ) cn == o 9 a bl dn = - 0 o
3n2 -2 3n2 -2 3n2 -2 3n2 -2
1 3n
]_ -
( i 3”2) e 3
i = ez oo =A4
142 ’
(1+52)

by, = (a,)* = b, > A3=¢°

cn = (a,)"> 8" , ha n>N; (a, = € miatt IN;) = ¢, >

!

(0.9]

d, = ¥a, =—> I N;: n> Ny esetén
vet—0,1 <d, < {/e32+0,1
—_———— —_———
+ +
1 1
= d, —> 1.
Feladatok

1. Keresse meg az alabbi sorozatok hatarértékét, amennyiben azok léteznek!

1\ 7100
a) a (1 + )
n—2 1)"
n+8

< ants
<n+3>“+
=
= (2

w

3n—1 3n—1\" . an —1\"
n+2)/) "’ bn an+2) 7 " \3n+2

nd —2\" n®—2\"
b, = =
S+1 ) " <n3—|—1) o (n3—|—1)

2

S,

S
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3. Gyakorl6 példak rekurziv sorozatokhoz:

a) a1 =2; a1 =1+ /a,

1
b) a1=§;

(I’Jtmutatés: an+1 = an(1 —ay,), elészor 0 < a, < 1-et mutassa meg.)

— 2
Qp41 = Qpn — Qy,

1 an

55 On -

3 1 3+ a,

an+3—3_1 3

c) a; =

)

(Segitség:  any1 =

3+ a, _3+an
1 1 a?_
d) alzi; an:§ 7121
a2 + 6

e) a1 =4; app1 = 5

f) a1 =5; a,=+2a,_1+5

00
@ ‘ Minden sorozatnak van monoton részsorozata. .
1 [ ]
o 1Y e
Piliieitoe
2. ’ N :
,,csucs : Gp, csucs, ha Vn >mnp-ra a, < ap, |

1. 3 végtelen sok csics = van monoton csokkend részsorozat, hiszen ezek a
csucsok monoton csokkend részsorozatot alkotnak.

2. Véges sok cstics van (esetleg nincs is).
as, : a legnagyobb indexii csics utdn kovetkezd elem. (Ha nem volt: ag, = a;.)
as, nem csucselem.
dsy > 511 as, > as, , kiulonben ag, csics lenne. a;, sem csucselem.
ds3 > s9: as, > as,, kilonben a,, csics lenne.
Stb. gy kapunk egy (an,) /* részsorozatot.
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Bolzano—Weierstrass kivalasztasi tétel:

@ ‘ Korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Az el6z0 tétel miatt 3 monoton részsorozat, és mivel ez korldtos =  konvergens.

@ A raciondlis szamok QQ halmazaban nem igaz a Bolzano—Weierstrass kivalasztasi
tétel. Legyen (b,) = (1, 1,4, 1,41, 1,414,...) —v2¢ Q, b, € Q
(by) C [1,2], azaz korlatos. (b,) minden részsorozata v/2-hdz konvergal, tehét nincs
(bp)-nek olyan részsorozata, amely egy Q-beli elemhez konvergilna.

Sziikséges és elégséges tétel szdmsorozat konvergenciijihoz

Cauchy-féle konvergenciakritérium :

@ Az (a,) szamsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Ve > 0-hoz I M(e) € N:

| —an| <€ Vn,m > M(e) esetén

(—B)

@ Mas megfogalmazasban:

lantk —an| <e  Vn>M(), Vk €N esetén

@

A tétel azt a tényt fejezi ki, hogy konvergens sorozat elemei egyméshoz is tetszolegesen
kozel vannak, ha indexeik elég nagyok. Ezt a tételt hasznalhatjuk a konvergencia bi-
zonyitasara akkor is, ha a hatarértéket nem ismerjiik.

@ Az (a,) szamsorozatot Cauchy-sorozatnak nevezziik, ha Ve > 0-hoz 3 M (¢):

|am —an| <&, han,m> M(e)

A Cauchy-féle konvergencia tételt megfogalmazhatjuk a kovetkezoképpen is:

Az (a,) szdmsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy sorozat.
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@ @-ban a Cauchy-sorozat nem feltétleniil konvergens.
Példaul  (a,) = (1, 1,4, 1,41, 1,414,...) — V2 ¢ Q.

Az (a,) Cauchy sorozat, mert |a, x—a,| <107Y =€, ha n> N, k € N tetszdleges.
Nincs olyan Q-beli elem, amelyhez (a,) konvergdlna.

Egy fontos példa

n
sn=2%=1+%+%+---+1
k=1

n

Bizonyitsuk be, hogy lim s, = 00
n—oo

11 1
sN=ldc+ o+t~

2 3 N
=1+ L +-t = + = + ! +-o-t .
PNEETY N N+1 N+2 2N
N-et akdrmilyen nagyra valasztjuk:
1 1 1 1
— - e —>N.—=—
sav —snl=qm g+t oy ON 2’

tehat nem szorithaté e ald, ha ¢ < % Nem teljesul ra a Cauchy-féle konvergencia

kritérium =  divergens.
Mivel (s,) /* = s, = 0.

Torlédasi pont

(D) Torléd4si pont (siirlisddési pont, siiriisodési érték):

t €R,ill. t =00, vagy t = —o0 az (a,) torlédasi pontja, ha minden kdrnyezete a
sorozat végtelen sok elemét tartalmazza
(Tehdt 1étezik olyan (ay,,) részsorozat, amely t-hez tart.)
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( +oo kornyezetei (P, 00) alakiak, ahol P € R. —oo kdrnyezetei (—oo, M) alakiak, ahol
M eR)

@ (an,) valés szamsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha pontosan egy valds szam

a torlédasi pontja.

lim a, = 400 akkor és csak akkor, ha t = oo az egyetlen torlédési pont.
n—r0o0

@ S :=(a,) torlédasi pontjainak halmaza.

@ Ha a torlédési pontok halmaza feliilrol korlatos, akkor 1étezik legnagyobb torlédasi
pont. (—B)

@ Limesz szuperior:

legnagyobb torlédasi pont, ha a torlédasi pontok halmaza
feliilrél korlatos

. jel e
limsupa, = lima, := —00, ha § =0 vagy S = {-oc}

oo, kiilonben

@ Limesz inferior:

legkisebb torlédasi pont, ha a torlédasi pontok halmaza
alulrol korlatos

lim inf a,, el lima, =
o0, ha S =0 vagy S = {0}

—o00, killonben

@Hafl lim ¢, =— lima, = lima, = lim a,

n— 00 n— o0

4y = 200" fima, =7, lima, =?

Ha n péaros: a, =2" — oo (Részletezve: n=2m: a9y, =22 =4 — o0)
Ha n pdratlan: a, = 27" = 1 -0 (n=2m+l:a = 2-(m+l) — 1 — 0)
p $Op = = on = DQ2mi1 = =95 am
fgy a sorozat torlédasi pontjai: 0, co = lima, = oo, lima, = 0
v1.2
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n? 4+ n? sin (n%)

tn = 2n2 +3n+7

Adja meg a szamsorozat torlédési pontjait! lima, =7, lima, =?

n értékétdl fiiggden harom részsorozat viselkedését kell vizsgalnunk.

T
Ha n=2m : sin (n§> =0, ezért a kapott részsorozat:

Ha n=4m+1 :

Ha n=4m—1 :

n2

o2+ 3n+ 7

Ll
2

. m ,
sin (n§> =1, ekkor a részsorozat:

2n?

S —
2n2 +3n+7

Qn,

. 7T ’ 7
sin (ng) = —1, igy a részsorozat:

a,=0 —0

1
Tehat a torl6ddsi pontok halmaza: S = {0, 3 1}

lima, =1, lima, = 0
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