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Megjegyzések
e A 14. tételben az ordkulumok kozti kapcsolatra hidnyzik a bizonyiték

e Steiner-fa visszavezetését metrikus Steiner-fara lehet hogy bele kéne rakni...
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1. tétel

1.1. Az optimalis hozzarendelés problémaja

Egy G = (A, B; E) péros grafban keresiink teljes parositdst 1igy, hogy az M teljes parositdsra az ¢lek Osszstlya,
S.c s w(e) maximalis legyen.

1.2. Egervary algoritmusa
1.2.1. Cimkézés
Rendeljiink G = (A, B; E) grafban Vv cstcshoz egy c(v) € R cimkét ugy, hogy Ve = {x, y}-ra c(z) +c(y) > w(e)
teljestljon.
Azokat az éleket, ahol egyenléséggel teljesiil: ¢(z) + c(y) = w(e), piros élnek nevezziik.
1.2.2. Algoritmus
1. M =9 és

c(v) = maXyep fvyter W({v,y}) haveA
0 have B

2. M-bél kiindulva kerestink maximalis elemszamti M’ parositast javité utakkal a piros részgrdfban. Ha M’
teljes, akkor készen vagyunk.

3. Legyen U az M éltal le nem fedett A-beli pontok halmaza, T’ az U-bdl piros részgréfon alterndld tttal
elérhet6 B-beli pontok halmaza és T a T’ pontok M’ parositds szerinti parjai. Ekkor

§ = min{c(z) + c(y) —w{z,y}{z,y} € E,x € TUU,y € B—T'}

és az 1j cimkézés:
c(v)—6 haveTUU
d(v)=<cv)+5§ haveT
c(v) kiilonben

FEzzel folytatjuk az el6z6 1épéstol.

1.3. Linearis Programozas alapfeladata

A linedris programozas alapfeladata:
max{cx : Az < b}

1.4. Kétvaltozos feladat grafikus megoldasa

Kétvaltozos esetben az egyenlGtlenségek félsikokat hatdroznak meg, és az eredmény ezen félsikok metszetén
talalhato. A c1x1 4 coxo feltételbol kifejeziink egy egyenest, amelynek egy s paramétere hatarozza meg az
egyenes poziciéjat (meredeksége pedig fix). Az s paramétert véltoztatva az egyenes és a sokszog valamely
metszéspontjaban lesz a megoldds, az er6s bazismegoldasokra vonatkozé tétel miatt pedig pontosan a sokszog
egy csucspontjaban.



2. tétel

2.1. Linearis egyenlotlenségrendszer megoldasa Fourier-Motzkin eliminaciéval

Az (A]b) métrixon végziink miiveleteket, és minden 1épésben egyel csokkentjitk a véltozdk szdmét. Eldszor a
sorok pozitiv szammal valé szorzasaval elérjiik, hogy az els6 oszlopban csak 1, —1, 0 értékek szerepeljenek. Ekkor
legyen I az 1-el kezd6dé6 sorok halmaza, J a —1-el kezdddoeké és K a 0-val kezd6dbeké.

Ha J = @ akkor a feladat visszavezethetd (Aglbg) n — 1 valtozds esetre, ha x elsd komponensét a

A= min (b(i) — a'z)

Ha I = @ akkor hasonléan az el6z6ekhez,

A= a’t — b(j
?gdax (7))

valasztassal a feladat visszavezethetd az n — 1 valtozos esetre.

Kiilonben Vi € ¢, 5 € J sort paronként osszeadva az eredeti sorokat elhagyva és K sorokat megtartva, az elsé
oszlopot elhagyva megkapjuk a redukélt esetet.

Az egyvaltozos eset megoldhatdsaga:

e Ha Jk € K amire b(k) < 0, akkor nem megoldhaté
e Kiilonben K sorai elhagyhatok

e [ és J sorokbdl a megoldhatésdg konnyen eldonthetd

2.2. Farkas-lemma
2.2.1. 1. alak

Tetszbleges A és b esetén az aldbbiak koziil pontosan egynek van megoldédsa:
1. Az <b

2. yA=0,y>0,yb <0

2.2.2. 2. alak

TetszOleges A és b esetén az aldbbiak kdzil pontosan egynek van megoldasa:
1. Az=b,z>0
2. yA>0,yb< 0



3. tétel

3.1. A LP célfiiggvény feliilr6l korlatossaganak feltételei
Ha Az < b megoldhaté, az aldbbi harom allitas ekvivalens:

1. Az < b megoldashalmazan a cx feliilrdl korlatos

2. Nincs megoldasa Az < 0, ¢z > 0 rendszernek

3. Van megoldasa yA = ¢,y > 0 rendszernek

3.2. A LP dualitastétele
Ha a max{cx : Az < b} megoldhat6 és feliilrél korldtos, akkor
1. A min{yb: yA = ¢,y > 0} dudlis program is megoldhaté és alulrél korlatos.
2. A primal programnak létezik maximuma, a dudlisnak létezik minimuma
3. maz{cx : Ax < b} = min{yb: yA =c,y > 0}
Ekvivalens alak. Ha a max{cz : Az < b,z > 0} primél program megoldhaté és feliilr6l korldtos, akkor

min{yb : yA > ¢,y > 0} is megoldhaté és alulrdl korldtos, a primél programnak létezik maximuma és a
dualisnak létezik minimuma, és

max{cx : Az < b,x > 0} = min{yb: yA > ¢,y > 0}

3.3. A LP alapfeladatanak bonyolultsaga

A szimplez-mddszer nem polinomialis ideji algoritmus, de a gyakorlatban nagyon jol hasznédlhaté. Létezik
polinomidlis ideji algoritmus is, pl. az ellipszoid-maddszer.



4.

4.1.

tétel

Egészértékii programozas

IP feladat max{cx: Az <b,x € Z"}

DIP feladat min{yb: yA =c,y >0,y € Z"}

4.2.

marrp < marpp = minpp < MINprp

IP feladat bonyolultsaga

Az TP probléma NP-teljes, a 3-SAT probléma visszavezethetd ra.

4.3.

Korlatozas és szétvalasztas algoritmus

Algoritmus max{cz : Az < b, f < x < g € Z"} alaki problémdk megolddséra.

1.
2.
3.
4.

‘C: {(f)gaoo)}aZ* = -0
Ha £ = @ akkor vége. Kiilonben vélasztunk £-bél egy IP® feladatot és toroljik £-bél.
Ha w® < 2* akkor vissza az el6z6 1épéshez.

Megoldjuk az LP® relaxélt feladatot. Ha nincs megoldds, vissza a 2. 1épéshez. Kiilonben z(®) és () a
maximum érték és hely.

Ha z(® < 2* akkor vissza a 2. 1épéshez.
Ha 2z() > 2* és egész vektor, akkor z* = 2() és 2* = (). Vissza a 2. 1épéshez.

Ha 2(Y) > z* de nem egész vektor, akkor vélasztunk egy x; eldgazdsi valtozot, és fj@ <t< gj(-i) kozbiils6é
értéket. L-hez hozzavesszitk (IP") és (IPW)" feladatokat, (w®) = (w®)” = 2 értékekkel. Vissza a
2. 1épéshez.



5. tétel

5.1. Bazismegoldasok

Tegyiik fel, hogy Az < b-nek z egy megoldésa. Alljon A A azon soraibdl, melyeknek megfelels egyenlétlenségeket

x egyenléséggel teljesiti.
x bdzismegoldds, ha r(A) = r(AZ).
x erds bazismegoldds, ha x nem nulla komponenseinek megfelel6 A-beli oszlopok linedrisan fiiggetlenek.

5.2. Caratheodory tétele

Tegyiik fel, hogy Az < b megoldhaté és cz feliilr6l korlatos a megolddshalmazan. Ekkor Vz, megolddshoz 3z,
er0s bazismegoldas, melyre cxy > cxs.



6. tétel

6.1. IP totalisan unimodularis egyiitthatématrixal

Egy matrix totdlisan unimoduldris, ha minden négyzetes részmatrixanak determinansa 0, —1 vagy 1.

Ha A TU-matrix, b egész vektor és ¢ tetszdleges vektor, valamint a max{cz : Az < b} LP feladat megoldhaté
és maximuma véges, akkor max{cz : Az < b,x € Z"} is megoldhaté és maximuma megegyezik az LP feladat
maximumaéval.

6.2. Alkalmazas paros grafokra

Paros graf illeszkedési matrixa totalisan unimodularis.

Legyen G egy n cstcsti, m élii graf, illeszkedési métrixa B és Bz < (1,...,1)T,2 > 0,2 € Z™ megoldasait
tekintjiik. Egy ilyen x pontosan akkor megoldds, ha az 1 komponenseknek megfelel6 élek fliggetlen élhalmazt
alkotnak G-ben. Ha w tetsz6leges m dimenziés valds vektor, akkor

max{wz : Bx < (1,...,1)T, 2 > 0,2 € Z"}

IP-feladat G-ben maximalis sulyu fliggetlen élhalmaz keresését jelenti, ahol w tartalmazza az élsilyokat.
Ha G péros graf, akkor ez megegyezik az LP feladat maximumdval, ami viszont a dualitds tétele miatt
megegyezik
min{y(1,..., )7 : yB > w,y > 0}

Egy y megoldds minden v ponthoz egy c¢(v) cimkét rendel. Masképp megfogalmazva tehit a feladatot:
Legyen G = (A, B; E) péros graf és Ve € E élhez legyen adott w(e) sily. Ekkor a maximélis Osszsulyd
parositds Osszestlya megegyezik

-vel ahol a minimum minden olyan ¢ fiiggvényen értendd, amelyre c(z) + c(y) > w(e) teljesiil Ve = {z, y} élre.



7. tétel

7.1. LP és IP alkalmazasa halézati folyamproblémakra

Adott G = (V, E) irdnyitott gréf, s, t € V két kitiintetett cstics, ¢ : E — R kapacitdsfiiggvény. Ha X : E — RT
fiiggvény és v € V cstcs, akkor px (v) a v-be belépd élek értékének dsszege, és dx (v) a v-bol kilépd élek értékének
osszege.

Egy X fiiggvény folyam, ha Vv € V — {s,t} esetén px(v) = dx(v). A folyam megengedett, ha Ve € E élre
X(e) < c(e).

A folyam értéke 5)((5) — PX(s) = Px(t) — 5X(t)-

Ha G illeszkedési matrixa B, v € V-nek megfelel§ B-beli sor legyen b,. Hozzdvesziink G-hez egy e* = (t, s)
élt, a kapott grafot nevezziik G*-nak, B* illeszkedési matrixal. B*z* < 0 megolddsianak utolsé komponense
legyen p, ennek elhagyasaval a megoldéas x.

Egy ilyen x folyam, és a folyam értéke pu.

Maximaélis értékii folyam keresése a (G, s, t, ¢) halézaton tehdt:

max{(0,0,...,1)a™ : B*z* <0,2" >0,z < ¢}

Ennek dudlis feladata min{}"_ .z w(e)c(e)} haIl(v) > 0 Vv € V-re és w(e) > 0 Ve € E-re. Ve = (u,v) € E-re
II(u) — II(v) + w(e) > 0 és II(¢) — II(s) > 1. Ezen minimum értéke megegyezik a halézati folyam minimédlis
vagasanak értékével.

7.2. Minimalis koltségii folyam
Adott k(e) : B — RT koltségfiiggvény. Keressiik a legaldbb M értékii folyamok koziil a minimalis koltségiit:
min ) . k(e)z(e)-t. Ez LP feladatként megfogalmazva:

min{kz : B*z* < 0,2* > 0,z < c,u > M}

7.3. Tobbtermékes folyamprobléma

Adott G = (V, E) irdnyitott graf, és abban k darab (s;,t;) pontpr. z; : E — R7T fiiggvények a feladat
megolddsa, ha pg, (v) = 0z, (v) teljestil V1 < i < k-ra és Vv € V — {s;,t;}-re, és Zle zi(e) < c(e) Ve € E élre.
A probléma megolddsihoz maximalizaljuk

10



8. tétel
8.1. Matroidok

e Egy F alaphalmazon értelmezett nem tires, leszallé halmazrendszer matroid, ha tetszoleges nem negativ
sulyfiiggvényre a mohé algoritmus optimalis (maximalis silyt) megoldast ad.

e Legyen F halmazrendszer F-n, amelyre teljesiil, hogy @ € Fésha Y C X AX € F =Y € F. Ekkor
(E,F) matroid & X, Y e FA|IX|>|Y|=Tr e X\Y: Y+ eF

e M = (E,F) matroidban az alaphalmaz F-hez tartozé részhalmazai a figgetlen halmazok.
e Ho X CEANX ¢ F = X 0Osszefiiggd
e Maximalis fiiggetlen halmazok a matroid bdzisas.
e Tartalmazdsra nézve minimalis 6sszefiiggd halmazok a matroid kdre:.
e M matroidban X C E rangja r(X) egy X-beli maximalis fiiggetlen halmaz mérete. Ez az r : 2¥ — ZT a
matroid rangfigguénye.
8.1.1. Linearis matroid

Valamely matrix oszlopvektorai dltal indukalt matroidot linedris matroidnak nevezzik.

8.1.2. Grafikus matroid

Egy G graf altal indukélt matroid fiiggetlen halmazai a G-beli erddk, és M (G)-vel jeloljiikk. Megnevezése grafikus
matroid vagy G kérmatroidja.

8.1.3. Uniform matroid

Alljon F az n elemfi E alaphalmaz sszes legfeljebb k elemfii halmazabél (0 < k < n). Ekkor (E,F) uniform
matroid, melyet U, -val jelolink.

8.2. A rangfiiggvény szubmodularitasa

Legyen X,Y halmazpédr. X N Y-ben a maximalis fliggetlen részhalmaz legyen A és |A| = a. Kiegészitjiik A-t
maximalis fiiggetlen részhalmazza X U Y-ban. Ehhez X-bél 3, Y-bol v 4j elem keriil bele. Ekkor

r(XNY) = «a
r(XUY) = fB4+a+vy
r(X) > fB+a
r(Y) > a+y

11



9. tétel

9.1. Moh¢ algoritmus matroidon

E véges alaphalmazon adott egy F halmazrendszer és egy w : E — R siilyfiiggvény. Keresiink egy olyan X
halmazt, hogy X € F és ) .y w(e) maximalis. F nem iires és leszalld.

9.1.1. Algoritmus

@ € F-bol indulva noveli a megoldas méretét amig lehet:
Ha X C E és 3¢’ : X + ¢’ € F akkor legyen e olyan, hogy

w(e) = max{w(e'): e’ € E\ X, X +¢' € F}

és az 4j halmaz legyen X + e.
Ha nincs, akkor az algoritmus véget ér, az eredmény X.

9.2. Matroid megadasa rangfiiggvényével

o () =

e r(X)<|X| VXCE

e r(Y)<r(X)haV C X

e r(X)+r(Y)>r(XNY)+r(XUY) VX,YCE

Forditva: ha a fenti &llitasok igazak, akkor r egy M = (E, F) matroid rangfliggvénye, ahol

F={H:r(H)=|H]}

9.3. Matroid megadasa bazisaival
e B+
e X1 =Xy VX;,X0€B
e X1, XoeBANe1eXi=>TdeaeXo: X1 —€e1+e€B
Forditva: ha (F,B) egy halmazrendszer a fenti tulajdonsigokkal, akkor M = (E,F) matroid ahol

F={H:HCB,BeB}

9.4. Matroid dualisa

M dudlisa M* = (E,F*) ahol egy X C FE pontosan akkor eleme F*-nak, ha E \ X tartalmaz M-beli bazist.
M*-ban X pontosan akkor bazis, ha M-ben E \ X bézis. Egy ilyen M* matroid. (M*)* = M.
Sikbarajzolhaté6 grafok esetén (M (G))* = M (G*).

9.5. Dualis matroid rangfiiggvénye
r(X) = X[ -r(E) +r(E\X)

12



10. tétel

10.1. Elhagyas

M\ X = (E\X,F') matroid, ahol egy F-beli halmaz pontosan akkor tartozik F'-hoz, ha részhalmaza FE\ X -nek.
F’-ben mds halmaz nincs.

10.2. Osszehtzas
Legyen M = (E,r) matroid r rangfiiggvénnyel, X C E. Ekkor E \ X alaphalmazon R(Y) =r(X UY) — r(X)
rangfiiggvénnyel definidlt M/X = (E \ X, R) matroid M-b&l X &sszehtzdsaval all eld.
(M/X)*=M*\X és (M\ X)*=M*/X.
10.3. Direkt 0Osszeg

Legyen My = (E1,F1) és My = (Eq, F2) két matroid a diszjunkt E; és Fy nem iires halmazokon. A két matroid
direkt Gsszege
N =M; + My = (El UEQ,]:/)

ahol X € F' pontosan akkor, ha X N Ey € Fi AX NEy € F.

10.4. Osszefiiggbség

Egy M matroid sszefliggd, ha nem all el matroidok direkt Gsszegébdl.

10.5. Reprezentalhatésag

e M matroid reprezentdlhatd/koordindzhatd F test felett, ha létezik olyan métrix, amely oszlopai dltal az F'
test felett meghatdrozott linedris matroid izomorf M-el.

M linedaris matroid, ha létezik olyan F' test, amely felett koordinazhatdé.

A kételemii test felett reprezentalhaté matroidokat bindris matroidoknak nevezzik.
e Ha egy matroid tetszOleges test felett koordindzhatd, akkor reguldris.

Két matroid, M = (E,F) és M' = (E', F') akkor izomorf, ha 1étezik olyan bijekci6 E és E’ kozott, amely
fiiggetlen halmazt fliggetlen halmazba visz 4t. Jele: M = M.

e Ha M = (E,F) reprezentalhaté F' test felett, akkor M* is reprezentdlhat6 F' felett.
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11. tétel

11.1. Matroidok tipusai

Grafikus matroid G graf altal indukalt matroid, fliggetlenjei a G-beli erdok. Tetszéleges test felett repre-
zentalhatdak.

Kografikus matroid A grafikus matroidok duélisa.
Regularis matroid Minden test felett koordindtazhaté matroidok.
Binaris matroid M bindris matroid, ha a bindris test felett koordinatazhatd.

Linearis matroid M linearis matroid, ha van olyan test, ami felett koordinatdzhato.

A grafikus és kografikus matroidok halmazanak metszete nem iires. Minden grafikus és kografikus matroid
reguldris. Minden regularis matroid binaris. Minden bindris matroid linearis.

11.2. Példak

e Grafikus, de nem kografikus matroid egy sikba nem rajzolhaté graf kormatroidja.

Kografikus, de nem grafikus matroid egy sikba nem rajzolhaté graf kormatroidjanak duélisa.

Grafikus és kografikus matroid egy sikbarajzolhaté graf kérmatroidja.

Regularis, de nem grafikus vagy kografikus matroid egy sikba nem rajzolhaté graf kor és vagasmatroidjanak
direkt Gsszege.

Bindris, de nem reguldris matroid a Fano-matroid (F7).

Linedris, de nem bindris matroid az Uy s.

Nem linedris matroid a Fano-matroid és az Anti Fano-matroid direkt Osszege: F7 + F; .

11.3. Fano-matroid

F;(E,F) Fano-matroid, ha £ = {1,...,7} és F tartalmazza E legfeljebb 2 elemszdmu részhalmazait, vala-
mint E 3 elemii részhalmazai koziil azokat, amelyek az abran nincsenek egyenesen vagy koron.

F7(E,F) Anti Fano-matroid, ha E = {1,...,7} és F tartalmazza E legfeljebb 2 elemszdmu részhalmazait,
valamint E 3 elemii részhalmazai koziil azokat, amelyek az dbrédn nincsenek egyenesen.

Az F7 csak a 2-karakterisztikdju testek felett koordindtdzhaté, az F; pedig csak a nem 2-karakterisztikaja
testek felett koordinatazhaté.

Test karakterisztikdja az a legkisebb pozitiv egész szam, mellyel az egységelemet t6bbszorozve a nulla elemhez
jutunk.
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11.4. Tuttle tételei

Az M matroidbdl torlések és Gsszehuzasok utjan eléallt matroidot az M minordnak nevezziik.

e M bindris & nem tartalmazza minorként az Uy o-t.
e M reguldris & nem tartalmazza minorként az Uy o-t, az Fr-et és az F7-ot.
e M grafikus < nem tartalmazza minorként az Uy o-t, az Fr-ct és az F7-ot, valamint M*(K5) és M*(K33)

matroidokat.

11.5. Paul Seymour tétele

Az M akkor és csak akkor reguldris, ha eléall 1 grafikus, 1 kografikus éa az Rjg matroid néhany példanyabdl a
direkt Osszeg, 2-Osszeg és 3-Osszeg miiveletek segitségével.
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12. tétel

12.1. Matroidok oOsszege

Az My(E,F1),..., Mp(E, F;) matroidok Osszege az az N = \/f:1 M; halmazrendszer, amelynek alaphalmaza
E és egy halmaz pontosan akkor tartozik N-hez, ha el6all kiillonboz6 M;-k fiiggetlen halmazainak tniéjaként:

NZ(E,f/) f/Z{HlLJHQ'--UHk:HiE]:i,izl...k‘}

Az igy definidlt N halmazrendszer matroid. Rangfliggvénye:

12.2. k-matroid-metszet probléma

Egy M; és Ms matroid metszete az N(E, F; N Fy) halmazrendszer mely nem minden esetben matroid.

12.2.1. Feladat
Adott k darab matroid: M; = (E,F;),i=1...k és p € Z. Létezik-e F;-knek legalabb p méretii k6z6s elemiik?

12.2.2. Bonyolultsag

Az M M P polinomidében megoldhatd, visszavezetheté a matroid particiés probléméara. Az MM Py k > 3-ra
NP-teljes.
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13. tétel

13.1. k-matroid-particiés probléma

Adott k darab matroid k6z6s E alaphalmazon és egy X C FE részhalmaz. X fiiggetlen-e a matroidok 6sszegében?
Mas széval: particiondlhaté-e X X, ..., Xi részhalmazokra, melyek rendre az 1.,..., k. matroidban fliggetle-
nek?

13.1.1. Algoritmus

Kiindulunk Vi : X; = @, X; € F;, halmazokbdl, és addig bovitjik, amig ini6juk X nem lesz, vagy ha nem
bovithetd, mutatunk egy tanut.
A bévitéshez definidlunk egy n + k pontu segédgrafot:

e Csticsai EU {p1,...,pr} ahol p; az X; particié segédpontja.
o (z—p)eEG haczg¢ X, NX;+2x€F
o (z—yeEGhadi:z¢ X;,ye X;, Xi+ax¢ Fi, Xs+ov—yeF;

Legrovidebb irdnyitott utat kerestink E \ Ule X;-b8l {p1,...,pr}-ba. Ha van ilyen ut, javitunk az 1t
mentén (végrehajtjuk a cseréket). Ezdltal Ule X; mérete 1-el n6. Ha nincs ilyen Ut megéllunk, és tanu az
E\ Ule X;-bél irdnyitott uton elérhetd pontok halmaza.

13.2. 2-matroid-metszet probléma visszavezetése matroid particios problémara
Legyen My = (E,F1) és My = (E,F») valamint p € Z*. Ha p > min(r1,re2), a valasz nem. Csonkoljuk
a matroidokat addig, amig rangjuk min(p,rq,7r2)-re cstkken. Ekkor a vélasz akkor és csak akkor igen, ha
M,V Mj = (E,2F).

13.2.1. Csonkolas

M = (E,F) csonkoltja M' = (E,F') ahol F' az F elemeit tartalmazza a bazisokon kiviil. A matroid rangja
ettdl eggyel csokken.
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14. tétel

14.1. Matroidok megadasa

Grafikus és linearis matroidok polinom tarral megadhatok, de az altalanos matroid leirasa exponencialis méretii
lenne. Ezért feltételezziik, hogy létezik algoritmusunk, amely X C FE részhalmazra polinom id6ben kiszamolja
M valamelyik tulajdonsdgat:

Fuggetlenségi orakulum megadja, X fiiggetlen-e
Kor orakulum megadja, X kor-e

Bazis ordkulum megadja, X bazis-e

Rang orakulum megadja X rangjat

Girth ordkulum megadja X &ltal tartalmazott legrévidebb kor hosszét, vagy oo-t, ha X € F.

14.2. Orakulumok kapcsolata

Az A ordkulum erésebb B ordkulumndl, ha A polinom idében tudja szimuldlni B-t.

e A rang és a fiiggetlenségi ordkulum egyforma ereji

— Adott rang ordkulum esetén X fiiggetlen ha r(X) = | X|

— Adott fiiggetlenségi orakulum esetén mohé algoritmussal szamolhaté a rang
e A fiiggetlenségi ordkulum erésebb, mint a bézis ordkulum

— X akkor bézis, ha fiiggetlen és E-bol barmely x elemet hozzavéve mar nem fiiggetlen.

— Baézis ordkulummal nem szamolhaté fliggetlenség polinomidSben.
o A fliggetlenségi ordkulum erdsebb, mint a kor ordkulum

— X akkor kor, ha nem fiiggetlen, de barmely elemét elhagyva fiiggetlen lesz.

— Kor ordkulummal nem szamolhaté fiiggetlenségi orakulum polinomidében.
e A girth ordkulum erdsebb, mint a fliggetlenségi ordkulum

— X akkor fiiggetlen, ha g(X) = oo.

— Fiiggetlenségi orakulummal nem szamolhaté girth ordkulum polinomid6ben.

14.3. k-polimatroid rangfiiggvény
Altalanositésa a matroid rangfiiggvényének, amely a k = 1 eset.
1. f(@)=0
2. X CY = f(X) < f(Y)
3. f({z}) <k
4 f(X) + (V) = F(XUY) + F(XNY)

14.4. 2-polimatroid-matching probléma
14.4.1. k-matching

Ha r egy k-polimatroid rangfiiggvény, akkor VX C E-re r(X) < k| X]| teljesiil. Amennyiben r(X) = k|X]|, azt
k-matchingnak nevezziik.
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14.4.2. Probléma

Az E halmazon adott 2-polimatroid rangfliggvény és p € Z szam. Létezik-e olyan X C FE, amely 2-matching és
legalabb p elem(?

14.4.3. Bonyolultsag

A matroidpérositdsi probléma nem oldhaté meg polinom idében. Bérmely X C FE-re egységnyi idé alatt
megtudhaté r(X), de a 2-polimatroid rangfiiggvényrol semmit sem tudunk.

14.4.4. Lovasz tétele

A matroidpdrositasi probléma polinomidében megoldhaté, ha a 2-polimatroid rangfiiggvény egy adott valds
elem@ M matrixbdl az aldbbi mddon nyerheto:

Az M egy kx2n méretii valés matrix, oszlopai ai, by, . .., an, by. Definidlunk az I = {1,...,n} indexhalmazon
egy r fiiggvényt tgy, hogy X C I esetén legyen 7(X) az J,cy{ai, bi} vektorhalmaz altal kifeszitett altér
dimenziéja.

19



15. tétel

15.1. Additiv hibaval kozelit6 algoritmus

Legyen C € R™. Egy algoritmusrél akkor mondjuk, hogy egy additiv C hibdtdl eltekintve jél oldja meg a
problémaét, ha minden I inputra polinom id6 alatt szolgédltat egy olyan y; € X; megoldést, amire

< mi
fi(yr) < min fr(z) +C
ahol f(x) célfiiggvényt minimalizdljuk X; halmazon adott I input esetén. C fliggetlen az inputtol.

15.1.1. Példak

Egy G graf élei k szinnel kiszinezhetdk, ha minden élet ki lehet szinezni k szin felhasznaldsaval ugy, hogy barmely
két szomszédos él szine kiillonbozd legyen. G élkromatikus szdma x.(G) = k, ha G élei k szin felhasznalasdval
kiszinezhetdk, de k — 1-el nem.

Vizing-tétel: Ha G egyszerii graf, akkor x.(G) < A+ 1. Ez egy C = 1 additiv hibdju kozelités.

15.2. k-approximaciés algoritmusok

Legyen k > 1 € R adott szdm. Egy algoritmus egy multiplikativ k hibdtol eltekintve jol oldja meg a problémat,
ha minden I inputra polinom id6 alatt szolgdltat olyan y; € X1 megoldast, melyre

< .
fi(yr) < k min fr(z)
ahol f(x) célfiiggvényt minimalizdljuk X; halmazon adott I input esetén. k fiiggetlen az inputtdl.

15.2.1. Példak

Lefogé pontok szama. Lefogd pontok minimdlis szdmét, 7(G)-t keressiik. A diiggetlen élek egy maximalis
rendszerét kivdlasztva egy 2v(G) elemi ponthalmazhoz jutunk. Mivel v < 7, ezért ez egy k = 2-approximdcios
algoritmus.

Halmazfedés. Adott n elemfi U alaphalmaz, S = {57, Ss, ..., § } részhalmazok és c : S — RT koltségfiiggvény.
Cél S-bol néhany elemet kivdlasztani gy, hogy lefedjék U-t minimalis koltséggel.
Tegylik fel, hogy néhany elemet mar kivalasztottunk, és ezek iniéja C' C U. Ekkor legyen S; értéke a I g(f‘()j‘

szam. Amig van fedetlen elem, a minimalis értéki S; halmazt valasztjuk.
Az algoritmus dltal adott halmazfedés koltsége legfeljebb az optimum H,-szerese, ahol H,, = 1+ % +-- -—|—% <
Inn + 1. Ez nem valddi k-approximécios algoritmus, mivel k fiigg az alaphalmaz méretétol.
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16. tétel

16.1. Kozelito algoritmus a Steiner-fa problémara

Adott egy G = (V, E) 6sszefiiggd graf és ¢ : E — RT koltségfiiggvény. A csticsok T terminslok és S steiner-
pontok halmazara oszlik (V =T U S).

Minimélis koltségii fat keresiink G-ben, mely minden T-beli pontot tartalmaz, és esetleg néhany S-belit is.

A Steiner-fa probléma metrikus esetében a c koltségfliggvény teljesiti a haromszog-egyenlotlenséget és G
teljes graf. Az altaldnos Steiner-fa probléma visszavezetheté a metrikus Steiner-fa problémara gy, hogy az
utébbi k-approximaciés algoritmusa az el6bbire is k-approximacios.

A metrikus Steiner-fa problémara 2-approximécids algoritmus a kovetkezé: legyen F' a termindlok halmazan
egy minimalis koltségii feszitéfa. Ekkor ¢(F) < 20PT.

16.2. Utazo6 ligynok probléma

Elsﬁlyozott teljes grafban keresiink minimadlis 6sszsilyui Hamilton-kort.

16.2.1. Metrikus eset

k=2 multiplikativ hibaju algoritmus.
1. Minimélis 6sszsulyu F' feszitéfat keresiink az n pontu teljes G grafban.
2. Megduplazzuk F' minden élét, majd Euler-kort kerestink.

3. Az Euler-korbél elkészitjiik G egy Hamilton-korét ,itlevdagasokkal”. Tegyiik fel, hogy p1, . . ., ps kiillonbozé
pontok de p;11 mar nem az. Legyen p;1; az elsé olyan pont, amely ismét kiilonb6zd az eddigiektdl. Ha
van ilyen, akkor (p¢, piy;) Utlevdgdssal helyettesitiink, ha nincs, akkor (p;, p1)-el.

Christofides algoritmusa. Az el6z6 algoritmus k = %—re javithaté a masodik 1épés atalakitasaval:

e Tekintsitk G pontjait, melyek F-beli fokszdma péaratlan. Jeloljiik 6ket q1,...,qm-el. H legyen az a
segédgraf, amelyet ez a ponthalmaz feszit ki G-ben, és stlyozzuk ugyan tgy mint G éleit.

e M legyen minimalis Osszsuly teljes parositas H-ban. Adjuk hozza M éleit F-hez, és az igy kapott grafban
keressiink Euler-kort.
16.2.2. Polinomialis approximaciés séma

Egy probléma polinomidlis approximdcios sémdval kozelithetd, ha tetszolegesen kis pozitiv e-hoz talalhatd
polinom ideji algoritmus, mely a problémét egy multiplikativ 1 + € hibatdél eltekintve jol kozelitve oldja meg.
Ha e kozelit 0-hoz, az algoritmus 1épésszamat az input egyre magasabb rendii polinomjaval lehet csak feliilrél
becsiilni. Ezért ez sokkal gyengébb, mint egy polinomiélis algoritmus.
A metrikus utazé ligynok probléma nem ilyen.

16.2.3. Altalanos eset

Altalanos esetben az utazé iigynok probléma nem kozelitheté semmilyen nagy multiplikativ hibaval sem.
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17. tétel

17.1. Részletosszeg probléma

Legyen adott (S,t) par, ahol S az {x1,...,2,} pozitiv egész szdmok halmaza és t € Z. Létezik-e S olyan
részhalmaza, amelyben az elemek Gsszege pontosan t7

Ez a probléma NP-teljes.

Az optimalizaciés probléméban olyan {x1,...,z,} részhalmazt keresiink, amelynek Gsszege a lehetd legna-
gyobb, de nem nagyobb, mint ¢.

17.1.1. Exponencialis algoritmus

Ha L pozitiv egészek listdja vagy halmaza és x pozitiv egész, akkor legyen L + x minden elem z-el vald

megnovelésével nyert lista vagy halmaz.
A PONTOS-RESZLETOSSZEG(S,t) eljaras:

1. Legyen n = |S| és Lo = {0}.

2. Vi :1...nrelegyen L; az L;_1 és L;_1 + x; listdk Osszefésiilésébol adodé lista. Tavolitsunk el L;-bol
minden olyan elemet, amely ¢-nél nagyobb.

3. Az eredmény az L,-beli legnagyobb elem.

Ez egy exponencialis algoritmus.

17.1.2. Polinomialis approximaciés séma

Polinomiélis approximéaciés sémat kapunk, ha létrehozdsa utdn minden L; listat ,megritkitunk” 0 < 6 < 1
ritkité paraméterrel.

Egy L lista 0-val val6 ritkitdsa azt jelenti, hogy a leheté legtobb elemet eltavolitjuk gy, hogy minden L-bol
eltdvolitott y elemre még van egy z < y elem L’-ben, amelyre % < J, vagyis

1-0y<z<y

Ez a z y képvisel§je L’ listdban. Minden y-t képvisel egy z gy, hogy a relativ hibdja y-tdl legfeljebb 4.

Egy ilyen ritkitast elvégezhetiink, ha L elemein novekvd sorrendben végigmegytink, és L'-be akkor kertil egy
elem, ha az L els6 eleme, vagy L’-hoz utoljara hozzdadott szdm nem képviselheti.

A PONTOS-RESZLETOSSZEG problémat kiegészitve L; létrehozédsa utdn egy 6 = = ritkitdssal kapjuk a
KOZ-RESZLETOSSZEG(S,t.¢) eljérast.

Ez az eljaras egy polinomidlis approximaciés séma a részletosszeg problémara.
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18. tétel

18.1. Utemezési feladatok tipusai

Munkak elvégzését iitemezziik gépeken bizonyos feltételek mellett adott célfiiggvényt optimalizalva.
e Elvégzendd munkdk: J = {Jy,...,J,}
e Megmunkélasi id6: p;

e Rendelkezésre alldsi id6: r; (a legkorabbi idépont amikor az ¢. munka elkezdhetd)

Sulyozas: w;

Hatarid6: d;

Megkotés lehet példaul a munkék részben rendezettsége.
Célfiiggvények lehetnek:

e Teljes atfutasi idé: C2

max

= max; C’is , ahol C’is az S utemezében J; munka befejezési ideje.

, n S
o Atlagos 4tfutdsi id6: ==t

e Maximalis késés minimalizdldsa: max;(C? — d;)
Az litemezési feladatokat a|B]y forméban frjuk le, ahol « a gépek szdma és tipusa, 5 az egyéb feltételek

(p;j =1, rj, prec, stb.), v pedig a célfiiggvény (réviditett neve).

18.2. 1|prec|Cran

Adott D iranyitott graf, amely a precedenciat irja le. Az optimalis titemezés D topologikus sorrendje, amely
linearis idében megkaphato.

18.3. 1H0j

Az SPT (shortest processing time) sorrend optimadlis megoldast ad.

18.4. 2-approximiciés algoritmus P||C,,.,-ra

Rogzitjik a munkdk egy sorrendjét. Amint egy gép felszabadul kezdje meg a sorban legeldl 4ll6 munkat ami
még nincs géphez rendelve. Ez a listds titemezés.
A list4s litemezés (2 -1 )—approximéciés a P||Cpq. feladatra.

m
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19. tétel

19.1. Graham kozelit6 algoritmusai

P||Crnaz- Ha listds iitemezést alkalmazunk és a rogzitett sorrend LPT (longest processing time), akkor az
algoritmus %—approximéciés.

Plprec|Craz. A listds iitemezés, ha figyelembe veszi az adott pillanatban rendelkezésre 4116 munkdkat (csak
azokbdl vélaszt), akkor (2 — %)—approximéciés algoritmus a P|prec|C,q. feladatra.

19.2.  Plprec,p; = 1|Cya, feladat

Haa D = (7, A) grif egy s gyokerli be-fenyd (az s-en kiviil minden pont be-foka 1), akkor az aldbbi algoritmus
optimalis:

Hu algoritmusa.

1. Meghatdrozzuk Vj € J-hez D-ben a j-t6l s-ig vezet6 Ut 1(j) hosszdt. Rendezziik a munkdkat [(j) szerint
nem novekvd sorrendbe.

2. Utemezziik a munkakat listas iitemezéssel.

19.3. P2|prec,p; = 1|Cio, feladat

Optimalis megoldast ad a problémara a kovetkezé algoritmus:

Coffman és Graham algoritmusa.
1. Tranzitiv redukciét végziink a D grafon

2. Csoportokba osztjuk a pontokat: els6 csoportba azok a pontok keriilnek, amelyek ki-foka 0, a médsodik
csoportba amelynek ki-foka az els§ csoport elhagyasaval 0-va valik, stb.

3. A p+ 1-edik csoport pontjait a kovetkez6képp szamozzuk:

e Minden ilyen pont mellé odairjuk csokkend sorrendben azon pontok sorszamat, amelyekbe bel6le él
vezet

o A szamsorozatok lexikografikus sorrendje jeloli ki a kp +1...kp41 sorszamokat.

4. A sorszamok szerint csokkeno sorrendbe rendezziik a munkékat, és listds litemezést alkalmazunk.

24



20. tétel
20.1. Lokalis élosszefiiggtség

Legyen G = (V, E) graf és u,v € V. Az u és v kozotti él-dsszefiiggdség, melyet A(u,v)-vel jelolink az u és v
kozti éldiszjunkt utak maximaélis szdma.

Menger tétele szerint:
Mu,v) =min{d(z): X CViue X,v ¢ X}

ahol d(X) az X-b6l V' \ X-be 1épé élek szdma.

A G graf élosszefiiggdségi szama:

AMG) = min {\(u,v) : u,v € V,u # v}

20.1.1. Meghatarozasa 6sszehuizasokkal

G 2 pontjat Osszehizva a minimélis vagds nem csokkenhet, és csak akkor néhet, ha minden minimalis vagas
elvélasztja az 6sszehizott pontokat.

ANG) = min {A(u,v), \(Guv)}

ahol Gy, az u és v csicsok Osszehizdsdval kapott grafot jelenti. Ezt n — 1-szer kiszdmolva megkapjuk A\(G)-t.

A G = (V,E) pontjainak v1,...,v, sorrendje ,max-vissza” sorrend, ha V2 < i < j < n-re d(v;, Vie1) >
d(v;,Vi—1) ahol V; = {v1,...,v}. Ilyen sorrendet gy készithetiink, ha a kovetkezd hozzdadott pont mindig
olyan, amelybdl a mar sorba rakottakhoz a lehet6 legtobb él vezet.

Ha u = v,—1 és v = v, az utolsé 2 pont G egy max-vissza sorrendjében, akkor A(u,v) = d(v).
Nagamochi és Ibaraki algoritmusa.

1. A:i=o0

2. Elkészitjiik g egy max-vissza sorrendjét. Ha ebben d(v,) < A, akkor A := d(v,,).

3. Ha még legalabb 3 pontu a graf, hizzuk 6ssze az utolsé 2 pontot és folytassuk a 2. ponttél. Kiilonben
készen vagyunk és \(G) = \.
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21. tétel

21.1. Minimalis méretii 2-élosszefiiggd részgraf keresése

Ez egy NP-nehéz probléma.
Adott G = (V, E) 2-él6sszefiiggd irdnyitatlan graf, amelyben minden él koltsége 1, és r(u,v) = 2 uniform
élosszefliggdségi kovetelmény. A feladat egy minimalis élszamu 2-élosszefiiggd feszitograf keresése.

21.1.1. Khuller és Vishkin algoritmusa

Tetsz6leges pontbdl indulva DFS keresést hajtunk végre, és kozben kijeloljik E’ élhalmazt, ami a megoldds lesz.
Minden olyan él, ami a felépitendd T mélységi fa éle, belekeriil E’'-be.

Minden olyan pillanatban, amikor a keresés visszalép v-b&l T' {u, v} éle mentén, ellenérizziik, hogy ez elvdgd
él-e az eddigi E’ élei altal kifeszitett grafban. (Ekkor T'(v) a T v-gyoker( részfdja, melyet mar teljesen bejartunk).
Ha igen, egy T'(v)-b6l kilép6 élt adunk E’-héz, amely nincs T-ben és a T'(v)-n kiviili pontjdt a keresés legelszor
érte el.

Ez az algoritmus %—approximéciés.

21.2. Minimalis méretii 2-6sszefiiggo részgraf keresése

Egy 2-0sszefligg6 graf egy él illetve egy pont torlése esetén Osszefliggd marad.
A kovetkezé algoritmus %—approximéciés:

21.2.1. Cherigan és Thurimella algoritmusa

1. Keresiink egy minimalis F' lefogé élhalmazt G-ben Ehhez egy M maximalis parositast keresiink G-ben,
majd tovabbi éleket adunk hozza lefedve azokat a pontokat, amelyeket M nem fed le.

2. Hagyjuk el G-b8l F-hez nem tartozé éleket amig lehet gy, hogy a graf 2-6sszefiiggé maradjon. Egy {u, v}
él elhagyhatd, ha u és v k6z6tt vezet minimum 3 pontdiszjunkt Ut. Ennek eldontésére maximélis folyam
algoritmust alkalmazhatunk.
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22. tétel

22.1. Az o6sszefiiggdség novelése

Adott G = (V, E) grafot minimdlis szdmu 4j él hozzdaddsdval 2-8losszefiiggévé akarjuk tenni.

G graf maximalis élszamu 2-él6sszefiiggd részgrafai 2-komponensek.

A graf egy 2-komponense levél, ha pontosan egy elvagd €l illeszkedik ra. Ha egy sem, akkor izoldlt levél.
Ha legalabb 3 elvdgd él illeszkedik ra, akkor belsé komponens. Két levél tavolsaga az Oket Gsszekotd utak dltal
érintett belsé komponensek szama.

Az alabbi algoritmus optimélis megoldést ad:

22.1.1. Plesnik-algoritmus

Amig a graf nem 2-Gsszefiiggé valasszunk olyan 2 Lq, Ly levelet, melyek tdvolsdga maximalis. Uj élet adunk a
grafthoz, amely L és Lo két tetszoleges pontjat koti Gssze.

Legyen I(G) = U'(GQ) + 2I"(G), ahol I'(G) a levelek szama, I”(G) pedig az izolalt levelek szdma. A fenti
algoritmus minden él hozzdaddsdval az I(G) értéket 2-vel csokkenti, kivéve, ha I(G) = 3.

A G gréf 2-8l6sszefiiggévé noveléséhez szitkséges 1ij élek minimélis szama {@]

27



