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Els6 megkdzelités 3| Elss megkozelités 4

1

m Elv: az a lap az értékes, amelyre sok értékes lap mutat. . o
m vektor/matrix segitségével: vt =| : |, A= (aj),
m n weblap vt
m . lap silya (értéke) a t-edik idépontban: v}/ (t =10,1,2,...)
017 t+1 _ pt
m kezdetben v = = (i=1,...,n) v v
m t — ¢+ 1idSpont: m az "idealis" weblap-silyok vektora:
n
1 ® = |im v! étezi
vt = Zaij‘/jtv v tIer;O v, ha létezik
Jj=1
m Problémak:
m ahol a; = #ioi linkek m vannak weblapok, ahonnan nincs egy link se
) #j— linkek ) ) m lehetnek weblapokbél 4llé csoportok, ahonnan nincs kiat
m ~ milyen valésziniiséggel merre jar a linkek mentén véletleniil m lehet ilyen csoport pl. egy iranyitott kdr
tovabbléps szorfols ekkor csak kivételes vO-kra van konvergencia!
Médositott modell - a tiirelmetlen sz6rf6l6 Test 6
= Médositott matrix: A helyett m Informalisan: Egy négy alapmiivelettel (+, —, -, /) ellatott
halmaz, amelyen a racionélis szamokon megszokott
A=(1-a)A+ alE azonossagok teljesiilnek.
n’ m Formalisan: egy F halmaz két mivelettel és két (kiilénb6z8)
kitlintetett elemmel: +, - illetve 0,1, amelyekre
1.1
_ _ (1) (x+y)+tz=x+(y+2z) (x-y)-z=x-(y-2) (Vx,y,z€F)
ahol £ @ - o). (asszociativitas)
1.1 (2) x+y=y+x,x-y=y-x (Vx,y € F) (kommutativitas)
m Szemléletesen: a tiirelmetlen sz6rf6l6 «v valdsziniiséggel (3) 0+x=x,0-x=0,1-x=x (Vx €F) (0 neutralis elem, 1
megunja a barangolast, és egy véletleniil valasztott lapra |ép. egységelem)

(4) (x+y)-z=(x-2)+(y-2z) (Vx,y,z € F) (disztributivitas)
(5) Vx € F-re van (—x) € F, hogy x + (—x) =0,

V0 # x € F-re van x~ ! € FF, hogy x - x~ 1 =1,

( +-ra minden, --ra minden nem-nulla elemnek van inverze)

m Kivonas, osztas: Belathats, hogy —x és x~1 egyértelmii.
m Pagerank rangsora A’y silyai szerint, ahol K elég nagy. x—y=x4(-y)és x/y =x-y L

Példak testekre 7 R Polinomok 8

m Q racionalis szdmok
m R valés szamok m n-ed fokia egyvaltozos polinom:

f(x) = apx"+---+aix+ao (3 € F, a, # 0).
m gydk olyan o € F, amelyre f(a) = 0.

m Erre mar létezik

. . t
lim vi:= lim A"\°
t—o0 t—o0

m C komplex szamok

m Z, vagy Fp: egész szamok modulo p prim
7 masképpen: {1 = "igaz",0 = "hamis"} m Fontos tul.: Egy n-ed foki polinomnak legfeljebb n gydke
+ = "kizaré vagy", - = "eés". van.

m F,, g elemii test, ahol g = p" (p prim). Lényegében (azaz: m Algebra alaptétele: Minden komplex egyiitthatés polinomnak
izomorfia erejéig) egyértelmi. van gydke C-ben (multiplicitassal szamolva &sszesen

m Feladat: legyen F egy véges test. Ekkor létezik egy (és csak fokszamnyi)

egy) olyan p primszam, hogy 1+ ...+ 1(p-szer) = 0.



Vektortér IF felett 9 I Peldak 10

Egy V halmaz
m +:V xV — V (8sszeadds) miivelettel,
m kitiintetett 0 elemmel,
m - F x V — V (skalarokkal val6 szorzas vagy beszorzas)
miivelettel,
amelyekre:
m + kommutativ és asszociativ, 0 neutrélis elemmel,
m - asszociativ: (x-y)-v=x-(y-v) (x,y eF,veV)
m - mindkét oldalrdl disztributiv:
(x+y)-(u+v)=x-u+y-u+x-v4+y-v(x,y cF,uveV)
Megj.: Additiv inverz V-ben: —v :=(—1)-v.
Fontos példa: az n hosszii oszlopvektorok F" tere

m S halmaz, S — T fiiggvények; értékek szerinti 6sszeadéssal és

beszorzassal.

~ S elemeivel indexelt tablazatok, F-beli elemekkel kitoltve.

m Spec. eset: n x m-es matrixok F-beli elemekkel. Miveletek

elemenként.

m Specidlis eset: m = 1, n hosszii oszlopvektorok.

m Polinomok. (Osszeadas, beszorzas érték szerint ugyanazt
adjak, mintha az egyiitthatékon kiilon-kiilon hajtanank végre.)

m n-nél alacsonyabb fokid polinomok.
m R — R folytonos fiiggvények.
m CazF =Qvagy F =R felett.

Alterek 11 | Generalt (kifeszitett) altér

m Altér: U C V altere V-nek (jel. U< V), ha0€ Uis zart a

Linearis kombinacié: ajvi + ...+ apv,, ahol 0 # v; és
vi #vjhai#j.

Megj. Mindig véges sok taghdl allé dsszeg! Az lires Gsszeg is

lin. komb., értéke 0.

miiveletekre: u,v € U,a € IF esetén u+ v, au € U.
Ekvivalens feltétel: U zart a linearis kombinacidkra is.
Példak:

m A legsziikebb altér: {0} = (0) (hanyagul: 0),

m a legtagabb: V.

m origén atmend sikok, egyenesek R3-ben

m polinomok, folytonos fiiggvények, stb. altere a fliggvények
terében
homogén lineéris n-valtozds egyenletrendszerek megoldasai
R"-ben (Spec. eset: hipersik R"-ben: egy nem-trivialis n
valtozés homogén linearis egyenlet megoldasai)

m S C V-re (S) a legsziikebb altér, amely tartalmazza S-t.

n
(S) = {Z ajvj|n € Zso,aj € F,v; € S} .
i=1
m (0) ={0}, (v) = ({v}) = {av|a e F}.
m Tovabbi példak:
m polinomok kézétt az 1,x,x2,...,x
alacsonyabb fokia polinomok alterét generéljak

n—1

m Feladat: Mely alteret feszitik ki a kdvetkezé polinomok:

x3 4+ x2 4+ x, x3 +2x2 4+ 3x, x5 + x, x3 +3x2?

monomok az n-nél

12

Linearis fiiggetlenség 13 [ Linearis fliggetlenség 14

S C V lineérisan fiiggetlen, ha n € Z~o, aj,vi (i=1,...n)

27:1 «;v; = 0 esetén az Osszes aj = 0.
() linearisan fiiggetlen, {0} linearisan 6sszefiiggt.

AlL: Ha S linearisan fiiggetlen, de S U {v} linearisan
Ssszefiiggs, akkor v (egyértelmiien) eléall S—beli elemek
linearis kombinaci¢jakent.

1 0 0
Példa: | 1|, [ 1] és [0 ] lineédrisan fiiggetlenek:
1 1 1
1 0 o
all]l+p|1]+~v[0] = a+f
1 1 1 a+ B+

1 0 1
m Példa: [1], | 1| és [ 0] linedrisan dsszefiiggenek:
1 1 0
1 1
1] —-(1]—-10| =0.
1 1 0

m Kapcsolat a generalt alterekkel: S C V lineédrisan fiiggetlen

<= S egy irredundans (tartalmazasra minimalis)
generatorrendszere az (S) altérnek.

m Feladat: Lineérisan fiiggetlenek-e a kdvetkezé polinomok:

X3+ x2 4+ x, x3+2x%2 4+ 3x, x3 + x, x3 4+ 3x2?

Olyan lineérisan fiiggetlen rendszer, amely generalja V-t.
Ekvivalens jellemzések:
= minimalis generatorrendszere V-nek,
m maximalis lineérisan fiiggetlen rendszer V-ben,
m minden v-beli elem egyértelmiien felirhat6 a rendszer
elemeinek linearis kombinaciéjaként.

Megj.: Sorba rendezziik a bazis elemeit,
kiilonb6z8 sorrend — kiilonb6z8 bazis.
Példak:
1 0 0
0 1 0
m standard bazis F"-ben | : |, | 1 |,...,
0 0 0
0 0 1

. . 2
m polinomok kézt 1, x,x7, ...

m dim V/, pontosabban dimp V = V egy bazisinak elemszama

(szadmossaga).

m fiiggetlen a bazis valasztasatol

m Példak:
m ha S véges, akkor dim{S — T fiiggvények} = |S|
m spec. eset: dim{n x m-es matrixok} = nm
m dim{polinomok} = co (megszamlalhat6)
m dim{n-nél alacsonyabb foka polinomok} = n
m dimp C =2, dimg R = dimg C = oo (kontinuum)
m Ha dim¢ V = n, akkor dimg V = 2n

Az 6ran altaldban csak véges dimenzids vektorterekkel
foglalkozunk.



Linearis leképezések 17 | Linearis leképezések 18

m V., W vektorterek TF felett. A ¢: V — W lekép. linearis, ha
m Specialis esetek:
dlarvi + aovo) = arp(v1) + azd(va). Linearis fiiggvény: V — F lin. lekép.
Linearis transzformacio: V — V lin. lekép.
n Példak:
m 0 # u € R” rogzitett oszlopvektor.
m A v uTv egy linearis fiiggvéeny R™-en.

m Konvencié: elhagyjuk a zardjelet: ¢v := ¢(v).
m Fontos példa: A m x n-es matrix F-beli elemekkel.

cF" — F7 v = Av.

A Z mAv—v— %u egy linearis transzformacié R"-en: az u-ra
u Vektortér-miiveletek: ¢ ¢, U — W esetén merdleges hipe_;sikra torténd vetités.

N m A v v— 252y pedig az u-ra meréleges hipersikra valé

(ad +¢")v = a(ov) + (¢'v). titkrozés

m Kiterjesztés bazisrél: Ha v, ..., v, egy bazis V-ben; m Az Iy : v — v a V tér identikus linearis transzformaciéja.
wi,...,wp, € W, 3oV — W lin. lekép., hogy ov; = w; m Rogzitett a € F. Ekkor az f(x) — f(a) egy F[x] — F linearis
(i=1,....n): ¢> T ajvi=> 1, ajw;. fiiggvény.

m AV — W lin. lekép. terének dimenzidja dim V - dim W.

Képtér, magtér 19 | Dimenzistétel 20

¢V — W linearis leképezés o
= & képtere a ¢V — W linearis leképezés

oV ={¢v|ve V} m Dimenziététel: dim ¢V = dim V — dim ker ¢.
halmaz. Ez altér W-ben. m Izomorfizmus: A ¢ : V — W linearis lekép. izomorfizmus V
(Szokéasos még az Im ¢ jeldlés is.) és W kozétt, ha ¢ bijektiv, azaz egyszerre injektiv és
¢ sziirjektiv, ha ¢V = W sziirjektiv.

Ekkor a ¢! : W — V inverz leképezés is linearis (és igy
izomorfizmus).
ker ¢ :={v € V|¢v =0} V 2 W, ha létezik ¢ : V — W izomorfizmus.
halmaz. Ez altér V-ben. V=W e dimV =dmW.
A dimenziétételbdl adédik:

m ¢ magja (magtere) a

¢ injektiv, ha ¢(vi) = ¢(v2) csak vi = v, esetén teljesiil. Ez
azzal ekvivalens, hogy ker ¢ = (0) m Egy egyszerii izomorfizmus-kritérium: ¢ : V — W
m Példa: v c R", = Ru, lin. lekép. izomorfizmus < ker ¢ = (0) és dim V = dim W.

AR = vt = {w e R"uTv = 0}.

Alkalmazas: Lagrange-interpolacié Alkalmazas: Lagrange-interpolacié

m V = {n-nél < foki T feletti polinomok} m Interpolacié:
m rogzitett ay,...,ap, € F (a; # aj ha i # ) Tétel: (a1,...,an paronként kiil. € F), tetsz. by,...,b, € F
m Behelyettesités: ¢ : V — F" a kovetkezd lin. lekép. a kov.: esetén 3! f(x) n-nél < foka pol., amelyre:
;EZ; f(a1) = b1,...,f(an) = bn.
o) =1 m konkrétan:
f(an) b
m ¢ linearis, mert minden dsszetevgje az. fx) =
m ker ¢ = (0) bn
(n-nél alacsonyabb foki nem 0 polinomnak nem lehet n m Megj.: Spec. eset: Diszkrét Fourier Transzformacié (DFT),
kiil. gycke) Id. késébb
mdimV =n=dmF" m Megj.: Ha n+ d helyen helyettesitiink be, akkor f(x)
az el6z6 kritérium miatt rekonstrualhaté az n + d koziil barmely n helyen felvett
m ¢ izomorfizmus, létezik tehat inverze. értékébsl. Fontos hibajavité kédok miikddnek ezen az elven.

Alkalmazas: A Shamir-féle titokmegosztas 23 | A Shamir-féle titokmegosztas 24

m A feladat: n résztvevd kdzott osszunk szét egy titkot, hogy u Egyiitt kitalaljak: f(x) interpolslhaté az n helyen felvett

- semelyik n — 1 ne tudja egyiitt se kitalalni, ertékbsl, 8 = £(0).

- de az n résztvevs egyiitt ki tudja talalni U . |
m Kevesebben nem talaljak ki: (pl. az els6 n — 1 a véletlen

m A titok: egy IF véges test egy eleme, ahol |F| > n) tippnél jobbat nem tud)

m El6késziilet: og,...,a, € F\ {0} (0 # q;)

i-edik résztvevGé «; (nyilvanosan) B £(0)
m Titokmegosztas: ] B f(a1)
u Th. a titok 5. orl |7 ;
m SB1,...,By—1 véletlen elemek F-bél (fiiggetleniil, egyenletes f
eloszlassal) P (n-1)
n—1
(%) =fap o (X) = B+ 0 Bix! m ¢ : F" — F" bijekcié. mert ker ¢ = (0).

m i-edik résztvevd kapja f(«a;) — t (privat csatornan)



A Shamir-féle titokmegosztas 25 Kompozicid, inverz 26

m Ezért minden rogzitett S-ra

mo: V=V ¢V — V"lin. lekép.
o) faq) m Ekkor ¢/¢: V — V" is lin.
: : — :
| : (¢'0)v = &/(0)
ﬁn—l f(an—l)
m Asszociativ:
m is bijekcié "1 és F'—1 kozott. ha még ¢" : V" — W akkor ¢"(¢/¢) = (¢"¢')¢
f(a1) m Mindkét oldalrél linearis:
m lgy az vektor egyenletesen véletlen Fr—1bsl, (a10] +a2¢h)(B101+ B22) = a1B1d) b1+ a1P20) p2 + 210501+ 28205 P2
f(an-1) m Inverz: ¢! : V/ — V, ha ¢ bijektiv.
[-t6l teljesen fiiggetleniil. ® Inverz tul.: (¢v)~! =y 11 és (o~ 1) " = 4.
m Azaz: minden f-ra ugyanaz az f(a1),. .., f(a,—1) értékek w Hatvanyozas: Tfh. ¢: V — V. Ekkor ¢" = ¢ - - ¢ (n-szer).

eloszlasa.

Matrixok, formalis miveletek 27 | Matrixok: példak 28

m m X n-es matrixok ~ m x n-es tablazatok F—beli elemekkel. u diagonalis matrixok:

m m x n dimenziés vektortér (miveletek elemenként) a
m Matrixszorzas: Ha A = (ajj) m x {-es, B = (bjj) { X n-es, diag(ay, ..., an) == ”

akkor AB = (djj) m x n-es: ,

¢ ) ) m diag(a1,...,an)diag(b1, ..., by) = diag(aib,...,anby),
dij = Zaikbkjv (i=1,....mj=1,....n zart a szorzasra, felcserélhetsek
k=t m egységmatrix: I, = diag(1,...,1) (n darab 1-es)

m Azaz: AB i-edik sordnak j-edik eleme az A i-edik soranak és a m négyzetes felsé haromszég-matrixok

B j-edik oszlopanak a "skalaris szorzata". o
m Szorzas tul.: A szorzas asszociativ és mindkét valtozéjaban a2

linearis.
ann

m Vigyazat: Nem kommutativ, s6t gyakran nem is végezhetd el
a szorzés a forditott sorrendben. Zart a szorzésra

Tovabbi fels6 haromszég-matrixok 29 Transzponalt matrix 30

ail k% * %

m "magas" (m > n)

m ha A = (a;) mx n-es, akkor AT = (aj;) n x m-es, ahol

LY
N
N

*

*

*

af-j = ajj.
amm * *
m Tul.: Ha A m x n-es, B n x k-as, akkor
(ABYT =BTAT.

g2  x K m Fels6 hdromszdg transzponiltja alsé haromszdg

Blokk-matrixok szorzasa 31 | Strassen algoritmusa matrixszorzasra 32

Bii ... Bin
Air Az ... Ap
A A ... Ay . gii gi: A, B 2" x 2"-gs, felosztva 271 x 27 1-es blokkokra:
A,.nl A.12 Ar‘né B:“ B:Zn A= (ﬁll 212)7 B— (gll BBIQ)7
ahol a blokkméretek kompatibilisek. Ekkor a2 2 m2
D D
Dy Dia ... Din _ (D11 Di2
AB D1 D22 ... Dap AB = (DQI D22) ’
D: DE - D: ahol
hol A D11 = A11Bi1 + ApBa,
ane ‘ D12 = A11B12 + A12B2,
Dj = ZAikBkj- Dr1 = Ax1Bi1 + AnBor,
k=1 D2y = A21B12 + A2 Ba.

Vigyazat: a blokkok szorzasa altalaban nem kommutativ!
Hasznos, ha 0-blokkok vannak, pl. blokk fels haromszog.



Strassen-matrixszorzas - 7 szorzat 33 Strassen-matrixszorzas - rekurzié 34

T1 = (A11 + A2)(Bi1 + Bx»),
Ty = (A1 + Ax) B,

T3 = A1 (B2 — B). n Eéltsé,:g: 7 db. 2" 1_es matrixszorzas, 18 db. dsszeadis -
Ts = A22(Ba1 — B1), ivonas 1
Ts = (A11 + A12) B, B Ky, =TKn 1+ cd™

Te = (Ao1 — A11)(B11 + Bi2),
T7 = (A12 — A2)(Ba1 + Bx).

Kn = O((7+ 0(1))")
m N x N-es métrixokra (N ~ 2"):

Ezekkel:

Du=Ti+Ts—Ts+ T O(N1og2T+o(1)) — O(N2:808)
Dip = T3 + Ts,

Dy = Tr + Ty,

Doy =Ty — To+ T3+ Ts.

Linearis leképezés matrixa 35 [ Pelda permutaciématrixra 36

mp:V — Wlin. lekép. wv1,...v, bazis V-ben, wy,..., wp
bazis W-ben. Ekkor minden 1 < j < n-re

m
dvj =Y ajw;
i=1

m az (12...n) ciklus matrixa

1
1
B ¢ matrixa (a fenti bazisparra) A = (o). 1
m lin. transzformaciéra (V = W) egyetlen (k6z6s) bazis a szokés 1
(wi = vi).

m Példa: permutaciématrix: 7 permutacié, ¢v; = vz(j). ' 1

a“*{ 1, hai=m())

Y710, hai#w())

Minden sorban és oszlopban egyetlen 1-es, a tobbi 0.

Matrixhoz tartozé linearis leképezés: 37 | Miveletek leképezésekkel ill. matrixaikkal 38

m vi,...v, bazis V-ben, wy,..., wy, bazis W-ben, A m x n-es m Gsszeadas < Gsszeadis
matrix.
. . o m skaldrral valé szorzas < skalarral valé szorzas
m Ekkor 3¢ : V. — W, aminek A a matrixa (a fenti bazisparra). (= skalarmatrixszal val6 szorzas)
1 0 . .
0 ) m kompozicié <+ matrixszorzas
m Megj.: v=F Ww=F" vi=|.|[,.., n=|: . - . . .
&l “ : ! 0 m Inverz: A n X n-es. A invertalhatd, (regularis, nemelfajulé,
0 1 nem-szingularis) ha a ¢4 bijektiv. Ekkor A~! a ($a)~!
(1] 0 métrixa a standard bazisban.
éswi=| |, owm= (:) esetén ez a ¢ éppen a korabban mar m Ha A invertalhats, akkor AA~1 = A=1A = |,
0 1 m Képtér: A (azaz ¢a) képtere az A oszlopai altal generalt altér

emlitett ¢4, az oszlopvektorok A-val balrdl szorzasa. Ezutan
oa helyett gyakran A.

Példa: Vandermonde-matrix 39 Baziscsere, hasonlé matrixok 40

m V = {az n-nél < fokd polinomok}, W =F". movi,..., v il v ..., V) bazisok
n—1

m Kov.: A n x n-es invertilhaté < oszlopai lin. fiiggetlenek

m Bazisok: 1,x,x2,...,x""1, ill. a standard. m Baziscsere matrixa C = ()
m ay,...,ap € F paronként kiil. ¢ : V — F" behelyettesités

(f(al)) VJ{ = Z CijVi
¢ f(x)— i=1

f(an)

(Cavj— vjf lin. transzf. matrixa vq, ..., vo,-ben)
m ¢ matrixa m ¢:V — Vlin. transzf. matrixa vy,...,v,-ben A
1 11
2 e an B ¢ matrixa v{,...,v,-ben
M= . . . . .
. . T N -1
3;71 a12171 3571 C AC.
m Tudjuk: ¢ izomorfizmus, igy M invertalhaté m Megj.: kiilonboz6 terek kozti lin. leképezésekre két

(és az inverze a Lagrange-interpoldcié matrixa). cserematrix van



Baziscsere - példa 41 [ Hasonlé matrixok 42

m legyen
A B , ) , o
M = c p) m A, A" n x n-es hasonléak (A ~ A’), ha létezik C invertédlhato,
hogy A’ = C1AC.
m ahol A, B, C,D n x n-es matrixok. . L e i
L. . m ugyanannak a lin. transzformaciénak a matrixai csak mas-mas
m Baziscsere: 1. <+ n+ 1., ..., n. < 2n., matrixa bazisban
T = ( I") . m Az A-val valé balrél szorzds méatrixa a standard béazisban A a
In C oszlopaibél 4116 bazisban C~1AC.
= Mivel T2=h,, T2 =T. m A C1AC leképezés kompatibilis a matrixmiiveletekkel:
m A blokk-matrixok szorzasat hasznélva:
( l) (A B) ( l) (C D) ( I) (D C) C Y AA+uB)C = CTAC + puC1BC,
! ¢ b\ A BJN B A C1ABC = C"'ACC™'BC.

m Példaul a B = 0 esetben M alsé blokk-haromszdg matrix,
amibgl a baziscsere fels blokk-haromszdg matrixot csinal.

m Permutaci6 elGjele: . A (z s) v det A — ad — be.
mm:{1,....,n} = {1,...,n} permutéci6 (bijekci6)

m (i,]) inverzi6 m-re, ha 1 <i < j < nés (i) > n(j) o det :“ Z“ ‘;13
. S s 21 a2 A | =
m sgn(r) = (_1)|nver2|ok szama 231 232 a3
m multiplikativ: sgn(mimo) = sgn(m1)sgn(m2). 311322333 — 311323332 — 312221333 + 312323331 + 313321332 — 313322331.

., m Egy alsé vagy fels6 haromszégmatrix determinansa a diagonalis elemek szorzata.
m Determinans: A = (aj;) n x n-es A B
m Ha M= ( > ahol A és C négyzetes, akkor det M = det A - det C.

0 C
detA = sgn(m)a ---a .
Z g()ln(l) nm(n) wHaA— (2 OB (0 O (0 S\ H_ (O O Lior
= perm 0 0 b 0 0 0 0 d
det A=detB =det C =detD =0,
m n! tag van mig det (é g) = —abcd, tehat det (é g) altalaban nem fejezhetd ki
m permutaciématrixra: Ha P 7 matrixa, akkor det P = sgn(m). pusztan det A,det B,det C,det D-vel.

Elemi tulajdonsagok 45 | Elemi tulajdonsagok 46

m Transzponalt determinansa: det AT = det A m Kov. (Nullakbél allé oszlop (sor)): Ha van ilyen, akkor a

m Kifejtési tétel (Laplace): A = (aj) n x n-es. Minden egyes determinans 0.

(i,j)-re Cj az az (n — 1) x (n — 1)-es, amely A-bél az i-edik m Skalarszoros oszlopok Ha A-nak van két olyan oszlopa
sor és a j oszlop elhagyasaval adédik. (sora), hogy az egyik a masik skalarszorosa, akkor det A = 0.
m Sor- és oszlopmiiveletek hatasa: det A

Tetsz. i-re és j-re:
m marad, ha A egy oszlopahoz (sordhoz) hozzaadjuk egy masik

n i n ik oszlopanak (soranak) skalarszorosat.
det A= Z(—l) Hayjdet Gy = Z(—l)l+ ajx det Cig. m marad, ha A egy oszlopihoz (soréhoz) hozzaadjuk néhany, téle
k=1 k=1 kiildnb6z8 indexii oszlopanak (soranak) egy tetszéleges linearis

kombinaciéjat.

L S o "
m Linearitas oszlopok szerint: Minden egyes jre és v € m a-vak szorzédik, ha A egy oszlopat (sorat) a-val beszorozzuk.

vektorra Aj(v) az a métrix, ami az A matrixbél j-edik m elgjelet valt (—1-gyel szorzédik), ha A két oszlopat
oszlopanak v-vel valé helyettesitésével kaphatd. megcseréljiik.
Ekkor det Aj(Au + pv) = Adet Aj(u) + pdet Aj(v). m = szamolhat6 Gauss-eliminaciéval

m Linearitds sorok szerint... m = Szingularis matrix determinansa 0

Szorzat determinéansa 47 § Inverz matrix el6jeles aldeterminansokkal 48

m Determindnsok szorzastétele: Ha A és B n x n-es matrixok,
akkor

A = (ajj) n X n-es.

det(AB) = (det A)(det B). m Cjj az A-bdl az i-edik sor és a j-edik oszlop elhagyasaval ad6dé
n—1x n— l-es matrix
m Kov. (Inverz determinansa): Ha A invertélhatd, akkor

NP it :
det A #0 és m (i,j)-edik elSjeles aldeterminans (—1)'*/ det Cj;.
1 1 m Ha Ainvertalhaté és A~ = (&%), akkor
detA7" = ——. i
det A
m Kov. (Hasonlé matrixok determinansa): a:_j — (_1)i+jdet C/l
det(C1AC) = det A. det A

m Linearis transzformaciék determindnsa: Barmely bazis Figyelem: Cj;, nem Cj!

szerinti matrix determinansa.



Matrixok rangja 49 I Linesris egyenletrendszer 50

m Lin. fiiggetlen oszlopok max. szama (A képtér dimenzigja)

m Max. méretii. invertalhaté négyzetes részmatrix

m Lin. fiiggetlen sorok max. szama

m = n és tfh. A invertalhaté.

nem praktikus

xjf

m Az elsé menet utan felsé haromszog alaka:

o det Aj(b)
det A

(=1,...,n),

ahol Aj(b): A j-edik oszlopat helyettesitjiik a b oszlopvektorral.

anxi +anxe+...+ainxn = b
asix1 +anxo+...+amxp = b
amiX1 + amaxa + ...+ amnXn = bm

m masképpen: Ax = b,

X1 by
ahol A = (aj;) m x n-es, x= (;),b_ ( : )
Xn bm

m Az egyenletrendszer matrixa A,

m a kibGvitett matrixa az (A|b) m x (n+ 1)-es.

A Cramer-szabaly 51 Megoldas Gauss-eliminaciéval 52

m Osszetevsk: Ekvivalens egyenletrendszert kapunk, ha

egy egyenlethez egy masik egyenlet skalarszorosat adjuk
egyenletet egy skalarral beszorozzuk

atrendezziik az egyenletek sorrendjét

atrendezziik a valtozok sorrendjét

Az els6 harom dsszetevd a determinansnal mar alkalmazott

sormiveleteknek felel meg, az utolsé az oszlopok cseréjének.
m Elsé iteracié

Legels6 lépés: cserékkel elérhets, hogy aj; # 0.

Az els6 egyenlet segitségével xq-et kikiiszobdljitk a tobbi
egyenletbdl.

Folytatjuk a tobbi egyenlettel, a tobbi valtozéra

m Az iires egyenletekkel (0 = 0) nem t6rédiink

m Ha lett 0 = b; egyenlet, (b; # 0), nincs megoldas

Gauss-eliminacid 1. 53 [ Gauss-eliminacio 111 54

m Majd leosztunk az atlés egyiitthatokkal:

ayix1 +apxo ...+ aimxXm+ ... +ainxn = b X1 + a1,mt1Xm+1 + ...+ a1nXn = by
apxa + ...+ amXm+ ...+ amx, = b X2 +amiiXme1 + ...+ awmxn = by
ammXm + ...+ amnxn = bm Xm + dmm+1Xm+1 + ... + @mnXn = bm
m Masodik iteracio: A f84tls feletti részt kikiiszoboljiik:
m Eredmeény: x ..., Xn szabad paraméterek,
aiix + a1, my1Xmi1 + ...+ anxn = by Yi Xme1, -5 Xn P
a2 +amiiXmi1 + ...+ amxy, = b = bi—amiXmin == a1
X2 = by —a)m{1iXmy1 — ... — @nXn
AmmXm T Amm+1Xm+1 + .- + dmnXn = bm
Xm = bm— Am,m4+1Xm+1 — - .- — dmnXn

Egyenletrendszer Z, folott:

A kib8vitett matrix:

X1 + X2

X1 + X5

X3 + Xa

X2+ X3+ X + X5

O O O = =

== O O

X2 + X5

0 00
0 01
110
1 11
0 01

Il
e

= e e

110001
100011
001101
011111
010011

Az elsé sort levonjuk masodikbdl



110001 110001

010010 010010

001101 001101

011111 001101

010011 010011
A masodik sort levonjuk a negyedikbél A masodik sort levonjuk az 6t6dikbél

110001 110001
010010 010010
001101 001101
001101 000000
00000 1 00000 1

Az utolsé sor a 0 = 1 ellentmondasnak felel meg, ez az

A harmadik sort levonjuk a negyedikbdl , -
egyenletrendszer tehat nem megoldhaté.

Tth. az xo + x5 = 1 egyenlet helyett az x, + x5 = 0 all. Ekkor az
eddigi 1épések eredménye

100011
110001 01 0010
010010 00110 1],
001101 00 0O0O0TO
0 00O0O0OTO 0 00O0O0TO
00 0O0O0TO

A megoldas: x4, x5 tetszdleges és x1 = x5 + 1, xo = x5, x3 = x4 + 1.

Levonjuk a méasodik sort az elsébél:

Gauss-eliminacié tovabbi alkalmazasai 63 | Sajatértekek, sajatvektorok, sajitalterek

m ¢:V — Vlin. transzf.
m 0 # v € V sajatvektora ¢-nek \ € T sajatértékkel, ha

ov = Av.
m Példa: Legyen vo € R", vi11 = ¢v¢ (mint pl. Pagerank-nél.)
Tfh. létezik

m Rang szdmolasa ]
- A s v = lim vy és v # 0.
m Determinans szamolasa 00
Ezekhez elegendé az els6 iteraciés menet Ekkor v sajatvektora ¢-nek 1 sajatértékkel.
m Biz. vi11 = ¢wvp
m v — ¢v folytonos
mlime oo v = @lime oo ve
"V =0¢v.
m Sajataltér: a \ sajatértékhez tartozé sajatvektorok a 0-val egyiitt.
m Példa: ¢ szingularis < 0 egy sajatértéke.
Ekkor a magtér a megfelel§ sajataltér.



Sajatértékek, sajatvektorok, sajatalterek -példa

T a2
R™en 7 v — v — or7u vetités

m 1 egy sajatérték, ha n > 0. Ekkor a sajataltér ut
m 0 sajatérték, u egy sajatvektor
m ut-en és (u)-n kiviil nincs mas sajatvektor:
Tfh. v = au + w sajatvektor 0 # \ sajatértékkel. Ekkor

Aau+Aw = Av =7v = Tau + 1w = w,

igya=06é A=1.
m n > 1: két sajatérték: 1 és 0, a két sajataltér ut és (u).

Alterek lin. fliggetlesége - pétlap

(0)7'é Wi, ...,Ws <V
m Al Wy, W, lin. ftlenek < dim(Wi, ..., Ws) = dim Wy + ... + dim W,

Sajatalterek egyiittesen 66

m Alterek linearis fiiggetlensége: (0) # Wy,... , W, <V
lin. fiiggetlenek, ha
wit...+ws=0(w, e W)= w;=0(i=1,...,s)
movi,...,vs lin ftlenek < (v1),..., (vs) lin. ftlenek
m All: (0) # WA,..., W, <V lin. ftlenek <
dim(Wi, ..., Ws) =dim Wy + ... 4+ dim W,
= All.: A sajatalterek lin. ftlenek.: ¢v; = A\jv;, \i # ),
vit+...4vs=0=vi=...=vs=0.
m Biz. indukcié s szerint. s = 1-re trivialis.
ms>1 vi+...+vs=0. Ekkor
0=¢(vi+...4+vs) =A1vs +...+ Asvs, ugyanakkor
0=X(vi+...4+vs) =Ava +...+ Avs. Kivonva:
()\2 — )\1)V2 + ...+ (/\s — /\1)V5 = 0. Innen
az indukciés feltevés miatt (A\; — A1)vi =0, igy v; =0 (i > 1).
marad a v; =0

Sajatalterek egyiittesen, diagonalizalhaté matrixok 68

Kovetkezmények (C felett)

m ¢ sajataltereinek dimenzidinak dsszege < dim V

m konkrétabban: Legyen wi,...,w} bazis Wi-ben, ... ) i L
wi,... w3, bazis Wi-ben. Ekkor: m ¢-nek legfeljebb dim V kiilonb6z8 sajatértéke van
Wi, ..., W lin. ftlenek < wi, ... wh, .. wi ... wS m Spektraltétel spec. esetre: Ha ¢-nek van dim V kiildnb6z6
lin. ftlen. sajatértéke, akkor V-nek van ¢ sajatvektoraibdl allé bazisa,
Biz. —: Th. azaz olyan bazis, amiben ¢ matrixa diagonalis
oqwi +...topwh .+ aiwf +.. . +af wi = 0. Ekkor m Matrixokra.: Def.:az A n x n-es komplex matrix
Wi, ..., W lin. ftlensége miatt ajwi +...+ o} wh =0, ..., diagonalizalhat6, ha hasonlé agy diagonélis matrixhoz:
oagwi + ... +ap wy =0 wi,. .., W,’;i lin. ftlensége miatt az azaz 3 C invertalhaté, hogy C~1AC diag.
Osszes o = 0. azaz 3 A-nak (az A-val val6 balrél szorzasnak) sajatvektoraibdl
<: Tth. uj € Wi-vel Y 7_; uj = 0. Ekkor u; = ZJ"‘:I aj’:wj" allé bazisa C"-nek
alaki és adw; +...+o¢},1 W%l +...tajwi 4. oy w, =0, m Ha A-nak van n kiil. sajatértéke C-ben, akkor A
igy wi, ..., W,}l, <o wi, ..., w, lin ftlensége miatt az Gsszes diagonalizélhaté

ot = 0, igy mindegyik w; = 0.

Példak diagonalizalhats és nem diagonalizalhaté matrixrd09 | Tanulsig 70

m a A/ skalarmatrix diagonélis, pedig csak 1 sajatértéke van

m All.: Ha f(x) egy polinom, hogy f(A) = 0, akkor f()\) =0
m P= 01 sajatértékei 1 és —1, az L , illetve L minden komplex sajatértékre
10 1 -1 Biz.:
sajatvektorokkal. Legyen 0 # v, hogy Av = \v.
Ekkor A'v = \v (i =0,1,...)
lgy g(A)v = g(\)v tetsz. g polinomra

n A= (g (1)) nem diagonalizalhaté.
0=f(A)v =Ff(\)v,

w Biz.: Thh. C-1AC = (M 3 v # 0 miatt igy f(\) = 0.
2
u Mivel A2 =0, (C—lAc)2 — CYACC'AC = C1A2C =0, = forditva alt. nem igaz
m tehat \? =0 (i = 1,2) m diagonalizalhatéra forditva is igaz
m ugyanakkor A # 0 = diag(0, 0).

Jordan-normalalak 71 Jordan-normalalak 72

Tétel: Minden négyzetes komplex métrix hasonlé egy alabbi Tétel: Minden négyzetes A komplex matrix hasonlé blokk

alakihoz: diagonélishoz, ahol a diagonaélis blokkok
A 1
A 1 A 1
: A1
>\. 1 .
A .
1
" o
"o alakaak.
m \-k: A sajatértékei
m egy sajatérték esetleg tobb blokkban is eléfordulhat
v 1
. m a blokkok sorrend erejéig egyértelmiiek
vt m Nem bizonyitjuk.




Karakterisztikus polinom 73 | Felss haromszog alak 74

Tétel: Minden n x n-es A komplex matrix hasonlé egy fels§

A n X n-es matrix B . L
haromszdg alakd matrixhoz.

m Eszrevétel: ) sajatértéke A-nak < A, — A szingularis < m Biz.: Indukcié n szerint. n = 1: trivialis.

det(M, — A) = 0. m n>1: )\ A-nak egy sajatértéke, v megf. sajatvektor. Legyen
m Karakterisztikus polinom: det(x/ — A) € F[x] C egy olyan n x n-es invertalhaté matrix, aminek v az elsg
m All.: hasonlé matrixok karakterisztikus polinomja ugyanaz. oszlopa. A C oszlo/{)aibél f”é bazisban az A-val valé szorzas

— Lin. transzformacié karakterisztikus polinomja jél def.

matrixa C-1AC = w

m ) sajatértéke A-nak < ) gydke A karakterisztikus
polinomjanak.

m az indukcids feltevés miatt létezik C’ n — 1 x n — 1-es, hogy

m Kov.: C felett minden négyzetes matrixnak van legalabb egy C YA C felss haromszog.
sajatértéke. 1
m Feladat: Mi det(x/, — A) konstans tagja? Mi az n — 1-ed foka m legyen ¢ = c

tag egylitthatoja?

m Ekkor (CC")"YA(CC") = C" ' C~1ACC” fels haromszdg.

Haromszégmatrixok karakterisztikus polinomja A Hamilton—Cayley-tétel 76

Tétel (Hamilton-Cayley): A gydke a karakterisztikus
polinomjanak

m Fels6 haromszogmatrix karakterisztikus polinomja:

m Biz.: Elég fels6 haromszogre. llyenekre indukcié.
(x —a11)(x — a22) -+ - (x — ann), m Legyen g(x) = (x — ax) -+ (x — ann). Ekkor A
karakterisztikus polinomja f(x) = (x — a11)g(x), és g(x) A bal

ahol aj; a f6atlo i-edik eleme. alsé n —1 x n — 1-es blokkjanak karakterisztikus polinomja.

m Emlékeztetd 1: C~1AC karakterisztikus polinomja ugyanaz, 0 "
mint A-é m f(A) = (A — a11/,)g(A) alaka. Az elss tényezs ,
m Emlékeztetd 2: M +— C~'MC kompatibilis matrixok
szorzasaval és linearis is. * *
 Kov.: Tetsz6leges f(x) polinomra f(C~1AC) = C-1f(A)C. a masodik 0 alakl az indukcids feltevés miatt.

Két ilyen matrix szorzata (ebben a sorrenben) 0.

Minimalpolinom 77 Y Pelda: DFT 78

m Maradékos osztas polinomokra....

m Legyen P az (12...n) ciklushoz tartozé permutaciomatrix:
m A n X n-es. 1
m Tfh. 0 # f(x), g(x) € F[x] polinomok, hogy f(A) = g(A) =0, ' 1
tovabba deg f(x) < deg g(x) p= 1

legyen h(x) := g(x) maradéka modulo f(x).

ekkor h(A) = 0 is igaz. - - N
. - . m All.: P miniméalpolinomja x" — 1
m Kov.: 3! legalacsonyabb foka 1 féegyiitthatés f(x) polinom, Biz.: P"— ] és | P Pr=1 fin. ftlenek.

amire f(A) = 0, é minden olyan g(x), amire g(x) =0
tobbszorsse f(x)-nek.

1

(mert az elsé oszlopaik lin. ftlenek).

o ) m KOv.: P karakterisztikus polinomja x” — 1
m Elnevezés: minimalpolinom. . 0 1 omi
o . . L m Kov.: P sajatértékei w®, w, ..., w1, ahol w = e2™/".
m A karakterisztikus polinom ennek tobbszordse.
Példa: DFT 79
1
S ! j 1 “ jatvektora P-nek
zamolas mutatja: w; ;== —= sajatvektora P-ne z
" A Jatvextora Fon Alkalmazott algebra - skalarszorzat
wj(nfl)
w ™ sajatértékkel .
ol . Ivanyos Gabor
m a megfelel baziscsere matrixa
1 1 s 1
N E T 2011 6sz
Vil : ’
1 wn—l w(n—l)(n—l)



Skalarszorzat 81 Oddtown 82

Ebben a részben: a standard skalarszorzat:

n
ulv= Z/‘iyi m Forras: L. Babai, P. Frankl: Linear algebra methods in
i=1 combinatorics
és a kapcsolédé lineéris algebra absztrakt targyalassal m n lakos
t v m Szabalyok Oddtown klubjaira:
u= ( : ) v= ( : ) m Barmely klubnak csakis paratlan sok tagja lehet
Miér:'" Vn m Barmely két klubnak csakis paros sok kozos tagja lehet

m Kérdés: Max. hany klub lehet?
m Altaldnositasok is kezelhet6k

m betekintés a mogottes struktirakba

m okos bizonyitasok (szamolas helyett)

Oddtown 83 | 0Oddtown 84

m Incidencia-matrix:

Modulo 2 (azaz a Z, testben dolgozunk): ajj € Z»
A szabalyok:

By ia=1(1<j<k)

w3 ey =0 (1<j#j <k
0 { 1 hf / lakos tagja a j. klubnak m "szimmetrikusabb" megfogalmazas:
v 0 kiilénben m Y aya =1 (1<j<k)

m Y agay =0 (1< j# <k)

B matrixosan:

m sorok ~ lakosok (n)
m oszlopok ~ klubok (k)
m A = (aj) n-szer k-as

m a szabalyok:
m >, a; paratlan (1 < j < k)

Tpa_
® 7 ayay paros (1< #J < k) ATA =l

Oddtown 85 | 0oddtown 86

m matrixosan: ATA = I,

s ATA=1, )
. . L aij
m A’ A képtere k-dimenziés m oszlopvektorokkal: v; =

m AT képtere > k-dimenziés o
n
( mivel ATA képtere < AT képtere) !

m AT rangja > k ,s6t, = k, mert k sora van T 1 haj=/

V; vy = .
m Arangja k s 0 kiilsnben

m konklazié: k < n m szavakban: A oszlopvektorai "ortonormalt" rendszert
m ennyi klub lehet is (pl. az egyelemiek) alkotnak Fj-ben

a standard "skalarszorzatra"

olyan (,): Vx V —F, ami

m Barmely klubnak csakis paros sok tagja lehet
m Barmely két klubnak csakis paros sok kozos tagja lehet u mlndk/et valtozéjaban I/lnearls, azaz )
B kiildnbéz klubok tagsaga kiilonbszs halmazok {u +(uv’ V>/: <u7/V€> ;)<ut’ V,>bebs, v+ v) = (,v) + (o, V)
. o ) u,u v, v ; tovabba
m Incidencia-matrixszal (mod 2): O, v) = M, v) és (u,Av) = Au,v)  (Vu,v,€ V, A € F)
ATA=0 m és szimmetrikus, azaz (u,v) = (v,u) (Yu,v € V).

m Példa (standard skalarszorzat F"-en):

m oszlopvektorokkal "

vi vy =0 (u, v):uTv:Zu;Vi
akar j # j/, akar j = j'. i=1
m Példa: tfh. a véros lakéi hazaspérok (esetleg +1 szingli) = Végtelen d!.men'zuis példa: négyzetesen integralhato
Legyenek a klubok a hazasparokbdl 4ll6 halmazok. [0,1] — R fiiggvenyek
e 2 p
L] Kc’)v..' k = 2[/2] I..ehetseges (f,g) = /f(x)g(x)dx
m Kérdés: lehet-e tobb?



Merélegesség 89 Merélegesség 90

m u és v merGlegesek (v L v), ha (u,v) =0.

szimmetrikus relacié

m Def.: vi,..., v rendszer ortogonalis, ha v; L v; (i # )
ortonormalt rendszer: ha még (v, v;) =1

m Ha vi,..., v ortogonalis, de semelyik v; nem meréleges
onmagara, akkor vq,..., v linearisan fiiggetlenek.
® Biz.: Tfh. 0= 30, ajv;.
m Ekkor barmely j-re: 0 = (0,v}) = S2F_, ai(vi, vj) = (v}, v})
m Azaz barmely j-re a; = 0.

m Innen: Oddtown vektorai lin. fiiggetlenek

Def.: A vq,..., v, bazis ortogonalis, ha v; L v; (i # J)
ortonormalt bazis: ha még (v, v;) =1
Példa: [F"-ben a standard skalarszorzatra a standard bazis.

Példa: R?-ben (%) és (!%)

e N

Def. (meréleges altér): S C V-re

St :={ve V]uLvminden u € S-re}
alter. S1° > (S).
ut = {u}t
lehetséges u € vt (ilyen u: izotrép vektor)
rendezésfordité: U < W-re U+ > W+

Merélegesség 91 | Merslegesség 92

All.: Ha V+ = (0), akkor U < V-re dim U+ = dim V — dim U.
Biz.: Legyen vi,..., v, bazis V-ben, ug, ..., u, bazis U-ban. Legyen A = (aj;)
k x n-es, ahol a; = (u;v;):

(ug,vi) ... (u1,va)
(s ve) oo (uk, va)

(u1,v) (u; v1)
Legyen ¢ : V — F¥ a v i— : U= F"az u— : lin. lekép.
(b, v) (u, va)

Ezekre: ker¢p = UL, keryp = VL N U = (0). A ¢ matrixa A, a ¢ métrixa AT.

dim¢V = A rangja = dimy U.

A dimenziététel miatt dim ¢V = dim V — dimker ¢ = dim V — dim U, mig
dimyU = dim U — dim ker ¢ = dim U. Osszeolvasva dim V — dim UL = dim U.

" 1L
Kév.: Ha V+ = (0), akkor U < V-re U+ = U.
Biz.: A definiciébol U+~ > U nyilvanvalé.
Az el6z6 allitasbol
dim U = dim V — dim U+ = dim V — dim V + dim U = dim U,
igy UL™ > U kizart.
All.: V =F" standard skalarszorzatara V+ = (0)

[e5]
Biz.: Legyen vi,...,v, a standard bézis. Ekkor u = ( . )—ra

an
(u,vi) = ai,

innen V- = (0).

Alkalmazas: Eventown 93 [ Linearis kédok 94

m Kév.: Ha V1 = (0) és U < V, hogy U < U™, akkor
dimU < 1dim V.
Biz.: dimV =dim U + dim U+ >dimU +dimU
Eventown szabalyai:

m Béarmely klubnak csakis paros sok tagja lehet

m Barmely két klubnak csakis paros sok kdzds tagja lehet

oszlopvektorokkal:
vj-vf =0
akar j # j/, akar j = j'.
vi). Ekkor U < U+,
m K8v.: k = 2[7/2] 3 |ehetd legnagyobb klubszam

m Legyen U = (vi,...,

F véges test ~ abécé v. jegyhalmaz (pl. F = Z, = {0,1})
linearis kéd: U altér F"-ben

kédszavak: U-beli vektorok

Hamming-tavolsag F"-en: d(u,v) = |{i : pj # vi}], ahol
u=(p1, )T v=(v1,...,vn)T

Hamming-sdly: s(u) := d(u,0) (nem 0 helyek szama)
d(u,v) =s(u—v)

Lin. kédok paraméterei: 95 | Példak kédokra 96

m kédhossz: n - ilyen hosszi egy kédszé

m dimenzié: k = dim U - ilyen hosszi sorozatot kédol egy
kédszé

m kédtavolsag: d = min,,cy d(u, v) = mingz,cp s(u)
m [(d —1)/2] hibat ki tudunk javitani
m Megj.: A kédtavolsag értelmes nemlin. kédra (F”

részhalmazaira, és itt az se kell, hogy F test legyen), csak nem

feltétleniil azonos a min. sallyal.

Kédolas: F% — U bijekcié (nem feltétleniil lin.)
trivialis kédok - a teljes: v — v (nincs redundancia)
U=F" k=nd=1

trivialis kédok - a nulla: (nulla informécié)

U=1(0), k=0, d=00

Ismétls kéd: a — (a,a,...,a)7T

U=1{(a,...,a)T}, k=1,d=n

Paritas-kod:

(1, an1)T = (01, o1, —a1 — o —ap1) T
U={(c,...,an)Tar+... +a, =0}, k=n—1,d=2:
egy hibat tud jelezni



Hadamard-kédok (elsérendi Reed—Muller-kédok) Két kézenfekvé méd lin. kédok megadasara

mF=7, n=2" m Bazissal (Generatormatrix): olyan G n x k-as, hogy
mk=m+1 Egyv=_(u,...,am ()7 vektorra _ .
G oszlopai U egy bazisa
fu(X1,. ooy Xm) == a1x1 + ... + AmXm + 0
azaz

a kédszé6-vektor: az f, értékei a lehetséges 2™ helyen U= GF*
md=2""
m Ha 8 =0 akkor f, egy linearis fiiggvény Z'-en, a magja vagy Lehetséges kédolas: v — Guv.
m dimenziés (f, = 0) vagy m — 1 dimenzi6s. Ut6bbi esetben m Lin. egyenletekkel (Ellen8rz8 matrix): olyan H

f, a maradék 2™~ ! helyen lesz 1.

m Ha g =1, akkor f, — 1 egy linearis fiiggvény. A magja vagy m
dimenziés (f, = 1) vagy m — 1. Tehat f, vagy 2™ vagy 2™~!
helyen lesz 1.

n x (n— k)-as, hogy
HT sorai lin. egyenletek U meghatarozasara azaz
ve U< HTu=0, azaz

B Mariner 9 Mars-szonda (1971): m =5: n =32, k =6, d = 16. U—ker HT
m ugyanilyen tavolsagt ismétls kéd (n =16, k =1, d = 16), a
"sebessége" (k/n) 3-szor lassabb. m Feladat: Ismétlg és paritas-kédok maétrixai
Dualis kéd 99 [ Az Hadamard-kéd fele és annak duélisa
m A duélis kéd: U' (a standard skalarszorzasra) m Kov.: Ismétl6 és paritas-kédok egymas dualisai.
m Tudjuk: dim Ut =n—k =n—dimU, utt=u [ Hadamard—kod. a legf. elséfok m-valtozés polinomok értékei
m U barmely ellen6rzé matrixa UL egy generdtormatrixa F3'-en
m Biz.: Ha H egy ell. métrixa U-nak, akkor m Hadamard-kdd fele: a homogén linearis m-valt. polinomok
m H u=0minden u € U-ra, igy (Hv)Tu=v HTu=0 azaz a linearis fiiggvények értékei F5'-en
. n—k . n—k Lo
minden u € U,v € F""*-ra. Tehst HF"™* < U~ igy m kidobjuk a 0 helyet: ott minden lin. fvény értéke 0.
U < (HE" %)L, m paraméterek: n =27 —1, k=m, d = 2™,
m Ha v e (HF" 1) azaz minden v € F"*-ra . . o1
0— (HV()TU _ ‘)/THTU — vT(HTu), tehat m lin. fvények standard bazisa: fi,..., fy,, ahol £ D =
HTu e Fr=k* = (0), igy HTu = . Tehs . . on
ve (0). fgy Hu O,kajaz ucU. Tehat fi matrixa (1,0,...,0),..., f, matrixa (0,...,0,1).
U= (HF"™)". m egy gen. matrix: (sorai FJ" nem nulla vektoraival indexelve):
m egyiitt: U = (HF" )%, ésigy U+ = HF" is igaz. G = (gyj). ahol gyj = fjv,ami v-nek j-edik komp.
m U barmely generatormatrixa U™ egy ellen6rzé matrixa m Konklazié: G sorai: 5" nem 0 vektorai

Az Hadamard-kéd fele és annak dualisa A Hamming-kéd tavolsaga 102

m All.: A Hamming-kéd tavolsaga 3:

m G gen. matrix sorai: 9" nem 0 vektorai

a1
u Hammmg_kOd: a dualis kéd, parameterek: Biz (folyt): Tfh. 1: ekkor olyan v = [ kédszé van, amelyre ap = 0,
n=2"-1k=2"-m-1,d=? an
- Hamming—kéd (egyik) ellenérzé matrixa G hacsak nem ¢ =i és GTv a G i-edik sora, ezek kézt nem szerepel a 0.

Ellentmondas.

m All.: A Hamming-kéd tavolsaga 3:

< 3: G-nek van 3 sora, amelyek dsszege 0.

a1
Biz: Tfh. 2: létezik v = | © | hogy ap = 0, ha £ ¢ {i,j}, de o = aj = 1. m Tanulsag: Ha egy U lin. kéd (egyik) eIIenolrzo matrixa H,

on akkor U kédtavolsaga < ¢ < H-nak van / lin. Ssszefiiggé sora
v € Hamming, azaz GTv =0. De GTv a G i-edik és j-edik soranak az kédtav. = ell. matrix min. lin. 6sszefiiggd sorainak a szama

6 . E leh i kil ktorok. Ell as. . P < PP, 2
Gsszege. Ez nem lehet 0, mert G sorai kiil. nem 0 vektoro entmondas - Megj.: A kodtavolsag kiszamitasa NP-nehéz.

A Hamming-korlat 103 | Perfekt kédokrdl: 104

m Tétel: Legyen C egy nem feltétleniil linearis kéd a g elemi A s Hamming-kédok tetsz. F, felett: paraméterek:

abécé felett. Tfh. C szavainak tavolsaga > 2t + 1. Ekkor _gqm—1 5, _ qm-1 _
ga = n=97 k=47 -md=3.
m Az 3sszes nem-trividlis perfekt linedris kéd vagy paratlan
9 Z (¢ -1 hossz(i ismétlé kéd, vagy Hamming-kéd, vagy Golay-kéd.

m A perfekt Golay-kédok paraméterai: F, felett:
n=23,k=12,d =7; F3 felett: n=11,k=6,d =5.
m vannak kiegészitett Hamming-kédok és kiegészitett

an. Hamming-gémb, "térfogat": |B(v,t)| = > t_, (7)(q — 1)* Golay—kédok
Ha u,v € C, akkor d(u,v) > 2t miatt B(u, t)nB(v t) =10, igy

Biz.: A™ minden v szavadhoz legyen

B(v,1) = {w € A"d(v,w) < t}.

Paritas-kédhoz hasonlé konstrukcié: kiegészitjiik a

> B(v,t)<q" kdédszavakat egy 0j jeggyel, hogy a jegyek Osszege O legyen.
vee Hamming és Golay kédokra a hossz és a kédtav 1-gyel né.
m példa: A teljes Hadamard-kéd dudlisa a kiegészitett binaris

m Perfekt kédok: ahol a Hamming-korlat egyenl8séggel telj.
Hamming-kéd. Paraméterek: n =27 k=2"—m—1,d = 4.

m a Hamming-kédok perfektek.



Gram-matrix 105 § Gram-matrixok F” standard bazisaban

Legyen vi,..., v, bazis V-ben. Ebben a bazisban
m (,) Gram-matrixa A = (aj;), ahol aj = (v;, vj).
m A szimmetrikus: AT = A m Ha A szimm. n x n-es méatrix, akkor
U= Z:,']:l Qjvi v = 27:1 Bivj-re (u,v) := uT Av szimm. bilin. fvény F"-en,
n m ennek a Gram-matrixa A.
(u,v) = Z a;fjajj a (,) standard skalarszorzat Gram-matrixa /
=1 m Tul: uTAv = (v, Av) = (ATu,v)

m r8gz. bazisra:  szimm. bilin. fvények<>szimm. matrixok

m Ortogonalis bazisban a Gram-matrix diagonalis,
ortonormaltban az egységmatrix.

Baziscsere hatasa a Gram-matrixra: Euklideszi terek 108
Legyen vi,...,vn és v{,..., v, két bazis, a v; — v/ baziscsere
métrixa C = (cj): v/ = > 14 Cjvi.

All.: Ha (,) Gram-métrixa az els§ bazisban A, akkor a masodikban
cTac.

Biz.: Jel.: A = (a;). A masik bazisban a Gram-matrix A" = (a;). R” standard skalarszorzatar|

n n
aﬁj (V,-,, le> = (Z CkiVi, Z Cej V[>
k=1 =1
n n n

n
Z Cki ) Cojake = Z Cki ) akeCej
=1 =1

k=1 = k=1 =

Bels6 6sszegek vektora AC j-edik oszlopa. Ez van skalarszorozva C
i-edik oszlopéval, azaz CT j-edik soraval.

Definitség 109 [ Nehany feladat 110

V vektortér R felett, (,) szimm. bilin. fvény V-n V =R, tfh. (u,v) = uT Av, azaz a Gram-matrix a standard
bazisban A.

m Mutassuk meg, hogy ker A = V+.
m Kév: Aszing. < V4 #£(0)
m Megj.: szokasos elnevezés: (,) nemelfajul, ha VL = (0).

m pozitiv definit, ha V0 # v € V vektorra (v,v) > 0

m pozitiv szemidefinit, ha Vv € V vektorra (v,v) >0

m negativ definit, negativ szemidefinit hasonléan

m indefinit, ha 3u, v € V, amelyekre (u,u) >0, (v,v) <0

. ) Tfh. (,) poz. szemidef. Mutassuk meg, hogy ekkor:

P |C| . Rz- “ 1 =« — " . ’ .

| rede e (‘12> ’ <52)> 1l €8 A szingularis < 3 0 # v € R, hogy v € v,
<(2§> . <§2)> =01/ +azfy indefinitek. Feladat: mik a m Mut. meg, hogy indefinit (,) esetén a fenti ekvivalenciabdl
Gram-matrixok a standard bazisban? csak = igaz.

Euklideszi tér 111 04 A Gram-Schmidt-Ortogonalizacié 112
)

(,) poz. def. V-n

® vi,..., Vv, bazis V-ben
m Valds vektortér pozitiv definit (,) bilinearis fiiggvénnyel m (vi,v1) #0, azaz v; & vi-.
m Példa: R”, a standard skalérszorzattal BT W— W — é::\lz)) vi lin. transzf.
m Fontos tul.: Euklideszi tér altere is euklideszi tér (mw a w-nek a vi-re merSleges komponense)
m (f,g): [f(x)g(x)dx is poz. def., a négyzetesen integralhaté m kerm = (v), TV = vi-
fvények tere oo dimenzids, B Vy,..., Ve TV, ..., TV, bazis vit-ben (Miért?)
véges sok fvény altal generalt altér euklideszi tér m folytassuk v;--ben
m hossz: |v| = \/(v,v)

m tavolsag: |v—v , e
& | | m eredmény: ortogonalis bazis

1
1
(vi,vi)

m végeredmény: ortonormalt bazis

m normalé lépés: v; —



Gram-Schmidt: megjegyzések 113 | Gram-Schmidt: megjegyzések 114

1 % % *
1 = *
1 *

m A normalé lépés el6ttig a baziscsere matrixa

alaki
m a normalast is tartalmazé baziscsere matrixa is felsd
haromszdg alakd, pozitiv elemekkel a féatléban.

m Az utolsé normalé 1épés kivételével a méas alaptestekre, nem
poz. def. {,)-re is alkalmazhaté, hacsak nem talalunk v € v+
vektort.

m Feladat: tehetiink-e valamit, ha v; € vf-?

m Alkalmas egy adott szimmetrikus bilineéris fiiggvény pozitiv

definitségének eldontésére:

Az eljaras nyilvan végigmegy, ha annak soran nem j6n el6 olyan v vektor,

amelyre (v,v) <0.

Ha nem j6n ilyesmi el8: a végsé v, ..., v, bazis ortogonalis és (v;, v;) > 0,

ezért (,) poz. def.

A Gram-matrix alakuldsanak kdvetésénél értelmes

interpretacié: sorok és oszlopok szerinti Gauss-eliminécié:
(v,v2) "

. () v1. he!yetteSItesneI

1. a masodik sorbél eliminaljuk az els6 elemet az elsé sor

segitségével

2. az igy kapott matrix masodik oszlopanak elsé elemét

eliminéljuk az els§ oszlopanak a segitségével

Pl.aV2<—V2—

Gram-Schmidt példa 115 | Gram-Schmidt példa 116

m Tfh. a vi, vp, v3 bazisban (,) Gram-matrixa m A vy« Tv utan:
1 01
1 21 01 2
2 5 4 1 2 4
1 4 4
m A harmadik sorbdl levonjuk az elsét
m A masodik sorbdl levonjuk az elsd sor kétszeresét: 10 1
121 01 2},
(0 1 2 0 2 3
1 4 4 . .
m A harmadik oszlopbdl levonjuk az elsét
m A masodik oszlopbdl levonjuk az elsé oszlop kétszeresét: 100
101 01 2
01 2 0 23
1 2 4

m Innentdl a valtoztatasok a jobb alsé blokkot érintik.

Gram-Schmidt példa
m A vi-re val6 vetitések utan:
1 00
01 2
0 2 3 . ) . .
m Megj: A Gram-Schmidt eljaras segitségével igazolhatd, hogy

m kivonjuk a masodik sort a harmadikbgl: R"-en (,) akkor és csak akkor pozitiv definit, ha valamely

10 0 (barmely) bazisban felirt A Gram-matrixdra igaz az hogy
01 2|, minden 1 < j < n-re A bal felsé j x j-es blokkjanak a
00 -1 determinénsa pozitiv.

m kivonjuk a masodik oszlopot a harmadikbdl:

1 0 0
01 0
00 -1

Keletkezett egy —1 a f6atléban, tehat (,) indefinit.

lzometria 119 Komplex euklideszi terek 120

m Vi, (,) és Vi, {,)2 euklideszi terek. A ¢ : V4 — V; lin. bijekcié
izometria Vq és V) kozott, ha

m AKA véges dimenziés Hilbert-terek, unitér terek, Hermite—féle

terek, hermitikus terek.
m Probléma n > 2-re C"-ben az u” v-vel:

(vow) = (¢v, 9w)2 m 30#veCn amelyre v € vt

. m Feladat: mutassunk ilyen v-t.
minden v, w € Vi-re. - . o
. ) . . . m C"-en u'v helyett jobb u*v-t hasznalni.
m Vi, (,) és Vo, (,)2 izometrikusak, ha létezik kéztiik izometria. oo
) . o Def.: u* az alabbi m = 1-gyel:
m azaz léteznek olyan bazisok a két térben, amelyekben a

Gram-mitrixok megegyeznek m adjungalt matrix: A n x m-es komplex matrixra

m Kov.: Barmely n-dimenziés eukl. tér izometrikus R™-nel. A* = AT,
Gram-Schmidt: |étezik ortonormalt bazis

m Megj.: Az izometria jelentése: tavolsagtarté .. .. Eukl. terek a transzponalt matrix elemenkénti komplex konjugaltja.

kozotti tavolsagot tarté és 0-t 0-ba vivs leképezések automatikusan lineérisak. m Ha A valés, akkor A* = AT.



Hermitikus fliggvények 121 Analégiak a valds esettel: 122

o m standard skalarszorzat C"-en: (u,v) = u*v
V komplex vektortér, (,) : V x V — C hermitikus (vagy

Hermite-féle), ha
m a masodik valtozéjaban lineéris, azaz o
m (u, v+ V') = Nu,v) + (u,v) (Vu,v,v € V,A € C), hermitikus):

m Gram-matrix: ugyanigy aj = (v;, vj)
m Hermitikus fvény Gram-métrixa 6nadjungalt (avagy

* _
m és konjugélt-szimmetrikus: A=A
m (u,v) = (v,u) (Vu,v € V) m (u,Av) = u*Av = (A*u)*v = (A*u,v)
m Megj.: Egy hermitikus fiiggvény az elsé véltozéban m u,v — u*Av hermitikus < A 6nadjungélt
konjugalt-linearis (avagy antilin.): - . -
m Baziscsere hatdsa a Gram-matrixra

B Qu+ vy = Nu,v) + (U, v) (Yu,u',v e VA €C),
A— C*AC

Definitség 123 Komplex euklideszi tér 124

m Def.: komplex vektortér poz. def. (,) hermitikus fvénnyel

(,) 1 V x V — C hermitikus fvény ellatva

_ | — o m eukl. tér altere is eukl.
m Eszrevétel: (v, u) = (u,u), tehat (u, u) mindig valés.

) o m n-dim. komplex eukl. tér izometrikus C"-nel
m (,) pozitiv definit, ha V0 # v € V vektorra (v,v) >0

Biz.: (Gram-Schmidt atmegy)

m pozitiv szemidefinit, indefinit, stb. hasonléan

m Ezutan: euklideszi terekben a (,) jeldlést hasznaljuk.
m hossz: /(v,v)
m Pythagorasz-tétel: ha u L v, akkor |u + v|? = |uf?> + |v|?

Pétlap: A Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség 125 | Alkalmazas: a Cauchy-Schwarz—egyenl6tlenség 126

Komplex (vagy valés) euklideszi térben (Weyl 19187):

m Cauchy (1821): [(u,v)| < |ullv].

n n n n
§ Xiyi § xiyi | < E XiXj E Yivi | - m Biz.: ekvivalens megfogalmazas: |(u, v)|? < (u,u)(v,v)
i=1 i=1 i=1 i=1 m Feltehetd u # 0 (kiildnben akkor mindkét oldal 0)
m v felboml. u-val || és u-ra L &sszetevSkre:
(u,v)

v:pu-}—v’,aholuzmésv':v—;w.

(v,v) = [ul?(u, 0) + (v, V') & |(u, V)1 = |l (u, 0)?.

A bizonyitandé <-ség baloldala |u|?(u, u)?

jobboldala || (u, u)? + (u, u)(v/, v').

Megj. A bizonyitas soran végil is az u és v vektorokat tartalmazé sikban (vagy
egyenesen) dolgoztunk.

m Bunyakovszkij (1859), Schwartz (1888):

"< [1rear o [ 0or o

‘/ f(x)g(x)dx

A Cauchy-Schwarz—egyenl6tlenség Normalis matrixok 128
= Komplex (vagy valds) euklideszi térben m diagonalizalhaté (diagonalishoz hasonlé) komplex matrixok
(u, v)| < [ul|v]. fontos csalddja

. m Def.: A n x n-es komplex matrix normalis, ha
m Kifejtett alak:

n n n n AA* = A*A
XiYi xiyi | < XiX YiYi | -
(,ZI: ) (,Z; ) (; ) (; ) m valés A-ra: ATA=AAT

m Négyzetesen integralhaté fiiggvényekre m Példa: A = A* 6nadjungalt (valés esetben szimmetrikus)
: 2 m Pelda: a= (! ) ess=(1 ?) normalis (szimmetrikus), de
11 0 0 '
[ Fet| < [17002 o [ leto) o 26 ) ) <M.,> )
AB = (1 0) nem normalis. IMieért!
(Itt (h1(x), ha(x)) = [ hi(x)ho(x) és a c= (fl (1)) normalis (ferdén szimmetrikus: CT = —C), de

Cauchy-Schwarz—egyenl6tlenséget az f(x), g(x) pérra

A+C= ((1) f) nem normalis. Miért?
alkalmazzuk.)



Normalis matrixok 129 [ Unitéer matrixok 130

U n X n-es.
i a v m Def.: Az U n x n-es matrix unitér, ha U*U = I.
m All: Legyen m = c ,aholaeC, vl eCt, C Minden unitér matrix normélis.

All.: U unitér < U* unitér. Ekkor U* = UL,
m All.: U, U unitér = I, U™ és UU' unitérek.

pedig n — 1 x n — l-es. Ekkor
M normalis < v =0 és C normalis.

= Biz.: m All.: U unitér & U oszlopai egy ortonormalt rendszert
m MM* — M*M bal fels6 eleme a3 + vv* —3a = w*. alkotnak < U sorai ortonormalt rendszert alkotnak.

m tehit ha M normalis akkor vv* =0, igy v = 0. m Atfogalmazva.: Ekvivalensek:

m Ha v =0, akkor M blokk diagonalis é&s MM* — M*M is. = U unitér

Utobbi diag. blokkjai 0, illetve CC* — C*C.
m Kov: Felss (vagy als6) haromszégmatrix normalis <
diagonalis

m U a standard bazist egy ortonormalt bazisba viszi

m U:C" — C" izometria

m U C" valamely ortonormalt bazisat ortonormélt bazisba viszi
m U C" barmely ortonormalt bazisat ortonormalt bazisba viszi

m valds unitér = ortogonalis (UUT = 1)

Unitér/ortogonalis matrixok: példak A Schur-felbontas 132
m tetszdleges permutécids matrix Tétel: Tetsz6leges A n x n-es komplex matrixhoz létezik olyan U
V=V — Q%U az ut hipersikra valé tiikrézés n X n-es unitér matrix, amelyre U*AU felsé haromszog alaka.

m Hadamard-kéd fele: m Biz.: Indukcié n szerint. n = 1: trivialis.
m A ZY — Zo linearis fiiggvények, mint 2™ hossza 0 — 1 m n>1: X\ Anak egy sajatértéke, v megf. 1 hossz(i sajatvektor. Legyen U egy

olyan n x n-es unitér matrix, aminek v az elsé oszlopa. (U tovabbi oszlopai vt

vektorok.
A e Ll oz am—1 . m—1 egy ortonormalt bazisa.) A U oszlopaibél 4llé bazisban az A-val valé szorzés
m Ezek koziil barmely két kiilénb6z6 2 helyen egyezik, 2 3 .

helyen kiil6nbézik

(Egy nem 0 lin. fvény 2™~ helyen 0, 2™~ helyen 1)
0—-11—--1
m 2" darab 2™ hossz(i paronként meréleges +1-vektor m az indukciés feltevés miatt létezik U’ n — 1 x n — 1-es unitér, hogy U’*A'U’

m 2™/2_vel normalva ortogonalis matrixot alkotnak. fels haromszdg.
1

matrixa U*AU = A

m Hadamard-matrixok n x n-es £1-matrixok,
paronként meréleges oszlopokkal (sorokkal).

legyen U” = U . Ekkor UU"" unitér és

m Feladat: van n x n-es Hadamard-matrix = n = 2 vagy 4|n
m Sejtés: Ha 4

Schur-felbontéas - megjegyzések 133 Spektraltétel normalis matrixokra

m Eszrevétel: U n x n-es unitér, A n x n-es. Ekkor
A normalis & U*AU normalis

(UU")*A(UU") = U"*U*AUU" felss haromszdg.

n, akkor van n x n-es Hadamard-matrix.

Biz.:
= (U*AU)*U*AU = U*A*UU*AU = U*A*AU = U*AA*U =
m altaldban nem egyértelm(, de U*AUU*A*U = U*AU(U* AU)*

m a diagonalis elemek az eredeti matrix sajatértékei. = Ha A" = UTAU, akkor A = (U")"A(U"), igy alkalmazhato a masik iranyd.
m Kov.: A normalis < van U unitér, hogy U*AU diagonalis
(azaz valamely Schur-felbontasara U*AU diagonalis)

(< barmely Schur-felbontasara U*AU diagonalis)

m a bal fels§ eleme az eredeti matrix tetsz6leges sajatértéke lehet.

m Atfogalmazva.: A normalis
< van A sajatvektoraibdl all6 ortonormalt bazis
(fenti U oszlopai)

Alkalmazas: DFT és inverze 135 | Matrixok definitsége 136

m Az (12...n) permutécié matrixa ortog. ,igy normalis

m n kiil. sajatérték = a megf. sajatvektorok merdlegesek.

u Az W sajatértékhes tartoz6 1 hosszii sajatvektor m Def.: az A 6nadjungalt métrix pozitiv szemidefinit (pozitiv

1 definit), ha v*Av > 0 (v*Av > 0) minden v € C" vektorra.
L Wl Megj.: Ekvi.va.lens a (u,v) := u*Av hermitikus fliggvény
v : megfelels definitségével.
wiln—1)

m Példa: A tetszéleges m x n-esre A*A poz. szemidef. A*A

i LR w,,l,l pontosan akkor poz. def., ha A oszlopai lineérisan fiiggetlenek.
m Tehat v = % ) ) _ ) unitér: M~ = M* Biz.: v*A*Av = (Av)*(Av) miatt v¥*A*Av > 0 és v*A*Av = 0 pont akkor, ha
1 own1 a1 Av=0.

m ltt M* = M: M-bsl w < @ cserével kaphaté

m Ezen csere erejéig az inverz DFT ugyanolyan, mint a DFT.



Pétlap: fontos tipusi diagonalis matrixok Fontos tipusi normalis matrixok spektruma

A komplex diagonalis. Ekkor: m All.: Legyen U unitér. Ekkor A dnadjungélt < U*AU 6nadj.
) ) . Hasonlé ekvivalencidk unitér, pozitiv definit, pozitiv
= Aunitér < A diag. elemei 1 abszolut értekiiek szemidefinit, ferdén hermitikus (A* = —A) matrixokra.
u A dnadjungalt < A diag. elemei valésak m Jellemzés: A komplex normalis. Ekkor:
m A pozitiv szemidefinit < A diag. elemei nemnegativ valésak m A unitér & A sajatértékei 1 abszolit értékiiek

m A 6nadjungalt < A sajatértékei valésak

. . . m A pozitiv szemidefinit < A sajatértékei nemnegativ valds
m A ferdén hermitikus < A diag. elemei tiszta képzetesek szamok

(Az a+ bi komplex szam tiszta képzetes, ha a = 0.) m A pozitiv definit < A sajatértekei pozitiv valés szamok
m A ferdén hermitikus < A sajatértékei tiszta képzetesek

m A pozitiv definit < A diag. elemei pozitiv valésak

Schur-felbontés valés sajatértékekre 139 Pétlap: valés Schur-felbontés biz. |

m Tétel.: Tfh. A n x n-es valds, és A sajatértékei valésak.

Ekkor létezik olyan U n x n-es valés ortogonalis, amelyre All.: Ha A valés és A kar. polinomjénak A egy valés gydke, akkor
UT AU felss haromszég. létezik A-nak valés sajatvektora \ sajatértékkel.
Biz.: A Schur-felbontas bizonyitésa atmegy. Biz.: det(\ — A) = 0 miatt A/ — A mint R” — R" lin. transzf. szing., azaz a magja

o < . . . . < 0). E e lla elem a magbdl egy sajatvektor \ sajatértékkel.
m KOv.: A valés szimmetrikusra létezik U valés ortog., hogy # (0). Egy nemny M @ Magbol egy sajatvektor A sajater

UT AU diagonalis.

Pétlap: valés Schur-felbontés biz. II. Projekci6 (vetités) 142

Tétel.: Tfth. A n x n-es valds, és A sajatértékei valésak. Ekkor
letezik olyan U n x n-es valés ortogonalis, amelyre UT AU felsé m Def.: 7:V — V lin. transzf. projekcié, ha 7% = .

haromszog. m All.: 7 projekcié < 7 megszoritisa 7V-re az identitas.
Biz.: Indukcié n szerint. n = 1: trivialis.

n > 1: X\ A-nak egy sajatértéke, v megf. 1 hosszi sajatvektor. Legyen U egy olyan

n x n-es ortog., aminek v az elsG oszlopa. (U tovabbi oszlopai v egy ortonormalt . projekciék sajétértékei c {O 1}_
bazisa.) A U oszlopaibdl allé bazisban az A-val valé szorzas matrixa ’

A * m Ortogonalis projekciék (merdleges vetitések): Euklideszi
térben egy olyan projekcié, aminek matrixa normalis egy
ortonormalt bazisban.

m2x = x & m(7x) = (7x)

UTAU = W

Az ind. felt. miatt 3 U’ n—1 x n — 1-es ortog., hogy U'T A’U’ felss haromszég.

) m Ortog. proj. matrixa 6nadjungalt (valésra szimmetrikus).

m Egy normalis matrix projekcié < (komplex) sajatértékei a
{0,1} halmazbol keriilnek ki.

Legyen U" = U

Ekkor (UU")TA(UU") = U" T UT AUU" felsé haromszég. (Es persze UU" ortog.).

Meréleges vetités altérre 143 § Mersleges vetitések tovabbi tul. 144

m Legyen P ortogonalis projekcié matrixa. Legyen U unitér, hogy
U*PU = diag(1,...,1,0,...,0). Ekkor U elsé néhany oszlopa
P képterének egy ortonormalt bazisa, a tobbi pedig P magjaé,

m All: A vetiilet az altér legkozelebbi vektora:
Legyen v € V, w € W v merdleges vetiilete W-n

o e u € W-re
ami éppen a képtér L-komplementuma. a W < V-re val6 meréleges vetités és v € V, akkor
m KOv.: Egy ortogonalis projekciét egyért meghataroz a képtere. tetsz. u € W-re
m Elnevezés: az altérre valé meréleges vetités. lv—ul>|v—wl
m létezés/konstrukcié6 W < V-re: . .
m wy,...,w, ortonormalt bazis W-ben egyenldseg csakis u = w-re.
m kiegészitjitk w, 11, ..., w,-nel V ortonormélt bazisava m Biz: v=w+w itt w e Wt
V=) =D Wit D W m Legyen u € W. Ekkor
m el6 rész: vetiilet W-re, masodik rész: vetiilet W*-re v—u=(v-—w)+(w-—u)=w+(w—u).

u*v

" u*u
u'v z ez

v = = u merGleges vetités az (u) egyenesre.

WL (w—u) €W, igy |v— uf = W+ w— uf > |wp

,, o Iy .
u meréleges vetités az u— hipersikra
& P m u # w-re a kiilonbség |w — u| > 0

m Példa: v— v —




Példak ortog. projekciokra Példak ortog. projekciokra

+...4an s . 3 ; ; .
(€31 Ql n <« m az elsd néhdny standard bazisvektor &ltal feszitett altérre vald
as a1+...+an 1
m Az = " leképezés merdleges vetités az -
: : mergleges vetités: Ty =
o a1+...+an
n n
1o .. 09T o .. 0+0 1 ... 0)T(@Q 1 ... 0)+...
irany( egyenesre. Matrixa m Altalaban, ha W < R"M-nek wi, ..., w, egy ortonormalt bazisa,
i akkor a W-re valé meréleges vetités matrixa
1 1 . W1W1T+...+W,W,T.
1 1 Vn m Ha 7 egy ortogonalis projekcié a W altérre, akkor | — 7 egy
n "= <\% . \%) ortogonilis projekcié a W altérre. Példaul ha u € C" egy
: : \% egységvektor, akkor uu* az (u) altérre valé meréleges vetités,
= n

mig I, — uu™ az u™ altérre vetit merdlegesen.

Ortogonalis projekcidk féatloja Pétlap: Tiikrozések 148

m Négyzetes matrix nyoma: trA az A matrix f6atléjaban levd

‘ > e ) i m Def. 7 lin. transzf. involicié, ha 72 = /.
elemeinek Gsszege. A karakterisztikus polinom n — 1-ed fokd

tagjanak az egyiitthatéja, — elgjellel. w All. 7 projekcid « I — 2 involiicié
m Ezért trC1AC = trA. (I =2m)? =1 —4m + 4n? = | +4(x* — )
m Ortogonalis projekcidk f6atlGja: Legyen A = (aj;) egy = All. 7 involicié < (I —7) projekci6

ortog. proj. métrixa (a standard bazisban).

m Def.: tiikrézés = (standard bazsiban) normalis matrixa
m trA = A rangja,

involdcié

Biz.: A diag. alakjaban az 1-ek szdma, azaz a képtér dim. _ ) o
ma; >0 m All. 7 ortogt. proj. < | — 27 tiikrozés

Biz.: Legyen v1,...,v, a standard bazis. A2 = A*A = A, igy m All. 7 tikr. & %(/ — 7) ortog. proj.
. z” z (1‘_/"’Av") = (vi, A"Avi) = (Av;, Avi) = 0. m All.: T normalis matrix egy tiikr. < T sajatértékei +1

B”|; vi — Av; € ker A = (AC™)*, igy (Av;,vi — Av;) =0, igy m Kov.: tiikrozés egyszerre unitér és 6nadj. (valdsra egyszerre

1 = (vi,v) = (Av, Av)) + (v — Av, v; — Av;) ortog. & jz'mm') .
A . M . u'v
> (Avi, Av) = (vi, A*Av) = (vi, Avi) = ai. m Példa: u—-re titkr; vi— v — 20t
Gyakorlé feladaok: 2 X 2-es valés normalis matrixok 150

o o N . m A2 x 2-es valés
dA:ﬁerl]Iiat:Il()lérsn:ir;S?k koziil melyek normalisak, melyek pozitiv u mésodfokii vals kar. pol
A (1 2 3) -B _ (1 2) C— L (1 1 ) m a sajatértékek: vagy egy/két valés, vagy egy konjugalt par
12 3) 1 3) 2\1 -1,/ m egy/két valds sajatérték: Ekkor A normilis < A szimmetrikus.
D— L (1 _1)’ E— <1 2)’ F— ( 1 _1)’ m konjugélt par: a+ bi,a — bi. Ekkor A normalis < A — al
V2l 1 23 -1 3 normalis < A — al ferdén szimmetrikus:
1 2 3 110 1 20
G=[(2 4 6|, H=(1 3 1|, =2 3 1 A:(aC)
361 011 011 —Cc a
alaka.

SVD - szingularis értékek szerinti felbontas

Alkalmazott algebra - SVD

Ivanyos Gabor Poz. szemldef!mt matrixok spelftralfelbontasanak altalanositasa
nem feltétleniil négyzetes matrixokra

2011 &sz



"Kozelits

webkeresés egy modellje 153 | LsI- mogottes szemantikaji indexelés

dokumentumok (weblapok) ~ vektorok,

a koordinatak a (lényeges) szavaknak felelnek meg: m Latent Semantic Indexing
m A koordinatak kiszamitasara példak:

m dokumentum (pl. weblap), n szé
m egyszer(i incidencia: 0 vagy 1
m fontossag szerinti stilyok
Pl. relativ emlitési gyakorisaghdl kalkulalt m A sorai ~ dokumentumok
Szamithat az emlités modja is: cimben, hivatkozasban, szévegben

m A= (ajj) m X n-es, ajj ~ j. sz6 az i. dok-ban

m A oszlopai: szavak "profilja"
m keres6kérdés ~ dokumentum-vektor m Feltevés:
m Feladat: a kérdés vektorahoz minél jobban illeszkedd: = a hattérben (altalunk nem ismert) fogalmak, jelentések allnak

m a szavak jol kozelithetSk fontosabb jelentések elegyével
m a jelentéseket a dokumentumokbdl "tanulhatjuk" meg
m a kdzelites hibaja: " o

"hasonlé", "kozeli" dokumentum-vektor keresése

m Nem pontos illeszkedés: lehet, hogy a legjobb talalat nem is
tartalmazza a kérdés egy szavat se, inkabb

zaj", "lenyegtelen", "esetleges" dolgok

m A kérdés "jelentéséhez" van koze

LSI 155 | Alacsony rangt kézelités 156

m A= (ajj) mXx n-es, ajj ~ j. sz6 az i. dok-ban

= Formalisan: m All: Legyen A’ egy m x n-es matrix. Ekkor A’ rangja < k &

21 2: léteznek olyan B k x n-es és F m x k-as matrixok, amelyekre
m léteznek f; = ) N . € R™ oszlopvektorok
: : A = FB.
fml fmk
(a jelentések profiljai), hogy Biz.: A rangja < k & létezik olyan F m x k-as, hogy A’
m A oszlopai jol kdzelithetSk fy, ..., fi linearis kombinacidival, oszlopai megkaphaték F oszlopainak linearis kombinaciéiként

azaz letezik olyan B m x k-as matrix, hogy Emellett B i-edik sora az A’ i-edik oszlopat elsallité

A~ FB, kombinécié egyiitthatéibdl all.
m Tehat: a "lényeg" ~ A alacsony rangi kozelitése
ahol F = (f;). yeg y rang
B i-edik sora az A-nak az i-edik oszlopat koézelité kombinacié
egyiitthatéibdl all

Eredet: f6komponensanalizis Fékomponensanalizis 158

m K. Pearson 1901

M1
m A= (ajj) m X n-es, ajj ~ j. adat értéke az i. mérés soran m v irdny( adatok: Legyen v = ( : ) egységvektor (uTu =1).
Pl. kérdGiv kérdéseire adott valaszok, skalazva Hn
iy Az j-edik mérés u iranya adata a; vektor u iranyd (u-val
m Oszlopok: ~ val. valtozék mért adatai o/ = | : parhuzamos) komponensének az egyiitthatéja, azaz
mj aju = Zle ajjpej. Az m darab v irdnya adat egyiitt: Auw.
m Sorok: egy-egy mérésre az adatok sora a; = (a;n ... i) u f6 irany: az az u, amelyre |Aul2 = 3" (a;u)? maximalis
P m 0~ < . 5 . . . .
m Feltessziik: Zi:l Qjj = 0 0-ra normalt empirikus atlagok ma megfelelo "reJtett valtozé" ~ az Au oszlopvektor
27 m 2 ~ iri Sra é . 2 Py 2 e
gl =20 ajj: ~ empirikus szérasnégyzet m a kdvetkezs {8 irany: az u-ra mer6legesek koziil a legnagyobb
m a legfontosabb "rejtett Gsszetevs": abban az irdnyban vett vetiiletet adé irany, stb...

adatok, amerre a leginkdbb szérnak.

Fékomponensanalizis és szingularis értékek Fékomponensanalizis és szingularis értékek

m Eszrevétel: |Au|? = uT AT Au, és AT A poz. szemidefinit
utébbi biz.: (ATA)T = AT A, tehat ATA szimm.
vT(ATA)v = (Av)T(Av) > 0. (Egyenléség v ker A-ra).

m Kév.: 3 M ortog., hogy MT AT AM = diag(0?,03,...,02).
Feltehetd, hogy 01 > 02 > ... >0, > 0.

A = (aj) tetsz8leges m x n-es matrix (> 174 avjj = 0 nem kell.)
m u; € R” olyan egységvektor, amelyre
Aui|? a lehet6 legnagyobb . .
A | gnagy m (Elnevezés: szingularis értékek)
m Ha uy,...,us mar megvan, usy; egy olyan egységvektor

{u u }L b&l. amelyre m All: |u] =1 esetén |Au| < oy és ha |Au| = oy, akkor u
Do s ) ' y sajatvektora AT A-nak o7 sajatértékkel. (zn091030, 5. fa)
|Aust1|* a lehetd legnagyobb ”
m Mi lehet ULy .y un? Biz.: Legyen M mit fent és v := MTu = ( : ) Ekkor u = Mv és
Vn

[Auf? = [AMv|]2 = vT MTAT AMyv = 37 1202 < 307 1202 = 0}, és ha
v; # 0 olyan i-re, amelyre o; < o1, akkor < all. Kiilénben u = Mv az M olyan

oszlopainak linearis kombinaciéja, amelyek sajatvektorok o-f sajatértékkel.



Fékomponensanalizis és szingularis értékek Szingularis értékek 162

A m x n-es valés matrix Megj: (a komplex eset hasonléan miikédik)

m All.: Tfh. |u| =1és u L M els6 k oszlopara. Ekkor

|Au| < 041 és ha |Au| = oy, akkor u sajatvektora AT A-nak m Def.: A szingularis értékei AT A (nem nulla) sajatértékeinek
o7 sajatértékkel. N
1% = . .
. ' m All: AT A rangja = A rangja
Biz.: Legyen v =MTu= [ : |. A merlegességi feltétel miatt Biz.:
Un Eszrevétel: ker AT N AR" = 0.
v =...=v, =0, Ekkor Au = AMv és Eszrv. biz.:Tfh. v € ker AT N AR": ATv =0 és v = Au.

Ekkor uT AT Au=uTATv =0, igy Au=0.

2=3yn 202 < S0 202 =02 i . f -
[Aul Piki1 Y707 S ki1 Vi kg1 = Tiga- AZ egyenldség vizsgalata is Dimenziététel AT-nek AR"-re valé megszoritasira+Eszrv.:

hasonlé a k = 1 esethez. dim AT AR? = dim AR" — 0 = dim AR", azaz
m Kv.: A f6 iranyok AT A sajatvektorai, azaz (lényegében) M AT A rangja = A rangja.
oszlopai. m Kov.: (poz.) szingularis értékek szama = rang
Aés AT szing. értékei 163 | SVD - A 6 lemma 164

Al . L T . ) i} .
m All.: Ha o (poz.) szing. értéke A-nak, akkor A"-nak is Lemma: Tetsz. A m x n-es valés matrixhoz léteznek M n x n-es és

(és viszont). M’ m x m-es ortogonalis matrixok, hogy:

m Részletesebben: Ha v sajatvektora AT A-nak o2 # 0 o
sajatértékkel, akkor Av sajatvektora AAT-nak szintén o2 o2 o1
sajatértékkel. TAM — 5/ — i 7
Biz.: Tfh. 0 # v és AT Av = o2v. Ekkor MAM =% = . illetve

(AAT)(Av) = A(AT A)v = Ac®v = 2 Av.

i

On
v=5ATAv, igy Av #0.
m Megj. A (poz.) szing. értékek multiplicitasai is ugyanazok. Az els6 az m > n esetet, a masodik az m < n esetet abrazolja
Biz.: A 1A az AT A 0% sajatalterét az AAT o2-sajatalterébe viszi. A LAT o e i
pedig forfiitva. g o1 > ...>0on: AT A sajatértékeinek nemnegativ N
A két leképezés megszoritasa a o2-sajatalterekre inverzei egymasnak.
SVD - a f6 lemma bizonyitasa 165 J SVD - a 6 lemma bizonyitasa Il 166
7. _J o, hai=j
m Legyen M olyan ortog., amelyre Bwiwi=91 0" haizj
. mTth.0o1>...>0,>0,dec,y1=...=0,=0.
MTATAM = diag(c?, ..., 02) == i "
B Megj.: i > r-re w; =0 (mert w, w; = o2 =0)
m Megj: f6komponensanalizisnél M oszlopai: a f8 iranyok, AM m Legyenek i < r-re v; = Ly,
< o
oszlopai: a f6 iranyok mentén vett értékek vektorai  Ha m > r, egészitsiik ki v,11,.. ., va-mel R™ ortonormalt
m Legyenek AM oszlopai wi, ..., wy. bazisava.
T —di 2 2 : T _ ) o hai=j<r
n (AM) (AM)2 diag(oi,...,0n) miatt " T _{ 0" enyébként
mww = { op, hai=j m Legyenek M’ oszlopai: vi,...,vm. Ekkor M’ ortog. és

0 haizj MTAM =5

Teljes SVD 167 | Redukalt SVD 168

Tétel: Tetsz. A m X n-es valds, r rangli matrixhoz vannak U’

Tétel: Tetsz. A m x n-es valés matrixhoz léteznek M n x n-es és m x r-es, U n x r-es matrixok, hogy
M’ m x m-es ortogonalis matrixok, hogy m UTU=UTU =1, azaz U, ill. U’ oszlopai ortonormalt
s T rendszerek
A=MIM",  ahol = A= UTUT, ahol
o1 o1
o2 o1 o2
. 02 s =
v = - illetve
On (o
On "

m oy >...>0, >0 A (poz.) szing. értékei.
Megj. (a komplex eset): U*U = U*U' = 1I,, A= U'LU*.
(Ekkor A*A lesz poz. szemidef. 6nadj.)

Biz.: a f6 lemma egyenldségét M’-vel ill. MT -vel szorozzuk balrél-jobbrdl.



Redukalt SVD - bizonyitas 169

m Teljes SVD: A= M'Y'MT
m Legyenek M = (U|T), M' = (U'|T").
Uill. U' az M ill. M’ els§ r oszlopa. Nyilvan UTU = U'T U’

.
B A= (U|T) (g g) (%) — (U's)0) (#:) —uUsuT.

= 1.

SVD: "Egyértelmiiség" kérdése

Tfh. A= U'SUT, ahol ¥ = diag(o1,...,00),

o1 > ... 20, >0, U mxresUnxres UTU =1,
uTu =
m Ekkor ATA USUTU'SUT = Uz2UT, igy ¥2 = UTATAU.

Innen: U oszlopai az AT A matrix nem 0 sajatértékeihez
tartoz6 sajataltereinek ortonormalt bazisait adjak.
Egészitsiik ki U-t egy n x n-es M ortog. matrixsza ker AT A-bél vett
oszlopvektorokkal. Erre MTATAM = ¥72.

U’: fenti érvelés, A < AT cserével.

Ko6v: ha A pozitiv szingularis értékei paronként kiil, akkor U és
U’ az oszlopok egységszerese (1) erejéig egyértelmii.

SVD - példa 171 § SVD szimmetrikus métrixokra 172
AT = A

Ta_ (3 3 TATap 52 _ (60 ,_ (V6 0
-AA7(33,MAAM72700,2700,
1 1
-M:(? *7)
2 T
V2 0
BAM=(v2 0
V2 0
5 a2 as
M= % C2 23
1
3 C32 (33
. 1 a1
1 V3 V3
_ _ (2 _Z st oA— | 2 1 1
IZ\/E,U<\}5>,U/(@),tehatA(\@)\/g(ﬂ ﬁ)‘
Ve V3

m a szingularis értékek A sajatértékeinek abszolit értékei
(multiplicitassal).
A1

A2
m Tth. aA=vu

uT,

An
ahol U n x n-es ortogonalis; [A1] > |X\o] > ...
m Ekkor A egy lehetséges teljes SVD-je

> Al

[A1]
A
Py [A2] uT,
[An]

ahol U’ i-edik oszlopa U i-edik oszlopanak +1-szerese,
aszerint, hogy A\; > 0 vagy \; < 0.

A Frobenius-norma 173 | Normatarté szorzasok:

A m x n-es valés

m Def. (Frobenius-norma-négyzet): (= eukl. hossznégyzet)

Yy

i=1 j=1

1A]1>

Ugyanaz, mint: sorok v. oszlopok hossznégyzet-Gsszege
Elegans alak: ||A|]> = tr ATA = tr AAT, ahol

Megj. (komplex matrixokra):

AP = S5 [aji2 = tr A*A = tr AA*

Nyom tulajdonsaga: A m x n-es, B n x m-esre:
tr AB = tr BA.

Az Eckart—Young-tétel

Eckart-Young 1936 (Psychometrika)

Korabban: Schmidt approximaciés tétele 1907 (fiiggvények
kontextusaban)

Redukalt SVD: A= U3 UT.

m k < r-re legyenek

m UK. U elss k oszlopa
m U'K): U elsé k oszlopa
s YK = diag(o1,...,0k): T bal felsé k x k-as része

a A — sk T

Tétel: A-nal AW az (egyik) legjobb < k rangi kdzelitése a
Frobenius-norméban
(A hiba: |A—AW|? =37 o2)

Megj.: Mirsky 1960: és még sok mas fontos norméban is ez a legjobb

Emlék. (nyom, trace): B = (bj) n x n-esretrB =37, b

i

: Tfh. A m x n-es, B olyan m' x m-es amelynek az oszlopai
ortonormalt rendszert alkotnak (azaz BT B = I,), C olyan
n x n’-es, amelynek a sorai ortonormalt rendszert alkotnak (azaz

CCT = I,). Ekkor

2 2 2
[BAII” = [AlI" = [IAC]".

Biz.: A oszlopai a',..., a", BA oszlopai Bal,... Ba". B az R™ standard bazisat B
képterének egy ortonormalt bazisaba viszi, tehat B egy izometria R™ és B képtere
kdzdtt. . . .

lgy |Bal2 = |22 és || BA = 3 [Bal 2 = 3~ |12 = | A].

A masik =-ség innen A — AT, B — CT helyettesitéssel.

Masik biz.:

IBAI2 =tr ATBTBA=tr ATInA=tr ATA = ||A|2.

175  Eckart-Young teljes SVD-vel 176

m Teljes SVD: A= M'Y'MT, ahol
m Y’ m x n-es diagonilis, o1, ...
m ¥ firjunk X-ben o1, ...
n A = s (omT

,0, nemnulla atlés elemekkel

, o, helyébe 0-t



Eckart—Young bizonyitésa 177 Eckart—Young spec. eset bizonyitésa 178

B Az U'T-vel valé balrél, U-val jobbrél szorzas tartja a Frobenius-normat:
— 112
=AW = ||uT(a - A®)U|f = £ - 20" -

2
Okt1 +,';' + oy,
ahol X(¥) = diag(o1,...,0%,0,...,0) r X r-es

Spec. eset: tetsz. C < k rangli r X r-esre:

|diag(o1,...,0,) — C|> > 0y +... + 02
m Legyen A egy < k rangl m x n-es

|A= A2 = |[UT(A- )| = |UTAU - UTAU|P?
Iz - CI?,

ahol C := U'TA'U < k rangii r x r-es

Legyen W = ker C egy r — k dimenzi6s altere

Uy r x (r — k)-as oszlopai: W egy ortonormalt bazisa

m Uy r x k-as oszlopai: W egy ortonormalt bazisa

(U1]Uz) r x r-es ortogonalis
m D :=diag(oy,...,0/)

Elég tehat a kdvetkezd spec. esetet igazolni:

Spec. eset: tetsz. C < k rangii r X r-esre:

|diag(o1, ..., 0,) = CII > 0%y + ...+ 07

Eckart—Young spec eset bizonyitasa Il 179 Eckart—Young spec eset bizonyitasa Il

Utolsé lépés D = diag(o1,...,0.), Ur r x (r — k)-as, amelyre
U1 Ur = 1,_g.
5 T 2 ul 2 2
ID-c* = ||(U1|U2) (D*C)(Ulle)H =||(ur ) (O = O)(Ul2) HUITDU1H =t (UTDUN)TUT DUy = tr UT DTDU; = tr Uy UT DT D = tr Uy U] D?
B UT (D — C)Uy Ul (D — C)U> . 2
- (558w UT(D- Ol | UF(D- O 2 ik,
2 2
> ”UIT(D - C)U1H = HulTDU1 —uleu| = HUlTDulH ahol UnUT = (55).
>: a matrix normaja > a matrix bal felsé blokkjanak a normaja | A” Uy Ul egy r — k rangl mer()’leges vetités
utolsé =: UlTCU1 =0 mert CU; = 0 (U, oszlopai C magjabdl) U UT T_u UT U UT 2_y UTU uT — Uyl uT —u UT
Elég tehat: D = diag(o1,...,0r)-re és tetsz olyan Uy r X (r — k)-asra, amelyre (U ) ! & (LhUf) ! ! tin—k=1 !
UlTUl = I, _y, teljesiil ) m Innen: 0 < /Bii < 1és Zi:l 5,‘,’ =r—k.
HUITDU1H >0l +...+o? m Fenti feltételek mellett: >°7_; ﬁ,-;a,? — min, ha a legkisebb

o2-eket vessziik a lehetd legnagyobb sillyal:
2 B}
n || UITDUl H = 27:1 ﬁ;;a,-z > ‘7£+1 + ...+ Uf, épp ez kellett.

LSI - keresés zar6 megj. 181 | Az SVD kiszamitasars| 182

u Eszrevétel: Ha w A egy sora, az A) métrixnak a megfelels m Naiv médszer: A7 A sajatértékei a kar. pol.-bél, majd a

sora éppen w vetiilete az A¥) sorai altal generalt altérre. sajatalterek homogén lin. egyenletrendszerekkel

Biz.: Ha nem az lenne, kicserélve a sort w vetiiletével jobb kdzelitést kapnank S, .,
Gauss-eliminacio

m Keres6kérdés ~ dokumentum-vektor ~ A sorai. L : " . .

m Gond: a Gauss-eliminacié numerikus hibakra instabil

m Eljaras: A keresskérdés vektorat levetitjiik AK) sorai altal gen.

altérre m Hatékony numerikus médszerek vannak (késébb targyaljuk)
rre.

Négyzetgyok 183 [ Polaris felbontas 184

- . Tétel: Tetsz. A - I6s matrixra A = PM, ahol
All.: Ha A n x n-es valés poz. szemidef., akkor 3! olyan B n x n-es etel: letsz. A n > n-es valos matrixra - ano

poz. szemidef., hogy A = B? (jel.: B = VA). m M n X n-es ortog.

Biz.: Legyen U ortog., hogy D = UT AU diag. (> 0 elemekkel), m P n X n-es poz. szemidef.

B’ = /D (elemenként). X X

B’ valés, poz. szemidef. és B2 = D. m P egyértelm(, és ha A nemszing., akkor M is.

B = UB'UT is poz. szemidef, tovabba Biz. Létezés: A teljes SVD-je: A= U'Y'UT, ahol U és U’ n x n-es ortog., ¥’

pedig egy n x n-es diag. nemneg. Legyen P = U'XU'T és M = U'UT.
P egyért.. AAT = PMMTP = P2, igy P = VAAT. Ha A invertalhaté, akkor P
isazés M =P 1A

B2 = uB'UTUB'UT = uB?UT = UDUT =

Egyértelmiiség: Tfh A = B2. Legyen U olyan ortog., hogy UT BU = B’ diag. Ekkor
UTAU = UTB2?U = B”? diag.

Innen: UT AU és B’ sajatalterei ugyanazok: UT AUv = Av < B'v = Vv

Innen: (v = Uu): Au= \u < UB'UTu=+/Au < Bu=+u. Igy B nem lehet mas,

mint fenti konstrukcié.

Megj.: hasonléan, A= M’'P’, ahol M’ unitér és P’ poz. szemidef.
P’ = P akkor és csak akkor, ha ATA = AAT, azaz ha A normilis.
Megj: Komplex A = PM, ahol M unitér, P poz. szemidef 6nad].

1-dim. komplex eset: komplex szamok felbontasa re’® alakban.



(teljes) SVD a polaris felbontasbdl 185 Homogén lineéris egyenletrendszerek megoldasa SVD-vél 86

m A feladat: Ax = 0 megoldasa, azaz ker A szamitasa.
m Emlékeztetd: AT A rangja = A rangja, igy (pl. a dimenziotételbl)

Négyzetes matrixokra
ker AT A = ker A.

n A=PM

m M ortog. m Teljes SVD: A= M'Y'MT

m P poz. szemidef: M'T PM' = ¥ diag, Y = M'TAM, innen

B A=UXUT, ahol U'=MT U=MTMT, T2 =378 = MTATM'M'TAM = MTATAM

m Y2 = MTAT AM, azaz M oszlopai AT A sajatvektoraibél allé
ortonormalt bazis

m Kov.: M utolsé n — r oszlopa: ker AT A = ker A egy
ortonormélt bazisa

Homogén lin. egyenletrendszerek megoldasa legkisebb 187 Inhomogén egyenletrendszerek megoldasa legkisebb 188

négyzetes hibaval

négyzetes hibaval

m Elnevezés: "total least squares"

TR < n
B Ax = 0 kézelits megoldasa a legkisebb négyzetes hibaval [x| = 1 mellett: m Ax = b lineéris egyenletrendszer- A m x n-es valés, b € R

. L B nem mindig van pontos megoldas: olyan x € R", amelyre Ax — b =10
|Ax|? — min, feltéve |x| = 1. ineig van p & van x yre Ax
m Kdzelitd6 megoldas: olyan x, amelyre |Ax — b|> — min

Feltehets: ker A =0, igy n poz. szing. érték van. , . ..
m llyen x-re Ax éppen b-nek AR"-re valé L vetiilete

m SVD: A= U'XUT igy X2 = UTATAU.
Tudjuk: altér legkdzelebbi pontja a vetiilet
B legyenek vi,..., v, U oszlopai. Ortonormalt bazis, AT Ay; :U vi. Foziuk l4tni: la K A+ |
- Legyen X = Zaivir ahol |X|2 Z |a |2 —1. Ekkor m Fogju atni: [étezi n X m-es, amelyre
AAT & AR 16 L vetité
ppen az re valé L vetités
Ax]?2 = Ax, Ax xATAx a;vj, av Vi) o? oz,-2 . . ., oo L
A ( )= > > =2 ofleil m (az egyik) legkisebb négyzetes hibaju magoldas: x = ATh.
> Z lail?0? = o2, (ez, a masik iranyban volt a fékomp-nél) (mert Ax = AATb=a vetilet)
® az optimum 0'%’ X = vp-nel el is érhets B az 6sszes mo.: a ker A+ Atb eltolt altér
m 0,1 > 0, esetén az optimalis x +£1-szeres erejéig egyértelmdi.

A Moore—Penrose-féle pszeudoinverz 189 [ Pszeudoinverz és vetités 190

m Def.: A m x n-es valés métrixnak egy pszeudoinverze egy Lemma: Tfh. A* egy pszeudoinverze A-nak. Ekkor AAT az R™

olyan A* n x m-es valés matrix, amelyre tér merdleges vetitése A képterére, AT A pedig az R” tér merSleges
m AATA = A, vetitése AT képterére.
m ATAAT = AT, Biz.:
T i
" 2'3/4 Szfmme:r!tus’ m AAT szimm. és (AAT)? = AAT, azaz egy merGleges vetités.
[ | Szimmetrikus.

AAT képtere nyilvan C A képtere. A= (AA1)A képtere

(Megj.: komplex A-ra szimm. helyett 6nadj.)
nyilvan C AAT képtere.

m Pszeudoinverz az SVD-bél: Ha A red. SVD-je A= U'XUT,
akkor A’ = US~1U'T (egy) pszeudoinverze A-nak. Tehat AAT meréleges vetités A képterére.
Biz.: UTU = U’TTU/ = l-bel A¢’ =USUTUS WU =U'U'T es m AT A is mer8leges vetités (hasonlé biz.).
AA=USUTUSUT = UU .

AT A szimm., igy ATA = ATAHT  ezért

Az AA' = U'U'T és A/A = UUT a segitségével: T
m AAA = Ulu/TA U/u/TU ZUT U’ZUT A+A képtere Q A képtere.

B AAA = AUUT = US W TUUT = Us— 1U'T A A= AATA miatt At A rangja > A rangja, ami egyben AT
n (AAT =(U'UT)T = U'U'T = AA'. rangja. Ezért a két képtér megegyezik.
m (AA)T =(UUT)T =U0UT = A'A. Tehat AT A meréleges vetités AT képterére.

Pszeudoinverz - egyértelmiiség 191 | Pszeudoinverz - példa I. 192

m All: At és A’ két pszeudoinverze A-nak = A’ = AT, 11
m Biz.: A lemma miatt AA™ is és AA’ az ortogonilis projekcié A mA= } }
képterére, igy .
m AA = AAT w Lo
m Hasonléan, A’/A = ATA. = SVD: A= (x{i) \/E(W ﬁ)
m Ezekbsl A’ = A/AA" = A/AAT = ATAAT = AT, V3
1
P g T ot . 2
m Kov.: I-!a A=UXU" az A matrix red. SVD-je, akkor A At = (f) % (% % %) = 1aT
pszeudoinverze AT = UL —1U'T. V2



Pszeudoinverz - példa . 193 | Pszeudoinverz - feladatok 194

IA:(g (1)) m (AN = A
mATA= (0 0), n (A7) = (A%)T.
01 m AT rangja = A rangja.
m SVD: A= (é) 10 1), m Ha A invertalhaté négyzetes matrix, akkor AT = A1,
m At — <(1)> 11 0)= <(1) g) AT m Ha A egy mer6leges vetités (négyzetes) métrixa, akkor
At = A

Pszeudoinverz - példa Ill. 195 | A pszeudoinverz és a magtér 196

B Legyen A= (% %) B= (é g) A m x n-es valés
z 2 _
1 11 m All: AT képtere = (ker A)*
— = 2 2
A= (% 0>’ B (0 0) m Biz.:
m A és B merdleges vetitések, igy AT = A, Bt = B. m C:Hax€ckerAésy e R™, akkor (ATy)Tx=yTAx =0,

11 azaz x L Ay. Tehat ATR™ < (ker A)*.
“e)Ba) = (1 1)=34 w dimenzick =

T T o o .
m (AB)(BA) nem vetités, de (AB)(AB)" az kell legyen, igy dimA” = A rangja = A rangja = dim AR" =

v V n — dimker A = dim(ker A)*.
= (AB)" # BA= Bt A*. m Kév.: | — AT A mer6leges vetités A magterére
1
u AB SVD-je 45 - < z) L
2
1
2

m Biz.: AtA merGleges vetités ATR™-re
7z
1 1
m (AB)f = (0) ﬁ(—ﬁ

Sl

10
¢ m | — ATA merdleges vetités (ATR™)L-re
5) = 2BA. B (ATR™)L = (ker A)L" = ker A

SVD - feladatok 197

m szampéldak 6nallé gyakorlasra zh101029, 3. és 4. Alkalmazott algebra _ Nemnegativ matrixok
feladatok; pzh101108, 3. és 4. feladatok; pzh091106 2.feladat

m (zh091030, 6. feladat) Legyen A egy m x n-es valds. Legyen

B a kdvetkez8 Ivanyos Gabor

2011 6sz
Milyen Gsszefiiggés van A szingularis értékei és B sajatértékei
kozott?

Markov-lancok 199 I Markov-lancok 200

m Pontosabban: véges allapott, homogén (AKA stacionarius
atmenet-valésziniiségii) Markov-lancok

Allapotok: {1,...,n}
Allapot-értékii val. valtozék: Xg, X1, Xo, . ..

m Kezdeti eloszlas: 9.

m vkt = Avk
m A = (ajj) dtmenet-matrix

_ " (oszlop-)sztochasztikus
m Atmenet-valésziniiségek: ajj : az j — i dtmenet valsz:

(sztochasztikus vektort sztochasztikusba képez):
ma;>0(i,j=1,...,n)

Pr(Xii1 = ilXk = j) = aj mY ,a;=1(G=1,...,n)
’Yk m vk = A0
1
o dae. k . . . .
k_ sztochasztikus vektor: m kérdés: v aszimptotikus viselkedése

X eloszlasa: ~ v

7';( vk konvergal-e és hova?
n

k k — ha k al, mil ?
v = 0, ZJ’.’ZI V= 1 a konvergal, milyen gyorsan



Szo6rfol6: 201 | A spektralsugar 202

m allapotok: weblapok

. ke treag. 4. _ #i—i linkek
m atment-valdsziniiség: ajj = o7 Tinkek

m feltessziik, hogy minden j-re van j — 7 link
(pl. sziikség esetén beiktathaté sajat magara mutaté virtualis link)
m Korébban emlitett problémak:
m tobb er8s komponens: reducibilitas
m "kérbemutato linkek": periodicitas/imprimitivitas
m Majd latjuk: Tobb fontos sajitossig megfoghaté a
|ink—gréffa| (egyszeres iranyitott élek, lehetnek hurkok)
m Markov-lancra, (v. tetsz. matrixra) a graf
mj—i haaj>0és
m a tiirelmetlen szorfolére ez a teljes graf

A n x n-es komplex vagy valds matrix

A spektralsugara:
p(A) = max{|A| : \ sajarértéke A-nak}.

m Tudjuk: ha Flimg_oo AV = v, akkor Av = v
Ha ez a v # 0, akkor v sajatvektora A-nak 1 sajatértékkel
m Tétel:
(1) Ha p(A) < 1, akkor limy_, ., A
(2) Ha p(A) > 1, akkor lim;_, ||A¥|| = cc.
Biz.: Schur-felb.. A= U*BU: U unitér, B fels6 haromszog.
(2).: ||A¥|]” = tr A¥" A% = tr UB*" U UBKU" =
tr UBK"BXU* = tr B BKU*U = tr B¥"B¥ = || B¥||”, elég
tehat B-re belatni. Tfh. B = (bj)-ben |bj;| > 1. Ekkor B*-nak
az i-edik atlés eleme bk és ||B¥|| > [b;|* — oo.
(1).:-hez a kév. lemma.

0.

A spektralsugar |I. 203 f A spektralsugar I11. 204

m Lemma: C = (cj), C' = (c;) komplex n x n-es matrixok,
D = (djj), D’ = (d;) nemnegativ elemii valés matrixok, hogy

|Cij\/§ (?j//)cllj‘ < d,’J Ekkor \cl’j’\ < d,’J’ ahol CC' = (c,’l’ ,
DD’ = (d!).

ij
Biz.:

el =1 2k=1 iyl < 3k leiciyl = ey laillegl < 3ok—y duedy; = df

m Tétel: (1)Ha p(A) < 1, akkor limy_, ., Ak = 0.
Biz.: Schur-felb.: A= U*BU: U unitér, B felsé haromszdg. Mivel
Ak = U*Bk U, elég B-re.
Legyen D = (dj;) egy olyan nemneg. elemii |bj| < dj;, tovabba D mindegyik
atlés eleme < 1, de ezek paronként kiil.
Ha BX = (bf) é&s D¥ = (df), akkor a lemma miatt |bf| < df, igy elég
lim Dk = 0.

m Tétel: (1) Ha p(A) < 1, akkor limy_,,, A¥ = 0.
Biz. (folyt):
Eddigiek miatt elég arra az esetre, ha A-nak n kiil. sajatértéke van. (EI&bbi D
ilyen lett.)
Spektraltétel spec. esete: 3 C, hogy

A= C tdiag(\1,...,An)C.

Ak = c~'diag(\¥, ..., 2k)C — C~'diag(0,...,0)C = 0.

m Megj.: belathats, hogy ||Ak|| = 0(p(A)k),
tehat p(A) < 1 esetén a konvergencia exponencialis
O()-ban a konstans fiigg A-t6l

A spektralsugar V. 205 | A spektralsugar V. 206

m Egy egyszerii konvergencia-tétel: Tth. A karakterisztikus
polinomja (x — A) [17=) (x — i), ahol [ui] < ||
(i=1,...,n—1). Ekkor létezik Iimk_mc(%A)k, és az egy
(nem felt. ortog.) vetités A-nak a A\-hoz tartozé sajatalterére.

Biz.: Legyen v egy sajatvektora A-nak A sajatértékkel és legyen C egy olyan
invertalhatd, aminek elsé oszlopa v, a tébbi pedig (A/ — A)C" egy bazisat

alkotja. Ekkor C™11AC = (1 0 ) ahol p(A’) < 1. Ezért lim A’k =0 és

0 A
1
0
emiatt létezik Iim(C*1§AC)“:<é g),vetitésaz | sital gen. altérre.
0

igy letezik lim(+A)k = Clim(C~11AC)*C~1, és az egy vetités a (v)
sajataltérre.

m Megj.: A hatdrérték-vetités magtere A\/ — A képtere

m Megj.: A konvergencia %—ban exponencialis

(p2(A) a masodik legnagyobb sajatérték-absz. érték)

Egyszerii konvergencia-tétel - valtozat: Tfh. A karakterisztikus
! . 1 .

polinomja (x — A) [175; (x — pi), ahol |ui| < |\ (i=1,...,n—1).

Legyen v0 & (A — M\)C" és vk = AKvO. Ekkor a (vK) 1-dim altér

"konvergens" és a "hatarérték" a \-hoz tartozé sajataltér.

Biz.: Legyen wk = )\l—kvk. Ekkor (mivel v0 ¢ (A — M)C" D ker AK) (wk) = (vk) és

lim wk = (lim(+A)¥)v0 egy sajatvektor a \-sajataltérbsl. (3 0, mert vO nem esik a

vetités magjaba, ami A — Al képtere. )

a (vk) "irany" konvergenciaja helyett szokas:

m vk koordinatainak 1 Gsszegiire normalasa
(bizonyos feltételek mellett, pl. minden koord. > 0)

u vk egységvektorra normalasa: vk helyett ﬁvk
k

ekkor a v* sorozatnak egy részsorozata konvergens

de nagy k-ra vk kozel van egy sajatvektorhoz

Nemnegativ matrixok - jeltlések 207 | Nemnegativ matrixok - elemi észrevételek 208

71 N

v=| [, v = | R, A=(aj), A =(a}) n x nes valés
n Yn

matrixok.

mv>0hay;>20(=1,...,n)
mv>0hay;>0(G=1,...,n)
mA>0haa;>0(i,j=1,...,n)

mA>0 haa;>0(i,j=1,...,n)

mv >V (illetvev>v') hav—v >0 (v—v >0)
wA> A (illetve A> A), ha A— A >0 (A— A >0)
= Megj.: 0 # v > 0-bél nem kdvetkezik v > 0.

m A> 0<%« Av > 0 minden v > 0 vektorra.

m A>0< Av > 0 minden 0 # v > 0 vektorra.
B A>A v>Vv = A > AV

s A>A B>B =A+B>A+PB.

mn A>A,B>B = AB > A'B'

lattuk erésebb formaban komplex matrixokra



Nemnegativ matrixok spektralsugara ("max-min") 209 Egyenértékiiség - el6késziiletek

M A .
deiel def: A -0 B I m All: 0 < A< A esetén p/'(A) < p'(A).
eiglenes def.: A=(ay) 20, v=1|: [=0ra Biz.: Minden v > 0-ra g, (A) < pl,(A).
Tn m Lemma: B = (bj;) komplex, A = (ajj) nemnegativ valés, hogy
/ ._ — min: L S7 s an- / Al /
m p(A) :=max{r e R[Av > rv}=min; - > i, ajy |bjj| < ajj esetén: p(B) < p/(A). Speciélisan p(A) < p'(A).
(konvencié: 0 nevez&ji tdrt:= co). Y1
A mennyire tudja v-t az &sszes koordinata iranyaban megnydjtani. Biz.: Tfh. v = | [ | sajatvektora B-nek X sajatértékkel. A Bv = Av-ben az
/ L /
u p/(A) = sup {p,(A) | 0 # v >0} ok coordinaisn , .
_ i-edik koordinatat felirva: Ay; = > " ; bj~;, innen
m All: p/(A) =sup{p,(A) |v>0|v]=1} = Al = |50 byl < S0 1bgligl < 32 i
- , v =Y [yl = 122720 bivi| < 30jq Ibijllvil < 327y aijll, igy
max {p},(A) | v >0, |v|] =1}. [l
Biz.: els6 =-ség: p/,(A) nem valt a v ﬁv cserével o 2]
iy (Al < ming = 350 il = ol (A) < p/(A), ahol w = | .
masodik =-ség: a {v | v > 0, |v| = 1} halmaz korlatos és zart, tovabba i - :
v > p,(A) folytonos v-ben ezen a halmazon. 7]

Spektralsugar: egyenértékiiség a pozitiv esetre Spektralsugar: egyenértékiiség

All.: Ha A > 0, akkor van olyan v > 0 vektor, amelyre

m All.: Tfh. A>06és0 ;ﬁ v >0, hogy Av > p/(A)V (azaz Av = p’(A)v_ K&jvetkezésképpen (A) = p’(A)
/ / / 1 1
Py (A) = p/(A)). Ekkor Av = p'(A)v. ) Lo
Bulz.: p = p/(A) jeldléssel tth. Av # pv. 0 # w := Av—pv >0, igy (A>0 Biz.: Legyen k > 1re Ay (= A+ | @ - :
miatt) Aw > 0. A-val szorozva: H g
= —p- i . / T )
0 < Aw = A(Av) = p- (Av). innen A(Av) > p- (Av). Ekkor 7, (4) > p. A >0, tetsz. 0 £ v > 03 gy (A) < (Ax) < pl(Ar). Ty ¢/(A) < o/ (Ak) < o/ (A1),
ellentmondas. Legyen v > 0 olyan (el6z8 all), hogy |vi| =1 és Axvk = p/ (Ax)vk.
s A (vi, p'(Ax)) sorozat tagjai R"*! egy korlatos részhalmazabél vannak, igy
= Kov.: Ha A >0, akkor van Olyan 0 7& v > 0 vektor, amelyre (Bolzano-Weirstrass) van konvergens részsorozat: ky < ky < ... < ky < ..., hogy
Av = p/(A)v. Kovetkezésképpen p(A) = p'(A). letezik limg_, o0 vi, = v és lim_,o0 o/ (Ag,) = 1.
Biz.: Tudjuk, hogy p’(A) = p|,(A) valamely 0 # v > 0 vektorra. Az el8z8 allitas Tudjuk: 0 < v és |v| =1, tovabba p'(A) < limp'(Ay,) = p', és
alkalmazhaté. Av =Ilim Ay, v, = lim p/ (A, )vi, = p'v. Utébbi miatt p’ = [p’| < p(A) < p'(A) is

igaz, igy p' = p'(A).

Alsé és fels6 korlat a spektralsugarra

Gazdasag egy modellje: (Leontyev) All.: A > 0-ra
m egységnyi i termék elGallitashoz aj; mennyiségii j termék kell & n
m készlet: v = (71,...,7a)": j-bél v;-nyi van min Z aij < p(A) < m?"z aij-
. . J=1 J=1
m ezt felhasznalva i-bsl 3 ; ajjvj-nyi lesz:
m (j készlet: Av n
. . Biz. (Fels6 korlat): Tfh. 0 v = | : | > 0-ra pl,(A) = p(A).
m pl,(A): a legrosszabb i-bél a készlet béviilése (v. zsugorodasa) . (Fels8 krlst) d : ra PL(A) = o(4)
Yn
| | pl(A)Z p(/(A) optimuma io: az az index, amelyre a v;, > ~; (j =1,...,n). Ekkor
m p/(A) = p(A) interpretacidja: optimalis esetben minden

L& P - . i < .
termékbd| ugyanaz (p(A)) a béviilés aranya p(A) = p,(A) < Z%iﬂ/ﬁ’ <D a < ml?xzair
j=1 o j=1 j=1

a gazdasag minden szektoraban ugyanakkora a novekedés

Alsé és fels6 korlat a spektralsugarra Tovabbi egyenlétlenségek 216
All: A>0 =0
2 A>0-ra - .
- B Kév.: min; Y7 a; < p(A) < max; .1 aj.
n n Biz.:p(AT) = p(A) (ugyanaz a karakterisztikus polinom).
min Z aj < p(A) < m,?'xz aij- m Kov.: Ha A sor- vagy oszlop-sztochasztikus, akkor p(A) = 1.
J=1 J=1
m Kov.: Tetsz. y1 > 0,...,79, > O-ra:
Biz. (alss korlat) (1) S oy
iz. (alsé korlat): v= | |-re . /j /j
: min ajji— < p(A) < max aj—.
1 izu'yif’o()f "ZU'W
Jj=1 Jj=1
oL (A) = mjnZaijl’: = mjnZa,-j, Biz.: Legyen D = diag(y1,...,7n) és A’ = D~1AD = (a;) Ekkor a".j = a,-j%,
=t i= tovabba, mivel A és A’ hasonléak, p(A) = p(A’). Alkalmazzuk a
ugyanakkor p(A) = p'(A) > p.,(A). sordsszeg-becsléseket az A’ matrixra.

ov.: min; S e/ A L
m Kov.: min; 37 aj>t < p(A) <max; 7, ajj=t.
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A>0 A>0
All: o(A) > 0 All.: Ha X\ komplex sajatértéke A-nak, amelyre |\| = p(A) és v egy
= Al p(A) > (komplex) sajatvektora A-nak X sajatértékkel, akkor A = p(A) és v
Biz.: p(A) > a legkisebb sorészeg

_ egy pozitiv vektor komplex skalarszorosa.
m All: A-nak van pozitiv sajatvektora p(A) sajatértékkel. e

Biz.: Tudjuk mar, hogy van nemneg. sajatvektor: 0 # v > 0: Av = p(A)v. Biz.: Legyen v = | : Barmely i = 1 n-re
. =1 |. =1,...,

. P _ 1
A >0 miatt Av >0, igy v = p(A)AV > 0. Yo

m All: A-nak a p(A) sajatértékhez tartozé pozitiv sajatvektora n "
skalarszoros erejéig egyértelm. Pl = il = D ai| <D ailil,
Y1 " j=t =
Biz.: Tfh. v= | | | >0ésv/ = | | | >0 két sajatvektor: Av = p(A)v és [v]
- - igyw=| : | jelolessel 0% w >0 és p(A)w < Aw. Tudjuk, hogy p(A) = p/(A) &
Av' = p(A)V'. Legyen p = min; ;‘/ ésw=(v—pv)>0 [vn]

Ti

w= ﬁAw, igy A> 0 miatt w >0, ha w # 0. De w i-edik koordinataja 0,

igy csak w = 0 lehet, azaz v/ = pv.

volt korabban,hogy Aw > p/(A)w esetén Aw = p/(A)w, azaz w egy
nemneg. sajatvektor p’(A) sajatértékkel. Igy persze w > 0 is igaz és a fent az <

helyett = teljesiil:

Segédall.: Tfh. B egy n x n-es n — 1 rangi valés matrix. Legyen
v EkerB, uckerBT. Ha vTu # 0, akkor B-nek a BR" képtérre

A>0 vett megszoritasa nemelfajuld.

All: Ha )\ komplex sajatértéke A-nak, amelyre |\| = p(A) és v egy Biz.: rang= n— 1 miatt ker B = (v), igy elég v & BR™-t igazolni. Tth, indirekte, hogy
(komplex) sajatvektora A-nak A sajatértékkel, akkor A = p(A) és v v = Bw. Ekkor vTu = (Bw)"u=wTBTu =0, ellentmondas.

egy pozitiv vektor komplex skalarszorosa. ;

Biz. (folyt): All.: A > 0 esetén A karakterisztikus polinomjanak p(A) egyszeres

:ia--\'ﬂ (i=1,...,n) gydke.
= uri . Biz.: Legyenek v,u > 0: Av = p(A)v és ATu = p(AT)u = p(A)u. Ekkor vTu >0 és

n
D&

= B = A — p(A)l-val segédall miatt BR" egy bazisat v-vel kiegészitve bazist kapunk.
Ez csak (gy lehet, ha az &sszes +; egy iranyba mutat: a ¢ = 7;/|v;| 1 absz. értéki ebben a bazisban A métrixa

A0
komplex szam i-t6l ftlen és v = cw. 0 p

alaka, ahol p = p(A) és A’ a B + pl-nek a BR"-re valé megszoritasanak a matrixa,

ennek pedig nem sajatértéke p. A kar. polinomja = (x — p)g(x), ahol g(x) A’ kar. pol.

Segédall.: Legyen u,v € R”, hogy uv = 1. Ekkor vuT az

. . 1 K (ool 2 R R P p
m Kov.: A>0-ra |lmk—>oo(7p(A)A) letezik és az egy projekcid a egyetlen olyan P projekcié-matrix, amelyre P képtere (v) és PT
p(A)-hoz tartozé 1-dim. sajataltérre. képtere (u).
m Pontosabban.: Legyen A > 0 és legyenek v > 0,u > 0, MESJ:TU = v-re a $V>'fa vaTIé meréleges vetités
_ T 2 T, Biz.: vu' rangjal, (vu')v=v(u'v)=vl=v, és
amelyekre Av = p(A)v, A"u = p(A)u és u”v = 1. Ekkor (vuT)(vuT) = v(uTv)uT = viuT = wuT, igy vuT tényleg egy (v) képterii projekcio.
1 Ugyanigy, (vuT) = uvT egy (u) képterii projekcic.
Iim (7A)k = VuT Egyértelmiiseg: Tfh. P telj. a feltételeket. Ekkor P(vuT) = (Pv)uT = wuT és
k=0 p(A) (vuT)P = v(uTP) = v(Pu)T = wuT. Innen
Biz.: Id. a kdvetkezét. (P—wuT2 =P —PuwT —wTP+wT =P —ww? Mivel (P—vuT) képtere C (v),

P — vuT vagy 0 vagy egy projekci6 (v)-re. Utébbi (P — vuT)v = 0 miatt nem lehet.

Perron és a tiirelmetlen szorfols 223 ¥ Irreducibilis matrixok - Frobenius elmélete 224

m Kov.: Legyen A > 0 és legyen v az a sztochasztikus vektor A20nxnes

amelyre Av = p(A)v. Legyen w? tetsz. sztochasztikus vektor m Def.: Areducibilis, ha 30 # J c {1,...,n} (valédi
és legyen részhalmaz), hogy ajj =0 j € J, i & J esetén.

k+ m Atfogalmazas: A reducibilis, ha 3 P permutaciématrix., hogy

w*t! = Aw¥ sztochasztikusra normalva

P~ AP valédi blokk felsé haromszég: p-1ap = (“11 212

(leosztva a koordinatak osszegével). Ekkor (Ass € tes , Ags (n—£) x (n— O)-es, Az € x (n— O)-es.) 22
lim wk = v. m Grafos atfogalmazas. Legyen Gu az az iranyitott (esetleg
k—o00 hurokéles) graf {1,...,n}-en, amelyben j — i akkor él, ha

m Tudjuk: sztochasztikus matrix spektralsugara 1. ajj > 0.

m Kov.: Legyen A > 0 sztoch. és legyen v az a sztochasztikus m A reduciblis, ha a G4 csiicsai valédi médon feloszthatok két
vektor amelyre Av = v. Legyen w? tetsz. sztochasztikus részre Gigy, hogy az els részbsl a masodikba nem megy él (a
vektor és legyen masodik részbél az elsébe még mehet.)

wk = AKWO Ekkor  lim wk = v. m Def.: Airreducibilis, ha nem reducibilis, azaz ha G4 erésen

—00 Ssszefliggd



Példak reducibilis/irreducibilis matrixokra Reducibilis/irreducibilis matrixok: feladatok

100 111 m Mutassuk meg, hogy ha A > 0 irreducibilis, akkor AT is
m Reducibilisek: |0 1 0], 1 1 1 irreducibilis.
0 01 0 01

m Ha egy A > 0 szimmetrikus matrix reduciblis, akkor valamely

010 011 P permutéciés matrixra P~ AP blokk-diagonalis alaka.
m Irreducibilisek: {0 0 1), {1 0 0 ® Minimum hany nulla eleme van egy n x n-es reducibilis
100 100 matrixnak?

m Megjegyzés: Itt csak G4 szamit, mindegy, hogy A pozitiv

m Maximum héany nulla eleme van egy n x n-es irreducibilis
elemeiben mi all konkrétan.

matrixnak?

Irreducibilitas jellemzése 227 Irreducibilitas jellemzése graffal 228

m Eszrevétel: A, B > 0 n x n-es matrixokra Gag -ben j — i él,

g_ll: Legyen A >0 n x n-es. Ekkor A irreducibilis & (A+1)" > 0. ha van olyan k € {1,...,n} amelyre k — i él Gp-ban és
1Z. <= . i, 4
(Au +1 * ) B ((A11 +1)" * ) %0 J — k pér él Gg-ben.
0 A 1) - 0 A n" : . . F PP P
2t (A2 +1) m KOv.: j — i él Gpe-ben < van Ga-ban j-bél i-be mené ¢
=: Legyen Airred. &s 0 v > 0. hosszii iranyitott séta.
Legyen J azon koordinatdk halmaza, amelyekben v pozitiv. ) o . o ) )
(A+ I)v = v + Av pozitiv J-ben, Biz.: £ = 1-re Gp definici6ja, £ > 1-re indukciés Iépés: észrevétel A-val és
és még, ha |J| < n, akkor (mivel A irred.), i-ben is, B = A~ gyel.
ahol i & J,j € J, hogy ajj > 0 (A irred.). . i L o B
Ekkor (A + I)v t6bb helyen pozitiv, mint v. m Kov.: j — i él G(AH)z—ben & van Ga-ban j—b0| i-be meng

Indukciéval: ha 0 # v > 0, akkor (A + I)*v legalabb min(k + 1, n) helyen pozitiv.
Tehat (A+1)"v >0 (s6t, (A+1)"~1 > 0) barmely v > 0-ra.

< ¢ hossz( iranyitott at.

m K8v.: £>n—1esetén j — i &l Gap ye-ben < van Ga-ban
Jj-bél i-be meng iranyitott Gt.

Irreducibilis matrixok spektralsugara - Frobenius 229 | Példa: ciklus 230

m All.: Ha A > 0 irreducibilis akkor p(A) > 0.

Biz. A-ban nincs csupa 0 sor; a min. sordsszeg alsé korlat < p(A).

Legyen A az (12...n) ciklus permutaciématrixa:
m Eszrevétel: Ha v sajatvektora A-nak A sajatértékkel, akkor v
sajatvektora (A + )"-nek is, (A +1)" sajatértékkel. 1
m Specialisan: ha v sajatvektora A-nak p(A) sajatértékkel A=
(tudjuk, hogy A > 0 esetén van ilyen v > 0), akkor v -
sajatvektora (A + 1)"-nek is, p((A+1)") = (p(A) + 1)" !
sajatértékkel.
Ha A irreducibilis, akkor tehat alkalmazhaté (A + 1)"-re a
Perron-elmélet:

m Tétel (Frobenius): Tth. A >0 n x n-es irred. Ekkor
m p(A) sajatértéke A-nak; m A¥y csak kivételes v-re konvergens.

1

m A irreducibilis,
p(A) =1,
m A Osszes sajatértéke 1 absz. értékii,

m p(A) egyszeres gySke A karakterisztikus polinomjanak;
m létezik A-nak pozitiv sajatvektora p(A) sajatértékkel.

Primitiv matrixok 231 | Alkalmazss: gy(jtélapok és tekintélyek

m Def.: Legyen A > 0 irred. A primitiv, ha p(A) az egyetlen
p(A) abszolat értéki sajatértéke

m Kleinberg 1998
= Modell: kétféle lap:

. o . o m értékes infot tartalmazé
m Tétel: Tegyiik fel, hogy az A > 0 irreducibilis matrix primitiv. u linkgydijtemeny

Ekkor

m Primitiv matrixra telj. az egyszer(i konvergenciatétel feltételei:

P = Ré6ka fogta csuka:
(LA) —sw" m tekintélyes lapra sok j6 gy(ijtemény mutat
p(A) ' m |6 gylijtemény sok tekintélyes lapra mutat
ahol v A-nak, u pedig AT-nak pozitiv sajatvektora p(A) m Szadmszer(ien:
sajatértékkel, amelyekre u”v = 1. lapok gytjts-erteke 7;, tekintély-értéke 7;
BTi=C2 i (I':].,..A.,n)
B 9j :C/'ZH—jTi (j:].,‘.»,n)
¢ és ¢’ normalé tényezsk
m Példa: Ha A > 0 irreducibilis, szimmetrikus és pozitiv hogy pl. 37,77 =1és Y7Ly 77 = 1 teljesiiljn.
szemidefinit, akkor A primitiv.

Valtozat: w® > 0, wkt! = Awk, lenormalva (1 hosszira vagy
sztochasztikusra) konvergal el6bbi v lenormaltjdhoz



Gyiijtélapok és tekintélyek . Gyiijtélapok és tekintélyek Il1.

m Roéka fogta csuka feloldasa

k-adik id6pontban a lapok gy(ijt6-értéke 'yf, tekintély-értéke Tik m Két sorozati rekurzicbdl egy
u TikJrl =c- Zjaifyf m th=c - Agk
= T . gt = cf - ATt
m Matrixosan-vektorosan helyett -
m A = (a;) adjacencia-métrix: a; =1, ha j mutat i-re, kiildnben 0. m ghtl =) AT Agk k=0,1,2...
mgh =, AT = (L Th)T m Eszrevétel: ATA > 0 poz. szemidef.: primitiv, ha irred.
m kezdetben g = (ﬁ,m,ﬁ)T m Reducibilitas: Akkor, ha van a lapoknak egy G valédi és egy
m k= - Agk k=01,2... T része, hogy
mghtt=¢ - ATt k=0,1,2... m G beli lap csak T belire mutat

m G-n kiviili lap csak T-n kiviilire mutat

"j6" esetben: g = lim;_ 0o g5, t = limj o t
t = Ag, lenormélva

Gyijtélapok és tekintélyek IV. Primitiv matrixok egyszerii jellemzései
m Konvergenciatétel alk.: Irred. esetben g* konvergal a ® Kov.: A>0 primitlv < Ak > 0 valamely k-ra.
T | . . = Biz.: = (p(a)A) — vu' >0, igy A >0, ha k elég nagy.
p(AT A)-hoz tartozé pozitiv 1 hosszi sajatvektorhoz. : Ha A¥ > 0, akkor (Perron) Ak-nak p(A¥) — p(A)* az egyetlen p(A)* absz.
m gyiijté-értékek 8 tekintély-értékek AE alapjan. értékii sajatértéke, és az egyszeres gydke AK kar. pol.-janak de akkor A-nak is
m Gyakorlatban: nem az egész WWW-re, hanem csak egy csak egyetlen p(A) absz. értékii sajatértéke van.
viszonylag kicsi, az adott témakdrben relevans részére m Megj.: A > 0 esetén ha Ak > 0, akkor A > 0 ¢ > k-ra is.
m Megj.: Reducibilis esetben: m All.: Ha B > 0 irred. és van B-nek pozitiv diag. eleme, akkor
m feltehets: AT A blokk diagonalis B¥ > 0 valamely 1 < k < 2(n — 1)-re.
(alk. P-re P~*AT AP blokk diag.) Biz.: Tth. (-edik diag. elem > 0. Ekkor, ha Gg-ben i-bé| elérhetd ¢ és ¢-bd

m a blokkok ~ G4 Osszefiiggd komponensei
m a blokkok irreducibilisek

elérhetd j legfeljebb k hossz( ir. Gttal, akkor BX-ban az jj-edik elem > 0.

m konvergencia blokkonként: (D~*A)k = D~k Ak konvergens, m Koév.: A >0 nem primitiv < AK reducibilis valamely
D A-val felcs. diag. matrix: blokkonként a max. sajatérték 0 < k < n-re.
m g~ ekkor is konvergal (valamelyik m Kov.: A >0 primitiv < Ak >0 valamely k < 2n(n — 1)-re.

nemneg. p(A)-sajatvektorhoz) Megj.: Az éles korlat n?> — 2n + 2 (Wielandt)

Imprimitiv irreducibilis matrixok 237 Imprimitiv matrixok 1. 238

Lemma: Tth. B = (bj;) komplex, A = (aj;) > 0 valés irred.,
amelyekre |bjj| < ajj. (Tudjuk mar, hogy ekkor

p(B) < p(A) = p/(A).) Tth. még: p(B) = p(A) és A = wp(A) egy
komplex sajatértéke B-nek, ahol |w| = 1.

Ekkor B = wDYAD alaki, ahol D = diag(dy, ..., dn) és |di| = 1.

gt azaz

Lemma biz. (folyt):

n n
> by =Y ailvls
= =

Biz.: Legyen 0 # v = | |, hogy Bv = Av. Mindegyik i =1,...n-re Zbijdj\’)’j\
j=1

ahol d; = ~;/|vj|. Ez csak Ggy lehet, hogy |b;;| = aj; és a nem-nulla komponensek

n
:Za;j\'m (i=1,...,n),
j=1

Yn

oAl = Nl = [ by < 3oyl a ay o . ki oo .
- i~ igy bij = d;*a;d;, legyen aj; akdr > 0, akir 0, azaz B = D~1AD, ahol
Il D = diag(dh, .., dn).
igyaO#w= > 0-ra Aw > p(A)w = p’(A)w. Ekkor sziikségképpen w > 0
[l

és Aw = p(A)w. Utébbi miatt < helyett = all:

Imprimitiv matrixok |11. 239 Imprimitiv matrixok 1V. 240

m A>0irred. T(a,te’l: Tfh. A >0 irred, A-nak s > 1 darab p(A) :_a!)sz. Iért_ékﬁ
sajatértéke van. Ekkor akkor alkalmas P permutaciés matrixszal

m All.: Tfh. w € C, w| = 1. Ekkor
wp(a) sajatértéke A-nak < wA hasonlé hasonlé A-hoz. Az
Ez esetben wp(a) egyszeres gyoke A karakt. polinomjanak. Az3
m Biz.: =: Lemma B = A-val. p-1ap — -
B <: Tth. wA=D"'AD, azaz A = wDAD~!. Ha Av = p(A)v, akkor As_ 251
w = Dv-re Aw = wDAD~'Dv = wDAv = wp(A)Dv = wp(A)w. As—1,s

m Egyszeresség: Ha p(A) egyszeres gySke det x/ — A-nak, akkor wp(A) Ast

egyszeres gyoke det x| — wA-nak.

B ahol Aj illetve az ij helyen 4ll6 nulla (iires) blokk pi; x pi; méretii
m Kov.: Ha |w| =1,|w'| =1, tovabba wp(A) és w'p(A)

i,j=1,...,s).
Az Z . —1 2 /AN Lz 4z ( ’ I ’ .
sajatértékei A-nak, akkor w™* és ww’ is sajatértéke A-nak. Biz.: Tudjuk: w — e7//5.vel leteznek dy, ..., dn € C, hogy |di| = 1 és
Biz.: Ha wA = D~1AD és w'A = D'"'AD’, akkor w—'A = DAD~ ! és D = diag(d1,...,dn)-re D"*AD = wA. Ekkor waj; = %a,-,-. tehat a;; = 0, hacsak
i
ww'A = (D'D)"*AD'D. nem d; = wd;.
m All.: Ha A-nak s darab p(A) abszolut értékii sajétértéke van, Alkalmas permutaciéval elérhets: 0=ty < t; < ta... < ts < n, D-nel w’d;-gyel

akkor ezek: eZZWi/Sp(A)’ (( =0,...,5— ]_)_ megegyez§ diagonalis elemei dr,41,...,dt,,,, £=0,...,5 =1



Imprimitiv matrixok V. 241 [ Imprimitiv matrixok és periodicitas (potlap)

Tétel biz. (folyt:) Mivel Airred., van olyan i € {1,...,t:1}, hogy aj; # 0 valamely

1 <j < nre Ekkor dj = wd; = wdi, igy t1 +1 <j < ta (s innen t; < t2). m Tétel étfogalmazésa: Tfh. A >0 irred, A-nak s > 1 darab
Hasonl6an, ha t; <n, akkor van i € {t +1,..., t2} &sj € {1,..., n}, amelyekre p(A) absz. értékii sajatértéke van. Ekkor G4 csiicsai

ajj # 0. Ekkor dj = wd; = w?d1, igy ta +1 < j < t3 ést3 > to. . . . PR .
iy folytatva: fo < t1 < t1 < ... < ts < 1 feloszthaték s darab V4,..., Vs részre gy, hogy irdnyitott élek
Ha ts < n, akkor van olyan 0 < £ < s —1, t; < i < ty41 & j > t, hogy a; = 0. csak V; és Vi1 kézétt mennek (i + 1 modulo s értends).

Ekkor d; = wd; = w’*1dy, ellentmondas. . , , . . L .y
Tehat O—to < 11 < ... L te—n. m Kov.: A tétel feltételei mellett G4 minden iranyitott kérének a
hossza oszthaté s-sel

Hat; +1 < i<ty és a; # 0, akkor dj = wd; = witldy, tehat terr +1 <j<tpo,

ahol £+ 1 illetve £+ 2 modulo s értends. m Kov.: Thf. A> 0 irred. Ekkor: Ga koreinek hossziisaganak
Inko-ja 1 & A primitiv.

Azaz a cserék utdn a matrix tényleg a fenti alaka, ahol pp = t;, — t;_1. Biz.: = el6z6 kov.

Megj. Ha A fenti alaka, akkor A blokk diag. s blokkal, igy A <= Tfh. az Inko s > 1. Ekkor A’ f4tléjaban csak s-sel oszthaté ¢-re van

tényleg imprimitiv. pozitiv elem.

Sztochasztikus matrixok 243 | Sztochasztikus matrixok/Markov lancok: értelmezések 244

A >0 n X n-es (oszlop-)sztochasztikus

m Def. (emlékeztetd): A minden oszlopanak dsszege 1
m sztochasztikus sajatvektor(ok) 1 sajatértékkel: stacionarius

m Ekv. jellemzés: Aw sztoch. minden w sztoch. vektorra
eloszlas(ok)

1

u Masik ekv. jellemzés: | : | sajatvektora AT-nak 1 m Irreducibilitas: Minden allapotbdl minden allapot elérhetd

pozitiv valésziniiséggel

sajétértékkel m Imprimitivitas~ periodicitas

m Konvergenciatétel: Primitiv ("aperiodikus irred.") esetben
tetsz. kezdeti elo. esetén a lanc eloszlasa konvergél az (egyért.)
stacionariushoz

m KOv.: sztoch. matrixok szorzata is sztoch.

m Tudjuk: p(A) =1.

m K&v.: Ha A még primitiv is, akkor A — v(1,...,1), ahol v
a sztochasztikus sajatvektora A-nak 1 sajatértékkel.

m Megj. v(1,...,1) minden oszlopa v

Duplan sztochasztikus méatrixok 245 Dupléan sztochasztikus matrixok II. 246

m All.: Duplan sztoch. A reduciblis < alkalmas P permutaciéval
P~LAP blokk-diag., azaz 3 ) ¢ J C {1,...,n}, hogy

m Def.: A= (aj) > 0 duplan sztochasztikus, ha A és AT is i€ J,j ¢ Jesetén aj; = aj; = 0.
(oszlop—)sztochasztikus. !3iz.: Tfh. A= (a;j). imprimitiv: van § C J C {1,...,n}, hogy a;; # 0, ha
i¢J,j& J. Ekkor j € J-re
1 n
m Ekv. jellemzés: | : | sajatvektora A-nak és AT-nak is 1 1= ;‘3’7 :iezja"f" ezert %;a"f =M
1 Ekkor
sajatértékkel n
. . . L. . |J] = aj = a;+ a; = ||+ aj;, igy a; =0.
m Kov.: Duplan sztochasztikus matrixok szorzata és konvex g; ! ;g ! ;% ! ;% ! ;% !
kombinacidja is duplan sztochasztikus EbbGl i € J, j & J esetén a;; = 0.
m Példa: Permutaciématrix (imprimitiv). m Konvergenciatétel: Primitiv duplan sztoch. A-ra
1

n

Ak

Birkhoff tétele 247 1 Birkhoff tétele Il 248

m Segédall.: A = (aj) duplan sztoch. = exists 7 perm.:
jn(i) > 0.
m Tétel (Frobenius-Kdnig-Hall): Tetsz. véges G = (U, V, E)

I
I

Tétel: A duplan sztochasztikus < A permutaciématrixok konvex

kombinacigja. paros gréfra
m Biz.: <: permutaciématrixok d.sz. és d.sz. matrixok konvex komb.-ja is d.sz. 3 G-ben U-t lefedd parositas

= ﬁ

Segédall.: A = (aj) duplan sztoch. = 3 m perm.: a;.;y >0 (i=1,...,n).

m Indukcié segédall. alapjan, a nemnulla elemeinek a szama szerint: bérmely W C U-ra:
Legyen 7 a segédallban szerepld perm., a = min; a;(;) és P w1 matrixa. Ekkor B
A#Pesetén a<lés A=aP+(1—a)(l—a) }(A—aP): AP-nekés ‘{V € V|EIW EW: (va) € E}' = ‘Wl (Ha”'feltetel)'
(1 —2)"}(A— aP)-nek konvex komb-ja. (1 —a)~*(A — aP) duplén sztoch. és m Segédall biz.: Legyen U,V = {1,...,n}, (i,j) € E, ha a; # 0. Ekkor keresett
kevesebb helyen poz., mint A. m <+ U-t lefed6 parositas G-ben. Tetsz. J < {1,..., n}-re legyen

J' = {jlajj # 0 valamely i € J-re}.
n n
=22 =32 =233 a<> > a=I/
icd j=1 icdjer jeJ ied jedJ i=1

tehat teljesiil a Hall-feltétel.
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Ivanyos Gabor
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A hatvany-iteracié 250

m Egyszer(i konvergencia-tétel - valtozat: Tfh. A
karakterisztikus polinomja (x — A) [T7=¢ (x — i), ahol
lwil < |Al (i=1,...,n—1). Legyen v° & (A — \I)C" és
vk = Aky0. Ekkor a (vk) 1-dim altér "konvergens" és a
"hatareérték" a A\-hoz tartozé sajataltér.

Valtozatok diagonalizalhaté matrixokra, pl. a kdvetkezd:

m Pozitiv szemidefinitre: Tfh. A pozitiv szemidef, A > 0
legnagyobb sajatértékkel. Ekkor Iimkﬂw(ﬁA)k a meréleges
vetités A \-sajatalterére. Igy majdnem minden v0-ra (A¥\0)
egy A-sajatvektor altal gen. altérhez tart:

= Hatvany-iteracié: v := véletlen (egység)vektor,
vkt .— Avk Menormalva".

Poz. szemidef A-ra, nagy k-ra v kozelits sajatvektor

A QR-felbontas 251 Householder-tiikrozések 252

m A m x n-es valés

m A= QR, ahol @ m x m-es ortogonélis, R m x n-es fels§
haromszog

QR-felb. Gram-Schmidt-ortogonalizaciéval
Egyszer(sités: m = n, A invertalhaté
m AT A-ra Gram-Schimdt: GTATAG = |I,,
m Emlék: G felsé haromszog
m @ := AG ortogonilis: QTQ = (AG)TAG = GTATAG = I.
m Q=AG, R= G’l—gyel A= QR.

QR-felbontas Householder-tiikrozésekkel 253 QR-felbontas Householder-tiikrozésekkel I1.

m A m X n-es valés

v = A els§ oszlopa, w =

0
Ha v # 0, legyen T1 a v > |v|w titkr. métrixa
Hav=0 T1 =1

T1A els oszlopa Tiv = |v|w.

Ti =1, —2u'u'T, ahol v’ a szogfelezére L egységvektor
TiA = A—2u'uT A, O(n?) miivelettel

m Emlék. (hipersikra tiikr6zés):

m u#0rdgz., ut-re valé tiikrdzés:
T,V v72§Z’Z;u: v—28ty
matrixa a standard bazisban: | — ufuuu*

m ortogonalis és szimmetrikus egyszerre
m Szogfelezére tiikrozés:

m Tfth. v,w #0.
mu=w_v
[w]
m vt = v és w szogfelezs hipersikja
T,V %w

m T1A elsd oszlopa rendben

m Rekurzié A jobb alsé n — 1 x n — 1-es A’ blokkjara:
A=T)--T)R,

ahol R m —1 x n — 1-es fels haromszdg, £ < min(m —1,n—1).
1

W legyen i=2,3...-re T; = T

i

? ?

R (az els sor T1A elsé sora)

[ ] T1A: T2~~~T5R, I'gyAz QR, ahol Q: T1T2~~~T[.
m Ssszkoltseg: O(min(m, n)m?).

QR-felbontas - megjegyzések 255 | QR-felbontas - alkalmazasok 256

m "Egyértelmiiség": Tfh. A= QR oszlopai lin. ftlenek, R
féatlébeli elemei pozitivak. Ekkor ATA = RTR és R felsg
n x n-es blokkja éppen AT A
Gram-Schmidt-ortogonalizaciéjanak felel meg.

m Viltozat: AP = QR, ahol P permutaciés matrix és R fels§
delta alakd: valamely k indexre rjj # 0, ha j < k; rj; =0 ha
i > jvagy hai> k.
Elallitas: Az eredeti médszer azzal, hogy ha csupa 0 maradéki oszlop jénne,
kicseréljiik egy olyannal, aminek a maradéka nem csupa 0 (addig, amig van

ilyen).

m determindns, rang, képtér
m numerikusan stabilabb, mint Gauss-elim, vagy Gram-Schimdt

m LSI-ben SVD helyett: kénnyebben szamolhaté, gyakran
viszonylag tiirhets alacsony rangi kdzelités kaphaté R
szabdalasaval



A QR-algoritmus 257 1 A QR-algoritmus . 258

A=A
A1 = 1Ry (@ ortog., Ry fels6 haromszog)

Ai = QiR; (Q; ortog., R; felsé haromszég)
Aiy1 = RiQ;
Ait1 = Qiy1Riz1 (Qiy1 ortog., Riyq felsé haromszog)

Eszrevétel: Aiv1 = Q,-TA,-Q,-
tehat A1, Aa, ..., A, Ait1, ... métrixok hasonlék

n s6t, ortog. konjugalé matrixszal

| | A1 =A
A= QiR
m A= RiQ;

m Alkalmas feltételek mellett konvergal A (egy)
Schur-felbontasahoz.

m Spec. eset.: Ha A pozitiv def. valés szimm.,
- a hatarérték diagonalis, s6t, - a Q;-k szorzatanak hatarértéke diagonalizalja
A-t.

m Vannak javitott, adott kériilményekhez igazitott véltozatok

Hessenberg-matrixok 259 Hessenberg-alakra hozas Householder-tiikrozésekkel 260

m Def.: A= (aj) n x n-es métrix fels6 Hessenberg-alakii, ha
i >j+1esetén aj; = O:

ko ok ok ok sk

* ok
A= * ok ok
* ok
*

* % % ¥

m Tul.: A n x n-es felsé Hessenberg, B n x n-es fels6 haromszog

= AB és BA is fels6 Hessenberg.
Biz.: B = (bj), bj =0, ha i > j. Legyen AB = (cjj). Cij = >_k_y aikbij. Ha

i >k +1, akkor aj = 0 és ha k > j, akkor by; = 0. Igy ajby; = 0, kivéve
esetleg i < k +1 és k <j. Hai>j+1, nincs ilyen k, tehat ¢;; = 0.

BA-ra hasonlé biz.

QR-algoritmus Hessenberg-matrixokkal 261

m Ha A fels6 Hessenberg- alak(, a QR-felbontasanal a T;
Householder-titkrozések csak az i-edik és i + 1-edik sort érintik:
1

1
m T;-vel valé szorzas kdlsége O(n), QR-felb. ésszkoltsége O(n?).
m Ha A; = Q;iR; f. Hess., akkor Q; is, és igy Aj11 = R;Q; is.
(invertalhat6 esetre: Q; = A,-R‘fl)

m érdemes QR-algoritmus el6tt f. Hessenberg-alakra hozni

m A n X n-es

Elsé |épé5: T1 = T , ahol T az A als6 n — 1 soros
1

részének az els6 oszlopat rendbe tevé Householder-tiikrézés (vagy I,—1). Ekkor

* * * * *
* * * * *

T1A * % x| alakd, és ez megmarad a Ti-gyel vald jobbrdl
* * * *

*x % k%
szorzassal is: az nem bantja az elsé oszlopot.

m A QR-felbontéshoz hasonlé rekurziéval vagy iteraciéval:

m Végeredmény: A=Ty--- T, 3HT,_3--- Ty, ahol H felsg
Hessenberg.

Kéltseg: O(n?).

QR-algoritmus szimmetrikus tridiagonalis matrixokra 262

m A szimmetrikus — UT AU felsé Hessenberg és szimmetrikus
(U= Ty--- Th_2 Hessenberg-alakra hoz6 tiikrézések)
m Szimmetrikus Hessenberg-méatrixok = tridiagonélis matrixok:

%

m Tridiag. matrix QR-felbontasa:
m Hoseholder-tiikrozések: 2 sort érintenek
m 1 sorban max 3 nemnulla elem
m Osszkdltség: O(n)
m A = QiR; szimm. tridiag. = A1 = RiQ; = QiTA,'Q,' is
szimm. tridiag.

Hessenberg-alakra hozd bazis 263 | Lanczos algoritmusa 264

m U ortog, U oszlopai: vi,..., v, ortonormalt bazis
m UT AU fels6 Hessenberg < j=1,...,n— 1-re:
A<V1,...,Vj> < <V17“-7vj7vj+1>

m Egyenértékii: j=1,...,n— 1-re:
A\/j S <V17 RNTT vj-+1>

Biz.: i < j-re Av; € (v1,..., v, vig1) < (v1,...,v})
m Eljaras (~ Arnoldi)

m v; tetsz. egységvektor

m Tfh. vi,...,v; mar megvan
m Ha Avj € (v1,...,V}), vjj1 tetsz. vi,..., vj-re L egységvektor.
m Kiilonben vjy; legyen Avj-nek vq,...,vj-re L része,

egységhosszira normélva

m Arnoldi szimmetrikus A-ra
m Tudjuk: az eredmény szimm. Hessenberg, azaz tridiag:

a1 b
by a2 b bj_1
: bj_ aj b
UTAU = by a - = j-1 3 j
: = bj  ajy1 by
bn_1
bp—1 an

m Tehat Avj = b_q vi-1+ajv; + ijj+1



Lanczos algoritmusa . 265 | SVD kozelits kiszamitasa 266

Avj = b1vj1 + avj + bjvjia

m AmXxn-es, m>n
m vy =0, by :=0.
} ) m Teljes SVD: A= M'Y'MT
m vy véletlen egységvektor
wj=1,... 01 m M az AT A-t diagonalizalé ortog: MTATAM = ¥
mwi = Av; — bj_1vj m M az AM-bsl
m g = v w m Kézenfekvd megkdzelités M kiszamitasa AT A
u lM)/j+1 1|: Wj/‘* ajVvj diagonalizalasaval
] j:: Wj+1 e P
m Ha b; # 0, akkor vj;1 = %M/j+1 = Peéldaul:

m El6szor tridiagonalizaljuk AT A-t (Householder-tiikrézésekkel v.

Ha b; = 0, akkor vj11 véletlen egységvektor (?) Lanczossal)

m Kéltség: O(n?) + n — 1 vektor szorzdsa A-val m Majd QR-algoritmus

J6, ha A ritka vagy 2 ritka szorzata (pl. LSI).

Nem elég stabil

m Nem igazan robusztus: v;-k ortogonalitasa elromolhat ...

SVD kiszamitéasa Il. 267

SVD kiszamitasa IIl - bidiagonalizalas

m 77 Householder-tiikrozéssel:

m Egyszeriisit6 feltevés: m = n.
m Eszrevétel: Ui, U, unitér ) : : : :
A SVD-je «— U1 AU, SVD-je nA= e
kiilonésen, ha Uy, Uy kénnyen szamolhaté ok ok ok
pl. Householder-tiikrozések szorzata m Majd a masodik oszlopnal kezd6d6 Z; Householder-tiikrézéssel
* *
. g . . * * * *
m El6szor bidiagonlizaljuk A-t: viAU, = — ox x x
* * T1AZ, = * * * *
* * * * *
= Megj.: Bidiagonalis A-re AT A tridiagonalis oo

SVD kiszamitasa |V - bidiagonalizalas I 269

m Elsé menet utan:

m Kovetkez6 menet:

m Végil T,—q1--- T1AZy -+ Z,_» bidiagonilis.

» Tfh. M'TAM = ¥/, M, M’ ortog.

* *
ok k% s MTATM =3'T =%/
T1AZ, = * ok k% M M L
ok % % [ ] % (M, _M,) ortog. és
* * * *,
y (MT M'T AT\ (M M\
Byt _w7)la M o—m) =
1 MTA  MTAT\ (M M\
N N 2 7M'TA MTAT M’ M)~
% 1 M'TAM + MTAT 1’ M'TAM — MTAM' \ _ (%!
ToTiAZ1Zs = % * 2\-M'TAM + MTATM  —M'TAM — MT AM’ -3’ )
. M m azaz (A ) sajatértékei A szing. értékei + eljellel, és

M M C 5 )
> (M, _M,) oszlopai adjak a sajatvektorok egy ortonormalt
bazisat (Id. zh091030, 6. feladat).

m Megj. Az eljaras hasonlit a Hessenberg-alakra hozashoz

SVD kiszamitasa V 271

A szing. értékei +— (

A SVD-ja «— (

A AT) sajatértékei (eldjel erejéig)

T . .
A A )saJatvektoral

Eszrevétel: Ha A bidiag., akkor alaklmas permutécié P

permutaciémaétrixszal PT (

A

2 T) P szimm. tridiag, 0

féatloval.

Az (A

T . . . 212 .
A ) matrixot csak implicite hasznéljdk az algoritmusok

Numerikusan stabilabb.



