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� ( �� �)��� �"�$"!�� � �*�+�! �+� ��$
��, � �
� (� = 
, �, �, . . .)

!��+�$
�� ��
� = �

�
�� = �, . . . , ��

� → � + � �+� ��$,

� �+�
� =

�∑
�=�

����
�
� ,

�-�� ��� =
#�→� ���!�!
#�→ ���!�!

∼ &����� ���.��/�0�"���� &���� �	� � ���!�! &��$"� �"��$���#�
$��	

�" � ��1�%1��

���� �
	���
�����

��!$��2&	$��3 ���/$�"�"���, � � =

⎛
⎜⎝
� �
�

�
�
�

� �
�

⎞
⎟⎠� � = (���)�

� �+� = �� �

�� 4�+�	���4 ��
�� *�)���! ��!$���,

�∞ = ��&
�→∞ � � , -� �"$���!
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����� � -����$$

�′ = (�− α)�+ α
�

�
� ,

�-�� � =

⎛
⎜⎝

� . . . �

�
�
�

� � �
�
�
�

� . . . �

⎞
⎟⎠�

���&�"��$����, � $#���&�$��� ��1�%1�� α ���.��/�0�"����
&��'��� � 
�������	�$� "� ��� �"��$���#� �	����$�$$ �� �� �" (

5��� &	� �"$���!

��&
�→∞ � � := ��&

�→∞�′���

�������� �������� �′��� �)���� ������$� �-�� � ��"� ����(

�
��

������
��	��� 5�� �"�� ��� &0����$$�� �+,−, ·, /� ���	$�$$
-��&��� �&����� � ��6���	��� ��	&�!�� &�����!�$$
�������	��! $�����#���!(
����
��	��� ��� F -��&�� !"$ &0����$$�� "� !"$ �!#�1�
1���
!�$#�$�$�$$ ���&&��, +, · ����$�� 
, �� �&����!��
��� (� + �) + � = � + (� + �)� (� · �) · � = � · (� · �) �∀� , � , � ∈ F�

���������	�
�	���
��� � + � = � + � � � · � = � · � �∀� , � ∈ F� ���

�	�	�
�	���
��� �+ � = � � � · � = �� � · � = � �∀� ∈ F� � � ���	����� ���
� �

���������
�
� � (� + �) · � = (� · �) + (� · �) �∀� , � , � ∈ F� �����	����	�
�	���
�!� ∀� ∈ F"�� ��� (−�) ∈ F� �
�� � + (−�) = ��

∀� �= � ∈ F"�� ��� �−� ∈ F� �
�� � · �−� = ��
� +"�� #
�$��� ·"�� #
�$�� ��#"�%��� ���#��� ��� 
����&��

�����
	� �	��
	� ���	$-�$.� -��� −	 "� 	−� ���"�$��&0(
	 − 
 := 	 + (−
) "� 	/
 := 	 · 
−�(

������ �
��
��


Q ��6���	��� ��	&�!

R ���.� ��	&�!

C !�& ��3 ��	&�!

Z� ���� F�, ��"�� ��	&�! &�+'�� �  �/&
Z� &	�!"  ��, {� = 4����4, 
 = 4-�&��4}
+ = 4!��	�. ����4� · = 4"�4(

F	� � ���&0 $��$� �-�� � = �
 ��  �/&�( �"����"
�� �����,
���&��7� ����"��� ���"�$��&0(

�������� ������ F ��� �"��� $��$( 5!!�� �"$���! ��� �"� 6��!
���� ����� �  �/&��	&� -��� �+ . . .+ ���*����� = 
(

���������

���� ���� ����
�����	  �������


 (	) = ��	
� + · · ·+ ��	 + �� ��� ∈ F, �� �= 
�(

��!� ����� α ∈ F� �&����� 
 (α) = 
(

�����	 �"�#� 5�� �*�+ %�!)  �����&��! ���%����

 � ��1!�
���(

$���%�� ��� �&����� 8��+�� !�& ��3 ���#$$-�$.�  �����&��!
��� ��1!� C*
�� �&'�$� ��6�$	���� ��	&���� 1�������
%�!��	&����



��������� F ��	���

��� � ������
+ : � × � → � ����������� ����������	

���
������ � �������	
· : F× � → � ��
�����

�� ���� ��	
��� ���� ����	
����
����������	

��	��	
�	�
+ 
��������� �� �����������	 � 
�������� �������	
· ������������ (� · 
) · � = � · (
 · �) �� , 
 ∈ F, � ∈ � �
· ��
�
�� �������� �������������
(� + 
) · (�+ �) = � ·�+ 
 ·�+ � · � + 
 · � �� , 
 ∈ F, �, � ∈ � �


	���� ������� ���	�� � ��	�� −� := (−�) · � �
������ ���	
� �� � ������ �������	
����
 F� �	�	


�	���

� ������� � → F � ���!��	
" !��!
	
 ��	����� #���	��$���� !�
�	�����$�����
∼ � 	�	�	��	� ���	%	�� �$��$����
� F&�	�� 	�	�	

	� 
��#���	�

'�	(� 	�	�� � ×��	� �$���%�
 F&�	�� 	�	�	

	�� 
)�	�	�	

	�	�	�
!���

'�	(�$��� 	�	�� � = �� � ������ ������
��������

*�������
� +,���	��$�� �	�����$� !��!
 ��	���� -�������
���$
� ������ �� 	�� �����.
�� 
 �#��
 �#� ������$�
 �!��	�/

���!� ���(������� ��
� ��������
�

R → R ��������� � ���!��	
�

C �� F = Q ���� F = R �	�	���


	�����

�������� ����������� α��� + . . .+ α���, ���� 0 �= �� !�
�� �= �� �� � �= � �
����� 
����� �!�	� ��
 ����.� $��. #���	�1 ��  �	� #���	� ��
���� 
����� !��!
	 0�
������ � ⊆ � ���	�	 � ��	
 +�	�� � ≤ � /� �� 0 ∈ � �� �$�� �
�)�	�	�	
�	� 	, � ∈ �, α ∈ F 	�	�!� 	 + � , α	 ∈ ��
�
�����	�� �	��!�	�� � �$�� � ���	$��� 
�����$(�.
�� ���
���	���

� ������
��� ������ {�} = (�) � �
������ ��	
� ���������� � !
�����
 ����
" ��
�
	 ����
���
 R�#��

$���
���
	 %�����
�� %�����
��
	 ���! ������ � %�����
��

������

 �����
 ��
����� �#�������� ����
�����
������
 ����������
R�#��
 �&$��! �����  �$����
 R�#��
� ��� 
��#��������� �
��������  �����
 ��
����� ����
��� �����������

������	� ������������� �	���

� ⊆ � ��	 〈�〉 � �	���)
	�� ���!�� ��	�� ����������� ����

〈�〉 =
{

�∑
�=�

α��� |� ∈ Z≥�, α� ∈ F, �� ∈ �

}
.

〈∅〉 = {0}� 〈�〉 = 〈{�}〉 = {α� |α ∈ F}�
��
���� ���	���

$���
���
 
'�'�� �� (, � , ��, . . . , ��−� ��
���
 �� �#
��
������
���� %�
) $���
���
 ������� ��
����*�

�������� +��� ������� %������
 
� � 
'���
��" $���
���
�
�� + �� + � 	 �� + ,�� + -� 	 �� + � 	 �� + -��.

�������� ������	�����

� ⊆ � ���	$����� � ��	��	�� �� � ∈ Z>�� α� , �� +� = �, . . . �/∑�
�=�

α��� = 0 	�	�!� �� #���	� α� = 0�

∅ ���	$����� � ��	��	�� {0} ���	$����� #���	� ��2�

����� 3� � ���	$����� � ��	��	�� �	 � ∪ {�} ���	$�����
#���	� ��2� �

�� � +	��!��	��)	�/ 	�2$�� �&�	�� 	�	�	

���	$��� 
�����$(�.��
!���

���	
�

⎛
⎝�
�
�

⎞
⎠�

⎛
⎝0
�
�

⎞
⎠ !�

⎛
⎝0
0
�

⎞
⎠ ���	$����� � ��	��	�	
�

α

⎛
⎝�
�
�

⎞
⎠+ β

⎛
⎝0
�
�

⎞
⎠+ γ

⎛
⎝0
0
�

⎞
⎠ =

⎛
⎝ α

α+ β
α+ β + γ

⎞
⎠ .

�������� ������	�����

���	
�

⎛
⎝�
�
�

⎞
⎠�

⎛
⎝0
�
�

⎞
⎠ !�

⎛
⎝�
0
0

⎞
⎠ ���	$����� #���	� ��	�	
�

⎛
⎝�
�
�

⎞
⎠−

⎛
⎝0
�
�

⎞
⎠−

⎛
⎝�
0
0

⎞
⎠ = 0.
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 �������� 
���������� � ⊆ � ���	$����� � ��	��	�
⇐⇒ � 	�� ���	�-��$�� +���������$��� �����$���/
�	�	�$����	����	�	 �� 〈�〉 ���!��	
�
���
	
�� 4��	$����� � ��	��	�	
�	 � 
#�	�
	�2 ��������
�

� + 
� + 
 � 
� + 5
� + 6
 � 
� + 
 � 
� + 6
�7

�����

8���� ���	$����� � ��	��	� �	����	�� ��	�� �	�	�$��� � ���
!�
�

���� ������������

��
������ ��
��������
������ � #
�
	
��/������ ��
������
 %�������
 ��
����� � #��
	
��
��
 �0���� ���� ��	
�����
�� ��������� � ��
�����
������
�
 ��
����� 
����
����*�
�
�!

������ '���� �	��	�� 
 � �$��� 	�	�	���

 �#��#�2 ����	�� → 
 �#��#�2 �$����
���	���

���
���� ����� F�#��


⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(
�
!!!
�
�

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�
(
!!!
�
�

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , . . . ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�
�
!!!
�
(

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

$���
���
 
'�� (, � , ��, . . .

��������

���� � ����������� ���F � = � 	�� �$���$��
 	�	���$��
+��$����$��/�

� ��	��	� � �$��� �$�����$�$�.�

���	���
 � � �����	 �

�� ���{� → F %�����
��
} = |� |
�$��! ����� ���{� ×�#�� �����/�
} = ��

���{$���
���
} = ∞ ����������� ����
���{�#
�� ������
���� %�
) $���
���
} = �

���R C = ,	 ���Q R = ���Q C = ∞ �
�
��
����
1� ���C � = �	 �

�� ���R � = ,�

�� .�$� $����$��� ��
� 
���� 	�������� �	
����	�	

	�
������
��-�
�



�������� ��	
���
��	

� ,� ����������� F ������	 
 φ : � → � �����	 ��������
 ��

φ(α��� + α���) = α�φ(��) + α�φ(��).

�	�
�����
 ��������� � ���������� φ� := φ(�)	

�	��	� �����
 � � × ���� ������ F����� ���������	

φ� : F� → F�, φ�� := �� .

����	�������
������
 φ, φ′ : � → � ������

(αφ+ φ′)� := α(φ�) + (φ′�)	
������������ ��������
 �� ��, . . . , �� ��� ����� � ���� 

��, . . . ,�� ∈ � 
 ∃!φ : � → � ���	 �����	
 ���� φ�� = ��

!	 = ", . . . , �#� φ
∑�

�=�
α��� =

∑�
�=�

α��� 	


 � → � ���	 �����	 ������� $��������� $��� · $��� 	

�������� ��	
���
��	

��������� ������


�������� ��  
��!
 � → F ���	 �����	

�������� �������	������
 � → � ���	 �����	

"�����

� �= � ∈ R� ��������� 	
��	�
���	��

� � �→ �
�
� ��� �����	�
 ����
��� R�����

� � �→ � − �
�
�

�� �
� ��� �����	�
 �	��
���	����� R����� �� ��	�

��	�����
 ����	
��	� ��	���� 
�����
�

� � �→ � − � �
�
�

�� �
� �� �� �� ��	� ��	�����
 ����	
��	� 
���

���	���


�� �� : � �→ � � � ��� ��������
 �������
 ����
��	���������
��������� � ∈ F� ���	� �� � (�) �→ � (�) ��� F[� ] → F �������

� ��
����



��
�� ����
�

φ : � → � �������� ���������

φ ������� �

φ� = {φ� |� ∈ � }
������	 %� ����� � ����	

!&������� ��� �� '�φ ���(��� ��	#

φ 
��
������
 �� φ� = �

φ �� �� !�������# �

��� φ := {� ∈ � |φ� = )}
������	 %� ����� � ����	

φ 	�������
 �� φ(��) = φ(��) *��� �� = �� ������ ������+�	 %�

����� ����������
 ���� ��� φ = ())	

"����
 � ∈ R�
 π : � �→ � − �� �
���

� ���,���	 ��� π = R�


πR� = �⊥ = {� ∈ R�|�� � = )}	

���������
���

φ : � → � �������� ���������

#������������
 $��φ� = $��� − $�� ��� φ	

$�	�	�%��&�
 
 φ : � → � �������� �����	 ������-���� �

�� � �(�(��
 �� φ ������,�
 ���� ��������� ������,� ��

��+�����,�	

%���� � φ−� : � → � ��
��� ��������� �� �������� !�� ,��

������-����#	

� ∼= � 
 �� ������� φ : � → � ������-����	

� ∼= � ⇔ $��� = $��� 	


 $�������������.� �$�$���

' ! � !����� ��	�	�%��&���������&�
 φ : � → �

���	 �����	 ������-���� ⇔ ��� φ = ()) �� $��� = $��� 	

��	�������� ���������������������

� = {����� < ���/ F ������� ���������}
�(��,���� ��, . . . , �� ∈ F !�� �= �� �� 	 �= �#
(�)��!�����*���
 φ : � → F� � �(������. ���	 �����	 � �(�	�

φ	 (
) :=

⎛
⎜⎜⎜⎝
	 (��)
	 (��)

�
�
�

	 (��)

⎞
⎟⎟⎟⎠

φ ��������
 ���� ���$�� (�������.�� ��	

��� φ = ())
!����� ���*������� ���/ ��� ) ���������� ��� ����� �

�+�	 ��(��#

$��� = � = $��F�

�� ��.�. ��������� �����

φ ��	�	�%��&�
 ������� ����� �������	

��	�������� ���������������������

$�����	�����


������ !��, . . . , �� ��������� �+�	 ∈ F#
 �����	 ��, . . . , �� ∈ F

������ ∃! � (�) ����� < ���/ ���	
 ��������

� (��) = ��, . . . , � (��) = ��.

�	�������


� (�) = φ−�

⎛
⎜⎝
��
			

��

⎞
⎟⎠

+� �,
 &��*	 ����� 0������� 1������ 2����������*�� !#�-#


�$	 ���.��

+� �,
 �� � + � ������ ���������,�+�� ��
 ����� � (�)
��������������� �� � + � �(�+� ������� � ������ �������

�������.�	 1����� )�����
*�� ���	� �3�($��� ���� �� �����	

��	�������� � ��������
�� ����	���������

. �������
 � ��������. �(�(�� ������� ���� ��� ������
 ����

� �������� � − " �� ��$�� ���+�� �� ���������


� $� �� � ��������. ���+�� �� ��$�� �������

. ���	�
 ��� F ����� ���� ��� �����
 ���� |F| > �#

'�/��������
 α�, . . . , α� ∈ F \ {)} !α� �= α�#

	��$�� ��������.� α� !�����������#

-��	��� 	�����


!�"� � ���	� β�
β�, . . . , β�−� 
������� ������ F#$%� &� ������� �' ���������

��	
���

��(

� (�) = �β,β�,...,β�−�
(�) := β +

∑
�−�

�=�
β��

�

�#���� ��
��
�
% ����� � (α� )− 	 &���
�� �
��	����(

� ��������
�� ����	���������

' !��� ����������
 � (�) �������������� �� � ������ �������

������.�
 β = � ())	

��
������� ��� �������� ��
 !��	 �� ���. � − " � ��������

������� ������ ��� ��$#

φ :

⎛
⎜⎜⎜⎝

β
β�

			

β�−�

⎞
⎟⎟⎟⎠ �→

⎛
⎜⎜⎜⎝

� ())
� (α�)

			

� (α�−�)

⎞
⎟⎟⎟⎠

φ : F� → F� �����*��	 ���� ��� φ = ())	



� �������	
�� 
�
��������
��

����� ���	
� ����
�
�� β���

φβ :

⎛
⎜⎝

β�

���
β�−�

⎞
⎟⎠ �→

⎛
⎜⎝

� (α�)
���

� (α�−�)

⎞
⎟⎠

�� ���
���� F�−� �� F�−� �������

��� ��

⎛
⎜⎝

� (α�)
���

� (α�−�)

⎞
⎟⎠ �
���� 
��
��
�
�
� ���
��
� F�−������

β���� �
��
�
� ����
��
����

 ���! ���	
� β��� "������ �� � (α�), . . . , � (α�−�) �����
�

�����#���

����������� ������

φ : � → � ′, φ′ : � ′ → � ′′ ���� �
��$�
����� φ′φ : � → � ′′ �� ����

(φ′φ)� = φ′(φ�)

 ��������
�!
%� ��� φ′′ : � ′′ → � ����� φ′′(φ′φ) = (φ′′φ′)φ
&��	��� ��	����� ���
#���!
(α�φ′

�
+α�φ′

�
)(β�φ�+β�φ�) = α�β�φ′

�
φ�+α�β�φ′

�
φ�+α�β�φ′

�
φ�+α�β�φ′

�
φ�.

������� φ−� : � ′ → � � %� φ ���
��
��

������ �	
�� (φψ)−� = ψ−�φ−� �� (φ−�)−� = φ�

�
���������� '�%� φ : � → � � ����� φ� = φ · · ·φ (����
�)�

��
������ 	������� ������
��

� × ��
� �#���*�� ∼ � × ��
� �#��#����� F+�
�� 
�
�
��
��

� × � 	��
����� �
������� (�,�
�
�
� 
�
�
�����)

�������������� -� � = (���) � × ��
�� 	 = (
��) �× ��
��
����� �	 = (���) � × ��
�!

��� =
�∑

�=�

���
�� , (� = ., . . . ,�, 
 = ., . . . , �.

 ���! �	 � �
	�� ���#��� 
�
	�� 
�
�
 �� � � �
	�� ���#��� �� �
	 
�
	�� �����$#��� � /����#��� ��������/�

������� �	
��  �����#� ���������
� �� ���	��� �#������#���
���
#����

������
�� 0
� ����"���
�� ��� ������� �
� �� ���
�%
�� 
�
� �����#� � ���	
���� ����
�	�
��

��
������ �
� ��

��
����
�� ���������

����(��, . . . , ��) :=

⎛
⎜⎜⎜⎝
��

��

�
�
�

��

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

����(��, . . . , ��)����(
�, . . . , 
�) = ����(��
�, . . . , ��
�),
�#�� � �����#���� �
���
���%
��
�
������������� �� = ����(., . . . , .) (� 	���� .�
�)
��������� ��
�� ��������� ��������

⎛
⎜⎜⎜⎝
��� ∗ ∗ ∗

��� ∗ ∗
�
�
�

�
�
�

���

⎞
⎟⎟⎟⎠

1#�� � �����#���

!���""� 	���# �������$����
�����

/��$��/ (� < �)⎛
⎜⎜⎜⎝
��� ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

��� ∗ ∗ ∗ ∗
� � �

���
���

���
��� ∗ ∗

⎞
⎟⎟⎟⎠

/�����/ (� > �) ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

��� ∗ ∗ ∗
��� ∗ ∗

� � �
���

���

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

!����������
 ��
���

%� � = (���) � × ����� ����� �� = (�′��) � ×����� �	�


�
′
�� = ��� .

����� �� � � × ����� � � × ����� �����

(��)� = �
�
�
� .

��
�
 	�������� ����������
��� �
�� 	��������

���������	
��� �
�	
���

� =

⎛
⎜⎜⎜⎝
��� ��� . . . ���

��� ��� . . . ���

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

��� ��� . . . �
��

⎞
⎟⎟⎟⎠ , � =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

��� . . . ���

��� . . . ���

��� . . . ���

�
�
�

�
�
�

�
�
�

��� . . . ���

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

�	�
 � �
���������� ���������
����� �����

�� =

⎛
⎜⎜⎜⎝
��� ��� . . . ���

��� ��� . . . ���

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

��� ��� . . . ���

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

�	�


��� =
�∑

�=�

������ .

���	
��
� � �
����� �������� �
��
���� ��� ���������� 

�������� 	� !��
����� ������� �
� �
��� "�
�
 	���������

��	����� ����	
����� ���	
��
�	
��	�

�,� #� × #����� "�
������ #�−� × #�−���� �
�������$

� =

(
��� ���

��� ���

)
, � =

(
��� �%#

��� ���

)
,

�� =

(
��� ���

��� ���

)
,

�	�


��� = ������ + �������

��� = ������ + �������

��� = ������ + �������

��� = ������ + �������



���������	
�����
��

� � � �
��
��

�� = (��� + ���)(��� + ���)�
�� = (��� + ���)����

�� = ���(��� − ���)�
�� = ���(��� − ���)�
�� = (��� + ���)����

�� = (��� − ���)(��� + ���)�
�� = (��� − ���)(��� + ���)�
��������

��� = �� + �� − �� + ���

��� = �� + ���

��� = �� + ���

��� = �� − �� + �� + ���

���������	
�����
��

� � �����
��

	
���
�� � ��� ��−���� �������������� �� ��� 
�������� �

�������

�� = ���−� + ���−�

�� = �((� + �(�))�)

	 × 	��� ����������  	 ∼ ��!�

�(	 �	

�
�+�(�)) = �(	�.���)

����
��� ������
�� 	
�����

φ : 
 → � ���� ���
"� ��, . . . �� ����� 
 ����� 
�, . . . ,
�
����� � ����� ����� ������ � ≤ � ≤ ����

φ�� =
�∑
�=�

α��
�

φ �������  � #���� �����"����! � = (α��)�

���� ������#����$�%��  
 = � ! ��&�����  �
�
�! ����� � ������

 
� = �� !�

������ ��	
��
���

�	��� π "���'��$�%� φ�� = �π(�)�

α�� =

{
�, (� � = π(�)
), (� � �= π(�)

*����� ������ 
� �����"��� ��&����� ����� � �
��� )�

����� ���	��
���	
������

�� (�� . . . �) $���'� �������⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�

�

�

�
� � �

�

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�
������
 �����
� ����
��� ������
���

��, . . . �� ����� 
 ����� 
�, . . . ,
� ����� � ����� � � × ����

�������

����� ∃!φ : 
 → � � ������ � � �������  � #���� �����"����!�

������ � = F�
 � = F�
 �� =

⎛
⎜⎜⎜⎝
�

�

�
�
�

�

⎞
⎟⎟⎟⎠ , . . . , �� =

⎛
⎜⎜⎜⎝
�

�
�
�

�

�

⎞
⎟⎟⎟⎠


� 	� =

⎛
⎜⎜⎜⎝
�

�

�
�
�

�

⎞
⎟⎟⎟⎠ , . . . , 	� =

⎛
⎜⎜⎜⎝
�

�
�
�

�

�

⎞
⎟⎟⎟⎠ ����
� �� � φ 
""�� � �������� ���

���+���� φ
� �� �����"�������� ����� ����%� ��������� ��'���

φ
 (��&��� �&����� ��

��������� ������
������� ���� 	
����������


�������� ↔ 
��������

��������� ���% ������� ↔ ��������� ���% �������

 = ���������������� ���% �������!

���"��+$�% ↔ �������������

����	�� � � × ����� , ����	�
������  	����
	��� ��
���������

��
��������
	��! (� � φ
 ��-���+�� ����� �−� � (φ
)
−�

������� � �������� ���������

.� � ��������(��%� ����� ��−� = �−�� = ��

�����	� �  ���� φ
! �
"���� �� � �����"�� ����� �������� ���
�

� ��� � � × ���� ��������(��% ⇔ �����"�� ���� #/���������

������  �����	�����	
����


 = {�� ���
� < #��0 "��������}� � = F��

1������� �, � , ��, . . . , ��−�� ���� � ���������

��, . . . , �� ∈ F "�����
�� �/�� φ : 
 → F� ��(��&�����+�
�

φ : � (�) �→

⎛
⎜⎝
� (
�)

�
�
�

� (
�)

⎞
⎟⎠

φ �������

� =

⎛
⎜⎜⎜⎝

� � · · · �


� 
� · · · 
�
�
�
�

�
�
�

� � �
�
�
�


�−�

�

�−�

�
· · · 
�−�

�

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

2'�-'�� φ ������3��'�� +�& � ��������(��%

 
� �� ������� � 4�������������"���$�% �������!�

!

�������" ������� 	
������

��, . . . , �� ���� � ′� . . . , �
′
� �������

!
������	� 

�	��� � = (���)

� ′� =
�∑
�=�

�����

 � � �� �→ � ′� ���� ������#� ������� ��, . . . , ������!

φ : 
 → 
 ���� ������#� ������� ��, . . . , ������ �

φ ������� � ′�, . . . , �
′
�����

�−��� .

������ �/�
��
�5 ����� �
��� ���� ���
"��
����� �
�

$���������� ���



���������� 	 
��
�

������

� =

(
� �

� �

)
,

���� �,� ,� ,� � × �	�
 ��
������

����������	 �. ↔ � + �.� . . .� �. ↔ ��.� ��
����

� =

(
��

��

)
.

����� � � = ���� �
−� = � �

� �����	��
����� 
�����
�
 ��
�������(
�

�

)(
� �

� �

)(
�

�

)
=

(
� �

� �

)(
�

�

)
=

(
� �

� �

)
.

������� � � =  �
�
��� � ��
! �����	�����
�"� ��
����

����#� � ����
$
��� %��
# �����	�����
�"� ��
����
 $
�����

������� ��������

�� �′ � × �	�
 ��
���!�� &� ∼ �′'� �� ��
���� � �����
����
!�

���� �′ = �−��� �

���������� � ���� 
���
�%����$�!��� � ��
����� $
�� ��
	��


����
���

�� �	��� ���! ����!� 
�����
 ��
���� � 

������ ����
��� � �

� �
���(���!� ���! ����
��� �−��� �

� �→ �−��� ����(���
 ���(�
�����
 � ��
����)����
������

�−�(λ�+ μ�)� = λ�−��� + μ�−��� ,

�−���� = �−����−��� .

�����������


����
���� �������	

π : {�, . . . , �} → {�, . . . , �} �������	
� �

���	
��
(� , �) 
�����
� π���� �� � ≤ � < � ≤ � �� π(�) > π(�)

���(π) = (−�)
�����
�� �����

����
��
������ ���(π�π�) = ���(π�)���(π�)�

��
��������	 � = (	��) � × �	�


��
� =
∑

π (���

��(π)	�π(�) · · · 	�π(�).

�! 
�� ���

(����
�$�!��
������ *� 
 π ��
����� ����� ��

 = 
��(π)�

���
��

� =

(
� �

� �

)
��� ���� = �� − ��	

���

⎛
⎝��� ��� ���
��� ��� ���
��� ��� ���

⎞
⎠ =

��������� − ��������� − ��������� + ��������� + ��������� − ���������.


�� �
�� ���� ��
�� ��������������� ������������ � �������
�� �
���� ��������	

�� 	 =

(
� 


� �

)
� ���
 �  � � � �������� ����� ���	 = ���� · ���� .

�� � =

(
� �
� �

)
� 
 =

(
� �
� �

)
� � =

(
� �

� �

)
� � =

(
� �
� �

)
� �����

���� = ���
 = ���� = ���� = �,

�!� ���

(
� 


� �

)
= −���� , ����� ���

(
� 


� �

)
�
��
�"�� ��� ��#������ ��

$%����� ��������
����� ��������
	

����� �����
�������

�����������
 ��
���������	 ��
�
 = ��
�

�����
��� 
�
�� ���������	 � = (	��) � × �	�
� ������ ����


(� , �)	�� ��� �� �� (� − �)× (� − �)	�
� ����� �	�!� �� �	����


�� �
 � � �
���( �������
���� ��!����

+�

�� � 	�� �
 �	���

��
� =
�∑

�=�

(−�)�+�	�� ��
��� =
�∑

�=�

(−�)�+�	�� ��
��� .

�������
�� �������� ������
	 ������ ����
 ��� �
 
 ∈ F�

���
���� ��(
) �� � ��
���� ��� �� � ��
����!� �	����

�
���(���� 
 	��� ���! �����

�
,
�
���� ��(��
!�

-���� ��
��(λ� + μ
) = λ ��
��(�) + μ ��
��(
).

.������
�
 
���� 
�����
���

����� ����	
��
����

���� �����	
��� 	��� 
���
� ��
���� �� ��� �����	 �

�� �


���������� ��

�
��	���
�
� 
���
�

 �� ����
 ��� 
�� ����� �������

������	 ���� �� ����
 � ����
 �
�����������	 �

�� 
��� = ��

�
�� �� 
���
���������
 ���	��� 
���
������ �� � ��	 
��

���
� ��
���
�� �
�������� ��	 �����

��

����� ��
������ ���
����
�
����
������ �� � ��	 
��

���
� ��
���
�� �
�������� �����	� ��
�
��
������ ������ 
��

����� ��
������ ��	 ������
���� 
�������
�
����� �!����
α"#�� ��
��!���� �� � ��	 
��

��� ��
���� α"#�
 ����
�
�����
�
���
�� #�
� �−$"�	�
 ��
��!����� �� � ��� 
��

���
��� ����
����

⇒ ��	�
����� ������������	 �����

⇒ ����!��	��� �	���" #�������	��� �

������� 
���������
�

$�������	��

 ��
��	�������� �� � �� � �× ���� �������
	

�

��


��(��) = (
���)(
���).

���� �%����� #�������	����� �� � ������������	 �

��


��� �= � ��


���−� =
�


���
.

���� �&��
��� �	���"

 #�������	�����

��(�−��� ) = 
����

'���	��� ������(
��	 ��
 #�������	���� �������  ����

�������� ������ 
������������

������ ������ ���	���
 ��
���������
�����

� = (���) � × �����

��� �� �� �� �� ���
�
 ��� �� � ���
�
 ������ ������������ �
�
�

� − �× � − ���� ������

(� , �)��
�
 ��!"���� ��
���������� (−�)�+� 
����� �

�� � ������������ �� �−� = (�′��)	 �

��

�′�� = (−�)�+� 
�����


���
.

)�!*����� ��� 	 ��� ��� #



�������� �	
��	

���� �����	
�� ��

���� ���� �
��� �� ������ �	
��
	����

���� ����	�� �����	�
��	� ����
�	�� ���
��	���

���� �����	
�� ����� ���� �
���


�
����� ����
�����
�����

����� + ����� + . . .+ ����� = ��

����� + ����� + . . .+ ����� = ��
���

����� + ����� + . . .+ ����� = ��


��������� �� = �,
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 ������ 
 (�)�
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�� �(�) = � �� ��
��
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 ∃! ���
�
�����
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� (#0 . . . �) ��
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⎛
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� � �
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����	 
� ��
� �
����
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 �� :=
�√
�

⎛
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⎛
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# # · · · #
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� � �
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�� � =
�∑
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μ�ν�


� � ���������� ����	��� ������� ���
����� �	�����	����

� =

0B@μ�
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1CA � =

0B@ν�
���

ν�
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��� 
����� �������� ��� ����� �����
������� ��� ��	
��� 
����� ����	 ��� ����� ����� �����
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 %�& �	�� ���� �����'

�������

(���������)�	���&�

����� ∼ ������� ���
�������� ∼ ��	
�� ���
� = (���) ������ ����

��� =

{
� �� � . ����� ����� � � . ��	
���
� �����
��

� �
��	�����∑�

�=�
��� �������� �� ≤ � ≤ ��∑�

�=�
������′ ����� �� ≤ � �= � ′ ≤ ��

�������

%����� * ��
�
 � Z� ������� �����
����� ��� ∈ Z�

+ �
��	�����∑�

�=�
��� = � �� ≤ � ≤ ��∑�

�=�
������′ = � �� ≤ � �= � ′ ≤ ��
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�������������, ���-������
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������ = � �� ≤ � ≤ ��∑�

�=�
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����� ���� ����� �� ��� �
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�������
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���/����������� �� =
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{
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�
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�	������ ��������" �
�


〈� + �′, �〉 = 〈�, �〉 + 〈�′, �〉 
� 〈�, � + � ′〉 = 〈�, �〉 + 〈�, � ′〉
�∀�, �′, � , � ′ ∈ 	 �4 ��/	��	

〈λ�, �〉 = λ〈�, �〉 
� 〈�, λ�〉 = λ〈�, �〉 �∀�, � ,∈ 	 , λ ∈ F�


� �	����
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������  !��
��
�
�	

����� ���� � =
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� �� ���	
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⊥ ≥ �⊥

������������

����� �� �⊥ = (�)� ����� 
 ≤ � (�
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���

〈�� , �〉

1CA� ψ : � �→ F� �� � �→
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���

〈�, ��〉

1CA ��
� �
����
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� �
� φ = �⊥� �
� ψ = �⊥ ∩ � = (�)� � φ ������� �� � ψ ������� �� �

��� φ� = � ��
� � = ��� ψ�.

� ���
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������������
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"&�!�!� �⊥⊥ ≥ � 
���$�
$��!�
�� 
�'�' ���"����!�

����⊥⊥
= ���� − ����⊥ = ���� − ���� + ���� = ����,

"�� �⊥⊥
> � �������

����� � = F� �������� �������
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����� �� �⊥ = (�) �� 
 ≤ � � ���� 
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���� �F�
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 � � �����	& � 
→ � ����"	 ��������"��!

� = F� � = � � = �

��������	 
���
 � � �����& ������ ��#����"��!

� = (') � = ' � = ∞
����
�� 
��& � 
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� = {(�, . . . , �)�} � = � � = �

����
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(α�, . . . , α�−�)
� 
→ (α�, . . . , α�−�,−α� − . . . − α�−�)

�

� = {(α�, . . . , α�)
� |α� + . . . + α� = '} � = � − � � = �&

��� ����� ��� ����
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�� �� �� �����
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�
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� �
� �
��
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��� �������	 Z�

�
���� � ����� ���	

� ��������� ��� ≡ �� ���	 � − � ���������� ���  � ���� ��
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��� ���������� ��� ���� ���	� ������
���

&������� ����������	���
��
 
���� � � × ����� �
��

� 
���
'�� 	 
�� %�����

����

	 = �F�

(
�
����
� ���
���� � 
→ �� �
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�
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 ���
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 	⊥ "� �������� ��������
������#
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 �� 	⊥ = � − � = � − �� 	� 	⊥⊥
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	 %�� 
�� 
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�!��!  ����+� 	⊥ 
�� �
�
���
� ����+�
����� �� � ��	 �

� �
���%� ������ �����
��� = � ������ � ∈ ����� &�	 (��)�� = ����� = �
������ � ∈ �, � ∈ F�−� ���� $�"
� �F�−� ≤ �⊥� &�	

� ≤ (�F�−�)⊥.

�� � ∈ (�F�−�)⊥ ���� ������ � ∈ F�−� ���
� = (��)�� = ����� = �� (���)� ��"
�

��� ∈ F�−�⊥ = (�)� &�	 ��� = �� ���� � ∈ � � $�"
�

� ≥ (�F�−�)⊥.
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0B@α�

���
α�
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���� 	�� � ���� 1���
,-��! �
��

�����	� = 
���  ����+  ��� ���� 1���
,-��! �
������ � ��� �
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 ≤ ��.

����� ��  ����� � 
��&"�
� ������


(� , 	) = {� ∈ ��|�(� ,�) ≤ 	}.
+�� ��  �����# ,� -����
���-� |
(� , 	)| =

P�
�=�

`
�
�

´
(� − �)�

�� �, � ∈ � � ���
� �(�, �) > �	  ���� 
(�, 	) ∩ 
(� , 	) = ∅� .��X
�∈	


(� , 	) ≤ ��.

(��"��� �����
 ��
� � /�  �����
���� 
��
��!����
� �
�.�
� /�  �������
� '
�,
��
��

"������ ���	����#

 �		
�$!����� ������ F� "�����
 '��� ��
�
��
� = ��−�

�−� , � = ��−�
�−� −�, � = ��

0� 1���
� �
 ����	����� '
�,
�� ���
���� ��� 	��� '�������

�
���� �� ���! ���� 	��� /�  �������� 	��� 8
��������

0 '
�,
�� 8
�������
� '��� ��
���� F� ,
�
���

� = ��, � = ��, � = 9: F* ,
�
��� � = ��, � = �, � = ��

	����� �
�$'��)���� /�  �������
� �� ��
����2�
��
8
�������
�

4�����������
� ���
��� �
������6��� ��
����2�.-� �

������	���� 
�� �. .
���
�� �
�� � .
��
� 1���
�
 ) �
��
��

/�  ��� �� 8
��� ���
��� � �
��� �� � �����	 ����
� �!�

*'���
 0 �
�.
� /��� ������� ������� � ��
����2�
�� %������
/�  �������� 4��� ��
�
�� � = ��, � = �� −� − �, � = ;�



����������	

������ ��, . . . , �� ���	
 � ����� 
���� � ���	
���

〈, 〉 ���������	�� � = (���)� ���� ��� = 〈�� , ��〉�
� 
�	�����	��
� �� = �

� =
∑�

�=�
α��� � =

∑�
�=�

β��� ���

〈�, �〉 =
�∑

� ,�=�

α�β����

����� ���	
��� 
�	��� �	�	�� �������↔
�	��� ����	���

���������	
 ���	
��� � ���������	�  	������	
�

�������������� �� ���
������	��

����������	
� F� ���
���� ��������


!� � 
�	��� � × ���
 ����	�� �����

〈�, �〉 := �
�
�� 
�	��� �	�	�� ����� F�����

����� � ���������	�� ��

� (, ) 
��� �� 
�����
������ ���������	�� �

����� �
�
�� = (�,��) = (��

�, �)

���������� ������ � ����������	���

������ ��, . . . , �� �
 � ′
�
, . . . , � ′� ��� �����	 
 �� → � ′� ��������
�

���
��
 � = (���)� �
′
� =

∑�
�=�

����� �

����� �
 〈, 〉 �

�����
��
 
� ���� ������
� �	 
���
 
 ��������
�

���� .

����� ����� � = (���)� � ����� ������
� 
 �

�����
�� �′ = (�′��)�

�′�� = 〈� ′� , � ′� 〉 = 〈
�∑

�=�

����� ,

�∑
�=�

�����〉

=
�∑

�=�

���

�∑
�=�

������ =
�∑

�=�

���

�∑
�=�

������

����� �������� �����

 �� ������ ����� 
� !� �
� ��
��
���
���
 �

������ ����� ��
�	 
�
� �� ������ ��
��
��

��������	� 
����

R� ��
��

� ��
��
���
�
��
"�

��
��
���

� �����
��
 R #�����	 〈, 〉 ������ ������ #���$ � ��

 ����%� ��&���	 '
 ∀ ( �= � ∈ � �����


 〈� , �〉 > (

 ����%� �������&���	 '
 ∀ � ∈ � �����


 〈� , �〉 ≥ (

���
�%� ��&���	 ���
�%� �������&��� '
����"
�

����&���	 '
 ∃ 	, � ∈ � 	 
���$��
� 〈	, 	〉 > (	 〈� , �〉 < (

)���
� R����
fi„

α�

α�

«
,

„
β�
β�

«fl
:= α�β� − α�β� ��fi„

α�

α�

«
,

„
β�
β�

«fl
:= α�β� + α�β� ����&������ �	�
�
�� ��� 


�

�����
���� 
 ��
��

� ������
�*

������ ������


� = R�	 �#'� 〈	, �〉 = 	��� 	 
�
� 
 �

�����
�� 
 ��
��

�

������
� ��

+,�
��,� ���	 '��$ ��
� = �⊥�

��� � ������ ⇔ �⊥ �= (()

�	���� �������� ���������� 〈, 〉 �����#
-,�"	 '
 �⊥ = (()�

.#'� 〈, 〉  ��� �������#� +,�
��,� ���	 '��$ ����
�

� �����,��
�� ⇔ ∃ ( �= � ∈ R�	 '��$ � ∈ �⊥�
+,�� ���	 '��$ ����&��� 〈, 〉 ������ 
 #���� �����
�������"�

��
� ⇒ ��
��

��������	� 
��

/
�"� �����
��
  ����%� ��&��� 〈, 〉 �������
�� #0������$��
����
� R�	 
 ��
��

� ��
��
���
�
��
�

������ ����� !,�������� ��
 
���
� �� �,�������� ��


〈
 , �〉 :
∫

 (�)�(�)
� ��  ��� ��#�	 
 ���$������� �����
��'
�"

#���$�� ��
� ∞ �������"�	

����� ��� #���$ ���
� ����
��� 
���
 �,�������� ��


������ |� | =
√〈� , �〉

��������� |	 − � |

� �����������
���
�������	��� 

〈, 〉  ��� ��#� � ��

��, . . . , �� ����� � ����

〈��, ��〉 �= (	 
�
� �� �∈ �⊥
�
�

π : � 
→ � − 〈��,�〉
〈��,��〉�� ���� �

���#�

1π� 
 � ���� 
 ���
� ��
������ ��� ������2

��
 π = 〈��〉	 π� = �⊥
�

��, . . . , �� ← π��, . . . , π�� ����� �⊥
�
���� 1������2

#��$�
��,� �⊥
�
����

���

�
�����$� ����������� �����

������� �� ��� �� ← �√
〈�� ,�� 〉

��

����
�����$� ����������� �����



���������	
�� �
��
�����
�

� ������� �	
	� ��
���� � ���������� �������

0BBBBB@
� ∗ ∗ . . . ∗

� ∗ . . . ∗
� . . . ∗

� � �
�
�
�
�

1CCCCCA
�����

� ��������� �� ���������� ���������� ������� �� ����


��������� ������ 
������ ��������� � �
��������

�� ������ ������� �	
	� ���	���	��� � ��� ���
��������� ���


���  ��� 〈, 〉!�� �� ������������� ������ ��� �������� � ∈ �⊥

��������

�������� �����"��!� �������� �� �� ∈ �⊥� #

���������	
�� �
��
�����
�

�������� ��$ � ��� ������������ ���������� �"���	�$ 
������

 �%����	�	��� �� ���	�	��&
�� 	�
���
 ������� ������	��� �� ����� 
���� �	� 
�� 	�� ����� � �	�����
��	���	 〈� , �〉 ≤ ��

�� �	� 
�� ���	
�� 	��� � ���
� ��, . . . , �� ����
 ����������
 �
 (�� , �� ) > ��

	���� 〈, 〉 ����  	!�
� '���!������ ������������ �����	�	�	� 	�������

�����
�������& ����� 	� �����
�� �������� '����!����������&

(�� � �" ← �" − 〈��,��〉
〈��,��〉�� ���$�������	��	�

)� � ���� �� ������ ��������*�� �� ���
 ������ �� ���
 ���

������	�	���

+� �� ��$ ��
��� ������ ���� �� �����
���� ���
 ����	�

��������*�� �� ���
 �����
���� � ������	�	���

���������	
� ���
�

,��� � ��, �", �# �������� 〈, 〉 '���!�������⎛⎝) + )

+ - .

) . .

⎞⎠
� ���� �� ������ �����*�� �� ���
 ��� �	�������	�&⎛⎝) + )

/ ) +

) . .

⎞⎠
� ���� �� �����
��� �����*�� �� ���
 �����
 �	�������	�&⎛⎝) / )

/ ) +

) + .

⎞⎠ .

���������	
� ���
�

� �" ← π�" ����& ⎛⎝) / )

/ ) +

) + .

⎞⎠ .

� ����� �� ������ �����*�� �� ���
�⎛⎝) / )

/ ) +

/ + 0

⎞⎠ ,

� ����� �� �����
��� �����*�� �� ���
�⎛⎝) / /

/ ) +

/ + 0

⎞⎠ .

1�����
� � ������������� � *��� ���� ������� 	�������

���������	
� ���
�

� �⊥� !�� ���� �����	��� ����&⎛⎝) / /

/ ) +

/ + 0

⎞⎠ .

�����*�� � ���� �� ���� � ����� �����&⎛⎝) / /

/ ) +

/ / −)

⎞⎠ ,

�����*�� � ���� �� �����
�� � ����� �����&⎛⎝) / /

/ ) /

/ / −)

⎞⎠ .

2���������� ��$ −) � �
�������� ����� 〈, 〉 �� �%����

���������	
� �
���

��	
� � '���!3���� � ��*���� ������	�	��� ����������� ���$

R�!�� 〈, 〉 ����� 	� ���� ����� 
������  �%���� �� �������$

4������$5 �������� ������ � '���!��������� ���� �� ���$

��� �� ) ≤ � ≤ �!�� � ��� ����
 � × �!�� �����*���� �

 ����������� 
�������

����
��	�

��, 〈, 〉 	� �", 〈, 〉" ����� ���� ������ � φ : �� → �" ���� ��*�����

��
������ �� 	� �" ������� ��

〈� ,�〉 = 〈φ� , φ�〉"
��� �� � ,� ∈ ��!���

��, 〈, 〉 	� �", 〈, 〉" �������������� �� �	����� ����"� ����������

���� �	������ ��$�� ������� � �	� �	����� ����$����� �

'���!�������� �����$������

����� 6�����$ �! �������� ����� �	� ����������� R�!����

$���%&'��� �� ���	��� ����������� ����


��	
�� �� ��������� *�����	��& ������������� . . .� ()��� �	�	�

������� �����
���� ����* �
 �%� �%�� ���� �	���	��
	� �)�������)
�� ���	���
���

�����
� 
���	

��	 �
�
�

�2� �	���  �������� 7������!������ ����	� ������ 7������8�	��

������ ���������� ������

��
����� � ≥ +!�� C�!��� �� �� � !���&

∃ � �= � ∈ C�� ������� � ∈ �
⊥

�������� �	
���	�
 ����� � �
�

C�!�� �� � ���$��� *��� �∗� !� ����������
����� �∗ �� ������ � = )!�$��&

��
��	��� ������& � � ×�!�� ���
��� ��������

�∗ := �� ,

� ������
����� ������ �������	��� ���
��� ���*�����*��

7� � ������ ����� �∗ = �� �



���������	 
���
�����

� ������� ���	�
	�
� 〈, 〉 : � × � → C 
�
��	���� �����

��
��	�������� 
�

� ������� ���	�������� �����
��� ����

〈�, λ� + �
′〉 = λ〈�, �〉 + 〈�, � ′〉 �∀�, � , � ′ ∈ � , λ ∈ C��

�� ��������	�������	
���� 

〈�, �〉 = 〈� , �〉 �∀�, � ∈ � �

������ !�� 
�
��	���� �"������ �� ���# ���	������
��������	������
�� ������ ��	����$� 

〈λ� + �
′, �〉 = λ〈�, �〉 + 〈�′, �〉 �∀�, �′, � ∈ � , λ ∈ C��

��������� � 
���	 �	������

��	
�	�� �
	��������	� C���� (�, �) = �∗�
��	��������� �����%�� ��� = 〈�� , ��〉
��
��	���� ����� &
�����	
��� �
	���
���� ������


�
��	����� 

�
∗ = �

(�,��) = �∗�� = (�∗�)∗� = (�∗�, �)

�, � 
→ �∗�� 
�
��	���� ⇔ � '���������	

(����)��
� 
�	��� � &
�����	
��
�

� → �
∗
��

������	��

〈, 〉 : � × � → C 
�
��	���� �����

����������� 〈�, �〉 = 〈�, �〉� 	�
�	 〈�, �〉 ������ �����$

〈, 〉 ����	*� ��+��	� 
� ∀ , �= � ∈ � ���	�

� 〈� , �〉 > ,

����	*� �������+��	� ����+��	� �	�$ 
��������

������� �������	�� ���

����� ������� ���	�
	�
 ���$ ���$ 〈, 〉 
�
��	���� ��������

����	��

����$ 	�
 ��	�
� �� ����$

�����$ ������� ����$ 	�
 �����	
���� C�����

����� ��������	�
�� 
������

�����
� ���������� 	�
����� � (, ) ���'���	 
���������$

������
√

(� , �)

 !��	���	��������� 
� � ⊥ � � ����
 |� + � |� = |�|� + |� |�

������� �  ��!"�#$!"%��� ������&����	��

-��)
� �./0.� (
�∑

�=�

����

) (
�∑
�=�

����

)
≤

(
�∑
�=�

����

) (
�∑
�=�

����

)
.

��������	
��� 
������ �������
 
������∣∣∣∣∫ � (�)�(�)��

∣∣∣∣� ≤
∫

|� (�)|� ��
∫

|�(�)|� �� .

����������	 � 
���
����
�������������������

������ 
��!� ���"	� �����#�	
� �$�%�� 
&��� ����'��

|(�, �)| ≤ |�||� |.

����� ���������	 
���
���
���	� |(�, �)|� ≤ (�, �)(� , �)

��������� � �= � ��������� ���
� 
������ 
���� ��

� ����

�� ����� ‖ �	 ���� ⊥ �		����������

� = μ� + � ′ ��
� μ = (�,�)
(�,�)

�	 � ′ = � − μ��

(� , �) = |μ|�(�, �) + (� ′, � ′) �	 |(�, �)|� = |μ|�(�, �)��

! ���
�"#����$ ≤�	�� ���
����� |μ|�(�, �)�

%
��
����� |μ|�(�, �)� + (�, �)(� ′, � ′)�
���	� ! ���
�"#��	 	
��� ����� �	 �� � �	 � ����
�
��� ������
��$ 	#���� ����"
��"���	��� �
��
��&���

� 
���
����
�������������������

������ 
��!� ���"	� �����#�	
� �$�%��

|(�, �)| ≤ |�||� |.
��(������ �����(

�∑
�='

����

) (
�∑
�='

����

)
≤

(
�∑
�='

����

) (
�∑
�='

����

)
.

)$!�
���	�� ����!�*����" (+!!�$������∣∣∣∣∫ � (�)�(�)��

∣∣∣∣� ≤
∫

|� (�)|� ��
∫

|�(�)|� �� .


,�� (�'(�), ��(�)) =
∫
�'(�)��(�) $	 �

-�����.������
/�!����0����	$!�� �
 � (�), �(�) �*���

�������

��1�

�������� ��������

#��!�����
*����" 
#��!��*��	��
 ��	���"� ������ �*��� ��

(����	 �	��*#��

����� 	 
 × 
.�	 ������ �*��� ���	
��
� ��

		∗ = 	∗	

���"	 	.��� 	�	 = 		�

������ 	 = 	∗ 2��#���!*�� 
���"	 �	��%�� 	
���������	�

������ � =

„
' '
' '

«
$	 � =

„
' �
� �

«
����*��	 
	
���������	�� #�

�� =

„
' �
' �

«
��� ����*��	1 ������

� =

„
� '
−' �

«
����*��	 
(��#$� 	
���������	� �� = −� �� #�

�+ � =

„
' �
� '

«
��� ����*��	1 ������
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1CCA� ��	
 � ∈ C� �� ∈ C�−�� �

���
� � − �× � − ����� ���	�
� �	���

� ⇔ � = � �� � �	���

��

�����

��∗ −�∗� ��� ����� ����� �� + ��∗ − �� = ��∗	

���
 �� � 
������� ����� ��∗ = �� ��� � = �	

�� � = �� ����� � ����� �����
���� �� ��∗ −�∗� ��	
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��� ⇔ � ���		��������

������
�� �
�� � + �� , � − �� � ����� � ���	
��� ⇔ �− ��

���	
��� ⇔ �− �� 
����� ���		��������

� =

(
� �

−� �

)
������

����������� ��	
��� 
 ���

������� �	
��

�
�� ���

��� 
 ����	������ �����
� ��
����� �
�������

���� ����������� �	������ ������	����
���	�	��� 	����	�����	��

��� ��������� � ��!������ �	��������



��������	� 
����
���� ��� ��������

������������ 	
���
���� ∼ ���������


 ����������� 
 	��������� ��
�
��
� �������� ����

� ����������� ������������
 �������

�������� �	
���	
��
 � ���� �
��	������ �����	�� ������
��� ������� �������� ������������� ���������
 �����!�� �� ������� ���"� ��
 ������� �	
��
�������� ���
�����

������������ ∼ �����������������

 ��
�
�� 
 ������ �������!�� ����� "���
� �����������

#!
����$#� #�%����# ����������������� ��������

&�� ������ ������������ ��!��� !��� 
 ���"��� �
���
� ��� ��

�
��
��
��
 
 ������ ��� ��
��� ��� ������

� ������ #"��������!��# �
� �%��

��� � �������� ������������ ���������

'
���� (��
���) *���+���

� ���������� 	��, 
���
��� � ��$

� = (α��) � × ����� α�� ∼ � , ��$ 
� � , �����
�

� ���
� ∼ ������������

� ������
�� ��
�
� #���-�"
#

���������
� !�������	 #������	� 	�� ������$ ��������% "���	����� ���	��
� ������ "�� �&�����!��'� ��	������ "���	����� ���������

� "���	������� � ������	�������� (��	��!��"��( ���
� �&������� !���"�
 (��"(% (��	�������	(% (���������( ������

���

� = (α��) � × ����� α�� ∼ � , ��$ 
� � , �����
�

�	
���
����

�����	�� �� =

⎛⎜⎜⎜⎝
���

���
���

���

⎞⎟⎟⎟⎠ , . . . , �� =

⎛⎜⎜⎜⎝
���

���
���

���

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ R� �����)��������

#� "���	����� )��*�"��$% !���
� �����)�� "�� �&�����!��'� ��, . . . , �� ����	
�� �
����	�������%
���� ������� ����	 � � × �+�� �����,% !���

� ≈ �� ,

�!�� � = (���)�
� �+���� ���� �� �+	�� �� �+���� �����)�� �&�����' �����	�
��
���-��!������� ���

 ��!���� 
���� ���������

����� '����� �′ ��� � × ���� �����+, .���� �′ �
��"
 ≤ � ⇔
�������� ���
� � � × ���� �� � � × ��
� �����+��� 
��������

�′ = ��.

�
��� �′ �
��"
 ≤ � ⇔ ������� ���
� � � × ��
�� !��� �′

������
� ����
�!
�$� � ������
��
� �������� �������)�$�����

.������� � ������ ���
 
� �′ ������ �������� ��������$
�������)�$ ���/��!
�$��$� ���,

������ 
 #������# ∼ � 
�
)���� �
��0 �%��������

"
����# $	���%�������������

1, 2�
���� 3453

� = (α��) � × ����� α�� ∼ � , 
�
� ������ 
� � , ����� �����

��� 
�����
 
������	�� ����� 
������
� �
����
�

6�������� ∼ �
�, ������$� ���� 
�
�
� �� =

0B@α��

���
α��

1CA
(����� ������� ������� 
� 
�
��� ���
 �� =

`
α�� . . . α��

´
 �������/��

∑�
�=� α�� = 5 ∼ ���� ������� ���	�	
�� ������


|	� |� =
∑�

�=� α�
�� � ∼ ��������� ��$����������


 ���������
�� #��"���� %��������#� 
��
� 
� ������
� ����


�
���� 
����� 
 ��������� ��$��
�,

&	���%�������������


 

���� ����	�� '����� � =

0B@μ�

���
μ�

1CA ������������ 	
�
 = 3�,

�� ������ ����� 
 �����0 
�
�
 	�� ������ 
 �����0 	
��
�

���!��
���� ������������� 
� ���/��!
�$"
� 
�
�

	�
 =
∑�

�=� α��μ� , �� � �
�
� 
 �����0 
�
� ���/��� �
,

�� ������ 
� 
� 
� 
������ |�
|� =
∑�

�=�(	�
)� �
+������


 ��������� #��"���� ������$# ∼ 
� �
 ������������


 �%������� �� ������ 
� 
��
 ����������� �%�/� 
 ����
�����

���/����� 
�$ ������ ���,,,

&	���%������������� �� �����'��
�� �
�����

� = (α��) ����������� �× ���� �����+ 	
∑�

�=� α�� = 5 ��� ����,�


� ∈ R� ���
� ������������� 
������

|�
�|� 
 ��!��� ����
�����
7
 
�, . . . , 
� ��� ����
�� 
�+� ��� ���
� ������������

{
�, . . . , 
�}⊥����� 
������
|�
�+�|� 
 ��!��� ����
�����

8� ��!�� 
�, . . . , 
�9

&	���%������������� �� �����'��
�� �
�����

���
������� |�
|� = 
����
� �� ��� ���, �������-���

������ ��	�
 (	�	)� = 	�	� ����� 	�	 ��	���


� (	�	)
 = (	
)� (	
) ≥ ��  !�"������� 
 
��	���#�

����� ∃ � �����,� !��� ������ = ��
�(σ�
�, σ

�
�, . . . , σ

�
�),

 ����!���� !��� σ� ≥ σ� ≥ . . . ≥ σ� ≥ 5,

	.��������� ��
�����

� �
������

����� |
| = 3 ������ |�
| ≤ σ� �� !
 |�
| = σ�� 
���� 


�
"��������
 �����
� σ�
� �
"����������,  ���$��%�� &� '��#

��	�
 (��"�� � �	� '��� �� 
 := ��� =

0B@ν�
���

ν�

1CA� !

�� � = �
 ��

|	�|� = |	�
 |� = 
���	�	�
 =
P�

�=�
ν�
�
σ�

�
≤P�

�=�
ν�
�
σ�

�
= σ�

�
� �� ��

ν� �= � ��"�� ����� ����"�� σ� < σ�� �

�� < ���� )*������ � = �
 �� � ��"��

�������	��
 �	����	� 
���	���	+,�� ����"�
 ��,��
�
����
 σ�

�
��,������

���



����������	
�
��
�	 �	 	
��������	 �������

����� ���� |�| = � �� � ⊥ � �	�
 � ���	�
���� �����

|��| ≤ σ�+� �� �� |��| = σ� � ����� � ������������ �
������

σ�
� ������������	�

����� ������ � = ��� =

0B@ν�
���

ν�

1CA� � 	�
�����

��� �������� 	����

ν� = . . . = ν� = �� ����
 �� = ��� �


|��|� =
P

�

�=�+�
ν�
�
σ�

�
≤P�

�=�+�
ν�
�
σ�

�+�
= σ�

�+�
� �� �������
�� ���
������ �


��
���� � � = � �
������

����� � �
 ������� ��� �������������� ���� �	���������� �
���	�
���

�
��������	 �������

� � × ���� ���	
  ����! ���	� �� ��	��� �
�� ��
������ 	!�"#��$

��
�� � 
���������
 ������� ��� ��� �"		�� ���������������√
��

����� ��� ������ = � ������
�����

����
����� ��
�� ∩ �R� = ��


���
� �����%��� � ∈ ��
�� ∩ �R�& �� � = � �
 � = ���
����
 ������ = ���� � = �� '�� �� = ��

(�	���������� �� )��� �R�)
� ���� 	��
��
'��
�
�+*
�
��&
#�	���R� = #�	�R� − � = #�	�R�� ����

��� 
���+� = � 
���+��

����� �
���� �����"	���� ������� ��� � = ����

� �	 �� 	
���� �������

����� #� σ �
���� ������ ������ ������ ����� �� ���� ��
��� ���������

��
�����
������ #� � ������������ ������� σ� �= $
������������	� ����� �� ������������ ��� ���� ������� σ�

������������	�
����� %��� � �= � �
 ���� = σ�� � ����

(��� )(��) = �(���)� = �σ�� = σ��� .

� = �

σ�
���� � '�� �� �= ��

����� � �
���� ������ �������  "	��
	�%������ �� "���������
����� � �

σ
� �� ��� σ�)
�+������
�� �� ��� σ�)
�+������
�,� ��
��� � �

σ
��

��#�� ��
#'����

� ��� ��������
 	��
��
'��
� � σ�)
�+������
��
� ����
��� ���	�
����

��� � � �� ����


������ ������ � �× ���� ��	&�  ����!��� 	������� � �× ���� ��
� ′ � ×���� ��������	��  ����!��� ����'

�′��� = Σ′ =

0BBBBBBB@

σ�
σ�

� � �
σ�

1CCCCCCCA
�������

0BBB@
σ�

σ�
� � �

σ�

1CCCA

�� ��
� �� � > � �
����� � 	�
�#�� �� � < � �
���� �,
����+�

σ� ≥ . . . ≥ σ�& ��� 
�+���
�������� ��	�����'� √ )�

��� � 
 �� ����
 ��
������	


(����� � �	��� ������� � �	���

������ = )���(σ�
�, . . . , σ

�
�)

����� �
�� 
��������	*�����	 � ���	�
��' � �
 �������� ��

���	�
��' � �
 �������  ����� ���� ������� ��������

(������� �� ���	�
�� ��, . . . ,���

(��)� (��) = )���(σ�
�, . . . , σ

�
�)  ����

��
	 �
 =

{
σ�
	 , �� 	 = 


$ �� 	 �= 


��� � 
 �� ����
 ��
������	
 ��

��

�
�� =

j
σ�

�
, �� � = �

� �� � �= �

���� σ� ≥ . . . ≥ σ� > �� �� σ�+� = . . . = σ� = ��

������ � > � ��� �� = � �	��
 ��
�
�� = σ�

�
= ��

	�
����
 � ≤ � ��� �� = �
σ�
��

�� � > � � �
�������
 
� ��+�, . . . , ������ R� �����������

���������

��
�
�� =

j
σ� , �� � = � < �

� ��
�����


	�
����
 �
′ �������� ��, . . . , ��� !

�� � ′ ����
� ��

�
′�
�� = Σ′

������ ���

������ ������ � � × ���� ���"� �����#��� �������
 � � × ���� ��

�
′
� ×���� ����
������ �����#�
� ��
�

� = �
′Σ′

�
� , ����

Σ′ =

0BBBBBBB@

σ�
σ�

� � �

σ�

1CCCCCCCA
����
��

0BBB@
σ�

σ�
� � �

σ�

1CCCA

��	�� � �� ��		� ��
��������
 	′���� ���� 	� ���� ��������� ���������������

	�
��
�� ���

������ ������ � � × ���� ���"�� � ���
$ �����#��� �����
 	
′

� × � ���� 	 � × � ��� �����#�
� ��
�

	
�
	 = 	

′�
	

′ = 
� � ���� 	� ���� 	 ′ �������� �����������

���������

� = 	

′Σ	� � ����

Σ =

0BBB@
σ�

σ�
� � �

σ�

1CCCA
σ� > . . . > σ� > � � %����& ����
� ����
���

���	
 �� 
������ ������ 	∗
	 = 	

′∗
	

′ = 
� � � = 	
′Σ	∗�

%!

�� �∗
� ���� ���� ��������� '���(�&



�������� 	
� � 
���������

������ ���	 � = � ′Σ′��


����
�� � = (�|� )� � ′ = (� ′|� ′)�
� ���� �′ �� � ���� �′ ���� � 	���	
�� ����
�� ��� = �′��′ = �� �

Σ′ =

„
Σ �
� �

«
� = (�′|� ′)

„
Σ �
� �

«„
��

��

«
= (�′Σ|�)

„
��

��

«
= �′Σ�� .

	
�� ��������������� �������

���� � = � ′Σ�� � ���� Σ = ����(σ�, . . . , σ� )�
σ� ≥ . . . ≥ σ� > �� � ′ � × � ��� � � × � ���� � ′�� ′ = �� �

��� = �� �

����� ��� = �Σ� ′�� ′Σ�� = �Σ��� , ��� Σ� = ������.

�

�
	 � �������� �� ��� � !��" 
�� � ��� !#�!#������

!��!��$ ��� !��!����
�� ��!�
��� �! % �����! ��� ��

���������� �� ��� ��� � × ���� � 	��	�� ��������� ���������� 
���

	���	

���	�	����� ���� ������ = Σ′��

� ′	 ��
!� #�&��#�� � ↔ �� '���#&���

���� �� � ����!�& ���
�(� ��� #�!#��� � ��
�#
! �)�� ����� � #�

� ′ �� �������� ����#�������� *±+) ����#�� ���#�!���,�

	
� � �����

� =

0@� �
� �
� �

1A
��� =

„
  
  

«
� ������ = Σ′� =

„
! �
� �

«
� Σ′ =

„√
! �
� �

«
�

� =

 
+ �√

�
+ �√

�

+ �√
�

− �√
�

!
,

�� =

0@
√
� �√
� �√
� �

1A

�′ =

0B@
�√
�

��� ���
�√
�

��� ���
�√
�

��� ���

1CA

Σ =
√
!� � =

 
�√
�
�√
�

!
� �′ =

0B@
�√
�
�√
�
�√
�

1CA� !�� ! � =

0B@
�√
�
�√
�
�√
�

1CA√
!
“

�√
�

�√
�

”
.

	
� ������������ ����������

�� = �

� ���
�(� ��� #�!#��� � ��� !#�!#���
�� �%����-! #�!#���

*�(�!����'�! ����.�

���� � = �

0BBB@
λ�

λ�
� � �

λ�

1CCCA�� ,

���� � � × ���� ��!���
 ���/ |λ�| ≥ |λ�| ≥ . . . ≥ |λ�|�
����� � ��� ����!�#��� !����� ������

� = �′

0BBB@
|λ�|

|λ�|
� � �

|λ�|

1CCCA�� ,

���� � ′ 	����� ������� � 	 ����� ������ 
�� ±+���������

������
!� ���� λ	 ≥ � &��� λ	 < ��

 !��
�����������

� � × ���� &��$�

���� 	
��
��������������������� *= �(��� �����
#����!.

‖�‖� =

∑
	=�

�∑
�=�



�
	� .

�������� ����� ����� &� �������� �����
#����!�0������

������� ��� 	 ‖�‖� = !���� = !���� � ����

���� � 	����� ���!��� � = (�	�) � × ������ !�� =
∑�

	=� �		

"��#� 	 ��$��% �����%� ����
‖�‖� =

∑ ∑ |
	� |� = !��∗� = !���∗

&��� ����#'������� � � × ����� � � ×������	

!��� = !����

"��������# ����������

(���� ���� � � × ����� � ����
 �′ ×���� �����
�� �� ��������

��!�
��� �! ��
�����! ����!
�� *���� ��� = �
.� 
 ����


� × �′���� �����
�� � ����� ��!�
��� �! ��
�����! ����!
�� *����



� = ��.� �����

‖��‖� = ‖�‖� = ‖�
‖�.
����� � 	���	
�� ��, . . . , ��" 
� 	���	
�� 
��, . . . ,
��� 
 �� R� ����#��# ������� 

��
������� ��� 	��	�	����� �������� 
����" ��$�� 
 ��� ��	������ R� �� 
 ��
����
�%�%���
&�� |
�� |� = |�� |� �� ‖
�‖� =

P |
�� |� =
P |�� |� = ‖�‖�

' ����� =���� ����� � ← �� " 
 ← �� $����������������
����	 
����

‖
�‖� = ����
�
� = ���� ��� = ����� = ‖�‖�.

 � �$����%&����������

�'���!12�(
� +345 *6��'����!����.

7�� %%�
	 �'����! �����"�� '�$� !#!��� +3�8 *�)��&#
���

��
!�"!(� %�
.

)�'� ��� *+�� � = � ′Σ�� �

� ≤ � ��� �����
��

�(�)� � ���� � ������	

� ′(�)� � ′ ���� � ������	

Σ(�) = 
�	�(σ�, . . . , σ�)� Σ 
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��� ��	
��� ������ ������� 
�����
	���
��

����� ������ � =

⎛
⎜⎝
γ�
���
γ�

⎞
⎟⎠� #�
���� � = $, . . . , �!
�

ρ(�)|γ� | = |λ||γ� | =
∣∣∣∣∣∣

�∑
�=�

���γ�

∣∣∣∣∣∣ ≤
�∑

�=�

��� |γ� |,

��� � =

⎛
⎜⎝
|γ�|
���

|γ�|

⎞
⎟⎠ ���������� � �= � ≥ � �� ρ(�)� ≤ �� � 
������ �	�� ρ(�) = ρ′(�) ��

�	�� �	
�������	�� �� ≥ ρ′(�)� ������ �� = ρ′(�)� � ���� � ���

������� ���������	
 ρ′(�) ������
������� %�� &�
��� � > � �� ���� �� � ���� �� ≤
������� = ������'��

��

�� ���

� > �

����� �� λ ������� 
���������� ������ ������� |λ| = ρ(�) �
 � ���
��������� 
����������� ����� λ 
������������� ����� λ = ρ(�) �
 �
��� ��	
��� ������ ������� 
�����
	���
��
���� ���	
��� ∣∣∣∣∣∣

�∑
�=�

���γ�

∣∣∣∣∣∣ =
�∑

�=�

��� |γ� | (� = $, . . . , �)

(� "��� )�� ������ �� �� ������ γ� ��� �
����� ������ � � = γ�/|γ� | $ ����� �
���*
�	�&��+ ���� �!�,� ����� �� � = �� �

��

�� ���

����	
����  !�� � ��� � × ���
 � − " ����# ����
 ����
�� $�����

� ∈ ���� � � ∈ ����� � �� ��� �= �� ����� ����� � �R� ��������

���� ���
	�����
� �����!��%���

����� 
���= �− $ ����� ��
	 = 〈�〉� ��� ���� � �∈ 	R�!� ����	���� 
��� ����
����� �	��

� = 	� � (��	
 ��
 = (	�)�
 = ��	�
 = �� �������	�����

����� � > � �
���� � ��������

	�
�%
 ���
�������� ρ(�) ���
	���

��&���
����� �������� � , 
 > � : �� = ρ(�)� �� ��
 = ρ(�� )
 = ρ(�)
� (��	
 ��
 > � ��
	 = �− ρ(�)� !��� �������� ����� 	R� ��� ������� � !��� ����������� ������ ��&����
����� � �������� � ���
�+� (

�′ �
� ρ

)

����)� ��	� ρ = ρ(�) �� �′ � 	 + ρ� !��� � 	R�!
� ���- �����	
�������� � ���
�+��

����� &���� ��� ������
���� ρ� � ��
� &	���	��� = (� − ρ)
(�)� ��	� 
(�) �′ ��
� &	��

��

�� �

��
�� � > ���� �
��→∞( $
ρ(�)�)

� ����	
� �
 �	 ��� ������'
� �

ρ(�)���	 �����	� "�(
�� 
������������

������������� $����� � > � �
 �������� � > �, � > ��

��������� �� = ρ(�)� � ��� = ρ(�)� �
 �� � = "� )����

�
�
�→∞

(
"

ρ(�)
�)� = ���

����� ��� � ��������,��

��

�� ��

����	
���� $����� �, � ∈ R�� ���� �� � = "� )���� ��� �	

�������� ����� � ������'
������
�� ������� � ������� 〈�〉 �
 ��

������� 〈�〉�
����� � = � ��� � 〈�〉��� ���� ���*����
 ������

����� �
� 
����� $� (�
� )� = �(
� �) = �$ = � � ��
(�
� )(�
� ) = �(
� �)
� = �$
� = �
� � ��� �
� ������� ��� 〈�〉 ��&��
* &
	���"�-�
.�������� (�
� ) = 
�� ��� 〈
〉 ��&��
* &
	���"�-�
(���
����*���� 
��� � ����� � ������������� (��	
 �(�
� ) = (��)
� = �
� ��

(�
� )� = �(
��) = �(�
)� = �
� � /����

(� − �
� )� = � − ��
� − �
�� + �
� = � − �
�� 0���� (� − �
� ) ��&��
� ⊆ 〈�〉�
� − �
� ���� � ���� ��� &
	���"�- 〈�〉!
�� .�-��� (� − �
� )� = � ����� ��� ������

��

�� �� � ��
�������� ���
����

��
�� $����� � > � �
 ������ � �	 � 
	��'��
	�
�%
 ������

������� �� = ρ(�)� � $����� �� ���
	� 
	��'��
	�
�%
 ������

�
 ������

��+$ = ��� 
	��'��
	�
�%
�� ��������

����
	��� � ����(
����� &

	�������� )����

�
�
�→∞

�� = � .

 %(�%�+ 
	��'��
	�
�%
 ����
� 
�������
%���� "�

��
�� $����� � > � 
	��'�� �
 ������ � �	 � 
	��'��
	�
�%


������ ������� �� = � � $����� �� ���
	� 
	��'��
	�
�%


������ �
 ������

�� = ����. )���� �
�
�→∞

�� = � .

�

���������� �	�
���� 
 �
������� ��������

� ≥ � � × �!��

����� � ��	��������� �� ∃ ∅ �= � ⊂ {", . . . , �} �����(

��
	�����	�� ���� 	�� = � 
 ∈ �� � �∈ � �
�����

����������
�� � ��(%'
,
�

� �� ∃ � ����%��'
�����
��� ����

�−$�� ����(
 ,���� !��
* �����
	&�+ �−��� =

(
��� ���

���

)

1��� �× �!�� � ��� (� − �)× (� − �)!��� ��� �× (� − �)!���2

 �
��� 
���������
�� $����� �� �	 �	 
��������� ��
�����

�%������
� ���! {", . . . , �}���� �����,�� 
 → � ����� ��� ��

	�� > ��

� ��(%'
,�

� �� � �� '
#'
�
 ����(
 ��(�� !���
	������ ���

��
	�� #��� ���� �	 ��
* ��
	,*� � ��
�(
�,� ��� ���� �� ��

��
�(
� ��
	,*� �	 ��
*,� ��� �������

����� � ����	��������� �� ��� ��(%'
,
�

� �	�	 �� �� ��*
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����������	 ��� �	�
 �� 	������ �������� ���� � �������
��������� �� ��� 
��
������

���	
�����
������	
�����
 ��������� ���������

 ���		�
 ���� ���� �� � ≥ 
 ������������	� �

�� �� �	
������������	�

!� ��� � ≥ 
 	��������
�	 �����" ���������	� �

�� ��������
� ���������#	 �����"�� �−��� ���

$���������	 ���
%�

 ������ ���� ����� ����� ��� ��� � × �$�	 ����������	
�����"��
&

 �"���� ���� ����� ����� ��� ��� � × �$�	 ������������	
�����"��
&

�����	
�������
 ��������
�


��	 '����� � ≥ 
 � × �$�	� (

�� � ������������	 ⇔ (�+ � )� > 
�
���� ⇐� (

��� + � ∗
� ��� + �

)
�

=

(
(��� + � )� ∗

� (��� + � )�

)
�> �.

⇒� ������ � �		�
� �
 � �= � ≥ ��
������ � ���� ���	
������ �������� ���������� � ��������
(�+ � )� = � + �� ������� ������
�
 ���� �� |�| < �� ����	 ������ � �		�
��� ����� �
�

���� � �∈ �, � ∈ �� ���� 	�� > � �� �		�
���
����	 (�+ � )� � �� ������ �������� ���� � �
!�
"�#�$���� �� � �= � ≥ �� ����	 (�+ � )�� �������� ���(
 + %, �) ������ ��������

&���� (�+ � )�� > � �
'�� (�+ � )�−� > �� ��	���� � ≥ ��	��

�����	
�������
 ��������
� ������

)	��������� �,� ≥ 
 � × �$�	 �����"�
�� ��� $��� � → � ���
�� ��� ����� 	 ∈ {�, . . . , �} ������� 	 → � �� ��$��� �	
� → 	 ��� �� �� $����

�
��	 � → � �� ������� ⇔ ��� ������ ���	� ���� 
��	 �
��

�� ���������� 
����

����� � = ���� �� ������	
��
 � > ���� 	�����	
� ������ ���������� ����� ��

� = ��−�������

����� � → � �� �(�+� )����� ⇔ ��� ������ ���	� ���� 
��	

≤ � ��

�� ���������� ���

����� � ≥ � − � �
���� � → � �� �(�+� )����� ⇔ ��� ������

���	� ���� 
��	 ���������� ���

����������	�
 ��
����� 
���
��	
����� � ��������


����� �� � ≥ � ������������
 ����� ρ(�) > ��

���� ����� �	��� ����� � ���� �  	�� ���!����� ���
 ����"� ≤ ρ(�)�

�	
���
���� �� � 
����������� ����� λ 
������������� ����� �


����������� (�+ � )����� �
� (λ+ �)� 
�������������

��������	��� �� � 
����������� ����� ρ(�) 
������������

 ������� ��!� � ≥ � �
���� ��� ����� � ≥ �"� ����� �


����������� (�+ � )����� �
� ρ((�+ � )�) = (ρ(�) + �)�


�������������

�� � ������������
� ����� ����� �����
�����# (�+ � )���� �

$��������
����%

�
��� ���������	�� &'�� � ≥ � � × ���
 ������ (����

ρ(�) ����������	 �
����
ρ(�) 	
���	�	� 
���	 � ������	��������� �������������

���	��� �
��� ������� ������	����� ρ(�) �����������	��

��	��� ���	�


)�!��� � �� (�* . . . �) �����
 +��
�����#
����,�%

� =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�
�

�

� � �

�

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

� ������������
�

ρ(�) = ��

� -

��
 
���������� � ��
�� �����.�

��� �
�� ��������
 � ��� ������!��
�

�����
�� ��
�����

����� )�!��� � ≥ � ������ � +��
����� �� ρ(�) �� �!������

ρ(�) ��
����� �����. 
����������

$��
���� 
����,�� ����� �� �!�
���. ������!���������� '���������%

�
���� &�!�/� '��� ��!� �� � ≥ � ������������
 
����, +��
�����

(���� (
�

ρ(�)
�

)�

−→ ��� ,

���� � ������ � +���! �� ���� +������ 
����������� ρ(�)

������������� �
������� �� � = ��

�����
��� 	� ≥ �� 	�+� = �	� � �����
����  � ��

���� ��!�


������
�����
��" ������!�� ��	��� � �����
��������

 
�!�� �� � ≥ � ������������
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 �
 +������
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"�!���� ���'��� ��+%

�����	� ����� ����������

����
����	����

#$%� ��&�� �	�%��
�	�������	� ����� ��� �� 
����	���� �����

�� 
����	���� ��� �	�������	� ����� �����

�
�'	
��(���
����� 
�����
�����	 γ� � �	�������
�����	 τ�
τ� = � ·∑�→� γ� (� = �, . . . , �)
γ� = � ′ ·∑�←� τ� (� = �, . . . , �)
� �� � ′ ������� ����	���

 �
� ���
∑�

�=�
γ�� = � ��

∑�

�=�
τ�� = � �	��	�!�����



��������	
� �
 ����������� ���

���� ����� 	
��� ��
�
��
�
������ �����	
��	 � ����� 
���
����
��� γ�� � 
���	
������
��� τ��
τ�+�

� = � ′ ·∑�→� γ
�
�

γ�� = � ·∑�←� τ
�
�

�������
����������
��
� = (���) �����������	
���
� ��� = �� �� � 	���� ����� �������� ��

�� = (γ�
�
, . . . , γ�� )

� � �� = (τ�
�
, . . . , τ��)

�

�����
��	 �� = ( �√
�
, . . . , �√

�
)�

�� = �� · ��� � = �, �, � . . .

��+� = � ′� · �� �� � = �, �, � . . .

���� ���
��	� � = ����→∞ �� � � = ����→∞ ��

� = �� � ��	�������

��������	
� �
 ����������� ����

��� �������	 �
����
���� 
��

�� = �� · ���
��+� = � ′� · �� ��

 ����


��+� = � ′′� · ����� � = �, �, � . . .

�
�������
� ��� ≥ � ���� ��
�
�
��� ��
�
���� �� 
��
��

����	���
���
� ������ �� ��� � �������� 
�� � �����
 �� 
��
� ����
� ����

� ���� ��� !��� � ������ �"
�

� �	 �#�$�� ��� !��� � �	 �#�$���� �"
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 ����������� ���

���������	������
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���  ��
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�
��
� �� ����
��!� �

ρ(���)"��� ������� ���
��� # �����	 ��$!��
��������

��%$�&"�����
� � � �
�
�����"�����
� �� ����$!��

'������������ �
� �� 
���� ((("�
� ���
� )��� 
��

�
�������� �
)�
� �� ����� �����*��
� �
�
�!�� ������


������ +
��)
�
�
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�
��
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%��
� �
�� ��� ����� ���
�	����
����� ���� �−����� ����� ������

� ������� ∼ ���� &����%$

� �����	�	���
� ������� �����"!��������
��	���
�	!�� ������	��	
� (	−��)� = 	−��� ��	���
�	��

	 ����� %��!�' ���
' ��
��(� ������	��	
 � ��(' ����
��
��
�� ����� �� ��	���
�� )����������
	��	�
' ρ(�)�����
���
�� ��*

�������� ������
� ���
���� ��������
��

����� � ≥ � ��
�
��� ⇔ �� > � �����
�� �"���
����� ⇒� ( �

ρ(�)
�)� → �	� > �� ��� �� > �� �� � �� � �����

⇐� !� �� > �� ����� �"������ �� ���� ρ(��) = ρ(�)� �# �������� ρ(�)� ��$#�

 �� �% $��
� �� ���  $ �# ���$#���$ ����� �� ���� &�����
��� �� ����� ����� �$

�$�� �������� ρ(�) ��$#�  �� �% $��
� �� �� '���

������ � ≥ � 
�
��� �� �� > �� ����� �� > � � > �"�� 
��

 

�� ,� � ≥ � 
��
�� �� ��� �"�
� ���
��� �
��� 
�
�
� �����

�� > � �����
�� # ≤ � ≤ -(� − #)"�
�

����� ()�� ������ ����� ���	 > �� *����� �� 
� ���� ���+� �� ����+ �  $ ���+�

�� ����+ � ���)������ � ��$$#, ��� ,����� ����� �� ���� �# ������� ���	 > ��

����� � ≥ � �
� ��
�
��� ⇔ �� �
��)
�
�
� �����
��

� < � ≤ �"�
�

����� � ≥ � ��
�
��� ⇔ �� > � �����
�� � ≤ -�(� − #)"�
�

���	�� -#  ��$ ����
� �� − .� + . �/��������

��	������� �������� ���
 ������
�

!�""�� .��� � = (���) �����
/� � = (	��) ≥ � ����� ���	
��

�
	��	��	 |��� | ≤ ��� � ���
��� 
��� ���� 	����

ρ(�) ≤ ρ(�) = ρ′(�)�� ���� 
��� ρ(�) = ρ(�) �� λ = ωρ(�) 	��
��
��	� ����������	 �� 	�� ���� |ω| = !�

"���� � = ω�−��� ����#� ���� � = 
���(��, . . . , ��) �� |�� | = !�

����� ������ � �= � =

⎛
⎜⎝
γ�
���
γ�

⎞
⎟⎠� 	
�� �� = λ� � ���
����� � = �, . . . ����

ρ(�)|γ� | = |λ||γ� | =
∣∣∣∣∣∣

�∑
�=�

���γ�

∣∣∣∣∣∣ ≤
�∑

�=�

��� |γ� |,

��� � � �= 	 =

⎛
⎜⎝
|γ�|
���

|γ�|

⎞
⎟⎠ ≥ ���� �	 ≥ ρ(�)	 = ρ′(�)	 � ���
� ������������� 	 > �

�� �	 = ρ(�)	 � ������ ����� ≤ 	������ =  ��!

���������� �	���
�� ��


����	 
��� ��
����� ∣∣∣∣∣∣
�∑

�=�

���γ�

∣∣∣∣∣∣ =
�∑

�=�

��� |γ� |,

���� ∣∣∣∣∣∣
�∑

�=�

���
� |γ� |
∣∣∣∣∣∣ =

�∑
�=�

��� |γ� | (� = �, . . . , �),

�	
� 
� = γ�/|γ� |� �� "��� #�� ��	��� 	
�� |��� | = ��� �� � �����$��� �
��
������
���
 � 
� �� ���� �$������!
	� ��� �= �� ���
� ���/���
� = 
� �

%�� ��� = 
−�

�
���
� � ������ ��� �� � > �� �� � �� ���� � = �−���� �	
�

� = 
���(
�, . . . , 
�)�

���������� �	���
�� ���


� ≥ � ���	
�

����� ���� ω ∈ C� |ω| = !� "����

ωρ(�) ����������	 �� �� ⇔ ω� ���� �� ���� �� ����$�
"$ 	�	�%	 ωρ(�) 	���$	�	� ��&�	 � ������� ���� �
�� ���

����� ⇒! ����� � = ��&���

⇐: '(	� ω� = �−���� ���� � = ω���−�� )� �� = ρ(�)� � ���
�

	 = ����� �	 = ω���−��� = ω��� = ωρ(�)�� = ωρ(�)	 �

������������! )� ρ(�) ��������� ��*�� 
�� �
 − ������ ���
� ωρ(�)

��������� ��*�� 
�� �
 − ω������

����� '� |ω| = !, |ω′| = !� ����%%� ωρ(�) �� ω′ρ(�)
����������	� �� ��� ����� ω−� �� ωω′ �� ����������	 �� ���

����� )� ω� = �−��� �� ω′� = �′−���′, ���
� ω−�� = ���−� ��

ωω′� = (�′�)−���′��

����� '� �� �� � 
���% ρ(�) �%�$��#� �����( ����������	 �� �

����� 	$	�� �+�π�/�ρ(�)� �� = �, . . . , � − !��

���������� �	���
�� ��


�	
��� ���� � ≥ � ���	
� �� �� � > ! 
���% ρ(�) �%�$� �����(
����������	 �� � "���� ����� �����
�� 	 �	�
���)��� 
������$��

�−��� =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

���

���

� � �
��−�,�−�

��−�,�

���

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

���� ��� ���	��	 �$ 
� �	��	 ����  ���� �*�	�� %���� μ� × μ� 
��	�(

�
 , � = !, . . . , ���
����� '$
,$�! ω = ��π�/� �&�� �������� 
�, . . . , 
� ∈ C� 	
�� |
� | = � ��

� = 
���(
�, . . . , 
�)��� �−��� = ω�� ���
� ω��� =
��

��
��� � ��	 � ��� = �� 	�"���

��� 
� = ω
� �

-������� ����$� "��&�� ����	��.! � = �� < �� ≤ �� . . . ≤ �� ≤ �� ����� ω�
������

��������. 
���
� ��� ������ 
��+�, . . . , 
��+� � � = �, . . . , � − ��



���������� �	���
�� 
�

����� ���	 
���
��� ����� � ������	 �
� ��

� � ∈ {�, . . . , ��}	 ���
 ��� �= � �
�
���

� ≤ � ≤ ����� ����� �� = ω�� = ω��	 ��
 �� + � ≤ � ≤ �� ��� ����� �� < ����
�
�����
�	 �
 �� < �	 
���� �
� � ∈ {�� + �, . . . , ��} �� � ∈ {�, . . . , �}	 
���
����
��� �= �� ����� �� = ω�� = ω���	 ��
 �� + � ≤ � ≤ �� �� �� > ���
��
 ���
�
��
 �� < �� < �� < . . . < �� ≤ ��
�
 �� < �	 
���� �
� ��

� � ≤ � ≤ � − �	 �� < � ≤ ��+� �� � > �� 	 ���
 ��� = ��
����� �� = ω�� = ω�+���	 ����������!��
"��!� � = �� < �� < . . . < �� = ��

�
 �� + � ≤ � ≤ ��+�	 �� ��� �= �	 
���� �� = ω�� = ω�+���	 ���!� ��+� + � ≤ � ≤ ��+�	

��� �+ � ������� �+ # ���$�� � ������%�

&'
' 
 (����� $�!� 
 �!���) ���
��� 
 ����� 
�
�*	 
��� μ� = �� − ��−��

����� �� � ����� ���	
� �		�
 �� ���		 ����� � ���		��� ��� �

������� ���
�������

���������� �	���
�� �� ����������	� ��������

����	 
����
	�
�
�
� ���� � ≥ � �

��� ����	 � > � ��
��

ρ(�) ����� �
��	� �� !��
��	� ���� "		�
 �� #�
#���

����������$	 � ��
�� ��, . . . ,�� 
���
� 
��� ���� �
!������� ���	

#��	 �� �� ��+� 	%�%�� �����	 &� + � ���'�� � �
����()�

����� * ����� ���������� ������� �� ������ �
!������� 	%
���	 �

������ �������$ �����

����� ���� � ≥ � �

��� "		�
+ �� 	%
����	 �����
�!�!��	

��	�� � � ⇔ � �
�������
���	� ⇒ ��%'% �+��

⇐ "��� 
' ���� � > �� ����� �� �%!���,!-
� (�
� ����� ��'��
�� ���� �
�

.�'���� �����

�������������� �	���
��

� ≥ � � × ���� &�������)����#������	'�

���� ���	���������� � ������ ������!��	 %������ �

���� ��		������ �� ����#�� ������ � ����#�� ��	��

�

�
��� ���� ��		������

⎛
⎜⎝

�
���

�

⎞
⎟⎠ �� !���	��
� �	 ���	 �

�� !��
��		��

����� ����#�� �!�
�,�	 ���
���� �� ����#��

������� ρ(�) = ��

����� �� � ��� �
������ ��� �		�
 �
 −→ �(�, . . . , �), ���� �

� ����#������	'� �� !���	��
� ����	 � �� !��
��		���

����� �(�, . . . , �) ������ ������� �

�������������� �	���
��������� �	���� ������������

����#������	'� �� !���	��
&�	) � �� !��
��		��+ ���#���!
�'�

������!�&�	)

������ �!�	��
�� -����� !�������$� ������ !������ ���
���(

������� ���$�����������

��"���������
�∼ "������ ��
�

��#�����# �
����	� .
������ &/���
����	'� �

���/) �������

������ 	������ ���� ������ � �!�# ������!�� 	����
�!� �� &����
��)

���#���!
�'����

!���	� �������������� �	���
��

����� � = (	��) ≥ � �'��!� ����#������	'�� �� � �� �	 ��

&�������)����#������	'��

���� ��		������

⎛
⎜⎝

�
���

�

⎞
⎟⎠ �� !���	��
� ����	 �� �	 ���	 �� �

�� !��
��		��

����� 0'��!� ����#������	'� �!�
�,�	 ���
���� �� 	����,

	�����!#�$ � �� �'��!� ����#������	'�

$�	�
� .�
�'�!#�$�!�
�, &���
������)�

!���	� �������������� �	���
�� ���

%		�� 0'��!� ����#�� � 
��'#����� ⇔ ��	����� 
 ��
�'�!#�$���


−��
 ���		������� ���� ∃ ∅ ⊂ � ⊂ {�, . . . , �}� ����

� ∈ �, � �∈ � ������ 	�� = 	�� = ��
���	� "��� � = (��� ) ��.������� �
� ∅ ⊂ � ⊂ {�, . . . , �}	 ���
 ��� �= �	 �

� �∈ �, � �∈ �� ����� � ∈ ����

� =
�∑

�=�

��� =
∑
�∈�

��� , �'���
∑
�∈�

∑
�∈�

��� = |�|.

�����

|�| =
∑
�∈�

�∑
�=�

��� =
∑
�∈�

∑
�∈�

���+
∑
�∈�

∑
� �∈�

��� = |�|+
∑
�∈�

∑
� �∈�

��� , ��

∑
�∈�

∑
� �∈�

��� = �.

�--%� � ∈ �	 � �∈ � ������ ��� = ��

��#�����# �
����	� .
������ �'��!� ����#�� ��
�

�
 −→
⎛
⎜⎜⎝

�

�
. . . �

�
���

� � �
���

�

�
. . . �

�

⎞
⎟⎟⎠

"�����# ������

����	� � �'��!� ����#������	'� ⇔ � ��
�'�!#�$�!�
�,�	 	����,
	�����!#�$ ��

���	� ⇐ .���$�!(���!���)�� ���'� �� ���'� �!���)�� �����) ���-��,
 �� ���'�

⇒ 

��������	� � = (��� ) �$.�!� �'��(�� ⇒ ∃ π .���� ��π(�) > � �� = �, . . . , ���

�������� �����!��� 
�
.,!�	 � ����$��
 ��������� 
 �'!�
 �'����� 
/��
�� π 
 �����!��-
� �'���.�% .����	 � = ���� ��π(�) �� � π−� �!���)
� �����
� �= � ������ � < � �� � = �� + (� − �)(� − �)−�(�− ��) � ����� ��
(� − �)−�(�− ��)���� �����) ���-��,
� (� − �)−�(�− ��) �$.�!� �'��(�� ��
������-- ���
�� .�'�	 ���� ��

"�����# ������ ��

&����
		�� � = (	��) �'��!� ����#�� ⇒ �,���� π ��
��+

	�π(�) > ��

����� &1
�����'��2%��������)+ ������ ����� � = (
,� ,� )
�!
�� �
!�
�

∃ � ���� 
�� �����( �!
����!�

�
�!
���� � ⊆ 
�
�+

|{� ∈ � |∃� ∈ � : (� , �) ∈ �}| ≥ |� | &�������������).

�������� ���	� /��
�� 
,� = {�, . . . , �}	 (� , �) ∈ � 	 �
 ��� �= �� ����� ��������
π ↔ 
�� �����% .!�����!� � �-��� "���'� � ≤ {�, . . . , �}��� ���
��
�′ = {� |��� �= � �
�
���
 � ∈ ����}�

|�| =
∑
�∈�

�∑
�=�

��� =
∑
�∈�

∑
�∈�′

��� =
∑
�∈�′

∑
�∈�

��� ≤
∑
�∈�′

�∑
�=�

��� = |�′|,

���!� ���,��0� 
 �
������������



����������� ��	
��� 
 ��	���������

������� �	
��

�
�� ���

� �������
��
�����

�������� 	
�������
�������� � ����
���� ���� �
���������������� ��������� (� − λ)

∏
�−�

�=�
(� − μ� ), ����

|μ� | < |λ| �� = �, . . . , � − ���  �!��� �� �∈ (�− λ� )C� "�
�� = ����� #���� � 〈��〉 �$%�� ���"� &������!���& "� �
&���	�"��"�& � λ$��� ������' ���	����"��

(	�������� %��!������	����' �	���)����* ��� � �+�������,

�
����� �������������� ���� � �����-� �����%��* λ > 

��!��!��

 ���	�"��"����� #���� ����→∞( �λ�)

� � ������!��
���-�"� � λ$���	������"��� .!� ������� ������ ��$�� 〈����〉
�!� λ$���	������� 	���� !��� ���"���� ����,

�������������
��� �� := �"������ ��!��"!�������*
��+� := ��� * &������	���&�
/��� �����%�� �$��* ��!� �$�� �� �+���-�� ���	�������

� ��
�
�������

� � × ���� �����

� = �� � �	
� � � ×���� 
��


������ � � × ���� �����

	��
����


�������� 	
���
��������
����������������
�
������������ � = �� � ��������	���

������ �������	����� ������ = ���

������ � ����� 	��
����


� := �� 
��


������ ��� = (��)��� = ������ = ���

� = �� � � = �−��
��� � = ��  

����������	
��
	�����


������ �����
 !�
� �"�
#�� $�

� �= � ������ �⊥��	 
��
 ���������

τ� : � �→ � − �
(�,�)
(�,�)� = � − � �

∗
�

�
∗
�
�

������� � �������� ��������� � − �

�
∗
�
��

∗

����������� �� �����	������ 	����	��	


�#������%
� �"�
#�� �

� !� � ,� �= ��

� = |� |
|� |� − �

�
⊥ = � �� � ���� 	�	�" !�#	��$�%�

τ� : � ↔ |� |
|� |�

��
��������� ����������	
��
	�����

��

� � × ���� �����

� = � ���� 
���
!�� 	 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

"

#
   

#

⎞
⎟⎟⎟⎠

$� � �= #� ��
��� 
� � � ↔ |� |	 �%&� �����'�

$� � = #� 
� = �


�� ���� 
���
!� 
�� = |� |	  


� = �� − (�′�′� � �	
� �′ � ���
�������� ⊥ �
���
��&�
�


�� = �− (�′���� �(��) ����������

��
��������� ����������	
��
	�����

�� ���


�� ���� 
���
!� ����)��

*�&+���� � ,
)) ���� � − " × � − "��� �′ )�
&&,����

�′ = 
 ′
� · · ·
 ′

��
′,

���� �′ � − �× � − ��	
 �	�
� �
���
���� � ≤ ���(�− �, � − �)�

�	��	� 	 = �, � . . .��	 �� =

⎛
⎜⎜⎝
�

� ′
�

⎞
⎟⎟⎠�

� =

⎛
⎜⎜⎝
� �

�′

⎞
⎟⎟⎠ ��� 	�
� 
�� ��� 	�
� 
����


�� = 
� · · ·
�� � �
� � = �� � �	
� � = 
�
� · · ·
� 

����&�����
� �(���(�, �)��) 

��
��������� 
 �����������


&��'�
����( ��&� -�	 � = �� 
���
!�� ��� ������&� �

������)��� ������ !
������& �&&
� ��� = ��� �� � �����

� × ���� )�
&&,� �!!�� ���

�������	�����
��


���������,���& ����� ��
 

)�������� �
 = �� � �	
� 
 !���+������ �����' �� � �����

����� ���&.� �������� � ����'�� �

 �= #� 	� � ≤ � / �	
 = # 	�

� > � ��
� 	� � > �  

����������� �� 	�	�	�� ���
�	� ������ ���� �� �
 !� " �����#$% �
���! &���	�

$��
	�#�&'$ 	�� ��������� ����	$ � �����#$� �	� �
 !� " ������� ��(� )��

���	���

��
��������� 
 ��
��������


������������ ���
� &�!���

�+����&+��� ���)���))� ���� ��+�������� ��
� �������	����

0�1�)�� �23 	������� &�����))�� ����
�	���� 
��&���

����
����
 ���	��� �����
�� ���
. &�������� &�!	��� �

���)���������



� �������	
��
�

�� = �

�� = ���� ��� ������� �� �	
�� 
���������

���

�� = ���� ��� ������� �� �	
�� 
���������

��+� := ����

��+� = ��+���+� ���+� ������� ��+� �	
�� 
���������

���������	
 ��+� = ��
� ����

�	
�� ��,��, . . . ,�� ,��+�, . . . �������� 
����
��

���� ������ �������
� ���������


� �������	
��
� ���

�� = �
���

�� = ����

��+� := ����

���

�
��
��� �	
���	
	� �	

	�� ����	���
 � �	���

� 
��!�	
"������
���

���
� �����
 #� � $����%� &	�� ��
�� �������

� � �����	��	
 ���
������� ���� � � �� �
 ����������
 �����	��	
� ���
����������

����

'����� ���%����� �&��� ���(
����	�
	� ����%���� ��
�������

��������	�����	
���

����
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