1. tétel

Az optimadlis hozzdrendelés problémdja, Egervdry algoritmusa.
Def.: Paros graf G = (4, B; E), ha V éle 1 A-beli és egy B-beli cstics kozott fut.
Def.: M élhalmaz parositds, ha semelyik két M-beli élnek nincs k6z6s végpont;ja.

Def.: A javitd ut, olyan at, amely nem parositott A-bdl indul és nem parositott B-be vezet, ugy, hogy
minden mdsodik él parositasbeli.

Def.: Az alternald ut, olyan at, amely nem parositott A-bdl indul és B-be vezet (lehet parositott és
nem parositott is, ebben kiilonbozik a javito uttdl), ugy, hogy minden masodik él parositasbeli.

Tétel: M maximalis méretd, akkor és csak akkor, ha NEM LETEZIK Al és B1-beli pontok kozott
alternalo ut.

Cimkézés definicio
Adott G = (A, B; E) paros graf, I: (A U B) = R cimkézés (csucs sulyfliggény), ha mindena € A,b € B
ésab €El(a) + L(b) = w(ab).

Lemma

Rendeljiink a G = (4, B; E) paros graf minden v csticsahoz egy |(v)eR cimkét ugy, hogy minden e =
{a, b} élre l(a) + L(b) = w(e) teljeslljon. Ekkor a maximalis 6sszsulyu teljes parositas 6sszsulya
legfeljebb Y. ,caup L(V).

Bizonyitas
Legyen M egy tetszGleges teljes parositas. Mivel M élei minden pontot egyszer fognak le, ezért

w(e) < Z 1(@) + 1(b) = Z I(w)

e={a,b}eM e={a,b}eM VEAUB

Lemma
G = (4, B; E) paros grafban w élsuly-fliggvény, c cimkézés, M teljes parositds és minden
e ={x,y} € M élre c(x) + c(y) = w(e) teljestl, akkor M maximdlis 6sszsulyu.



2. tétel

A linedris programozds alapfeladata, kétvaltozds feladat grafikus megoldasa.
Linedris egyenlétlenségrendszer megolddsa Fourier-Motzkin elimindcidval.

A linearis programozas alapfeladata
A linearis programozas alapfeladata: egy egyenl6tlenségrendszer megoldasai koziil kivalasztani azt,
amely egy szintén linedris célfliiggvény szerint optimalis.

A mxn-es matrix, x egy n dimenzids, b egy m dimenzids, ¢ egy n dimenziés vektor. A LP alapfeladata
ekkor:

max{cx: Ax < b}
Megjegyzések:

e ax = B helyett —ax < —f

e ax=fhelyettax < Bés-ax < —f

e min{cx: Ax < b} helyett max{(—c)x: Ax < b} (aztan ellentett-vétel a végleges
megoldashoz)

Kérdések:

1. Van-e Ax<b-nek megolddsa?
2. A megoldasok halmazan cx korlatos-e?
3. Melyik x-re maximalis cx?

3. tétel

Farkas-lemma (két alakban). A linedris program célfiiggvénye feliilrdl
korldtossdgdnak feltételei.

Farkas lemma 1.
A kovetkez6 két rendszer kozill pontosan az egyik oldhaté meg:

(1) Ax<b
(2) yYA=0,y=0;, yp <0

Bizonyitas
Kettének egyszerre nincs megolddsa, mert: 0 = 0x = (yA)x = y(Ax) < yb < 0.

Tétel: Ax < b (max{Cx}) tegyiik fel, hogy megoldhatd. Akkor és csak akkor feliilrél korlatos, ha
YA = c; y = 0 rendszernek létezik megoldasa.



4. tétel

A linedris programozds dualitdstétele (két alakban). A linedris programozds
alapfeladatdnak bonyolultsdga (biz. nélkiil).

Tétel: LP Dualitastétele
Tegytik fel, hogy Ax < b max{Cx} megoldhatd és felllrél korlatos a megoldasok halmazon, ekkor

(1) yA = ¢; y = 0; min{yb} rendszer is megoldhat6 és alulrdl korlatos (max{Cx} = min{yb})
(2) a primal programnak Iétezik maximuma, a dudlisnak minimuma
(3) maximum = minimum

Ekvivalens alak

Ha max{cx: Ax < b; x = 0} (primal) program megoldhat¢ és feliilr6l korlatos, akkor a

min{yb: yA = c; y = 0} (dudlis) program is megoldhato és alulrdl korlatos; a primal programnak
|étezik maximuma, a dudlisnak minimuma, és ezek megegyeznek.

LP bonyolultsaga
e Ax < b-t kiegyenlité x megoldasok kozul van-e, ami fellilrél korlatos cx-en?
o NP-beli: x tanu
o coNP-beli: dualis megoldasa tanu
e szimplex mddszer (1947) nem polinomialis, de gyors
o ellipszoid mddszer (1979, Hacsijan) polinomialis, de lassu
e belsé pontos mddszerek (1984, Karmakar) polinomialis, de lassu

Tétel: LP Dualitastétele 2
Ha Ax < b; x = 0; max{Cx} megoldhaté a célfiiggvény fellilrél korlatos a megoldasok halmazan,
akkor

(1) yA = c; y > 0; min{yb} rendszer is megoldhato és (max{Cx} = min{yb})
(2) a primal programnak Iétezik maximuma, a dualisnak minimuma
(3) maximum = minimum

x = 0 miatta primal feltétel erGsebb lesz a nem negativitds miatt, a dudl pedig gyengébb.



5. tétel

Egészértéki programozds: a feladat bonyolultsaga, korldtozds és szétvalasztds
(Branch and Bound)

Egészértékii programozas
e |P alapfeladat: max{cx: Ax < b, x egész}
e |P dudlisa: min{yb: yA =c,y = 0,y egész}
e max{/P} < max{LP} = min{DLP} < min{DIP}

A feladat bonyolultsaga
e Ax < b-t kiegyenlits x egész megoldasok koziil van-e, ami fellilrél korlatos cx-en?
o NP-beli: x tanu
o nincs dualitdstétel: nem adddik a co-NP-beli.
o NP-teljes: visszavezetés a 3-SAT problémara.

Tétel
Az (IP) probléma NP-teljes.

6. tétel

Totdlisan unimoduldris madtrix fogalma, példdk. Egészértékii programozds
totdlisan unimoduldris egylitthatémadtrixszal. (biz. nélkiil) Alkalmazds pdros
grdfokra és intervallumgrdfokra.

Totalis unimodularis (TU) matrix
A matrix TU matrix, ha a matrix minden négyzetes részmatrixdnak determinansa 0, 1 vagy —1.
Sziikséges (de nem elégséges), hogy a matrix elemei is csak 0, 1 vagy —1 érték(iek lehetnek.

Pl: E (1)] egy TU matrix

Tétel: Paros graf incidencia matrixa TU.

Tétel: Irdnyitott graf incidencia matrixa TU.

Egészértékii totalisan unimodularis egyiitthatomatrixszal

Tétel: Ha az A totdlisan unimodularis matrix, a b egész koordinataju vektor (minden koordinataja
egész), c pedig tetsz6leges valds vektor. A max{cx: Ax < b} (LP) feladat megoldhaté és maximuma
véges, akkor az Ax < b; max{cx}megoldhatd és a célfiiggvény felllrdl korlatos, akkor 1étezik olyan
x* egész megoldasa a rendszernek, hogy cx* = max{cx}

Tehat, haaz ATU, b egész, akkor IPopt = LPopt.



Lemma
Egy matrix totalis unimodularis marad, ha
(1) egy sorat/oszlopat (—1)-gyel szorozzuk
(2) egységvektort hozzavesziink sorként/oszlopként
(3) egyik sorat/oszlopat Uj sorként/oszlopként hozzavessziik
(4) transzpondljuk

Illeszkedési matrix
Legyen az n-pontu G grafnak e éle és definidljuk az n*e méret(i B(G)=(bij) matrix elemeit gy, hogy:

0 ha a j — edik él nem illeszkedik az i — edik ponthoz
bij = 1 ha a j — edik élnek az i — edik pont a kezd8pontja
-1 ha a j — edik élnek az i — edik pont a végpontja

Legyen b;; = 1 akkor is, ha a j-edik €l az i-edik ponthoz illeszkedd hurokél. Irdnyitatlan esetben is ez a
definicid, csak ott a j-edik él mindkét végpontjanak megfelel§ matrixelem 1. Ezt a B(G) matrixot a G
graf illeszkedési matrixanak nevezziik.

Tétel
Minden irdnyitott graf illeszkedési matrixa totdlisan unimoduldris.

Tétel
Paros graf illeszkedési matrixa totdlisan unimodularis.

Maximalis 6sszsulyu parositas IP feladatként
Jel6lések: x indikator, hogy egy él benne van-e a parositasban. w tetsz6leges (él)sulyfiggvény, B
illeszkedési matrix (paros graf [évén TU).

Feladat

max{wx: Bx < (1,1, ...,1)T,x > 0}. Az x > 0 feltétel miatt B-t kiegészitjiik az m X m-es
egységmatrix ellentettjével, de ez nem valtoztat TU tulajdonsagon. A w adja meg az élsulyokat. A
Bx < (1,1, ...,1)T azt jelenti, hogy az egy csticsbdl kiindulé élek koziil legfeljebb egyet valasztunk ki
- parositas. Mivel B TU matrix és b egész vektor, ezért x egész vektor (IP feladat) (pontosabban 0
vagy 1 értékd).

Dualis

max{wx: Bx < (1,1, ...,1)T,x = 0} = min{y(1,1, ...,1)T: yB > w; y > 0}. Ekkor y megoldas minden
v cstcshoz egy c(v) cimkét rendel. A yB = w azt jelenti, hogy c(a) + c(b) = w(e) mindene =

{a, b} € E élre (Egervary Jend).




7. tétel

A linedris és egészértéki programozds alkalmazdsa halézati
folyamproblémdkra.

Jelolések
G = (V, E) iranyitott graf
e s, t €V kétkitlintetett csucs
e c:E - R, nemnegativ kapacitdsfiiggvény. x: E — R, tetsz6leges fliggvény.
o 0,(V): v-be belépb élek Gsszege x szerint
o §,(v): v-bél kilépb élek bsszege x szerint
e Egy x flggvény akkor folyam, ha minden v € V\{s, t} esetén g, (v) = 8, (v)
o x flggvény megengedett, ha minden e élre: x(e) < c(e)
o Afolyam értéke 8, (5)—0,(S) = 0,(t) — 6,(t).

Ford-Fulkerson tétel
A maximalis folyam értéke megegyezik a minimalis vagas értékével.

Lemma
Legyen x: E — R, olyan flggvény, amely minden v € V\{s, t} esetén 6, (v) < o, (v), tovabba
O, (s) < 0, (t). Ekkor x folyam.

Bizonyitas

Minden v € V\{s, t} pontbdl vegylink fel egy Uj e = (v, t) élt, az Uj graf legyen G’. Minden Uj e élhez
rendeljik hozzd az x'(e) = 0, (V) — 6, (v) = 0 értéket (amennyivel tobb a belépd, mint a kilépd), a
régi éleken maradjon az érték x'(e) = x(e). A kapott x’ figgvény G’-ben nyilvan folyam, ezért

0,/ (t) = 6,7(s). Masrészt 0,/ (t) = 0,(t) és §,7(s) = 5,(5). Alemma feltételei alapjan:

0x(t) = 6,(s) = 6,7(5) = 0,7 (t) = 0,(t). Mivel csak egyenlbség allhat, ezért o, (t) = 0,(t), ami

csak akkor teljesilhet, ha x folyam.

LP feliras

Egészitsiik ki G grafot egy e* = (¢, s) pszeudo éllel, (értéke lesz majd a folyam értéke, jeloljuk p-vel),

az igy kapott graf illeszkedési matrix legyen B*. Minden v € V\{s, t} csucshoz tartozik egy sor, melyre

teljesul b,x < 0 (ez folyamnal azt jelenti, hogy a belépd élek 6sszege nem kisebb, mint a kilép6ké;

0, (V) —0,(¥) <0 - 6,(v) < 0,(v)). B*x* < 0rendszer alapjan 6, (s) —u < 0, illetve u —

0,(t) <0, dsszevontan: 6, (s) < u < 0, (t). Az el6z6 lemma miatt §,.(s) = u = o,(t), vagyis a
folyam értéke .

] Keressiik a maximalis folyamot, vagyis
B 0 max{(0,0, ...,0,1)x*: B*x* < 0;x* > 0; x < c}. Azx < c feltételt
" _11 < hozzavesszik a matrixhoz (ez lesz az E egységvektor és a hozzd
|| tartozd crész a b vektorban) az alabbi formaban, ezt jeldljuk M-
E 0 1 mel




Dualis
max{(0,0, ...,0,1)x*: Mx* < (0,0, ...,0,¢); x* = 0} = min{y(0,0, ...,0,¢c): yM = (0,0, ...,0,1); y = 0}
irjuk fel masképp y-t: y = (m(v)|w(e))
Ekkor:
(1) t(v)=0,w(e) =0
(2) mindene = (u,v) élesetént(u) —w(v) + w(e) =0
(3) n(t) —n(s) =1

A dualis valtozoi kozul m(v) a csucsokhoz, w(e) az élekhez rendel értéket.

Ekkor a cél min{},.cx w(e)c(e)} minimum.

Allitas
Amp;p = min{).cpw(e)c(e)} értéke megegyezik a haldzati folyam minimalis vagasanak értékével
(mc).

Bizonyitas

Egy mc vagashoz konnyen készithetd olyan it és w, amelyre Y. .cg w(e)c(e) = m¢, a kdvetkez6k
szerint. Legyen S (s € S) és T (t € T) diszjunkt halmazok, akkor v € S esetén w(v) = 0, v € T esetén
legyen m(v) = 1. Minden e él, ami S-bél T-be mutat: w(e) = 1, egyébként w(e) = 0. A

Y.w(e)c(e) = mg teljestl, ebbbl mp;p < m adodik, a masik irdnyd egyenlétlenséget kell belatni.

Az M matrix TU, ezért (Egészértékd totalisan unimodularis egyttthatématrixszal) alapjan y is
egészértékil (mivel min{yb: yA = c; y = 0} rendszerbeli c is egészértékd). Legyen adott (1, w)
optimalis, egészérték( megoldas, ebbdl kiindulva elkészitlink egy (rt’, w’) 0 vagy 1 érték(i optimalis
megoldast. Legyen

han(v) < n(s)

I( ) _ {0)
mv) = 1, egyébként

.~ _ (0, haw(e) =0
wi(e) = {1, haw(e) > 1

Ekkor (r’, w’) (1) és (3) nyilvan teljesil

(2) indirekt: e = (u, v) él esetén 7' (u) — ' (v) + w'(e) < 0, ekkor a 0 — 1 értékiiség miatt 7' (u) =
w'(e) =0, ' (v) = 1 esetben valdsulna meg, ekkor i’ definicidja miatt
w(v) > n(s) = m(u), ami ellentmondana (2)-nek, mert w’ definicidja miatt w(e) = 0.

Optimalis, mert Y w'(e)c(e) < Y w(e)c(e), mertw'(e) < w(e).

LegyenS ={veV:n'(v) =0}ésT = {v € V:n'(v) = 1} a fentiek szerinti S (s € S) és T (t € T). Ha
egye = (u,v) élreu € S ésv € T, akkor (2) miatt w'(e) = 1. Minden mas élen w’(e) csak akkor
lehet 1, ha c(e) = 0, mert w'(e) = 0-ra véltoztatdsa utan a feltételek tovabbra is fennallnanak, és
Y w(e)c(e) csokkenne. Ezért az S és T kozott feszul6 élek alkotta vagas értéke mp; p, igy

me < Mprp.



Alkalmazas minimalis koltségii folyam keresésére
Minden élhez rendelhetd egy k koltség is. Ekkor kitlizhet6 egy olyan feladat, ami a legaldbb M
nagysagu folyamok kozott keres minimalis koltséglit.

Megfogalmazasa linearis programozasi feladatként:
min{kx: B*x* < 0,x* = 0,x < c,u = M}

Alkalmazas tobbtermékes folyamra

Legyen adott egy G=(V,E) iranyitott graf és abban k darab pontpar: (s1,t1),(s2,t2),...,(Sk, tk). G-t tovabbra
is képzelhetjuk ut- vagy cs6haldzatnak, az (s;,ti) pontparok pedig a k darab szallitand6 termék
termeld-, illetve fogyasztéhelyének felelnek meg. Végiil legyen adotta c: E — R,
kapacitasfiiggvény. A feladat egy megoldasa abbdl all, hogy minden élhez k darab szdmot fogunk
hozzarendelni.

Ezekre is alkalmazhaté a LP, a legalabb 2 termékes folyamoknal mar az egyetlen ismert hatékony
algoritmus. IP ezekre mar NP nehéz.



8. tétel

Matroid definiciéja, alapfogalmak (bazis, rang, kor). Példak: linedris matroid
(mdtrixmatroid), grafikus matroid, uniform matroid. A rangfiiggvény
szubmodularitdsa.

Matroid definicid
A matroid egy olyan halmazrendszer, amely kielégiti a fliggetlenségi axidmakat (lasd lejjebb):

M = (S,F), ahol S az alaphalmaz, F pedig az S részhalmazainak egy része

Matroid definicio (fiiggetlenségi axiomak)
Legyen E tetszéleges véges halmaz, F € 2F matroid, ha:
(F1)@ e F
(F2)Ha X € FésY C X, akkor Y € F (X 6sszes részhalmaza is F-ben van)
(F3)Ha X,Y € F és |X| < |Y]|, akkor létezik olyanz € Y — X — ben, amelyrex + z € F

Alapfogalmak

Az M = (E,F) matroidban az alaphalmaz F-hez tartozd részhalmazait fiiggetlen halmazoknak
nevezzik. A maximalis (nem bévithetd) figgetlen halmazok a matroid bdzisai. Egy minimalisan
Osszefliggd (egy elem elvételével mar fuggetlen) halmazt kérnek neveziink. Az egyelem( kor hurok.
Az M matroidban egy X € E halmaz rangja r(X): egy X-beli maximalis figgetlen halmaz mérete. A
matroid ranga r(E).

Def.: (E,F) matroidban ha XSE és X€EF, akkor X fliggetlen.
Def.: (E,F) matroidban ha XSE és X&F, akkor X 0sszefliggd.
Def.: ha X maximalis elemszamu fliggetlen halmaz, akkor bazisnak hivjuk
(XSF ésVaeS\Fre (X+a) ¢ F)
Def.: ha X minimalis elemszamu 6sszefliggé halmaz, akkor kérnek hivjuk.
( XSSkor, X¢F ésV a € X-re (X-a) €F)
Def.: X rangja r(X) = az X altal tartalmazott maximalis fliggetlen részhalmazok (kbzos) elemszama.

Def.: Hurok: 1 elem( halmaz.

Lemma
Legyen (E,F) matroid, A € E. Ha X; és X maximalis fuggetlen halmazok A-ban, akkor |X;| = |X;].

Bizonyitas
Indirekt: |X;| < |X,|. (F3) miatt létezik olyan e € X, — X;, amelyre X; + e € F, vagyis X; nem
lehetett maximalis.

Példak
e Grafikus matroid (kdrmatroid): G graf altal indukalt matroid. E = {G élei}, F = {G-beli erd6k}
Adott G = (V, E) graf.

S=E,Fc E élhalmaz;



FE F akkor és csak akkor, ha F kérmentes (azaz erdd).

e Linedris matroid: A matrix dltal indukalt matroid. E = {4 oszlopai}, F = {A linedrisan
fliggetlen oszlopai}.

Adott egy A matrix.
S = A matrix oszlopainak halmaza (oszlop vektorok)

B: A bazis oszlopainak halmaza (néhany oszlop)

B € F akkor és csak akkor, ha a B-ben 1év6 vektorok linearisan ey
fliggetlenek. f/ ’ \\ \\\
[ )
e Uniform matroid.: \\-\E,_\ a 7/_ ) //
i //

S: tetsz6leges véges halmaz, jeldlje n az elemszamat.
Adott k= 0 nem negativ egész
X € S, X€ F akkor és csak akkor, ha |[x| < k
vagyis:
F = {S legfeljebb k-elem(i részhalmazai} (0 < k < n), jel6lése: Un,k.
Specialisan: Un,n: teljes/szabad matroid, Un,0: trivalis matroid.
Egy uniform matroid grafikus, ha Uno, Un1, Unn-1, Unn alaka.
e Particiés matroid:
S alaphalmaz, adott egy felbontasa az S-nek. P1... Pe
PluP2u..Pe=S;PinPj=0i+*j—re
Minden Pi-hez rendeliink egy ai nem negativ egészet.

X C S, X€ F akkor és csak akkor, ha |xn Pi | < ai

0. tétel

Mohé algoritmus matroidon. Matroid megaddsa rangfliggvényével, bdzisaival
(biz. nélkiil). Matroid dudlisa, a dudlis matroid rangfiiggvénye.
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Moh¢ algoritmusos tétel
Tétel: Legyen S tetszdleges halmaz, F pedig az S részhalmazainak azon része, ami teljesiti F1, F2-
t.

(S, F) akkor és csak akkor matroid, ha a mohé algoritmus minden w: § = R, nemnegativ
sulyfiiggvényre optimalis megoldast ad.

Bazisos megadas ( Bazis: Maximals nem bdvitheté fiiggetlen halmaz)
Legyen B egy matroid bazisainak a halmaza. Ekkor

(B1) B #+ @ (van bazis, a bazisok halmaza nem Ures)

(B2)Ha By, B, € B, akkor |B,| = |B,

(B3)Ha By, B, € B és e € B;\B,, akkor létezik olyan f € B,\B;, melyre By —e + f € B.

Tétel: Legyen B egy halmazrendszer, az S fiiggetlenségi halmazon, melyre B1, B2, B3 teljestil.
Ekkor az (S, F) matroidot alkot, ahol F = { X € S:Létezik B; € B, hogy X < B} ( Azaz F olyan X
halmazbdl 4ll, amelynek részhalmazai valamely B-beli halmaznak).

Def. : Adott M; = (S1,F;1), My = (S3, F,) matroidok. M; izomorf M,-vel, ha létezik S; = S, (¢)
bijekcié, hogy X € S; ,x € F; akkor és csak akkor, ha ¢ (x) € F,

Def.: Egy M matroidot grafikusnak neveziink, ha l1étezik olyan G graf, hogy M izomorf M(G)-vel
(vagyis G kormatroidjaval)

Def.: Egy M linears, ha létezik egy A (valds) matrix, hogy M izomor A vektormatroidjaval.

Tétel: Minden grafikus matroid linearis.

10. tétel

Elhagyds és dsszehtizds. Matroidok direkt 6sszege, 0sszefliggdsége. T test felett
reprezentdlhaté matroid dudlisanak T feletti reprezentdlhatésdga.

Csonkolas
Adott egy M = (S, F) matroid és egy k < r(M) egész. M-nek a k-ra csonkoltja.

M' = (S,F"), ahol,F' = {X € F:|x| < k}, vagyis F —b6l kidobjuk a k-nal nagyobb fiiggetleneket.
PI. U8,6 k=3 --> U8,3

Matroidok direkt 6sszege
Legyen My = (51, F;) és M, = (S5, F,) két matroid a diszjunkt S; és S, nemiires alaphalmazon.

M1 N M2 = 0. A két matroid direkt 6sszegeazaz N = M, + M,

N=(51UT2\T) T={X§Sl,52:x1051€7:'1]§:5 xanZEfz}
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Dualis
Adott egy M = (S, F) matroid és B az M bazisainak halmaza. M* az M dudlisa, ahol M* = (S, F*), B*
az M* bézisai.

B* = {S — B: B € B*}, vagyis az M* bazisai az M bazisainak komplementerei.

Tétel: Legyen M(G) a G graf kérmatroidja. (M(G))* akkor és csak akkor grafikus, ha G graf
sikbarajzolhato.

Tétel: Ha az M matroid linearis, akkor az M* is linearis.

Elhagyas
M = (§,F) matroidésae S

M\a: Az a elhagydsdval kapott matroid: M\a = (S — a, F') matroid, ahol
F'={x S S —a, x €F}.Pl: grafikus matroid esetén ez megfelel egy él elhagyasanak.

Osszehuzas
M = (S,F) matroidésa e S

M/a: az a 6sszehlzasaval kapott matroid: M/a = (S — a, F'") matroid, ahol
F'={xcS—a x+a€F}

Tétel
Az elhagyasok és 0sszehlzasok folcserélhetSk. Minden M matroid N minora (elhagydsok és
Osszehuzasok sorozata) elGall N = (M\A)/B alakban, ahol A és B diszjunkt halmazok.

Tétel
Elhagyas és Osszehuzas dudlis mivelet: (M\X)* = M*/X és (M /X)* = M*\X.

Def:
Legyen M egy matroid, az N matroid az N-nek minora, ha megkaphatd az M-bél néhdny elem
torlésével és 6sszehlzdsaval

Tétel: Ha M matroid grafikus, akkor M-nek az 6sszes minora is grafkus.

Matroidok 6sszefiiggosége
Egy matroid 6sszefliggd, ha nem all el6 matroidok direkt 6sszegeként. Egy grafikus matroid akkor
Osszefliggd, ha a graf kétszeresen 6sszefliggd.

12. tétel

Matroidok dsszege. k-matroid-metszet probléma, ennek bonyolultsaga k > 3
esetén.
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Matroid osszege def
M; = (S, F;) és M, = (S,F,) azonos az alaphalmaz!

Matroidok 0sszege M, V M, = (S,F;), aho

Fs={XCS S|hogyX =X, UX, és X; € F,, illetve X, € F,.) vagyis X el6all egy F;-beli és egy F,-
beli elem unidjaként. Ahhoz, hogy X fliggetlen legyen az 6sszegben elég, hogy |étezzen egy 1 ilyen
felbontas.

Tétel
Matroidok 6sszege is matroid.

Matroid metszete def
M; = (S,F,) és M, = (S, F,) Ezek metszete M1IN M2=H{X € S |X € F,,X € F,}, vagyis X mind a
két matroidban fliggetlen.

2-matroid metszet probléma
k-matroid metszet probléma (MMPy): adott k darab matroid k6zos alaphalmazon: M; = (E,F;),i =
1,2, ..., k. Létezik-e valamely konstans p-re p-méret( halmaz N F;-ben?

Az eredmény nem minden esetben matroid.

Tétel: 2-matroid metszet probléma: két matroid esetén, MMP, € P

Biz: M;=(E,F1), M,=(E,F,), p egész. Ha p>min(ry,r.), nem a valasz. Csonkoljuk a matroidokat addig,
amig a rangjuk min(ry,rz,p)-re nem csékken. Ezzel a problémat redukaltuk k6zos bazis keresésére.
ri=r,=p-re a valasz akkor és csak akkor igenl8, ha M;VM,*=(E,2E).

e =:ha Mj-nek és My-nek van kdzos B bazisa, akkor Mx*-ban E-B bazis, E=BU(E-B) egy
felbontdsa az 6sszegnek, azaz az 6sszegben E flggetlen, tehat M,;VM,* szabadmatroid.

e <:legyen E=CUD egy olyan felbontasa a szabadmatroidnak, ahol CEF; és DEF,*.
|E] £ |C|+]|D] = ri(C)+r2*(D) £ r1(E)+r2*(E) = r1(E)+| E|-r2(E) = | E]|.
C és D diszjunkt bazisok = C koz6s bazisa Mi-nek és M;-nek.

Def.: Egy M=(E,F) matroidot szabadmatroidnak nevezziik, ha E barmely részhalmaza fliggetlen.

MMPy bonyolultsaga
MMP NP-teljes (k>3) esetén

Bizonyitas
NP-beli, mert p-elem( kdz0s bazis tanu

MMP; visszavezethetd irdnyitott Hamilton-Ut keresésére, ami NP-teljes.

e Mi=(E,F1)-ben XSE-re XEF; & az X részgrafban minden pont be-foka legfeljebb 1 és u be-
foka 0.
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e Msy=(E,F;)-ben XSE-re XEF, & az X részgrafban minden pont ki-foka legfeljebb 1 és v ki-foka

0.
e Mjs a graf kérmatroidja.

M1, M; és M3 k6z0s |V |—1 elem( bazisai G irdanyitott Hamilton-Utjai.

Tétel: MMPy k>3-ra NP-teljes.
Biz.: az el6z6 bizonyitdsban definidlit M, M, és M3 matroidokhoz vegylink hozza k-3 db

szabadmatroidot.
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13. tétel

A k-matroid particiés probléma, ennek algoritmikus megolddsa. A 2-matroid-
metszet feladat visszavezetése matroid particios problémdra.

k-matroid particids probléma

MPPy: adott k matroid (Mi=(E,F;), i=1...k). Kérdés: a matroidok 6sszege a szabadmatroidot adja-e,
vagyis E elGall-e E;U...UE alakban Ugy, hogy Ei€F; Vi-re. Feltehetd, hogy az Ei halmazok diszjunktak,
ezért hivjak a feladatot matroid particiés problémanak.

Lemma: MPP NP-beli, mert tanu ra egy particionalds, és a tanu linearis id6ben ellenérizhetd.
Lemma: MPP, coNP-beli, mert tanu ra egy X<E halmaz, ami biztosan 6sszefiiggd az 6sszegben, azaz

>ri(X)<]X].

Lemma: MPPy P-beli.

Algoritmus

Induljunk ki az Vi E=@ allapotbdl. Ekkor Ei€F:. Az E; halmazokat addig bévitjik, amig az unidjuk E nem
lesz, vagy ha nem bdvithets, mutatunk egy X tanut.

A bévitéshez bevezetiink egy n+k pontu iranyitott segédgrafot, amelynek

e Csucsai E elemei U {ps, ..., px}. pi az E; particié segédpontja.

e (x=>pi) € E(G), ha x&E; és EjU{x}EF..
Az ilyen tipusu élek azt jelképezik, hogy az E; particiéba felvehets x a flggetlenség
megsértése nélkal.

e (x=y) € E(G), ha Ti x&E;, yeE;, E\U{x}&F;, de EjU{x}-{y}EF.
Az ilyen tipusu élek azt jelentik, hogy az E; particidban az y elem kicserélhet6 x-re a
fliggetlenség megsértése nélkiil.

1. Megkeressik a legrovidebb irdnyitott utat (E-UE;)-bdl {p, ..., pk}-ba.

2. Havanilyen ut, javitunk az Ut mentén, azaz végrehajtjuk a cseréket. UE; mérete 1-gyel né.
Azért kell a legrovidebb Uton végigmenni, mert kiilénben nem garantalt, hogy a cserék soran
nem séril a particidk flggetlensége.

3. Kulonben STOP, nemleges a valasz, és a tanu az (E-UE)-bél irdnyitott Gton elérheté pontok
halmaza.
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2-matroid-metszet probléma
MMP: adott k matroid (Mi=(E,F), i=1...k) és egy p egész szam. Kérdés: |étezik-e Fi-knek legaldbb p
méretl kozos elemik?

Tétel: MMP,€EP.

Biz: M;=(E,F1), M,=(E,F,), p egész. Ha p>min(ry,r,), nem a valasz. Csonkoljuk a matroidokat addig,
amig a rangjuk min(ry,rz,p)-re nem csékken. Ezzel a problémat redukaltuk k6zos bazis keresésére.
ri=r,=p-re a valasz akkor és csak akkor igenl6, ha M1VM,*=(E,2°).

e =:ha Mji-nek és Mj-nek van kozos B bazisa, akkor M,*-ban E-B bazis, E=BU(E-B) egy
felbontdsa az 6sszegnek, azaz az 6sszegben E fliggetlen, tehat M;VM,* szabadmatroid.
e &:legyen E=CUD egy olyan felbontdsa a szabadmatroidnak, ahol CEF; és DEF,*.
|[E| < |C|+]|D]| = ruy(C)+r2*(D) < r1(E)+r2*(E) = ra(E)+|E[-r2(E) = |E].
C és D diszjunkt bazisok = C koz6s bazisa Mi-nek és M;-nek.

Def.: M = (E,F) csonkoltja M’ = (E,F’) ahol F' az F elemeit tartalmazza a bazisokon kivil. A matroid
rangja ettél eggyel csokken.
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20. tétel - Megbizhato halozatok terv.

Globdlis és lokdlis élosszefliggoség és élosszefliggdségi szam fogalma. A(G)
meghatdrozdsa folyamok segitségével (négyzetes es linedris szdmu
folyamkereséssel).

Megbizhato halozat

Teenddk:

o megbizhatdsag kiszamitasa
e megbizhaté haldzat tervezése minimalis koltséggel
o megbizhatdsag ndvelése minimalis koltséggel

Osszefiiggdségek
Def.: Egy G = (V, E) grafban u, v € V pontok kozotti lokalis élosszefiiggbség (A(u, v)) az u és v
pontok kozotti éldiszjunkt utak szama.

Def.: Egy G = (V,E) grafban u, v € V pontok kozotti lokalis 6sszefligg&ség (x(u, v)) az u és v pontok

kozotti bels6leg pontdiszjunkt utak szama.

Def.: Egy G graf k-Osszefligg6 (pontosszefliggd), ha létezik k+1 cstcsa és barmely maximum k-1 darab

csucsat elhagyva 6sszefliggé marad.
Def.: Egy G graf k-élosszefligg6, ha barmely maximum k-1 darab élét elhagyva 6sszefiiggé marad.
A k-6sszefliggGségbdl kovetkezik a k-élosszefliggbség.

Def.: A A(G) élosszefliggbségi szam az a maximalis k érték, hogy a G graf még k-élosszefiiggd.

Def.: A k(G) 6sszefligglségi szam az a maximalis k érték, hogy a G graf még k-0sszefiiggd.

Altalanosan igaz, hogy: 1(G) = k(G)

Példa arra, hogy a graf 2-él6sszefliggs, de nem 2-6sszefliggs:

- I
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21. tétel - Megbizhato halozatok terv.

A(G) meghatdrozdsa osszehuzdsok segitségével, Mader tétele (biz. nélkiil),
Nagamochi és Ibaraki algoritmusa (biz. nélkiil).

Osszehuzas fogalma

G G_uv
'/-7\| IK_\‘l
\ A \_/
— \ - 3 e /___7_____,---
U (T
AL vy - Uv—

Egy G grafban az u és v pont 6sszehuzasaval keletkez pontot nevezziik uv-nek. Ha az eredeti grafban
u és v kozott volt él, abbdl az Gj grafban uv-hez tartozoé hurokél lesz. Ha az eredeti gfrafban u-bdl és
p-bdl is ment él egy kdzos p pontba, akkor abbdl az Gj grafban uv és p kozti parhuzamos élek lesznek.

Osszefiigg6ség kiszamitasa osszehtzasokkal

G-bdl készitlink egy hdldzatot egységnyi élsulyozdssal, és A(G) meghatarozasahoz keressiik a
maximalis folyamot, vagyis a minimalis vagdst. Alkalmazzunk most olyan mddszert, amihez nem kell
folyamot szamolni.

Tétel: Két pont 6sszehuzasaval a vagds nem csdkkenhet, és csak akkor néhet, ha az 6sszes minimalis
véagas a két pont kozott halad at. Vegyiik tehdt A(G) = min{A(u, v), A1(Gy )}, ahol G,y a G-bél az u és
v pontok 6sszehlzasaval kapott graf. Ezt n—1-szer kiszamolva megkapjuk A(G)-t.

Biz.: Belatjuk, hogy A(G) legfeljebb A(u, v), legfeljebb A(Gy,), és az egyikkel egyenl§ is.

e AG) < A(w,v). Trividlis a A(G) = miny, yey(g)uzvA (U, v) definicié miatt.
e A(G) < A(Gyy)
Ha G, nem 6sszefliggd, akkor az 8sszehuzas el6tt G sem volt az (az allitas megforditva nem
igaz, ha G nem Osszefliggd, akkor G,,,, lehet az, pl.: egy C2-b4l és egy izolalt pontbdl all6 graf
esetén a C2 egyik pontjat az izolalt ponttal 6sszehlzva 6sszefliggé grafot kapunk).
A(Gyy) = k esetén G,,-nek van k olyan éle, amit elhagyva szétesik. A G,,,,-beli vagés G-re
transzformadlva a megfelel§ k élt elhagyva G is szétesik, mert ha nem igy lenne, akkor az
0sszehUzas utédni G, is 6sszefuiggs lenne. Ezért A(G) < k biztosan teljesil, A(G,,,) = k miatt
AG) < AUGyy)-
o k=AG) = A(u,v) vagy 1(G) = A(G,,)- Vegyiunk egy k él(i vagast G-ben.
o Haakéltelhagyva u és v kilonb6z6 komponensben vannak, akkor A(u, v) < k, azaz
A(u, v) < A(G). Korabban beldttuk, hogy A(G) < A(u, v), tehdt A(G) = A(u, v).
o Ha ugyanabban a komponensben vannak, akkor G,,,, is szétesik ugyanannak a k élnek
az elhagyasaval (mert u és v 6sszehlzasa nem teheti 6sszefuggévé), tehat A(G,,,,) <
k, azaz A(Gy,,) < A(G). Kordbban belattuk, hogy A(G) < A(G,,), tehat A(G) =
A(Guv)'
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Max-vissza sorrend
Def.: A graf pontjainak egy (v4, vy, ..., V) sorrendje max-vissza sorrend, ha i < j esetén
d(v;, Vi—1) = d(v},Vj_4), ahol d(vy, V;_1) a vicb6l {vy, ..., v;_1 }-ba mené élek szédma.

Max-vissza sorrend készitése esetén az elsGként valasztott csucs tetsz6leges lehet.

Mader tétel
Minden G grafban létezik olyan u, v € V(G) cstcspar, hogy A(u, v) = d(v), ahol d(v) a v pont
fokszama.

Ha u és v a max-vissza sorrend szerinti utolsé két pont, akkor A(u, v) = d(v). Ha tehat minden
iterdcidban az 6sszehlzandd part a max-vissza sorrend utolsd két pontjaként valasztjuk, akkor a
A(u, v) egyszerlien d(v) fokszama lesz. igy eltekinthetiink a folyam szamoldsatal.

Nagamochi és Ibaraki algoritmusa
Legalabb kétpontu grafra.

1) A=

2) készitsuk el a graf max-vissza sorrendjét. Ha d(v,,) < A, akkor legyen 1 = d(v,,). Ha még
legalabb harom pontu a graf, akkor huzzuk 6ssze a max-vissza sorrend szerinti utolso két
pontot, GOTO 2. Egyébként STOP.

Nem ismert hasonld eljards a pontdsszefliggfség kiszamitasara és iranyitott grafokra sem.
VLS| Huzalozas

A huzalozasi feladat, alapfogalmak

Adott egy téglalap alaku aramkoéri lap, melynek szélein kivezetések helyezkednek el,

ezeket terminaloknak nevezzik. A netek meghatarozzak, hogy mely terminalokat kell egymassal
elektromos szempontbdl 6sszekotni, csoportonként kilon-kuldn. A huzalok természetesen egy rétegen
belll nem metszhetik egymast, valamint minimalis tavolsagot is kell tartani egy-egy huzal k6zo6tt. Utébbi
probléma négyzetracs alkalmazasaval oldhaté meg, ugy, hogy huzal csak a racs élei mentén haladhat.

Egy huzalozas Manhattan-modellbeli, ha szomszédos rétegeken csak kilénbdz6 iranyd huzalszakaszok
futnak, azaz felvaltva tartalmaznak fligg6leges és vizszintes huzalszakaszokat. Ellenkezé esetben a
huzalozas megszoritas nélkiili modellben van.

Gallai algoritmusa

Gallai algoritmusa linearis id6ben ad optimalis (minimalis huzalozas-szélességet felhasznald) megoldast
Manhattan-modellben az egysoros huzalozasi problémara, melynél a terminalok az aramkori lapnak csak
az egyik oldalan (egy sorban) helyezkednek el.

Az algoritmus menete a kdvetkez6:

1 A neteket bal szélsé terminaljuk szerinti ndvekvé sorrendbe rendezziik. 1 Ha az 1 ... i-1 sorszamu netek
huzalozasa kész

= haazi. net vizszintes huzalszakasza belefér valamelyik "megkezdett" sorba, ott elhelyezzik

= hanem, Uj sorba tesszik
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Ha terminalsor vonalara merdleges tetsz6leges egyenes mentén mért terhelést az egyenest metsz6 netek
szamakeént definialjuk, az algoritmus linearis idében elvégzi a huzalozast ugy, hogy annak szélessége
megegyezik a legnagyobb terhelésl egyenes terhelésével.

TODO: bizonyitas
Csatornahuzalozas k rétegen a Manhattan modellben

Csatornahuzalozasnak az olyan feladatokat nevezziik, ahol a terminalok a lap két szemkozti szélén
helyezkednek el. A rétegek szama el6re meghatarozott, cél a feladat megoldasa minél kisebb
szélességben. A rétegeket - mivel Manhattan-modellben dolgozunk - fliggéleges és vizszintes huzalozasu
rétegekre bontjuk, ezek szamossagat f-fel ill. v-vel jeldljuk (f + v = k).

Az el6éz6 feladathoz képest annyit valtoztatunk a terhelés mérésén, hogy nem racspontok kdzoétt, hanem
racspontokon keresztlil mend egyeneseken mérjik. A legnagyobb terhelés értékét d-vel jeldljik ez a feladat
slrisége.

Tétel: Egy csatornahuzalozasi feladat Manhattan-modellbeli megoldasanak minimalis
szélessége legaldbb [d/v]
Tegytuk fel, hogy van w szélességli huzalozas. Mivel d terhelés(i egyenest csak a vizszintes rétegek

ow > d—w > [dfv]

soraiban metszhetnek szakaszok és ilyen sorbol vw van, azé

Tétel: Minden csatornahuzalozasi feladat megoldhato rd/ (f - 1” szélességben (ha
f2 2), és ilyen megoldas talalhatd is linearis id6ében.

Csatornahuzalozas a kétrétegl, megszoritas nélkili modellben

Csatornahuzalozasnak az olyan feladatokat nevezziik, ahol a terminalok a lap két szemkozti szélén
helyezkednek el. Minden ilyen feladat megoldhaté kétrétegli aramkori lapon, megszoritas nélkili modellben
alkalmas (nem feltétlendl optimalis) szélességben, ilyen megoldast linearis idében talalhatunk.

El6szor egy specialis esetet bizonyitunk be, melyben minden netnek pontosan egy északi és egy déli
terminalja van. A huzalozas soran a kévetkez6 sorrendben kétjluk be a neteket:

1 EK-DNy tipusu netek (/ alak): déli terminalok x koordinataja szerinti névekvé sorrendben, igy nem metszik
egymast 1 egyenes bekotések (| alak): sorrent érdektelen, nem metszhetik egymast 1 ENy-DK tipust netek
(\ alak): északi terminalok x koordinataja szerinti nOvekvd sorrendben

Végll az altalanos esetet visszavezetjik a specialisra oly médon, hogy amennyiben valamelyik oldal
(északi, déli, vagy mindkettd) nem felel meg a fenti specialis esetnek, a megfelel6 terminalokat a 23.
tételben emlitett Gallai-féle algoritmussal egysoros huzalozasként kezelve 6sszekdtjuk, majd netenként
"kivezetink" egy fliggdleges huzalt, igy mar alkalmazhat6 a specialis esetre kidolgozott algoritmus.

Switchbox-huzalozas, alsé becslés a rétegek szamara, fels6 becslés

Switchbox-huzalozasnak az olyan feladatokat nevezziik, ahol a terminalok a lap mind a négy oldalan
elhelyezkedhetnek. Erre az esetre Hambrusch tétele kimondja, hogy tetsz6leges k szamhoz talalhato olyan
feladat, amely nem oldhaté meg k rétegen még a megszoritas nélkdli modellben sem.

TODO: bizonyitas
Alsé és fels6 becslés a rétegek szamara
[m]+1<k<2[m] +4

szélessége

ahol m = max(n/w, w/n), n és w pedig a lap magassaga ill.
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