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Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2011. oktober 20.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirésa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az ttmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Az utmutatéban szerepls
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo megoldas ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely dtmegy a P(3;1; —1) ponton és nincs kézos
pontja az alabbi egyenletrendszerekkel megadott e; és e; egyenesek egyikével sem.
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A két egyenes iranyvektora v, (3; —6;2) és vy(2; =5;1). (1-+1 pont)
Mivel a keresett siknak nincs kozos pontja sem ej-gyel, sem es-vel, ezért mindkettével parhuza-
mos, (1 pont)
vagyis a normalvektorai merélegesek v,-re és v,-re. (2 pont)
A keresett siknak normalvektora tehat példaul a v, x v, vektorialis szorzat. (1 pont)
Ezt a tanult képlettel meghatarozva:
i j ok
oy = | 3 =6 2 | = ((=6)-1=2:(=5))i— (3:1-2:2)j+ (3 (—5)—(~6)-2)k = (4;1; ~3).(2 pont)
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A kapott normalvektor és P segitségével a sik egyenlete mar a tanult képlettel felirhato:
dr +y — 3z = 16. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a teljes érték megoldashoz valojaban hozzatartozna annak ellenérzése is, hogy
a kapott sik nem tartalmazza sem e;-et, sem es-t; ehhez csupan egy-egy pontot kellene mutatni e;-en
és eg-n, amelyek nincsenek a kapott sikon. Ennek hidnyaért ne vonjunk le pontot, viszont ha olyan
megoldo, aki egyébként nem kapna maximalis pontot, ellendérzi ezt, annak ezért 1 pontot adjunk.
Megjegyezziik tovabba, hogy a feladatbeli stk nem volna egyértelmt, ha e; és e; parhuzamos volna; ez
nincs igy, mert v, és v, nem skalarszorosai egymasnak. A megoldasban azonban erre nem sziikséges
hivatkozni, mert a feladat szovegébdl feltételezhetd, hogy a keresett sik egyértelmi. (Egyébként ha vy
és vy parhuzamos volna, akkor a megoldasban v, x v, = 0 adodott volna.) Természetesen a normal-
vektor meghatarozasahoz nem sziikséges a vektorialis szorzat fogalma: valamivel tobb szamolassal a
v, -n =0, v, -n =0 Osszefiiggéseket felhasznalva is megkaphato egy alkalmas n normaélvektor.
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A matrixokbol all, amelyekre A - X = 0 teljestil. (0 a 2 x 2-es, csupa 0 maéatrixot jeloli.) Igaz-e,
hogy W alteret alkot a 2 x 2-es méatrixok szokasos Osszeadas és skalarral szorzas miiveletekkel vett
vektorterében?

2. Legyen X = és W ={AeR??: A.- X =0}, vagyis a W halmaz azokbol a 2 x 2-es

* ok ok ok ok

Az el6adason tanultak szerint azt kell eldonteniink, hogy W zért-e az 6sszeadasra és a skalarral szor-
zasra, vagyis barmely Ay, Ay € W és A € R esetén igaz-e, hogy A; + As € W és A- A; € W.(2 pont)
Ha A; + Ay € W, akkor Ay - X =0 és Ay - X = 0. A tanult azonossag (a matrixszorzas disztributi-
vitasa) miatt (A; + Ay) - X = A1 - X 4+ Ay - X, vagyis (A1 + A2) - X =0+0=0,igy Ay + A, € W

valoban igaz. (4 pont)
Hasonloan, (A- A1) - X =X (A - X),igy (A- A1) - X =X-0=0, igy A- A; € W isigaz. (3 pont)
Ezért a feladatbeli allitas igaz, W alteret alkot. (1 pont)

Megjegyezziik, hogy némi szamolassal belathato, hogy a feladatbeli X matrixra az A- X = 0 feltétel-
nek valojaban csak az A = 0 felel meg, igy W = {0}. Ennek megmutatasara azonban nincs sziikség
a feladat megoldasahoz. A teljes értéki megoldashoz azt viszont val6jaban ellenérizni kellene, hogy
W nem iires; ez nyilvan igaz, hiszen a 0 benne van. Ennek hidnyaért ne vonjunk le pontot, ha viszont
olyan megoldo, aki egyébként nem kapna maximalis pontot, ellenérzi W nemiires voltat, annak ezért
1 pontot adjunk. Megjegyezziik tovabba, hogy a fenti megoldés nem téamaszkodott arra, hogy X
épp a feladatban megadott konkrét métrix, ugyanez az allitas tehat tetszéleges X matrixra is igaz.
Ennek ellenére természetesen elegends csak a feladatbeli konkrét X-re megoldani a feladatot.

3. Egy 100 dimenziés V' vektortérben adott 100 kiilonb6z6 bazis. Bizonyitsuk be, hogy a 100 adott
bézis mindegyikébdl kivalaszthato egy-egy vektor gy, hogy a kivalasztott vektorok egyiitt szintén
bézist alkossanak V-ben!
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Legyen a feladatbeli 100 béazis By, Bo, ..., Bigo. A kivant béazis elkészitéséhez sorra vessziik a bazi-
sokat és mindegyikbdl kivalasztunk egy-egy vektort gy, hogy az addig valaszott vektorok egytitt
mindig linearisan fiiggetlen rendszert alkossanak. (1 pont)
Elindulasként valasszunk egy tetszéleges b, € By vektort; ez 6nmagaban valoban linearisan fiiggetlen
(lévén sz6 a linearisan fliggetlen B rendszer egyik vektorarol). (1 pont)
Tegyiik fel, hogy valamely 1 <1 < 100 esetén mér sikertilt kivalasztani a b, € By, b, € Bs, ..., b, € B;
vektorokat ugy, hogy by, b,, ..., b, linearisan fiiggetlenek. Mivel V-ben van 100 elem linearisan fiig-
getlen rendszer (barmely bazis az), ezért a tanult tétel szerint minden generéatorrendszer legalabb
100 elemd, igy by, b,, . .., b, nem generatorrendszer. (2 pont)
Ezért a B, bazisnak is kell legyen olyan vektora, amely nincs benne a (b, ..., b;) generalt altérben;
ha ugyanis B;;; minden vektora kifejezhetd volna a by, . . ., b, vektorok linearis kombinacidjaként, ak-
kor — mivel B;;; generatorrendszer, hiszen béazis — V' minden vektora is kifejezhets volna a by, ..., b,
vektorok lineéaris kombinéciojaként. (2 pont)
Vélasszunk tehat egy tetszdleges (by,...,b;)-be nem tartozo, B;.i-beli vektort és legyen ez b, 41
Ekkor by,...,b;,b;,; valoban linearisan fliggetlen, mert kiilonben az el6adason tanult lemma (az
sajonnan érkezé vektor lemmaja”) miatt b, € (b, ...,b;) mégis igaz volna. (2 pont)
A fentiek szerint tehat megkaphat6 a by € By,by € Ba, ..., 0100 € Bigo linearisan fiiggetlen rendszer.
Allitjuk, hogy ez mar bazis is; ha ugyanis nem volna az (vagyis nem volna generatorrendszer), akkor
a fent leirt lépés tjabb megismétlésével (Bjg; helyére tetszdleges bazist képzelve) a by, ..., 0100, bi01
linedrisan fiiggetlen rendszert kapnank. Ez azonban ellentmondas: mivel V-ben van 100 elemd gene-
ratorrendszer (barmely bazis az), ezért minden linearisan fliggetlen rendszer legfoljebb 100 vektorbol

allhat. Igy a kapott by, by, . . ., b, rendszer valoban bizonyitja a feladat allitasét. (2 pont)



4. Dontstik el, hogy a ¢ valos paraméter milyen értékeire van megoldésa az alabbi egyenletrendszer-
nek! Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset!

ZE1+2ZE2—5I‘3+ZL‘5:4
3$’1+8!E2—9[E3+2ZE4+3I‘5:2
—2{L‘1—5l‘2+7l‘3+2l‘4—81‘5 =6

2x1 + 6x —4dz3 +c-xq+ (c—15) - x5 = 13

* ok ok ok ok

A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezdket kapjuk:
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Ha ¢ = 7, akkor az utols6 sor csupa 0, igy elhagyhato. Ekkor a Gauss-eliminéaci6 folytatasaval az
alabbi redukalt 1épesds alakot kapjuk (két tovabbi, vezéregyes f6l6tti elem , kinullazasaval”):
1 0 —-11 0 =3 20

0 1 3 0 2] =8 (2 pont)
0 0 0o 1 -2 3
Ekkor tehéat végtelen sok megoldas van: z3 = a € R, x5 = f € R ,szabad paraméterek”,
1 =204 1la+ 38, 1o = =8 — 3a — 23, x4 = 3+ 2. (2 pont)

Ha viszont ¢ # 7, akkor az utolsé sor (3¢ — 21)-gyel osztasaval és a vezéregyesek f6l6tti nemnulla
elemek (4 darab) ,kinullazasaval” kapjuk a redukalt lépcsds alakot:
1 0 —-11 0 0| 17
0 1 3 0 0| —6

00 01 0| 1 (2 pont)
0 0 0 0 1|-1
Ekkor is végtelen sok megoldas van: z3 = a € R, vy = 17 + 1la, 29 = —6 — 3a, 4 = 1,
x5 = —1. (2 pont)

Ha valaki szamolési hibat vét, de egyébként a megoldés elvileg jo, az szamolési hibanként 1 pont
levonast jelentsen. Ha a szédmoléasi hiba kovetkeztében a megoldés konnyebbé valik, akkor sajnos
csak a fenti gondolatmenetnek lényegében megfeleltethetd részekért adhatoé pont. Ha egy megoldo
(akar helyes) szamolasokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek a
szamitdsok nem célratoréek, nem mutatjak egy helyes megoldas iranyat, azért csak nagyon kevés
pont (maximum 2-3) adhato az elvégzett munka hasznossagatol fiiggGen.



5. Hatarozzuk meg (det A + det B) értékét, ahol A és B az alabbi matrixok.
1 2 5 3 2 7 8 16
1 4 3 7 1 4 3 7
A= 3 9 13 19 B= 39 13 19
1 4 6 23 1 4 6 23

* ok ok ok ok

A determinansokra vonatkozo, az el6adason tanult egyik tulajdonsig szerint az

1+2 247 548 3+16

1 4 3 7

3 9 13 19

1 4 6 23
determinéns értéke épp az A és B determinansanak 6sszegével egyezik meg. (5 pont)
Mivel a fenti determinéns két sora (az els§ és a harmadik) megegyezik, ezért (egy masik tanult tu-
lajdonséag szerint) az értéke 0. (4 pont)
Igy det A + det B = 0. (1 pont)

A feladat természetesen megoldhato det A és det B (példaul Gauss-eliminacioval valo) kiszamitasa-
val is: ekkor det A = 8 és det B = —8 adodik. Ebben az esetben a det A + det B Gsszeadasért (a
fenti pontozasnak megfelelen) 1 pont jar, a maradék 9 pontbol pedig — amennyiben a megoldason
latszik, hogy a megoldé a determinédns kiszamitasanak modszerével egyébként tisztaban van — min-
den szamitéasi hibaért 1 pont vonandé le. Ha a megoldasban elvi hiba van (példaul sor vagy oszlop
konstanssal szorzésa vagy sorok vagy oszlopok cseréje esetén a determinans értéke megvaltozasanak
figyelmen kiviil hagyéasa), akkor a szamitasért (a det A + det B sszeadéason kiviil) 2-3 pontnal tobb
nem adhato; az is csak akkor, ha az elvégzett eliminacios 1épések egyébként a helyes cél iranyaba
mutatnak. Ugyancsak nem adhat6 2-3 pontnal tobb egy olyan megoldénak, aki ugyan helyes elimi-
nacios lépéseket végez, de ezek a szamitasok nem célratoréek, nem mutatjak egy helyes megoldas
irdnyat.

6. Az nxn-es A matrix f6atlojanak minden eleme , a matrix osszes tobbi eleme —. Hatarozzuk

n
meg az A?°'! métrixot (vagyis annak a 2011 tényezGs szorzatnak az eredményét, amelynek minden
tagja A).

* ok % kX

Els6 1épésként az A? méatrixot hatarozzuk meg.
A matrixszorzas definicidja szerint A% f6atlojanak minden eleme

(”;2)2+(n—4j-<§§)2: (2 pont)

(n—22+nm—-1)-4 n?

)
— 2\ (-2 —2\°
Hasonl6an, A%-ben a f6atlon kiviil minden elem 2 - <n ) <—) +(n—2)- <—) = (2 pont)
n

n n
= (—4)~(n—2)2+ (n—2)-4:%:0' (1 pont)
n n
A fentiek szerint tehat A% = E (ahol E az n X n-es egységmétrix). (1 pont)
Mivel M - E = M minden M matrixra igaz, ezért A3 = A2 - A=F - A=A A'=A3 A=A-A=F,
stb. Tehat az A paratlan hatvanyai A-val, paros hatvinyai E-vel egyenldk, igy A1 = A. (3 pont)
Az utols6 3 pontért indoklasnak elfogadhato az A20M = (A2)1005. 4 = p1095. A = |- A = A szamitas

is (akkor is, ha a megoldo6 az (A™)™ = A™™ azonossagot indoklas nélkiil hasznélja fel).

5= 1. (1 pont)




