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1. Differencialegyenletek

1-2. Mit neveziink homogén/inhomogeén linearis diffencialegyenletnek?

Definicio: Ha a differencialegyenletben nincs alytag, mely allandé, vagy amelyben
nem szerepel az ismeretlen fliggvény és egyik dgaveem, akkor a differencialegyenletet
homogénnek mondjuk, ellenkieesetben pedig inhomogénnek.

3. Adja meg a linearis differencialegyenletek megdésanak altalanos alakjat.

Definicio: Egy differencialegyenlet__altalanos mieldsanak nevezzik azt a
paramétereket tartalmazo fliggvényt, melyben a patenek megengedett megvalasztasai
esetén mindig a differencidlegyenlet megoldasatjukapés a paraméterek megfélel
valasztasaval az 6sszes regularis (majdnem azs)saegoldas éhll. (A differencialegyenlet
ugynevezett szingularis megoldasai nem allithalékag altalanos megoldasbdl, de ezek a
megoldasok az alkalmazasokban nem fontosak.)

A megoldés altalanos alakp:= y(x, c) megoldashalmaz.

4. Mit neveziink szétvalaszthatd valtoz6ja egyenlesk?

Definicio: Egy elérendi differencialegyenlet _szétvalaszthaté valtozoju, ha
y' = g(x)h(y) alaku, vagy algebrai atalakitadsokkal ilyen aldkoahaté. Ezen altalanos alak
azt jelenti, hogy az ismeretlen fliggveny derivaijy olyan szorzattal egyénimelynek egyik
tényedje csakx-t6l, a masik pedig csak-tol fugg.

5. Mit neveziink elérendii linearis differencialegyenletnek?

Definicio: A differencialegyenletbendbrdulé legmagasabb retaiderivalt rendszamat
a differencialegyenlet rendjének nevezziik.

Definicio: Linearisnak nevezzik azokat a diffeiéfegyenleteket, melyekben az
ismeretlen fluggvény és derivaltjai csakodiatvanyon fordulnak ) és szorzatuk sem szerepel.
Ellenkez esetben nemlinearis differencialegyerdiereszélink.

6. Az allandok varialasanak moédszere?

A partikularis megoldas meghatarozasanak két meédm@ az egyik_az allandok
varialasanak médszere, a masik a hatarozatlantegyaik modszere. Az @bi moédszer abbol
all, hogy a kiszamitott homogén altalanos megol@das= y(x,c)) konstans tagjaitx
flggvényeként értelmezzikyvérialjuk”), és az igy kiszamitott fliggvényt visszahelyettesi
kapunk egy partikularis megoldast.

7. Mit nevezink kezdetiérték-probléméanak?

Definicio: Kezdeti érték feladatrol akkor beszédjima azn-edrend differencial-
egyenlet megoldasat olyan feltétellel keresstukyhremy bizonyos helyen adott az ismeretlen
fuggvény és derivaltjainak értéke, kivéve azedik derivaltat. llyenkor az A&ltalanos
megoldasban szerépparameéterek értékét a plusz feltétetdkbeg lehet altalaban hatarozni,
és egyértelitt megoldast kapunk, mely a differencidlegyenlet legyrtikularis megoldésa.
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8. Mi az a karakterisztikus egyenlet?

Definicié: Az y"+py' +qy=0, p,ge R alakad differencidlegyenleteket
masodrendl linearis allandé egyutthatés homogén differenggdmleteknek nevezzik. Ezek
megoldasat ugyanigy= ce’?* alakban keressiik, mint ahogyan azmladi egyenleteknél.

Vegyuk ennek a fliggvénynek azdéeés masodik derivaltjat:
y' = 2Ace™®, y" = A?ce?
Helyettesitstik be ezeket a differencialegyenletbe:
A2ce™ + pAce™™ + qce™ =0 - ce(A2+pri+q) =0

Ezt az egyenletet eloszthatjuk?*-szel, merte?* nem nulla, a = 0 esetben pedig
trividlis megoldast kapunk, ezért feltesszik, hagy 0. Az igy kapottA? + pA+q =10
masodfoku egyenlet a differenciadlegyenlet karagitilius egyenlete.

9-11. Mi az allandé egyutthatés homogén masodrefidiifferencidlegyenlet megoldasa
abban az esetben, ha a karakterisztikus egyenletnédét killbnb6zé valés gyoke van/egy
kétszeres valds gyoke van/nincs valds gytke?

Harom esetet kell megkulonbdztetni aszerint, hagynasodfokl egyenletnek két
kulénbod valos, egy kétszeres valés, vagy két komplex gyiéke

1. Ha a karakterisztikus egyenletnek két kuloribdalos gyoke(d,, ;) van, akkor a
differencialegyenlet altalanos megoldasa:
y = cle’llx + cze’lzx
2. Ha a karakterisztikus egyenletnek egy kétszere§svglyoke(d) van, akkor a
differencialegyenlet altalanos megoldasa:
y = c,e™ + cxe
3. Ha a karakterisztikus egyenletnek két komplex gybke, = u * it) van, akkor
ezek konjugalt parok és a differencidlegyenletidtias megoldasa:
y = c;e** costx + c,et* sintx

Ax

12. Szamolja ki egy fuggvény derivaltjanak Laplacaranszformaltjat!
HaL{f ()} = F(s) = L{f' ()} = sF(s) — £(0).

Elemi figgvények Laplace-transzformaltjai és invieanszformaltak(n € N; a, w € R)

f(t) L{f (£)}(s) F(s) L7HF(s)}(t)
n! n
e S %F(s) —t"f (t)
at 1
© s—a Fs—a) | f(t)e®
sin wt L
2 + w2 1 1
—F(- f(at)
coswt | —— (@ -
s2 + w?
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13. Mikor mondjuk, hogy az F(x, y(x)) + ¥'(x)G(x, y(x)) = 0 differencialegyenlet
(masképp: azF(x,y)dx + G(x,y)dy = 0 differencidlegyenlet) egzakt?

Definicio: A Pl,y)dx+Q(x,y)dy =0 differencialegyenletet _ egzakt
differencialegyenletnek nevezzik, haFrF(x,y), melynek teljes differencidlja a
P(x,y)dx + Q(x,y)dy.

dF = P(x,y)dx + Q(x,y)dy, F, =P, FE,=Q

A differencialegyenlet megoldasélx,y) = C, C € R

Tétel: LegyenP és Q folytonosan differencialhatdé aZ < R? nyilt, egyszeresen
0sszefug§ tartomanyon é +# 0. =

r_ P(x,y) . A —
Y =" oo egzakt differencialegyenlet haP, = Q,

14. Mit nevezink integralo tényeének?

Definicio: Tegyuk fel, hogy &(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 differencialegyenlet nem
egzakt, azazP, # Q,. Ekkor a folytonosan differencialhatqu(x,y) fliggvényt a
differencialegyenlet egy integrald téng@gmek, vagy mas néven az Euler-féle multi-
plikdtordnak nevezzik, ha ezzel megszorozva(g y)P(x,y)dx + u(x,y)Q(x,y)dy =0
differencialegyenlet mar egzakt, aza#), = (uQ),. Két specialis esete:

l. y-tol figgetlen: Il. x-t6l fuggetlen:

M’ Py — Qx #I Qx _ Py
(,y) =plx) = —=—7— ,y)=puly) =—=—7—
ux,y) =p P 0 u(x,y) = uly P P
15-16. Mit az és hogyan adhaté meg egy @lendii lineéris allandé egyutthatos
differencialegyenlet-rendszer alaprendszere, ha agtértékek egyszeresek és valdsak?

Definicio: A homogeén linearis differencialegyentendszerek megoldasai vektorteret
alkotnak. Ez azt jelenti, hogy két megoldas linre&dmbinacidja szintén megoldas. Az
edrend. homogén lineéris differenciadlegyenlet ésmaegyenletbl allé elrendi homogén
lineéris differencialegyenlet-rendszer megoldadawektorteren dimenziés. A megoldasok
vektorterének tetéiteges bazisat alaprendszernek nevezzik.

Y = [ehatyl | elntyn],

aholAy, 4, ... 4, ésV1, V2 ... V™ a differencidlegyenlet egyitthatomatrixanak sajékei és az
ezekhez tartozo sajatvektorai.
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17. Oldja meg a kovetkeé& egyenletet:y(x) + y'(x)x = 0.

y(x) +y'(x)x =0

—dy = ——dx
/ y x
y+xy =0
' [5or=-Jze
xy'= -y y Yy = P
/ y
== Inly| = —Infx| + C
1, 1 lyl = |x|7te®
_y [
y=_, Cl>0
ldy 1 X
ydx  «x

2. Komplex fuiggvenytan

1. Hogyan értelmezziik komplex fliggvény vonalintegifat?

Definicio: LegyenL egy rektifikalhatd (mérhétivhosszu) gorbe a komplex sikon,
Zy, 271 .- Zn, €QY lehetséges felosztdsac C, f: U —» C komplex fuggvény folytonos-en.=

0= 2 6050 = limo = | 1)

aholo az integralkozelét 6sszegp; z,_;z, iv tetsdleges pontja.
2. Hogyan szamitjuk ki komplex fliggvény vonalintegdljat?

Tétel: LegyenL egy rektifikdlhatd gorbe a komplex sikankezd- ésf végponttal,
H € R, z: H - C folytonosan differencialhatf, ]-n,U < C, f: U — C folytonosL-en.=

B
ff(Z)dz =] f(z(®)z()dt.
L a

3. Mit mondanak ki a Cauchy-Riemann egyenletek?

Definicié: LegyenU € C,f:U - C, f(z) =w = u+ iv. Ekkor a Cauchy-Riemann
egyenletek:

{ux =17y
uyz—vx

Tétel: f komplex differencialhata, + ia, = a pontban, ha ott léteznek v-nek a
parcialis derivaltjai és azok kielégitik a CauchigfiRann egyenleteket.

Megjegyzeés: f komplex differencialhaté H <€ C-n, ha minden pontjaban
differencialhato.
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4. Mikor nevezink egy komplex fliggvényt regulérisni?

Definicid: f(z) komplex flggvény_requlérig,-ban, ha3id > 0: Ss(zy)-on f(z)
differencialhato.

Medfigyelés:f(z) komplex fuggvény regularis pontjai nyilt halmalkodnak.
5. Mikor neveziink egy tobbvaltozos fuggvényt harmakusnak?

Definicié: u(x,y) kétszer folytonosan differencialhaté tobbvaltozigygvényt
harmonikusnak nevezink, Aa = 0, aholA aLaplace-operator.

6-7. Mit nevezink egy fliggvény harmonikus parjanalkés mikor létezik?

Definicio: Egy fuggvény harmonikus pérja, vagy nmés/en_harmonikus tarsa egy
masik figgvény, ha azt regularissa teszi. Ez aldterik, ha az eredeti fliggvény harmonikus
fuggveny.

8. Milyen tartomanyon értelmezhebt reguléris logaritmusfliiggvény?
Definicio:w =Inz & z = e%

KévetkezményDo(In z) = C\{Re{z} < 0}, aholDo (domain) a fiiggvény értelmezési
tartomanya.

9. Bizonyitsa be, hogy csak valos gydkei vannaksin és acos flggvénynek.
Euler tétele” = cosz + isinz

Az Euler tételBl definialni tudjuk asin z ill. a cos z komplex fliggvényeket.

A elZ+e—lZ
. cosSz & ———
1Z LA
{e_i —cosz+l_51_nz - i 2 .
e ¥ =cosz—isinz e —e

ksinz A T

Tovabba tudjuk, hogy az* komplex fliggvénymi szerint periodikus, ezért a#
periodusa&n. Ezek alkalmazaséaval:

sinz=20 cosz=0
eiz _ e—iz =0 eiz + e—iz =0

iz — (—iz) = 2kmi,k € Z ez = —1
z=kn 2iz =Ln (—1)

2iz=Inl1+mi+ 2kni,k € Z

Sy
Z—2 Tl

10. Hogyan értelmezziik a komplex kiteéis hatvanyokat?

Definicid: f (2)9® = 9@ Inf(2) ( éadelen’®)
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11-12. Melyek ach és azsh fuggveny gyokei?

A definiciokbdl hasonlé alakra juthatunk, minttealer tétel.
e?+e’?
2 :{ezzchz+shz

eZ —e 2
shz &
2

Tovabba tudjuk, hogy & periddusa&ni. Ezek alkalmazasaval:

chz 2

e ?=chz—-shz

shz=20 chz=0
e?—e?=0 e“+e?=0

z—(—2) =2kmi,k €Z e?? = -1
z = kmi 2z =Ln (-1)

2z=Inl1+mi+ 2kni,k €Z

Z=(g+kﬂ)i

13. Vonalintegralokra vonatkozé Newton—Leibniz-tét&
Tétel: LegyerT” < C nyilt, egyszeresen Osszefidggrtomanyz,,z,,z, €T, f: T - C
regularisT-n.=

IF(2):F(2) = j f@dr,  F@)=f) = j F(@dz = F(z;) — F(z1)

14-15. Mit mond ki a Cauchy-féle integralformula ésannak altalanositasa?

Tétel: LegyenT < C nyilt, egyszeresen 0sszefidgg@grtomany,z, € T, f: T\{zo} = C
regulérisT\{z,}-on, C egy T-beli, pozitivan iranyitott Jordan-gorbe (egys$z@mnmagat nem
mets3®), zart gorbe), ami a, pontot a belsejében tartalmazza.

1 f@

fz0) = 2mi CZ—ZOdZ
Altaldnosan:
n! f(2)
(m) = d
f (ZO) an fc (Z _ ZO)n+1 Z

16. Mit mond ki a Cauchy-féle integraltétel?

Tétel: LegyerT < C nyilt, egyszeresen dsszefidggrtomany,f: T — C regulérisT-n,
C egyT-beli, pozitivan iranyitott Jordan-gorbe.

if(z)dz =0
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17. Mit nevezlnk egy Laurent-sor § részének?

Definicid: egyz,-hoz tartoz6 Laurent-sobfésze

-1

D enlz— 200",

—00

aholc, = = ﬁdz, aholC z,-at pozitiv irAnyban megketilordan-gorbe.

27l VC (z—zy)*1
18. Mit nevezlnk izolélt szingularitasnak?

Definicié: z, izolalt szingularis pontj#i(z)-nek, hads > 0: S5(z,)-on f (2) reguléris.

19-24. Mikor nevezziikz,-t megszintetheé szingularitasnak,n-edrendi polusnak vagy
Iényeges szingularitdsnak és hogyan latszik ez azzd tartoz6 Laurent-soran?

Izolalt szingularis helyek osztalyozasa:

z, pontbeli hatarérték z,y koruli Laurent-sor
1. megszuntethét : 4 : -
>gszunte lim f(z) veges nincs Brésze
szingularitas z-2
lim f(z) = . (1 4
. z—>20f @) a féreszn tagbal all
2. n-edrend polus n az a legkisebb pozitiv egész, amire Cn  _Co2 ()
lim (z — zy)"f (2) véges. (z=2z0)* " (z=20) = (2-20)
zZ-Z,
3. lényeges szingularitas A Jim f(2) a frészoo sok tagbol all

25. Mi az f fuggvény reziduuma az, pontban és hogyan szamithato ki a Laurent-sor
egyutthatoibél?

Definicid: A 0 < |z —z,] < R tartoményon eérvényeg(z) = Yo —wCn(z — zo)™
Laurent-sorban az . ! )-hoz tartoz6 egyitthatdéc_, kitlintetett jelertisédi, hiszen

Z—Zg
gﬁc f(2)dz = 2mic_4, (aholC egyz,-at pozitiv iranyba koruljaré Jordan-gorbe). Eatewrz ik
f(z) zy-hoz tartozo Iéé reziduumanak.

26. Hogyan szamithato ki a reziduum etigendii pélusban?

Definicid: Legyen T < C nyilt, egyszeresen 0sszefidggdartomany, g,h:T — C
regularisT-n, z, € T olyan, hogyh(z,) = 0 ésh’(z,) # 0.=
_9(2) 9(2o)

F@) = = Res(F@,20) = 1505

Vagy masképp:

-1 = lim (2~ 20) ()
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27. Hogyan szamithato ki a reziduum megszinteth&szingularitasban?

A megszintethétszingularitas definiciojabol adodoan, 1étezik ghertéke és véges,
igy itt a figgvény regularissa tetigdizaz a reziduuma

28. Mit mond ki a reziduum-tétel?

Tétel: LegyerT < C nyilt, egyszeresen dsszefidggrtomanyf: T — C azaq, a, ...a,
pontokat kivéve regularig-n, C egyT-beli, pozitivan iranyitott Jordan-gorbe, ami neatak
at egy szingularitason sem és mindet magabannetal=

f(z)dz = 2mi ) Res(f(2),ay)
J 2 R

3. Vektoranalizis

1. A gradiens definici¢ja és kiszamitasanak modja?
Definicio: (A2) Legyenu: R™ — R skalarmeé. Azt mondjuk, hogya € R™ az u
skalarme#nek gradiense,-ban, ha

um)—ulp) —a-(r—r) _
lim = 0.
Lt ] [[7 — 7ol

llyenkor u-t ry-ban differencialhatonak mondjuk, és @zektortgrad u(ry)-lal vagy

Vu(ry)-lal jeléljuk, aholV= (i 0 i) anabla operator.

0x1’ 0xy  Oxm

Ju Ju ou )

gradu = <6x1'6x2 0%,

2. A rotacio definicioja és kiszamitadsanak modja?

Definicio: Legyenl,, L, ..L, a P pontot belsejikben vagy hatarukon tartalmazo,
pozitivan iranyitott Jordan-gorbék, az altaluk wet&rész mérhéttérfogatl €s a sorozat tagjai
a P pontra razsugorodnak. Ezen azt kell értentink, ramly,, gorbék pontjainakP-tél valo
tavolsaga zérushoz tart. Legyew aektormesd folytonosan differencialhat6é a fent definialt
Ly, Ly ...L, goOrbéken. AzL,,L,..L, gbrbék altal bezéart térrész felszingtF, ... F,-nel
jeloljuk. =

1
lim — ¢ vdr = [rotv(r)]p,
n—-0oo n Ln

ahol a sorozat hatarértékét aektormesd P pontbeli_rotacidjanak nevezzik.

Megjegyzeés: A hataréerték elnevezéseét konnyen ioltlakjuk abban a specialis esetben,
amikorv aramlé 6sszenyomhatatlan folyadék sebességi vektoEkkor ugyanis agfi vdr a

zart gorbével valé egylttmozgas meraméat adja meg, tehat az, belsejében az
orvényebsséget méri. Ezt az, altal bezéart térrés#, felszinével osztva, az é&tlagos
orvénysiriiséget (6rvenyeésiriséget), az e hanyados definicibban szérbptarértéke pedig
a P pontbeli drvényériiséget méri. Ezek szeriitot v(r)], a folyadékP pontbeli forgo,
orvényb jellegébl ad képet, ez indokolja a rotacié elnevezést.
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Tétel:rot v a derivalt operator vektorinvariansanak kétszemsetaciot csak két-, ill.
haromdimenzids térben definialjuk:

Hav: R? - R? vektormes és annak koordinatafliggvénygi v,. =

dv, Jv,
rotv =——-——
dx; Ox,

Hav: R® - R3 vektormes és annak koordinatafliggvénygi v,, v;. =

dvs; dv, dv; Jdv; 0V, 6v1>

rotv=< rotv=VXxv

dx, 0x3' 0x; O0x, 0x; 0x,
3. A divergencia definicidja és kiszamitdsanak modj

Definicié: LegyenF,, F, ... E, a P pontot belsejikben vagy hatarukon tartalmazé zart,
meérheb és kifelé iranyitott fellletek, az altaluk bezéitrész merhéttérfogatl €s a sorozat
tagjai aP pontra razsugorodnak. Ezen azt kell értentink, taagy fellletek pontjainalP-tél
valé tavolsadga zérushoz tart. Legyerv avektormes folytonosan differencialhatdo a fent
definidlt F,, F, ...F, fellleteken. Az F,,F, ..F, feluletek &ltal bezart térrész térfogatat
Vi, Vs, ... Vy-nel jeloljuk.=

limVi vdf = [div v(r)]p,

n—-oo
nJgE,

ahol a sorozat hatarértekétr aektormesd P pontbeli_divergenciajanak nevezzik.

Megjegyzés: A hatarérték elnevezését konnyen iolthakjuk abban a specialis esetben,
amikor v aramlé 6sszenyomhatatlan folyadék sebességi wektoiEkkor ugyanis agﬁF vdf

azFE, fellleten egységnyi iialatt kile és beléf folyadéktérfogat kiilonbségnek miézamat
adja meg. Ez az érték akkor lesz zérustol &ltea a zart, felllet belsejében forrasok, ill.
nyelbk vannak. Az E, fellletre vonatkozo6 feliletmenti integral tehBt belsejében a
forrAsességet méri. Ezt a#, Aaltal bezart térrésd, térfogataval osztva, az éatlagos
forrassiriiséget (forrasésiriiséget), az e hanyados definicioban szérealarertéke pedigia
pontbeli forrasériiséget méri. Ezek szerifdiv v(r)], a folyadékP pontbeli szétaramlasarol
ad képet, ez indokolja a divergencia elnevezeést.

Tétel: div v a derivalt operator skalarinvariansa. tHHa&R™ — R" vektormes és annak
koordinatafiggvényer,, v, ... v,. =

n
Ovl-

_la—Xi, divv=V-v

divv =

l
4. A vonalintegrél definicioja és kiszamitdsanak ndfja?

Definicid: LegyenL egy rektifikdlhato a téA ésB pontjat 6sszekétgorbe, amely a
v(r) vektormed értelmezési tartomanyan fug, ; ...7;, egy lehetséges felosztasa.

n
o= Zf(pl-)(rl- —1_4) = limo = jvdr,
n—-oo
i=1 L
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aholo az integralkozelft 6sszegp; 7,_17, iv tetsdleges pontja.

Tétel: Ha az L gorbe folytonosan differencidlhaté paraméteres eplgye
r =r(t),t € [a, B], akkor av(r) vektormed L gbrbe mentén vett vonalintegralja:

B
jv(r)dr =] v(r(t))f(t)dt.
L a

5. Hogyan szamitjuk ki egy felllet felszinét?

Definicio: LegyenF c R™ egy normal térrészt hatarold valodi felltet.
171 = [ 11ar1
F
6. Adja meg a g tengelyii, R sugard, h magassagu egyenes kor) henger
paraméteres/explicit egyenletét!

((v + R)cosu,(v+ R)sinu, O), u € [0,2], v € [—R, 0] (alsé korlap)
r(u,v) = (Rcosu,Rsinu,v),u € [0,2r],v € [0, h] (palast)
((v —h)cosu,(v—nh) sinu,h),u € [0,27],v € [h, h + R] (fels6 korlap)

7. Adja meg az (origbd kdzéppontUR sugaru) gdbmb paraméteres/explicit egyenletét!
r(u,v) = R(cosusinv,sinusinv,cosv),u € [0,2n],v € [0, 7]
8. Adja meg a csavarvonal paraméteres/explicit algt!
r(t) = (cost,sint,t)
9. Mit neveziink egy gorbe ivhossz szerinti paraméezésének?

Definici6: Ha az egyszérgorbeiv barmely két pontja kozotti iv hossza éppen
paraméterek kilonbsége, akkor ivhossz szerinthpaterezésil vagy mas néven természetes
paraméterezédirbeszélink.

Egy egyszdr gbrbe t; ést, parameéter pontjai kozotti ivhosszon ﬁ?lr’(t)ldt

mennyiséget értjuk, ahot(t) a paraméterézfiggvény. EbBlI kaphatd meg az ivhossz
fuggveny:

s(t) = ftlf’(‘[)ldr.
0
Allitds: Egyszefien belathato, hogy az ivhossz fiiggetlen a paraenéstl és hogy ez
a hozzarendelés szig. mon. aptehatl — 1 (egyértelnd), ezértas—1: t(s).
r ivhossz szerinti paraméterezéses) = r(t(s))
Medfigyelés:|p(s)|=1.
10. Mit neveziunk tenzornak/linearis operatornak?

Definicid: A homogeén, lineéris vektor-vetorfliggyéket tenzornak nevezzik.
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11. Mit nevezlink egy tenzor/linearis operator skaldnvaridnsanak?

Definicio: A: R™ —» R" lineéaris transzformacié skalarinvaridnsa 4azféatlojanak
0sszege.

Allitas: A skalarinvarians bazisfiiggetlen.
12. Mit neveziunk egy tenzor/linearis operator vektonvariansanak?

Definicid: A lineéris transzformacid vektorinvaridnsa az azetlign c € R3 (vagy
c € R?) vektor, amiredr = ¢ x r (vagyAr = c - CRoSS(7)).

13. Mit nevezlink egy vektorme#/vektor-vektor fliggvény skalarpotencialjanak?

Definicid: Legyen G < R™ nyilt, egyszeresen 0sszefidgggartomany, v: G - R"
vektormes skalarpotencialja: G — R skalarmeé, hagrad u = v.

14. Adjon meg sziikséges és elégseges feltételekat, ogy egy vektormednek/vektor-
vektor fliggvénynek legyen skalarpotencialja!

Tétel: LegyenT < R? nyilt, egyszeresen 0sszefibgggrtomany,v: T — R? folytonos
= az alabbiak ekvivalensek:

1. v-nek3 skalarpotencialj&-n.

2. fL vdr = u(q) — u(p), aholL G-beli rektifikdlhatop kezd- ésq végpontu
gorbe ést v egy skalarpotencialja.

3. §,vdr = 0, aholL G-beli Jordan-gorbe.

4. hav folytonosan differencialhat® rot v = 0.

Kovetkezmény:

1. v egy tetsélegesG-beli rbgzitett kezélpontu gorbére vett vonalintegral.
2. v skalarpotencialjai csak konstansban térnek el @gydh

Allitas: a skalarpotencial 1étezéséhez nem eléiytohnossag ésot v = 0.
15. Hogyan hatarozzuk meg egy vektormézvektor-vektor fliiggvény skalarpotencialjat?

Tétel: LegyerT” € R? nyilt, egyszeresen dsszefidgggrtomanyp: T - R? vektormes
folytonosan differencialhat6-n, u: T — R skalarmeé. =

Ju:gradu =v e rotv =0

A skalarpotencial keresés modszere hasonlo elveMapszik, mint az egzakt
differencialegyenlet megoldasa: ugyanazoknak atidtknek kell teljestilnitik a létezésikhoz
€s a megoldas menete is megegyezik. Egy lehetségghatarozasa nagyvonalakban, ha

v(x,y) = (f(x,y),9(x,y)) alaka:

0
u=ffdx=F+h(y):>@(F+h(y))=Fy+h’(y) =g=h'(y) =g—F >
()
h(y) = f h'(y)dy
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16. Mit nevezlink egy vektorme#/vektor-vektor fliggvény vektorpotencialjanak?

Definicid: Legyen G < R™ nyilt, egyszeresen 0sszefidgggartomany, v: G - R"
vektormes vektorpotencialjav: G — R" vektormes, harotw = v.

17. Mi jellemzi a potencialos eétereket?

Tétel: Ha v vektormed egy egyszeresen Osszeftiggartomanyon értelmezett
differencialhaté fuggvény, amitet v = 0, akkor barmely zart Jordan-gorbémwdr = 0.

Tétel: Legyerf’ € R? nyilt, egyszeresen osszefibgggrtomanyy: T —» R? vektormes
folytonosan differencialhat®-n, L T-beli Jordan-gorbey: T — R skaldrmeé = az aldbbiak
ekvivalensek:

1. rotv = 0 (6rvénymentes)
2. §, vdr = 0 (konzervativ)

3. 3Ju:grad u = v (potencialos)
18. Mit nevezlnk nyilt, egyszeresen dsszefigartomanynak?

Definicid: T € R? egyszeresen Osszefiiggartomany, ha barmely 6nmagat nem
mets®, zart gorbe belseje is hozzatartoZikez.

Definicio: U € R™ nyilt halmaz, ha(vx € U)( 3¢ > 0:S.(x) € U), vagy mashogy
fogalmazva, ha nem tartalmazza a hatarpontjaityisagnegegyezik a beispontjainak
halmazaval.

19. Mit nevezink fluxusnak?

Definicio: A fluxus altalaban egy additfelileten ataramlé anyagmennyiségét jelenti.
Ha az aramlast a vektormes jellemzi=

CD=fvdf
F

integrélt av fluxusanak hivjuk.
20. Mit mond ki a Gauss—Osztrogradszkij-tétel?

Tétel: LegyerV egyszeresen dsszefiiggormal térrésznek kifelé iranyitott hatara
ésv folytonosan differencialhaté-n.=

jgvdf =J-divvdV
F 14

21. Mit mond ki a Green-tétel?

Tétel: LegyenF € H € R? egyszeresen dsszefisgggormal térrész, melynek hataka
pozitivan irdnyitott Jordan-gorbe 2sH — R? folytonosan differencialhatd-n. =

jgvdr = jrot vdf
L F
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22. Mit mond ki a Stokes-tétel?

Tétel: LegyenV € H € R3 egyszeresen 0Osszefiiggnormal
térrész, melynek hatéara feloszthato Fakifelé iranyitott valodi fellletre
(.harangtestre) és a kifelé iranyitott G normal sikfellletre. Legye&
hatara L pozitivan iranyitott Jordan-gorbe ésH — R3 folytonosan
differencialhatéd-n. =

jgvdr = jrot vdf
L F
Megjegyzés: A Green-tétel altalanositasa.

23. Mi jellemzi az 6rvénymentes vektormeiket/vektor-vektor fliggvényeket?

Lasd potencialos éterek.

Elég vebs, kbnnyen megjegyezlietaltalanos dsszefoglalasa a 20-22-es kérdéseknek:

Integraltranszformacios (-redukcios) tételek

Alapséma: Newton—Leibniz-formula. Addit sokasag és a sokasédy pereme. Ar:M - M
folytonosan differencialhat6 vektormez

j6v=f v
M oM

Azazv derivalt integralja, egyeéilaz integraljaval a peremen. A kérdés, hogy miravék:

* Gradiens tétel, haf gorbe, akkodM két pont é9u = grad u =

q
f grad u = u(q) — u(p)
14
» Stokes-tétel, h fellilet, akkoroM gorbe é9v = rotv =

j rotvdf = vdr
M oM

» Gauss—Osztrogradszkij-tétel, Matérrész, akkodM felllet ésdv = divv =

j divvdV = 3€ vdf
M oM

Bevallom, a gradiens tétel kicsit kilog a sorb@,rhgyon szemléletes az egész egyitt, ezért is
gondoltam, hogy hasznos lehet. Ami még bonyoliblgakon, hogy a Stokes- és a Gauss-
tételnek is van sikbeli megfetgd (az egyik ilyen a Green-tétel), de ez mar neetadtozik.
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