Valoszintiségszamitas zarthelyi segédlet

Nem tankonyv, inkdbb csak a fontos fogalmak és képletek gyijteménye
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1. Kombinatorika

1.1. Alapok
Ismétlés nélkiili Ismétléses
|
Permutacido P, =n! Pffbk?v'"’km — g k2!7‘1’. T
NN Y S AN n! ri  (ntk=1) (n+k-1)
Kombma(:lo Cn = (l{j) = m Cn = < ]{j = l{j'(n — 1)|
Variacid VE n! ki k
ariacio = — t=n
n (n o k)! n

1.2. Fontos jellemzdék

e Csak a kombinédcional nem szamit a sorrend.
e Csak a permutacional hasznalunk fel minden elemet.

e Minél tobb esetet zarunk ki, annal nagyobb szammal kell osztani.

1.3. Tipikus feladatok

e Ismétlés nélkiili permutacié: Hanyféle sorrendben iilhet le egymés mellé n
ember?

e Ismétléses permutacié: Hanyféleképpen lehet sorba rakni n labda koziil
ki, ko, ..., k,, egyforméat?

e Ismétlés nélkiili kombinacié: Hany lottoszelvényt vegyiink ahhoz, hogy biz-
tosan legyen egy telitalalatunk?

o Ismétléses kombinacio: A lottohuzasnal minden alkalommal visszateszem a
kihtuzott golyot, igy egy szam tobbszor is szerepelhet.

e Ismétlés nélkiili variacio: Egy n résztvevss futoversenyen hanyféle sorrend
alakulhat ki a dobogoéon?

e Ismétléses variacié: Hanyféleképpen lehet kivalasztani n kiilonbozé elembdl
k darabot?



2. Alapfogalmak és tételek

2.1. Eseménytér

Egy véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleit tartalmazza. Az ezeket egyelemi hal-
mazokként tartalmazo események az elemi események. Jele:

Az eseménytér 6sszes részhalmazat hatvanyhalmazzal jeloljiik: 2%

2.2. Esemény
A kimenetelek egy A halmaza, egyben az eseménytér részhalmaza. Jele:

Kétféle esemény mindig garantaltan eleme az eseménytérnek:
e Biztos esemény: ()

o Lehetelten esemény: ()

2.3. Valoésziniiségi mérték és mezé

Egy eseményhez valos szamot rendels P fliggvény a valdszintiségi mérték:

P: A0, 1]

Tulajdonsagok:

e A biztos esemény valoszintsége 1:

e Az események paronként kizarjak egymast, azaz diszjunkt események:
(0.¢] (0.9]
i£jANA =0 — P(UAZ-) = P(A)
i=1 i=1

Az (2, A, P) harmast valosziniiségi mezdnek nevezziik.

2.4. Klasszikus val6szintiség

A _ kedvezd esetek szama
P(A) = H —>  valOsziniiségi mérték = —; -
Osszes eset szama




2.5. Szitaformula

Mas néven Poincaré-formula, egy véges halmazok elemszamainak meghatérozasahoz
hasznalatos modszer. A formula 2 halmazra:

AU B| = |A| + |B| — |[AN B|

3 halmazra:

JAUBUC| = |A|+ |B|+|C| —|ANB|—|ANC|— |BNC|+|ANnBNC]

A formula lényege, hogy az 6nallé halmazok méretét 6sszeadva kapunk metszeteket,
melyeket ezutan ki kell vonni, hogy az elemszam ne legyen a ténylegesnél nagyobb.
3 halmaz esetén mar figyelni kell arra is, hogy a kett&s metszetek kivonéasa utan
a harmas metszetet ismét hozza kell adni, hogy teljes legyen az Osszeg.

2.6. Feltételes valoszintiség

A esemény bekovetkezésének valoszintsége, feltéve, hogy B bekovetkezett és forditva:

pAB) = ZACB) p(B\A):%

P(B)
Ahol P(A N B) = P(AB), ebben a formaban is mindig felirhaté az események
egyiittes bekovetkezésének valoszintsége, valamint P(ANB) = P(BNA).

2.7. Szorzasi szabaly

Kozvetleniil a feltételes valoszintiséghdl kovetkezik, a nevezdvel vald szorzéas utan:

P(AB) = P(A|B)P(B)

P(_ﬁlAi) — P(A)P(As| A P(AJ AL - As) .o P(AL AL - As - Apy)

2.8. Teljes valdszintiség tétele

P(A) = Z P(A|B;)P(B;)

Ahol By, By, ..., B, teljes eseményrendszert alkotnak és nem lehetetlen események:

En:Bi:Q, P(B;) #0



2.9. Bayes-tétel

Ha ismert A és B eltér6 események valdszintisége, melyek egyike sem 0, valamint
ismert a P(B|.A) feltételes valoszintség, akkor:

P(B|A)P(A)
P(B)

P(A|B) =

Teljes eseményrendszerekre:

P(B|A;) P(A;)

n

ZP(B!Aj)P(Aj)

Vie (1, n]: | P(A|B) =

Bizonyitas: Kozvetleniil levezethets a feltételes valoszintiség definiciojabol:

P(ANB)

W) P =SB pE) 2o
@) PEA=TEE Py £

Tovabba, az egylittes valoszintiség (metszet) kommutativ halmazmtvelet, ezért:
P(ANB)=P(BNA)
Ebbdl kovetkezGen ekvivalens Osszefiiggéseket kapunk nevezdkkel vald szorzas utan:

P(ANB) = P(A|B)P(B) = P(BlA)P(A) = P(BN A)

(1) (2.

Az ekvivalenciat felhasznalva megkapjuk a Bayes-tétel egyenletét:

P(B|A)P(A)
P(B)

~—

P(A|B) =

2.10. Események fiiggetlensége
Két esemény fiiggetlen, ha:

P(ANB) = P(A)P(B) P(A|B) = P(A) P(B|A) = P(B)

A biztos és a lehetetlen események minden mas eseménytdl fliggetlenek.



2.11. Eloszlasfiiggvény

Az (Q, A, P) valoszintiségi mezén értelmezett X véltozo eloszlasfiiggvénye:

Fx(t) = P(X < t)

Ebbdl kovetkezGen a valoszintiség komplementere:
PX>t)=1—-P(X <t)=1- Fx(¢)
Amennyiben X értéke a és b kozé esik, a valoszintiség kovetkezdképp szamithato:
Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a)

Ha t € [a, b], akkor az eloszlasfiiggvény az alabbi folytonos fiiggvény:

1 hat >0
Fx(t)={ P(X<t) haa<t<b
0 hat <a

2.12. Strtségfiiggvény

Egy X valoszintiségi valtozo strtiségfiigevénye fy, ha X-nek az Fx-fel jelolt elosz-
lastiiggvénye el6all t-szerinti integralként:

Fy(z) = / fetydt = [Fe) = fx(0)

A sirtségfiiggvény az eloszlasfiiggvény alabbi leképezése:

Felt) = F%(t) ha Fx differencialhato t-ben
X000 egyébként

A fiiggvény alatti teriilet, azaz integralja a teljes valos szamsikon 1:

fﬁ@&_l

X valtozo a és b érték kozti valoszintisége hatarozott integrallal szamithato:

b
ngxgm:/h@m

a



2.13. Varhato érték

Az (9, A, P) valoszintiségi mezén értelmezett X valtozo varhato értéke:
B(X) = / X dp
Q

Ha X strtiségfiiggvénye fx, akkor a varhato érték:

o

BE(X) = /t-fX(t) dt

—0o0

Ha X diszkrét valoszintiségi valtozo, akkor a varhato érték kifejezhets az egyes ese-
mények valoszintiségeinek értékeivel vett szorzatok Osszegével (skalarszorzat):

Diszkrét példa: Egy D6 dobokocka dobasainak varhato értéke:

1 1 1 1 1 1
E(X)=1-4+2-+3-4+4=-4+5-+6=-=3.5
(X) 6jL 6Jr 6jL 6+ 6+6

1

¢ estllyel kovetkezik be.

Osszesen 6-féle kimenet lehetséges és mindegyik egyforman

2.14. Szoérasnégyzet

A szorésnégyzet, mas néven variancia egy valoszintiségi valtozd varhato érték korili
szorodéasat jellemzi.

D*(X) = E(X?) — E*(X)




3. Nevezetes eloszlasok

3.1. Geometriai

3.1.1. Jellemzsk

Parameéterek peR:0<p<1
Ertékkészlet XeN
Eloszlasfiiggvény | P(X = k) = p(1 — p)¥!

1

Varhato érték E(X)=-
p

s 4 . 2 1 - p

Szorasnégyzet Di(X) = —;

p

3.1.2. Mirdl ismerheté fel?

Az elsé sikeres kimeneteld vagy az elsé n sikertelen kisérlet valoszintiségét keressiik.

3.1.3. Halmozott val6szintiségek

e X kisebb, mint &:

PX<k)=1-—(1-p)F!

o X legfeljebb k:

k
P(X<k)=) P(X=i)=PX=1)+...+P(X=k)

e X nagyobb, mint k:

e X legalabb k:




3.1.4. Tipikus példafeladat

Egy szavazason olyan embert keresiink, aki fiiggetlen jeloltre szavazott. Ha a meg-
felels jelolt megtalalasanak esélye 20%, akkor mennyi annak a valészintsége, hogy...

a) Pontosan a harmadik megkérdezett ember szavazott fiiggetlen jeloltre?
p=0.2, k=3
P(X=3)=02(1-02)01=0.2-0.8=[0.128

b) Legalabb 5 embert kell megkérdezni, mire lesz egy fliggetlen szavazo?
p=0.2, k=5
P(X>5)=1-P(X <5)=(1-02)""1=0.8"=0.4096

c) Legfeljebb 4 embert kell megkérdezni, mire lesz egy fiiggetlen szavazo?

p=0.2, k=4

P(X<4)=) P(X=0)=> 02(1-02)""

P(X <4)=02-08"402-08"+0.2-0.8"+0.2-0.8" =[0.5904



3.2. Binomialis

3.2.1. Jellemzdsk

Paraméterek neNy, peR:0<p<1

Ertékkészlet Xe{0,1,...,n}

Eloszlasfiiggvény | P(X = k) = (Z) PP — p)n*

Varhato érték E(X)=mnp

Szorasnégyzet D*(X) = np(1 — p)

3.2.2. Mirdl ismerheté fel?

A kisérletek szama n, kimeneteliik pedig két allapotu lehet: sikeres vagy sikertlen.

3.2.3. Halmozott val6szintiségek

e X kisebb, mint k:

e X legfeljebb £:

e X nagyobb, mint k:

e X legalabb k:

10



3.2.4. Tipikus példafeladat

Fadarabokat valogatunk barkacsolashoz, melyek 90%-a hibatlan, a maradék selejt.
Mekkora a valoszintisége annak, hogy...

a) A kovetkezd 4 fadarab kozott nincs selejt?
p=20.9, n=4

Ez pontosan azt jelenti, hogy n esetb6l mindegyik sikeres, azaz X = n:
4
P(X =4) = ( )0.9 (1—-0.9)*"=1-0.6561- 01" =[0.6561

b) A kovetkezd 3 fadarab mind selejt?
p = 0.9, n=3

Ez az az eset, amikor nincs sikeres kimenet, azaz X = O:
3
P(X =0)= ( )0.9 (1-0.9%*"=1-1.0.1* =0.001

¢) A kovetkezd 5 fadarab koziil pontosan 3 lesz hibatlan?

p = 0.9, n=>

5
P(X =3) = ( >0.9 (1—-0.9)""=10-0.729 - 0.1 = 0.0729

11



3.3. Poisson

3.3.1. Jellemzdsk

Parameéterek AeR:A>0
Ertékkészlet X e Ny
MNee=A
Eloszlasfiiggvény | P(X = k) = X
Varhato érték EX)=A
Szorasnégyzet D*(X) =\

3.3.2. Mirdl ismerheté fel?

A kisérletek szama ismeretlen és eltart a végtelenbe.

3.3.3. Halmozott valészintiségek

e X kisebb, mint k

o X legfeljebb k:

P(X < k)= 1P(X:z') —
P(X <k)=) P(X=4i)

e X nagyobb, mint k:

e X legalabb k:

12



3.3.4. Tipikus példafeladat

Egy telefonkézpontba egy ora alatt atlagosan 4 hivas fut be. Mekkora a valészintisége
annak, hogy...

a) Nem fut be egy hivis sem egy ora alatt?

n — 00, A=4, k=0,

Mivel a feladat egységi idére kérdez, azaz , a valoszintséget nem kell skalazni.
404 ,
P(X =0) = 5 = ¢ =[0.0183

b) A kovetkezd 3 éra mindegyikében pontosan 2 hivés fut be?
n — 00, A=4, k=2,

Az idGegység 1 oOra, a kérdés értelmében egyiittes valoszintisége kell.
A valoszintségek azonosak, koztiik logikai ES kapcsolat van, tehat az oranyi
valoszintiségek szorzatat keressiik, ami jelen esetben hatvanyozott lesz:

424

P(X =2)] = = (8¢™*)" =[0.0032

2!

13



3.4. Hipergeometrikus

3.4.1. Jellemzdsk

Paraméterek NelNy, KneNy:n<KIN
(K) (N — K)
Eloszlasfiiggvény P(X =k) = k n—k

Varhato érték

3.4.2. Mirdl ismerheté fel?

A kisérletek szama n, mintavétel alapjan egy esemény pontos valdszintiségét keressiik.

3.4.3. Tipikus példafeladat

Egy dobozban 3 piros és 2 fehér golyd van. Mi a valoszintisége annak, hogy 2 kihtizott
golyobol pontosan 1 fehér?

N =5, n =2, , k=1

A paraméterek a kovetkezSk: 3 piros és 2 fehér goly6 van, tehat osszesen 5. Ebbdl 2
kihtizott golyot vizsgalunk, aminek fehérnek kell lennie. Fehér golyo

e 00 ..
D 0"

van,

P(X=1)=

14



3.5. Egyenletes

3.6. Exponencialis

3.7. Normadlis

Paraméterek a,beR:a<b
Ertékkeészlet X € la, b
£ pes , t—a
Eloszlasfiiggvény | P(X =t) =
—a
e s g X 1
Stirtiségfiiggvény fa(t) = 7
—a
Varhato érték | E(X) = 3(a+0b)
Szorasnégyzet | D*(X) = (b — a)?
Parameéterek AeR:0<A<o0
Ertékkészlet XeR: X >0
Eloszlasfiiggvény | P(X =t) =1 — e
Stirtiségfiiggvény flz) = e
1
Varhato érték E(X) X
o ) 1
Szoérasnégyzet D*(X) = v
Paraméterek pER, 0?cR:0<0?< o0
Ertékkészlet XeR
o o , t—p
Eloszlasfiiggvény PX=t)=d
o
. 1 (z—p)?
Stirtiségfiiggvény f(x) = e 207
oV 2w
Varhato érték E(X)=u
Szorasnégyzet D*(X) = o

15



