Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
1. (emelt) gyakorlat 2002. februar 14.

1. Mutassuk meg, hogy ha egy osszefiiggé graf paratlan foku pontjainak a szima 2k,
akkor a graf élhalmaza lefedheto k darab élsorozat diszjunkt egyesitésével!

Mo: a 2k db paratlan fokszdmu pontot allitsuk parba és kossiik ssze a parokat egy éllel
(6sszesen k db 1j élet huztunk igy be). Ezéltal olyan grafot kapunk amiben minden pont
foka paros, tehat van benne Euler-kor. Ezen az Euler-koron rajt van a k darab 1j €l is.
Ezeket elhagyva k db diszjunkt élsorozatot kapunk a volt Euler-k6zron haladva (mivel
paratlan fokszamu pontokat kotottiink 6ssze), amik lefedik a teljes eredeti grafot.

Megj: Ez az eljaras azért alkalmazhatd, mert az Euler-korre tanult tétel nem csak egyszerti
grafokra igaz, ezért nem gond ha a £ 0j ¢l behtizasaval tobbszords éleket is kapunk.

2. Igazoljuk, hogy ha egy graf minden pontjanak foka 4, akkor élei szinezhetdok piros és
kék szinekkel ugy, hogy minden ¢l teljes hosszaban egyszinii legyen és minden ponthoz
két piros és két kék ¢l illeszkedjék.

Mo: Mivel a fokok parosak, 1étezik Euler-koz. Ezen haladva szinezziik ki az éleket felvaltva
pirossal illetve kékkel. [gy minden pontba pontosan két kék és két piros ¢l fog futni
(mivel ha a bemend ¢l kék, akkor a kimend piros, illetve forditva). A gond csak a
kezdépontban lehetne, azonban mivel az élek szdma e = 4n/2 = 2n, vagyis paros az
¢lszam, igy a kezdépontban sem lehet gond (mivel felvaltva szinezek, ezért ha kékkel
kezdtem akkor pirossal fogom befejezni).

3. Fel lehet-e sorolni egy kor mentén 2% darab 0-t illetve 1-est, hogy minden % hosszu 0 —
1 sorozat pontosan egyszer alljon eld ivként?

4. Hany kiilonboz6 Hamilton-kort tartalmaz az az n szogponta graf, amit K, bol kapunk
egy élének elhagyasaval?

Mo: K,-ben a Hamilton-korok szama: n!/2n (2n permutacio adja ugyan azt a kort, mivel n
kiinduldpont lehetséges ugyan arra a korre két iranybol). Ebbdl kell levonni azokat,
amik Hamilton-utat adnak az ¢l elhagydsa utan. Ezek szama (n —2)! .

Vagyis a megoldas: n!/2n — (n — 2)!

n—1
5. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n szogpontu egyszeri grafnak legalabb [ 5 J+ 2 éle van

n
akkor van benne Hamilton-kor! Igaz-e ez ( j+ l esetén is?

Mo: Az els6 esetben (n — 3) éllel van kevesebb mint ha teljes grafunk lenne, ezért az Ore-tétel
teljesiil ra mindenképp (mivel két 6sszekotetlen pont fokainak dsszege a legrosszabb
esetben is legalabb (n - 2) + 2 = n, ami abban a szélsdséges esetben van, amikor van a
grafnak egy (n — 1) pontt teljes részgrafja, amihez hozzako6tddik egy 2 foka pont),
vagyis van benne Hamilton-kor. A masodik esetben szintén vessziik azt az esetet,
amikor a graf egy (n — 1) pontl részgrafja teljes graf, amihez ez esetben egy 1 foku pont
kapcsolodik, igy nincs benne Hamilton-kor, vagyis ez az eset nem mindig igaz.



6. A G, graf pontjai egy n-elemii halmaz k-elemii részhalmazainak felelnek meg. Két
pont akkor van osszekotve egy éllel, ha a pontoknak megfelelé két részhalmaz diszjunkt.
Van-e G, -nak Euler-, illetve Hamilton-kore, ha

(@An=6,k=3?

(b)n=16,k=3?

Mo:
-(a): mivel a pontok foka 1, nincs benne Euler- és Hamilton kor sem.
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kor. Mivel minden pont foka nagyobb vagy egyenld a pontok szdmanak a felénél,

-(b): a pontok foka [ =20103 paros szdm, vagyis van benne Euler-

16-3 16
vagyis ( 3 j > ( ] j+ 2, ezért teljesiil ra Dirac tétele, igy van benne Hamilton-
kor is.
7. Van-e Hamilton-kore az abran lathaté grafnak?

Mo: nincs, mivel a bekarikazott 5 db pontot elhagyva a graf 7 részre
esik.

8. Bizonyitsuk be, hogy ha egy osszefiiggé G graf K korébol barmelyik élt torolve G egy
leghosszabb utjat kapjuk, akkor K Hamilton-kor volt G-ben!

Mo: Ha K nem Hamiltok-kor G-ben, akkor biztosan van olyan pont, ami kézvetve vagy
kozvetleniil kapcsolddik a K kdrhoz, azonban ebben az esetben nincs csak K elemeibdl
allo leghosszabb Ut G-ben (hozzavehetjiik a koron kiviil ponto(ka)t). = K biztosan
Hamilton-kor G-ben.

9. Van-e Hamiton-kor az n-dimenzios kocka élgrafjaban?

Mo: n D-s kockat ugy kapunk, hogy két (n — 1) D-s kocka megfeleld csucsait 6sszekotjiik.
Ennek ¢élgrafjdban pedig ugy kapunk Hamilton-utat, hogy a két (n — 1) D-s kocka egy-
egy ¢lét elhagyjuk, és az elhagyott ¢lek végpontjait parba allitjuk a két kocka kozt és
Osszekotjiik. Szemléltetve 3 D-ben (a Hamilton-ut fekete folyamatos vonallal):

3 D-ben:
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10. Egy teljes graf minden élét iranyitsuk meg valamelyik iranyban. Bizonyitsuk be,
hogy az igy kapott turnamentben van iranyitott Hamilton-ut!

Mo: Teljes grafrol 1évén sz6 legfeljebb egy-egy olyan pont lehet amibdl vagy csak ki vagy
csak be vezetnek élek. Ezeket valasztva kezd¢ ill. végpontnak ez esetben is van
Hamilton-ut.

11. Konstrualjunk k > 3-ra k-regularis, osszefiigg6, egyszeri, paros grafot, amelyben
nincs Hamilton-kor! (— ezutan ,,ilyen” grafoknak hivom dket)

Mo: olyan gréfot kell keresniink, amelybdl n pontot elhagyva a graf tobb mint n komponensre
esik szét. Vegyiik a legegyszertibbnek tiind 3-regularis ,,ilyen” grafot, ami a két sz¢€1s6
pont elhagyasaval a 3 bekarikazott részre esik:

Az altalanos algoritmus gy zajlik, hogy & regularis

»ilyen” grafot keresve a két sz€ls6 pontot 6sszekotjiik

.k db ’két pont kivételével’ k-regularis graf (k— 1) foka

.I'I (vagyis a kivételes) pontjaival. Igy a teljes graf k-

| regularis lesz, €s a két sz¢&ls6 pontot elhagyva k&
komponensre esik.




