3. Villamosmérnok szigorlat - MEGOLDASOK

1. (20 pont)
Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot az

flo) = a%es

fliggvényen és vazolja fel a fiiggvényt!
Megoldas:
. D =R\()

o f(—x)= 126w # + f(x) = nem péros, nem paratlan; nem periodikus
e f(z) >0 == nincs zérushelye
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e monotonitas vizsgalata

flz) >0 <= 22—-1>0 <=uz>

Ezek alapjan tablazatba foglalva:
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e konvexitas vizsgalata

1

1 1 1 es
P = (=) @14 = S - 20 )
Mivel a 222 — 22 + 1 = 0 masodfokii egyenlet diszkriminansa
D=4—-4.2.1=—4<0,

ezért 22% — 2z + 1 > 0, igy f”(z) > 0 az egész értelmezési tartomanyon. Az f
fiiggvény tehat mindeniitt konvex.

e Abrazolas

Tengelybedllftdsok

Az f(z) = 226w fiiggvény grafja.



2. (15+15 pont pont)

(a) Szamitsa ki annak a korlatos térrésznek a térfogatat, amelyet a z = 4 — 2% — y?
egyenleti forgasi paraboloid és a z = 0 sik hatarol!
Megoldas:
A 2z = 4— 2% —y? feliilet egy alulrol nyitott forgasi paraboloid, melynek metszete
a z = 0 sikkal, az 22 + 9% = 4 egyenletii kor. A térfogatot megkaphatjuk harmas
integrallal, ha hengerkoordinatakra tériink at:

r=rcosp, y=rsing, z=2z |J|=r (Jacobi-determinans)
A hatarok henger koordinatakban:

0<r<2 0<@<2r 0<z<4—2>—y?=4-—1r%
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(b) Hatéarozza meg az alabbi integral értékét!
42 /03
[://sm — —z | dzdy.
1 Jyy 3
Megoldas:

Az integralast ebben a sorrendben nem tudjuk elvégezni, ezért meg kell cserélni
az integréalas sorrendjét. Az integralasi tartomany:

T:\/y<z<2 1<y<A4,

melyet atirva:
T:1<y<z2? 1<z<2.
Ezzel:

2 z? 1'3
]:/ / sin(——m) dy dzx = =
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mive a koszinusz fliggvény paros.




3. (15 pont)
Adja meg az alabbi egyenletrendszer megoldésait az a, b valés paraméterek fliggvé-
nyében!

r—y+z = 0
—3r+2y—2z = a
—2xr+y+bz = -1

Megoldas:
Végezziink Gauss-eliminéciot az egyenletrendszer kibévitett matrixan!

1 -1 1 | 0 1 -1 1 | 0
-3 2 -1 | a " 0 —1 2 | a ~
-2 1 b | -1 S, + 35, 0 -1 b+2 | -1 Sjs
Sy + 29, 82
1 -1 1 | 0
0 -1 2 | a
0 0 b | -1—a
Az utolso
bz=-1-—a

egyenletet vizsgalva, a kovetkezd esetekkel van dolgunk:

e Hab = 0ésa # —1, akkor ellentmondasra jutunk, azaz ekkor nincs megoldas.

e Ha b =0 és a= —1, akkor az utols6 tiszta zérus sor torlése utan a kibévitett

matrix:
1 -1 1| 0
0 -1 2| —-1)’

melynek rangja 2, igy ekkor végtelen sok megoldasunk van 3 -2 = 1 szabad
paraméterrel.
Ezek példaul z = p € R paraméterrel kifejezve:

r=14p, y=2p+1, z=p .

e Ha b # 0, akkor pontosan egy megoldasunk van , melyek

~1-— —2-2 —1-—




4. (15 pont)
[rja fel a z = \/22 — 292 feliilet P(3,2) pontbeli érintdsikjanak egyenletét! Hatarozza
meg az érintésik és az  —y + 22 = 0 egyenleti S sik metszetét, amennyiben metszik
egymast.
Megoldas:
A parcialis derivaltak:

1 T
2w y) = (a2 =277V 20 = ———— [2pont
() = 302 -
1 _ —2y
zy(7,y) = 5@2 2771 (—dy) = —5—— |2pont

Innen a P(3,2) pontban

2(3,2) =1, 2,(3,2)=3, 2(3,2) =4,
ahonnan az érintGsik egyenlete:
z=143(x—3) —4(y — 2),

vagy
3r —4y — 2= 0.

Az érintésik normalvektora n; = (3,—4,—1), mig az S stk normalvektora n, =
(1,—1,2). Ezek nem parhuzamosak, igy a két sik egy egyenesben metszi egymast.
Mivel ezen egyenes mindkét sikon rajta van, igy irdnyvektoranak merdélegesnek kell
lennie mindkét normalvektorra. Ebbdl egy irdnyvektor megkaphato:

i j k
v=n; xm=|3 —4 —1|=-9i-7j+k.
1 -1 2

Mivel mindkét sik atmegy az origon, igy a metszet egyenes az origon atmens v
iranyvektort egyenes, melynek paraméteres alakja:

vagy a paraméter nélkili egyenletrendszere:

5. (10+10 pont)
Konvergensek-e az aldbbi numerikus sorok? Valaszéat indokolja!



o0 n

n
25”-71!'

n=1
Megoldas
Legyen a,, = 52—2, A pozitiv tagta sorokra vonatkoz6 hanyadoskritériumot hasz-
naljuk:

g1 (n+ 1)t 5m.nl n+1\"1 e
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Mivel £ < 1, igy a hanyadoskritérium értelmében a sor konvergens.

- 1
,;x/k+1+\/k+2'

Megoldas:

Mivel
1

=VE+2—+vVk+1, |3pont
VE+1+Vk+2 |3 pont]

az n-dik részletosszeg egy teleszkop Osszeg:

n

- 1
S, = -
;\/k+1+\/k+2 o

WVk+2—-VEk+1)=

= V3-V24+VA-V3+- V2 —Vnt+l=vVn+2-V2— o0,
vagyis a sor divergens.

Lehet minoréns kritériummal is:

1 1 1 1 1
Vititvhite VErotrvkr2 2vkre ? Wtk  2V/2Vk
ha k> 2
A minoralo .
DN
sor divergens, mivel tanultuk, hogy > T% csak o > 1 esetén konvergal. Igy a

minorans kritérium értelmében a sor divergens. |4 pont



