Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

Pontozasi atmutatd
2011. majus 9.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tatdo minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldésanak részletes
leirdsa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsol6dd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, amelybdél a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy banketten 50 vendég vesz részt, mindegyikiik legalabb 5 embert ismer a tobbiek koziil. (Az
ismeretségek kolesonosek.) A vendégek koziil barhogyan is véalasztunk 3-at, 4-et vagy 5-6t, ezek nem
tudnak letilni egy kor alaka asztal koré tgy, hogy mindenki mindkét szomszédjat ismerje. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor az Osszes vendég le tud iilni egy 50 {6s, kor alaka asztal koré ugy, hogy barmely két,
egymas mellett iil6, de egymast nem ismerd embernek legyen a vendégek kozt kozos ismerdse!
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Legyen G az a graf, amelynek csiicsai a vendégek és az élek az ismeretségeknek felelnek meg.

Legyen tovabba H az a graf, amelynek cstcsai ismét a vendégek, de két vendég akkor szomszédos
H-ban, ha ismerik egymaést, vagy van kozos ismerdsiik. A feladat azt megmutatni, hogy H-ban van
Hamilton-kor. (1 pont)
Legyen v tetszbleges vendég. A feladat szerint van legalabb 5 ismerdse, ezek H-ban (is) szomszédai.
Tovabba v minden ismerdsének van v-n kiviil legalabb 4 ismerdse, akikkel v szomszédos H-ban.(2 pont)
A felsorolt legalabb 5 4 4 -5 = 25 H-beli szomszéd koziil barmely kettd kiilonbozd, hiszen ha v két
ismerGse kozott volna ismeretség az egy 3 hosszi, ha v egy ismerGse és egy ,masodismerGse” kozott
volna ismeretség, az egy 4 hosszu, ha pedig v két ,masodismerdse” kozott volna ismeretség, az egy 5

hosszu kort jelentene G-ben; a feladat szovege szerint ezek nem fordulhatnak eld. (5 pont)
A H egyszerii graf tehat 50 ponta és minden pont foka legalabb 25, igy a Dirac-tétel miatt valéban
van benne Hamilton-kor. (2 pont)

2. Az alabbi grafnak mely éleire teljestil, hogy azt a grafbol elhagyva a kapott (15 éld) grafban van
Euler-ut?
A B
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A grafban a paratlan foku pontok: A, C', F és G. (1 pont)
Az {A, E} élet elhagyva A ¢s E foka parosra valtozik (1 pont)
és a maradék graf Osszefliggs is lesz, (1 pont)
igy a tanult tétel szerint lesz benne Euler-tit. (1 pont)
Azonban {A, E'}-n kiviil mas él nem felel meg a feladat feltételének: mivel { A, E'} az egyetlen olyan él
a grafban, ami A, C', E és G koziil kot 6ssze kettét, barmely mas él elhagyasa utan e koziil a négy pont
koziil legalabb harom még paratlan foka marad (s6t: még egy tovabbi paratlan foku is keletkezik), igy
nem lesz a maradék grafban Euler-ut. (6 pont)

3. Tekintsiik azokat a zéart intervallumokat a szdmegyenesen, amelyeknek mindkét végpontja 1 és 100
kozotti egész szam, a hosszuk legaldbb 1 és legféljebb 4, valamint legalabb az egyik végpontjuk paros
szam. Hatarozzuk meg az ezek altal meghatéarozott intervallumgraf kromatikus szamaét!
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Legyen G a feladatbeli graf. Az eladéson tanult tétel (miszerint az intervallumgrafok perfektek) miatt
Y(G) = w(@). Igy x(G) helyett w(G)-t is meghatarozhatjuk. (1 pont)
Ha G-ben klikket alkot néhany cstucs, akkor a megfelels intervallumok koziil barmely kettd metszd;
vagyis a klikkek az egy adott szamot tartalmazo intervallumok halmazanak felelnek meg. Igy a kérdés
az, hogy legfoljebb hany k-t tartalmazo intervallum lehet G-ben, ha 1 < k£ < 100. (3 pont)
Ha k paros, akkor a 4 hossztiakbol legfoljebb 3 van ([k —4, k], [k — 2,k + 2], [k, k+4]), a 3 hosszuakbdl
legfoljebb 4 ([k — 3, k|, [k — 2,k + 1], [k — 1,k + 2], [k, k + 3]) a 2 hosszuakbol legfoljebb 2 ([k — 2, k],
[k, k + 2]) és az 1 hossziuakbol is legfoljebb 2 ([k — 1, k], [k, k + 1]). (A ,legfoljebb” mindig arra utal,
hogy a felsorolt intervallumok 1-hez vagy 100-hoz kozeli k-kra kiloghatnak [1, 100]-bol.) (2 pont)
Ha k péaratlan, akkor a 3 és 1 hossza intervallumok esetében nincs valtozés, de a 4 és 2 hossziak szama

eggyel-eggyel kisebb: [k — 3,k + 1] és [k — 1,k + 3], illetve [k — 1,k + 1]. (2 pont)
Kovetkezésképp a k-t tartalmazo intervallumok maximalis szama 11 (ami 6 és 96 kozotti paros k-kra
kovetkezik be), igy w(G) = x(G) = 11. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a hianytalan megoldashoz elvileg hozzatartozna annak indokléasa is, hogy a fenti
megoldasban elegendd egész k-kat vizsgélni; ennek elmulasztasiaért azonban nem vonunk le pontot. A
feladat megoldhat6 ugy is, hogy a grafban mutatunk egy 11-es klikket (a fentiek szerint pl. az 50-
et tartalmazo intervallumok) és egy 11 szinnel valo helyes szinezést (pl. az 1 hossztuakat felvaltva 2
szinnel szinezziik, a 2 hossztiakat ugyanigy 2 djabb szinnel, a 3 hossztuakat ciklikusan valtogatva 4
szinnel, a 4 hossztiakat ugyanigy 3 szinnel). Ha igy indoklunk, az intervallumgrafok perfektségére nem
kell hivatkozni.

4. Legyen G az a graf, amelyet egy 2011 pontt korbél kapunk tgy, hogy mindegyik élét helyettesitjiik
két parhuzamos éllel. Hatarozzuk meg G élkromatikus szamat!
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GG minden élszinezésében barmely szint legfoljebb 1005-szo6r hasznalhatunk (hiszen 1006, azonos szind

élhez 2012 cstcs kellene). (2 pont)
Ezért 4 szin nem lehet elegendé egy helyes élszinezéshez: igy 6sszesen 4-1005 = 4020 élet szinezhetnénk
meg, pedig G-nek 2 - 2011 = 4022 éle van. (3 pont)

Megadjuk G egy élszinezését 5 szinnel. Bontsuk fel G élhalmazat két 2011 hosszu korre (a ,kiilss
korre” és a ,belss korre”). Mindketts megszinezhetd harom szinnel példaul ugy, hogy két szint felvaltva
hasznéalva megszineziink 2010 élet, a harmadik szint pedig csak egyszer hasznéljuk (amikor ,a kor
zarul”). Azonban G élszinezésekor a 3 + 3 szinhez képest sporolhatunk egy szint, ha a  kiils§” és a
,belsd” koron is a fenti szinezést hasznéljuk, de a két esetben a harmadik, egyszer hasznalatos szint
azonosnak valasztjuk (legyen ez példaul a zold). Ez konnyen megtehetd, ha a két koron vett szinezést
elforgatjuk egyméshoz képest tugy, hogy a két zold él ne legyen szomszédos. (5 pont)
Megmutattuk, hogy G élszinezéséhez 5 szin sziikséges, de ennyi elégséges is, ezért x.(G) = 5.
Megjegyezziik, hogy mivel G nem egyszert graf, ezért a tanult Vizing-tétel nem alkalmazhato ra, igy
a fenti megoldasban a szinezés megadasa nem keriilheté meg.



5. A G(A, B; E) paros graf két pontosztilya legyen A =
{ai,as,...,a6} és B = {by,by,...,b7}. Minden 1 <i <6,
1 <j <7 esetén az a; akkor legyen szomszédos bj-vel, ha a
jobbra lathaté méatrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak ke-
resztez6désében allo elem 1-es. Van-e G-ben A-t lefedd parosi-
tas?

OO, O R, O
— O O R =
OO = O = O
OO~ O R, O
— = O = = O
O R == O =
OO = O = O
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A matrixbol kiolvashatd, hogy az aq, as, as és ag cstcsok minden szomszédja a by, bs és bg csticsok
koziil keriil ki (vagyis a Hall-tétel jeloléseit hasznalva N({ay, a3, as, as}) = {ba, b5, bg}). (5 pont)
Igy nyilvan nincs G-ben A-t feds péarositas, hiszen a felsorolt 4 cstics mindegyike nem kaphat part
a 3 rendelkezésre allo lehetGségbdl. (Lehet a Hall-tétel trivialis iranyéra is hivatkozni, miszerint az
X ={ay, as, as, ag} valasztassal |[N(X)| < |X|, igy nincs A-t lefeds parositas.) (5 pont)
Megjegyezziik, hogy a fenti megoldas kulcsa nyilvan az {a;,as, as, ag} halmaz megtaldlasa. Ez — te-
kintettel a graf ardnylag kicsi méretére — probalgatassal sem nehéz, de az el6adason tanult javito utas
algoritmus is gyorsan ide vezet.

6. Adjunk meg az alabbi halézatban egy maximalis folyamot (S-bél T-be)!
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Az alabbi abran lathato folyam értéke 30. (A 0 folyamértékeket nem jeldltiik.) (4 pont)
Az ugyancsak az abran lathato vagas (tehat az {S,C, B, E'} halmaz és a maradék csicsok kozott
futo ¢élek halmaza) értéke (tehat az {S,C, B, E'} halmazbdl a maradék cstcsok halmazaba mend élek

Osszkapacitasa) szintén 30. (4 pont)
Mivel tetszéleges folyam értéke legfoljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas értéke, (1 pont)
ezért a 30 értéki vagas bizonyitja, hogy a 30 értéki folyam maximalis. (1 pont)

Az utols6 2 pont tehat annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam maximalis.
(Példaul az ,a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis” mondat — tovabbi kiegészités hijan —
nem tekintend$ (érdemi) indoklasnak; aki csak ennyit ir, az utols6 2 pontbodl 1-et kapjon.) Lehet ugy
is érvelni, hogy a 30 értéki folyamhoz tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mar nincs javito tt,
tehat a folyam maximalis.
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