Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2011. aprilis 21.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az titmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a
leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az tatmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazésa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban val6ban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Az tatmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo megoldas termé-
szetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Az alabbi A métrix egy G iranyitatlan graf szomszédossagi métrixa, a B matrix pedig egy H huro-
kélmentes, iranyitott graf illeszkedési méatrixa. Adjuk meg mindkét matrixban a hianyzé (O-val jelolt)
elemeket és rajzoljuk le a G' és a H grafot!

0O 1 O o0 1 O 1 0
o 0 1 O O 0 1
A= 2 O 0 O b= 0 0 —-1 0
0 3 0 0 0 -1 O

* ok % kX

Minden iranyitatlan graf szomszédossagi matrixa (a f6atlojara) szimmetrikus, hiszen az a; ; és az a;;

elem is a v; és a v; cstcsok kozti élek szama. (2 pont)
0 1 2 0
. o - » 1 0 1 3

Ez alapjan A hidnyzo elemei kitoltheték: A = 5 1 0 0 (1 pont)

0 3 0 0
Minden hurokélmentes, iranyitott graf illeszkedési matrixaban minden oszlop 1 darab 1-est és 1 darab
(—1)-est tartalmaz, a tobbi elem 0 (hiszen az oszlopnak megfelels él egy cstucsbol kilép, egy mésikba

belép, a tobbire nem illeszkedik). (2 pont)
1 1 1 0
s s . e ,, —1 0 0 1

Ez alapjan B hianyzo elemei kitolthetsk: B = 0 0 —1 0 (1 pont)
0 -1 0 -1

A matrixokbol G és H mar definici6 szerint rekonstrualhatok:

U1 ) b1 o U2
G = m H= e3| ‘64 (242 pont)
U3 () U3 Vyq



2. A G egyszert, n csucst grafban barmely két, nemszomszédos cstcsra teljesiil, hogy a fokszamaik
osszege legalabb n + k — 2 (ahol k > 1 egész). Bizonyitsuk be, hogy G k-szorosan Osszefiiggd!

* ok ok ok ok

Indirekt tegytik fel, hogy G nem k-szorosan 0sszefiiggs. Ekkor a ¢t < k—1 elemii X ponthalmaz elhagyasa
utan kapott graf mar nem Osszefiiggs, vagyis a cstcsai az A és a B (nemiires) halmazokra bonthatok

ugy, hogy A és B kozott nem fut él. (3 pont)
Jelolje A és B elemszamat a, illetve b.

Legyen u € A és v € B tetszbleges. Ekkor a fentiek szerint u és v nem szomszédosak. (1 pont)
Mivel u csak (sajatmagatol kiilonbozs) A-beli, valamint X-beli cstucsokkal lehet szomszédos G-ben,
ezért d(u) < a — 1+ t. Hasonloan, d(v) <b—1++. (3 pont)
Ezeket 6sszeadva és felhasznélva, hogy a + b+t = n kapjuk: d(u) + d(v) < n+t — 2. (2 pont)

Mivel t < k—1, ebbdl d(u) +d(v) < n+k—3, ami ellentmondas (mert u és v nem szomszédos).(1 pont)

3. Milyen maradékot adhat egy egész szam 142-vel osztva, ha a 83-szorosa 1 maradékot ad 142-vel
osztva?

A feladat a 83n =1 (mod 142) lineéris kongruencia. ( )
2-vel szorozva: 166n =2 (mod 142), vagyis 24n =2 (mod 142). ( )
2-vel osztva: 12n =1 (mod71). (2 pont)
6-tal szorozva: 72n =6 (mod71), vagyisn =6 (mod71). ( )
Ebb6l n =6,77 (mod 142). ( )
Ellenérzéssel kideriil, hogy a 6 hamis gyok (ami a 2-vel szorzasnal jott be), igy a megoldas
n =77 (mod142) (vagyis a kérdéses szam 77 maradékot adhat 142-vel osztva). (3 pont)
A linearis kongruencia nagyon sokféleképp megoldhaté jol (akar hamis gyokot behozo lépés nélkiil is).
Aki a fenti megoldast, vagy mas, hamis gyokot behozo megoldast ad, de nem foglalkozik a hamis gyok
kiszlirésével, az értelemszertien 3 pontot veszitsen. Ha valaki csak azt ellendrzi, hogy (83,142)|1, igy
a kongruencianak van megoldasa, de a megoldast kiszamolni nem tudja, az 6sszesen 2 pontot kapjon.
Szamolasi hibakért 1-1 pont vonandoé le, de a maradék pontszam csak akkor jar, ha a hiba miatt a
feladat nem lett lényegesen konnyebb.

32011 032011?

4. Mennyi maradékot ad -nel osztva 10

p(32011) = 32011 _ 32010 — 9. 32010 (3 tanult képlet szerint).
Mivel (10,3%°!!) =1 (hiszen a két szam primtényezGs felbontésaban nyilvan nincs kozos prim),(1 pont

( )

(32011) 2 . 32010 ( )

ezért alkalmazhaté rajuk az Euler-Fermat tétel: 10¥ =10 =1 (mod3*). (2 pont)
2010

Ebbél 100 = 10? helyettesitéssel: 1003 =1 (mod 32°1). ( )

)

. 3. 32010 3200 o3 2011 . )
Ezt kobre emelve: 100 =100 =1"=1 (mod3™"") (vagyis a keresett maradék: 1).(3 pont
Aki nem jon ra, hogy az Euler-Fermat tételt 10-re (és 32°''-re) érdemes alkalmazni, de 100-ra (és 32011-
re) alkalmazza (helyesen), az a fenti pontozéasbeli elsé 4 pontot megkaphatja. (A pontozas utolso két
3-as pontszama épp azért ilyen magas, mert itt értékeljiik a megoldas lényeges otletét, a 10-re valo
alkalmazast.) A feladat megoldasa egyébként helyesen, de komplikaltabban befejezhets a 100-ra felirt
Euler-Fermat tételbdl is.

3 pont



5. Ertelmezziik a térvektorok R? halmazan a % miveletet a kovetkezSképpen:
(a,b,c) x(d,e, [) = (a+d,b+e ae+c+ f)

Doéntsiik el, hogy R3 csoportot alkot-e *-ra nézve!

Az asszociativitas ellendrzéséhez vegylink harom térvektort: (a,b, c), (d,e, f), (g, h,1).
Ekkor

((a,b0) = (de. ) = (9,1 1) =
(a+d,b+e,ae+c+ f)*(g.h,i)=(a+d+g,b+e+h,(a+dh+ae+c+ f+1i) (1 pont)

és

(a,b,¢) x ((d e, 1) (g, h,1)) =
(a,b,¢) % (d+g,e+h,dh+ f+i)=(a+d+g,b+e+h,ale+h)+c+dh+ f+1i), (1pont)

ami (a +d)h+ae+c+ f+i=ale+ h)+c+dh+ f+ i miatt az asszociativitast igazolja. (

Van egységelem a x-ra nézve, mégpedig a (0,0, 0), (
ugyanis (a,b,c) % (0,0,0) = (a+0,b+0,a-04+c+0) = (a,b,c) (

és (0,0,0) * (a,b,¢) = (04+a,0+b,0-b+ 0+ ¢c) = (a,b,c). (1 pont
A tetszoleges (a, b, ¢) elemnek (—a, —b, ab — ¢) inverze lesz, (

mert (a, b, c) * (—a,—b,ab — ¢) = (a — a,b — b,a(—b) + ¢+ ab — ¢) = (0,0,0) (

és (—a,—b,ab —¢) x (a,b,¢) = (—a+a,—b+b,(—a)b+ab—c+c) = (0,0,0). (

Mivel a definici6 minden feltétele teljesiil, ezért R3 *-ra nézve csoport. (1 pont
Az utolsé 1 pont annak jar, aki a korabbi szamolasaibol helyes kovetkeztetést von le (akkor is, ha egy
hibas szamolasbol arra kovetkeztet, hogy nem csoport).

6. Legyen G véges csoport és g és h két tetszéleges elem G-ben. Mutassuk meg, hogy o(g-h) = o(h - g)!
(A G-beli miveletet --tal jeloltik, o pedig az elem rendjét jeloli.)

* ok ok ok ok

Vezessiik be az o(g - h) = k és az o(h - g) = [ jeloléseket, a csoport egységelemét jeldlje e.

Mivel o(g - h) =k, ezért e = (g- h)¥, vagyise =g-h-g-h-...-g-h (ahol a szorzatban k darab g - h
tag szerepel). (1 pont)
Szorozzuk ezt az egyenletet balrél g—!-zel; ekkor a bal oldalon g~! - e = ¢g~! a jobb oldalon pedig (a
szorzat elsé tagjanal) keletkezs ¢! - g szorzat e-t ad, igy elhagyhaté: g™* =h-g-h-...-g- h.(2 pont)
Most szorozzuk a kapott egyenletet jobbrol g-vel és a bal oldalon keletkezs ¢! - g szorzatot helyette-
sitsiik e-vel: e=¢g ' g=h-g-h-...-g-h-g. (2 pont)
Most a jobb oldalon k darab h - g tag keletkezett, vagyis e = (h - g)*. (1 pont)
Igy a (h - g) rendjénck definicidja miatt [ < k. (2 pont)
Mivel g és h szerepe a feladatban szimmetrikus, teljesen hasonléan k < [ is belathato, amibdl a feladat
allitasa kovetkezik. (2 pont)



