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1. Bevezeto

A dokumentumban megprobaltam 6szegytijteni az elméleti anyagot, mely a tantargy két ZH-janak sikeres
teljesitéséhez sziikséges. Mind az elméléleti dsszefoglalok és a gyakorlati példak Szabados Tamas feladat-
sorain alapszanak.

A feladatokat harom csoportra bontottam, egyszerti, ZH szintii, és nehéz. Az egyszerii feladatok egy-egy
definicié vagy tétel alkalmazasaval megoldhatoak (ilyenek nem valdszinlick a ZH-kon). A ZH szintii fe-
ladatokhoz egy bizonyos objektum tobb tulajdonsagat is ismerni kell, ill. szélesebb ismeretekre van sziikség
valoszinliségszamitas - vagy a matematika mas againak - teriiletén. A ZH szintii feladatok sorszamat kévér
betiikkel szedtem. A nehéz feladatokat szintén kovérrel szedtem, és *-gal is megjeldltem (ilyen nehézségii
feladatok szintén nem valdszintiek a ZH-kon).



rész I

ZH 1

2. Kombinatorika
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1. (I/5) A hét torpe minden este mas sorrendben szeretne sorba allni, amikor Hofehérke a vacsorat osztja.
Hanyféleképpen tehetik ezt meg?

2. (I/7) Egy versenyen 5-en indulnak, az Gjsagok az els6 harom helyezett nevét kozlik. Hanyféle lehet ez
a lista? (Kozlik a helyezést is.)

3. (I/9) Van 6 lanyismer6som, és 2-t el akarok hivni moziba. Hanyféleképpen tehetem ezt meg?

4. (I/11) Egy szamkombinaciods zarat 3 db kiilonb6zd, 1 és 10 kozotti szam begépelésével lehet kinyitni,
de tudjuk, hogy a szamok névekvo sorrendben vannak. Héany ilyen kombinaci6 van?

3. Valésziniiség

A valodsziniliség targya események egy rogzitett rendszere, és ezekhez rendelt valosziniiség illetve ezek tula-
jdonsagai.

Ezt az alabbi harmassal reprezentaljuk, és (Kolmogorov féle) valosziniiségi mezének hivjuk:

(, F, P),

ahol  a lehetséges kimenetelek tere (pl: Q2 = {1,2,3,4,5,6}), F az eseményteér (pl: F = {{},{1,3,5},{2,4,6},Q}),
és P : F — [0, 1] avaldszintiségi mérték. Ez kifejezi, hogy egyes eseményeket mennyire tartunk valoszintinek.
Példénkban P(paros) = 3, P(paratlan) = 1, P({}) = 0 és P(Q2) = 1. (Biztos esemény 1 valosziniiségfi
ez "mindig" bekovetkezik. A lehetetlen esemény valosziniisége: 0.).

A kimenetelek tere tetszdleges halamaz lehet, mig az események tere ennek némely részhalmazat tartal-
mazza (F' C 2). Elképzelhetd hogy a kimeneteleknek nem minden kombinéciéjahoz rendeliink valdszintiséget
(példankban a kocka cinkelt, 1-est, s 6-ost nagyobb valdszintisaggel dob, csak anyit tudunk, hogy parost és
paratlant ugyanakkora valoszintiséggel dob, ezért pl. az {1} nem szamit mérheté eseménynek).

Az F eseménytér és a P valoszinliségi mérték tovabbi feltételeket kell teljesitsen, hogy az események
valoszinliségérdl alkotott intuicionknak megfeleljen (ezek koziil az egyik legnevezetesebb a megszamlalhatd
additivitas). Ezeket a szabalyokat Kolmogorov axiomaknak hivjuk, am itt eltekintiik részletezésiiktol.



4. Valosziniiségi valtozo
Az X : Q — R fliggvényket valosziniiségi valtozonak hivjuk.

Ennek egy fontos kovetkezménye, hogy t : R — R esetén ¢(X) is valoszinliségi valtozo, igy minden
miivelet elvégezheto vele, ami egy valdszintiségi valtozoval.

5. Diszkrét egyenletes eloszlas

Diszkrét egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozorol akkor beszéliink, ha

P(X=x)= ‘%,
minden lehetséges x értékre. Ebbdl kovetkezik, hogy
P(4) = 4,

ahol A € F.Ezt Ggy is kifejezhetjiik, hogy egy adott esemény valdszinlisége:

kedvezokimenetelekszdma

valdszinuség = - - 7
azosszeskimenetelszama
1. (I/17) Feldobunk egy érmét kétszer egymasutan. Mi a valésziniisége, hogy dobunk fejet? Es hogy
pontosan 1 db fejet dobunk?

2. (I/19) Mi a valbszinlisége annak, hogy két darab (szabalyos) kocka feldobasakor legalabb az egyik
6-0s lesz? Es annak a val6szintisége, hogy egyik sem lesz 6-0s?

3. (I/22) Mennyi a valdsziniisége, hogy ha egy polcon 7 db konyvet véletlenszerlien sorba rakunk, akkor
egy koztiik 1évo0 trilogia kotetei egymas mellé keriilnek?

4. (I/24) A brazil labdaragé valogatott edzésénck megkezdése eldtt, az edzésen résztvevo 22 jatékost két
csoportba osztjak. Mi annak a valdsziniisége, ha taldlomra torténik a szétosztas a két 11-es csoportba,
hogy Ronaldo és Ronaldinho egymas ellen jatszik?

5. (I/25) Mi a valészintisége annak, hogy egy 23 f0s tarsasagban van legalabb két olyan ember, akiknek a
sziiletésnapja ugyanarra a napra esik (tegyiik fel, hogy az emberek az év 365 napjan egyforma eséllyel
sziiletnek)?

6. (1/28) Eloszor kivalasztunk egyet az 1,2,3,4,5 szamjegyek koziil, majd a maradékbol egy masodikat
(pl. egy cédulara felirjuk dket és kettét kihtizunk visszatevés nélkiil). irja fel az eseményteret! Tegyiik
fel, hogy minden kimenetel egyforman valoszinii. Adja meg annak a valdsziniiségét, hogy (a) el-
sOre paratlan szdmot huzunk (b) masodikra paratlan szamot hiizunk (c) mindkétszer paratlan szamot
hazunk! Irja fel a szobanforgd eseményeket, mind kimenetelek részhalmazat!

7. (I/30) Feldobunk két szabalyos kockat. Legyen A az az esemény, hogy a dobott szamok Osszege
paratlan, B az az esemény, hogy legalabb egy hatost dobtunk. Irja felaz AN B, AUB, és AN B
eseményeket mint kimenetelek részhalmazat! Szamitsa ki a valoszinliségiiket! (tipp: Hasznalja az
additivitasra vonatkozé Kolmogorov axiomakat!)

8. (1/31) Egyszeriisitse le az alabbi kifejezéseket: (a) (AUB)N(AUB), (b) (AUB)N(AUB)N(AUB),
(c) (AU B)N (B UC). (tipp: Hasznélja a De Morgan azonossagokat!)



6. Feltételes valosziniiség

Vizsgalhatjuk egy (A) esemény bekovetkezésének valdszinliségét ugy is, hogy ha tudjuk, hogy egy masik
(B) esemény bekdvetkezett. Példaul ha a lotton az elsd 4 szam talalt, és még most huzzak az 6todik ny-
erdszamot, akkor nagyobb a telitalalat valoszinlisége, mint a sorsolas megkezdése elott. A fenti jelolésnél
P(A|B) a feltételes valoszintiség. (Olvasva: A valosziniisége feltéve B-t). Szamitasa:

P(AN B)

PAIB) = =5 5

1. (II/1) A baratommal snapszerozom. Ebben a jatékban 20 darab lap van, minden szinbdl 5. Kiosztok
5 — 5 lapot. Mi a valdszintisége, hogy az ellenfélnek van zoldje, ha nekem 3 zoldem és két pirosam
van? Es ha nem tudom milyen lapjaim vannak (még nem néztem meg)?

2. (II/5) Egy iskolaba 260 ember jar, 230 tanul6 és 30 tandr. Egyszer egy influenzajarvany tort ki koztiik.
Az orvos az alabbi tablazatot készitette:

Beteg | Egészséges | Osszesen | Esemény
Fit 50 60 110 B1
Lany 40 80 120 B2
Tanar 10 20 30 B3
Osszesen | 100 160 260
Esemény Al A2

a) Véletlenszeriien kihuzunk egy kartont. Mi a valosziniisége, hogy: 1) fiué? ii) betegé? iii) beteg
fitné?

b) Ha elozetesen a fiuk, lanyok és tanarok kartonjait kiilon fiokokba gyiijtotték, én a lanyokébol
htzok, mi a valészinlisége annak, hogy beteg lanyt huztam?

¢) Az orvos szorgos asszistense egy kupacba kidobalta a fiokokbdl az 6sszes kartont, aki beteg volt.
Ebbol véletlenszertien hizva egyet, mi a valdszinlisége annak, hogy tanar az illetd?

d) (*) Ha kett6t hiizok ugyanebbdl a beteg-kupacbol egymas utan, mi a valészintisége, hogy az elso
fiti lesz, a masodik lany? Es hogy mindkettd fi lesz?

7. Szorzasi szabaly
Feltételes valoszintiségek szorzasi szabalya (avagy toronyszabaly):
P(A,NA,—1N... A1) = P(A,]Ap_1N... AsNA1)-P(Ap—1]An—oN... AosNAy)-... P(A3|AaNA1)-P(A3]Ar)-P(Ay)

1. (II/7) Egy lakoételepen csotanyirtast végeztek. Az elsé vegykezelés még a csdtanyok 60%-at irtja ki, de
utana a csotanyok egyre inkabb immunissa valnak, igy a masodszorra mar csak a 40%, harmadszorra
pedig csak a 20%-uk pusztul el. Mi a valdszinlisége, hogy egy megjeldlt csotany a) atvészeli a teljes
eljarast? b) az utolso irtaskor pusztul el? c) tuléli a kezelést, ha az elsd kezelés utan még lattak élve?

2. (II/8) Egy dobozban 16 alkatrész koziil 3 hibas. Mi a valoszinilisége, hogy harom egymas utan kivett
alkatrész mikodoképes?



10.

Teljes valosziniiség tétele

.HaH,,H, 1,H,_o,...,Hy, H teljes eseményrendszert alkot (azaz paronként diszjunktak és egyiitt

kiadjak a biztos eseményt), A pedig tetszoleges esemény, akkor:

P(A) = P(AlH,) - P(Hy,) + P(A|Hp—1) - P(Hy—1) + ... P(A|H1) - P(H)

. (II/12) Iszakos Ivan a nap 2/3 részét kocsmaban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma van, és nem valogatos,

azonos eséllyel tartézkodik barmelyikben. Egyszer elindulunk, hogy megkeressiik. Négy kocsmat mar
végigjartunk, de nem talaltuk. Mi a valoszinlisége annak, hogy az 6todikben ott lesz?

Bayes tétel

. Ha tudjuk, hogy A mar bekovetkezett, mi annak a valdsziniisége, hogy ez pontosan H; eseménnyel

valosult meg? (Itt Hy, Hs,... H, ismételten teljes eseményrendszert alkot.) A definicié szerinti
képletet felirva a szamlaloban a a feltételes valdszinliség, a nevezoben a teljes valosziniiség képletét
alkalmazva adodik a kovetkezd képlet:

_P(ANH;) _ P(A|H;) - P(H;)
PULLD) = =500 = P(AIH,) - P(H,) + -+ P(AJHy) - P(H))

. (I/13) A ketyere gyarban az A, B és C gépsoron allitjak el6 a ketyeréket. Az A gépsoron a ketyerék 25,

a B-n 35, a C-n 40%-4t gyartjak. Az A gépsoron eldallitott ketyerék 5%-a, a B gépsoron eldallitottak
4%-a, a C-n gyartott ketyeréknek csak 2%-a hibas. A hibasakat félredobjak egy nagy kupacba. Ebbdl
véletlenszerlien kiszedve egy ketyerét, mi a valoszinlisége, hogy azt az A, B, illetve a C gépsoron
gyartottak?

. (I/16) Egy binaris csatornan a 0 jelet 1/3, az 1 jelet 2/3 valosziniiséggel adjék le. Mivel az adast

zajok zavarjak, ha 0-t adnak le, akkor 1/4 valoszinliséggel 1 érkezik, ha pedig 1-et adnak le, 1/5
valoszintiséggel 0 érkezik.

a) Kaptunk egy 0-t. Mi a valdszintisége, hogy ezt 0-ként is adtak le?
b) Mi a valdsziniisége, hogy 1-et kapunk?

Fiiggetlen események

Jelolés: az "A és B" eseményt ezental A N B-vel vagy AB-vel jeloljiik.

1.

A, B események fliggetlenek akkor és csak akkor, ha teljesiil, hogy P(A N B) = P(A)P(B).
Tobb esemény fliggetlensége esetén nem csak annak kell teljesiilnie, hogy

P(A1 N AN A3N -~ N Ay) = P(A1)P(A3)P(As) ... P(Ay)



hanem tetszoleges A;-k helyett mindkét oldalon azok komplementerét véve is igaz az egyenldség,
példaul:

P(AiNANA3sNAgN - NAy) = P(A)P(A2) P(A3) P(A4) ... P(Ay)

Ilyen egyenletbol 2™ darab van. Forditva is igaz: ha az Osszes igy szadrmaztatott egyenlet fennall,
akkor az Aq, A,, ... A, eseményekrdl azt mondjuk, hogy egyiittesen fliggetlenek.

. (ellenpélda) Feldobunk egy érmét 3-szor egymas utdn. Mondjon olyan A, B, C eseményeket, hogy
P(ANnBNC)=P(A)P(B)P(C), viszont a harom esemény nem fliggetlen!

. (II/17) Kétszer egymas utan feldobunk egy szabalyos pénzérmét. Legyen A az az esemény, hogy el-
sore fejet dobunk, B az az esemény, hogy masodikra dobunk fejet, C' pedig, hogy a dobasok egyezdek.
Gy6z6djiink meg r6la, hogy A, B, C eseményekbdl barmely kettd fiiggetlen egymastdl, de a 3 es-
emény egylittesen mar nem alkot fiiggetlen rendszert!

. (IlI/12) Egy gyarban az 1. gépsor az ido 60%-aban a II. gépsor az id6 70%-aban dolgozik egymastol
fiiggetlentil. Mi a valészintisége hogy a) mindkét gép dolgozik, b) legalabb az egyik dolgozik, c) csak
az egyik gép dolgozik d) mindkét gép all?

. (I/19) Az A dobdkockanak 4 piros és 2 fehér oldala van, a B kockanak pedig 2 piros és 4 fehér.
Eloszor feldobunk egy szabalyos érmét. Ha fej, akkor a tovabbiakban mindig az A kockaval jatszunk;
ha iras, akkor pedig mindig a B kockaval.

a) Mutassa meg, hogy a piros dobdsanak valdszintisége mindig %
b) Ha az elso két dobas piros, mi a valdsziniisége, hogy a harmadik is piros?

¢) Ha az els6 harom dobas piros, akkor mi a valdsziniisége, hogy az A kockat hasznaljuk? (Csak a
kocka felsd lapjat 1atjuk, a kocka tobbi oldalat nem.)

. (I1/20) (Feliiletes utazo) Egy utazd az irdasztaldban, a nyolc fiok egyikében hagyta az tutlevelét.
Miel6tt a repiilotérre indulna, kapkodva probalja megtalalni. A kapkodas miatt 0, 1 valdszinliséggel
akkor sem veszi észre az utlevelet, ha az éppen megnézett fiokban van.

a) Mi a valosziniisége, hogy nem talalja meg az els6 5 fiokban?

b) Ha nem talalta meg az elsd 5 fiokban, mi a valdsziniisége, hogy az ttlevél nem is volt ezekben?

. (II/22) Minden héten egy szelvénnyel jatszunk az 6tos lotton. Hany hétig kell ezt megtenniink, hogy
legalabb % valoszintiséggel legyen legalabb kettes talalatunk?

a) Mi a valdszintsége, hogy egy adott héten legalabb kettes talalatunk lesz, ha két figgetleniil
kitoltott szelvénnyel jatszunk?

b) Mi a valdsziniisége, hogy egy adott héten legalabb kettes talalatunk lesz, ha két olyan szelvénnyel
jatszunk, amelyeken nincsen egyforma szam? (Segitség: A 90 szamot ossza haromfelé: 5+5
szam van a szelvényeken, 80 szam pedig nincs egyiken sem.)



8. (II/23)* Szindbad, az Ezeregyéjszaka meséinek hires hdse, N haremhdlgy koziil szeretné kivalasz-
tani a legszebbet, akik egyesével elsétalnak elotte. Szindbad az in. K-stratégidval valaszt koziilik:
hagyja, hogy K lany elsétaljon elotte (ezek koziil semmiképpen nem valaszt), majd kivalasztja az
elso olyat, aki minden korabban latottnal szebb. Feltéve, hogy a lanyok kdzott szEépség szempontjabol
egyértelmli rendezés van, és egy teljesen véletlen sorrendben jonnek eld, mi a valdszinlisége, hogy
Szindbad ki tudja valasztani a legszebbet a K -stratégiaval? Kb. mennyi az optimalis K érték, ha
N nagy? (Segitség: Alkalmazza a teljes valoszinliség formulajat azokkal az A, eseményekkel, hogy
a legszebb lany r-edikként jelenik meg, » = 1,2,..., N. Hatarozza meg annak az eseménynek a
feltételes valoszinliségét, hogy az elsé 7 — 1 (r > K + 1) lanybol a legcsinosabb nem esik az elso K
lany k6z¢! Ugyanis ekkor Szindbad hibazni fog.)

11. Nevezetes diszkrét eloszlasok

A diszkrét eloszlasokat sulyfiiggvenyiikkel definialjuk, azaz megadjuk, hogy mennyi egyes értékek valoszintisége:
p(z;) = P(X = z;).Ezen értékek aggregacidjabol kapjuk az eloszdldsfiiggvényt, ami szintén egyértelmiien

meghatarozza az eloszlast: Fx(r) = P(X < z) = Z P ().

1. Indikator (Bernoulli) eloszlas:
Egyetlen A kisérletet végziink és azt nézziik, hogy hanyszor kovetkezik be. Mivel egyetlenegyszer
végezziik el a kisérletet, ezért a bekovetkezések szamat X -szel jelolve két eset lehetséges: A bekovetkezik,
azaz X = 1, vagy A kovetkezik be, azaz X = 0. Ezekre a valésziniiség legyen: P(X = 1) = p és
P(X=0)=1-p.
Példaul egy kockadobassal kapcsolatban legyen A a hatos dobas eseménye. Ekkor P(A) = %, vagyis
P(X=1)=%¢éP(X=0)=3.

2. Diszkrét egyenletes eloszlds:
n érték koziil mindegyik ugyanakkora valoszinliséggel, vagyis % valoszinliséggel kovetkezik be.
Példaul egy szabalyos kockaval valé dobas értékei: P(X = 1) = P(X =2) = ... = P(X =
6) =1/6.

3. Binomialis eloszlds:
Tipikus példa egy pénzdobas sorozatban a fejek szama. Ha m-szer dobtunk fel egy érmét, amely p

valoszintiséggel fej (tehat lehet, hogy hamis), akkor annak a valdszinlisége, hogy pontosan £ db fej
van a dobasok kozott:

P(X =k) = <Z>pk'(1 )" (k=1,...,n).
Példaul, pontosan 3 hatos valdsziniisége 20 dobasbol: P(X = 3) = (230) (1/6)3(5/6)'.
Varhato értéke np; moédusza |(n + 1)p|, ha (n + 1)p nem egész.
(A binomialis eloszlas valgjaban n db indikator eloszals konvolucidja.)
4. Hipergeometrikus eloszlds:

A darab piros, és B darab fehér goly6 koziil huzunk n darabot. Annak a valésziniisége, hogy pontosan
k darab piros goly6t huzzunk ki:

() (,20)

(A+B)

n

P(X =k)=hapn(k)=



Példaul, 2 talalat valoszintisége az 6tos lotton: P(X = 2) =

Varhato értéke np, ahol p = A/(A + B).

12. Eloszlasok tulajdonsagai

12.1. Varhato érték

Egy X valoszintliségi valtozora megfigyelhetd lehetséges értékeket jeloljiik x;-vel, a hozzajuk tartozo valoszintiségeket
(azaz P(X = x;)-ket) pedig p(z;)-vel vagy p;-vel. Ekkor a varhat¢ érték: E(X) =Y. P(X = ;) - o; =
doip(i) i = pi @i

e A varhatoérték képzés linedris mivelet, azaz: E(aX + b) = aB(X) + b.

e Tetsz6leges (nem csak fliggetlen) valoszintiségi valtozok varhaté értéke osszeadodik: E(X +Y) =
E(X)+E(Y).

e Fiiggetlen valosziniiségi valtozok esetén az is igaz, hogy E(XY) = E(X)E(Y).
o Mivel E(t(X)) = >, pi - t(z;), altalaban nem igaz az, hogy E(¢(X)) = t(E(X)).

e A nagy szamok torvénye (tétel) szerint a kisérletszam novekedésével a kisérleti eredmények szamtani
atlaga tart az elméleti uton kiszamolt varhato értékhez.

1. (III/19) Mennyi a szabalyos kockaval végzett kockadobas soran a dobott szam varhato értéke?

2. (I11/20) A diszkrét P eloszlas stlyfiiggvénye: p(z) = % (x = 1,2, 3,4). Mennyi az eloszlas varhato
értéke?

3. (IV/23) Péter, ha kockaval paratlant dob 100 Ft-ot veszit, ha 6-ot dob 400 Ft-ot nyer, ha 2-6t, vagy
4-et dob, ujbol dob. A masodik dobasnal 10 Ft-ot nyer, ha parost dob, 20-at veszit, ha paratlant dob.
Elonyds-e ez a jaték szamara?

4. (IV/30) Pista és Zoli kockaznak. Mindketten feldobnak egymas utan egy piros és egy zold kockat. Ha
Pista 1-et vagy 2-t dob, 6 nyer, és kap Zolitol 5 Ft-ot; ha Zoli 6-ot dob, 6 a nyertes, és 11 Ft-ot kap
Pistatol. Ha egyikiik sem nyer, illetve ha mindketten egyszere dobnak nyerdt, nem fizetnek, hanem
eldlrol kezdik a dobalast. Zoli azt javasolja, hogy ne koptassanak két kockat, inkabb kérjék meg Jozsit,
dobaljon 6 az egyetlen fekete kockaval, de a nyerési és fizetési feltételek maradjanak valtozatlanok.
Erdemes elfogadni Pistanak Zoli ajanlatat?

5. (IV/31) Egy jatékos 250 Ft-ot befizet a banknak, majd egy kockaval, amelynek 6t oldala zold, hatodik
pedig fekete, egy sorozatot dob. Barmelyik dobas utan bejelentheti, hogy nem akar tovabb jatszani és
ilyenkor annyiszor 100 Ft-ot kap, ahany zdldet dobott addig. Ha viszont barmikor feketét dob, akkor
vége a sorozatanak, és semmit se kap a banktdl. Keresse meg a jatékos szamara optimalis stratégiat és
gy06z0djon meg, hogy még az is veszteséges!



12.2. Modusz

A legnagyobb valdszinliséggel el6foruld érték, amit az adott valdszinliségi valtozd felvesz: mddusz(X) =
argmax, P(X = z)

e Ahogy a varhato értéknél, itt is igaz az hogy: mddusz(aX + b) = a * médusz(X) + b.

e A modusz milvelet atcsoportosithato transzformaciokra nézve: mddusz(t(X)) = t(mddusz(X))

1.

(111/4) Blicc ur minden nap villamossal megy dolgozni, de nincs bérlete, sem jegye. A villamosra
minden nap 0,2 valdsziniiséggel szall fel ellendr, és ilyenkor 0,95 valdszintiséggel elkapja Blicc urat.
(Az ellen6r minden nap az addigiaktdl fiiggetleniil donti el, ellendrzi-e aznap Blicc tr villamosat.)

a) Mennyi a valdsziniisége, hogy Blicc urnak "szerencsés hete" van, azaz az 5 munkanap egyikén
sem kell biintetést fizetnie?

b) Mennyi a valosziniisége, hogy pontosan kétszer kapjak el egy hét munkanapjai alatt?

c) Feltéve, hogy Blicc urnak "szerencsés hete" volt, mi a valdsziniisége, hogy mind az 6tszor volt
ellendr a villamoson?

d) Mi a valdszinlisége hogy csiitortokon biintetik meg masodszor?
(III/5) Egy szdcske elindul a szamegyenes origdjabol. Minden 1épésnél 1/2 valoszinliséggel jobbra,
1/2 valésziniiséggel balra ugrik. 20 ugras megtétele utan

a) milyen valdszinliséggel lesz a 0-ban?

b) milyen valdszintiséggel lesz az 1-ben?

¢) milyen valdsziniiséggel lesz a (-2)-ben, ha az utolso eldtti ugras utan a (-3)-ban volt?

. (I11/7) 80 tiveg bor van egy borospincében Gssze-vissza lerakva, ebbol 30 fehér, 50 vords. A vendégek

a fogadostol 3 liveg fehér és 7 vordsbort rendelnek, de a pincében kiégett a villany. A fogadds véletlen-
szerlien kivalaszt 10 iiveget. Mi a valosziniisége, hogy minden vendég kap neki megfeleld itokat?

. (III/8) Van két érmém, az egyik igazsagos érme, a masik cinkelt, de ranézésre nem tudom oOket

megkiilonboztetni egymastol. A cinkelt érme 3/4 valoszintiséggel mutat fejet. Eldveszem az egyik
érmét a zsebembdl, 1/2 eséllyel az igazsdgosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet. A kivalasztott érmét feldobom
30-szor, és azt tapasztalom, hogy 25-szor mutatott fejet. Mi a valoszinlisége, hogy a cinkelt érmét
vettem el9?

. (II1/9)* Egy dobozban N darab cédula van 1-t6l N-ig megszamozva. Visszatevés nélkiil hiizunk

n-szer, majd a kihzott szamokat nagysag szerint sorba rakjuk. Tekintsiik a nagysag szerinti

a) legkisebbet,

b) legnagyobbat,

c¢) 2. legkisebbet,

d) 3. legkisebbet,

e) s-edik legkisebbet.



13.

Hatarozza meg ezeknek a valdsziniiségi valtozoknak az eloszlasat: adja meg a stlyfiiggvénynek a
képletét! Hatarozza meg az eloszlas moduszat!

. (I1I/14) Van két érmém, az egyik igazsagos €rme, a masik cinkelt, de ranézésre nem tudom Oket

megkiilonboztetni egymastol. A cinkelt érme 3/4 valosziniiséggel mutat fejet. Eldveszem az egyik
érmét a zsebembdl, 1/2 eséllyel az igazsagosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet, és odaadom a hallgatoknak.
30 dobas utén el kell donteniiik, melyik érme volt, amit eldvettem. Hol hiznak meg a dontési hatart?
(A 30 dobas koziil hany fej az a maximalis, amikor még az igazsagos érmére tippelnének?)

Tovabbi nevezetes diszkrét eloszlasok
. Poisson-eloszlas
Ha az X valdsziniiségi valtozo a 0, 1,2, ... értékeket veheti fel és
Ak
P(X =k)=p(k) = px e

ahol A > 0 egy tetszoleges valos szam, akkor X eloszlasat A paraméterti Poisson-eloszlasnak nevez-
ziik. Varhato értéke A\. Modusza | A[, ha A nem egész szam. Ha A egész szam, a modusz A — 1.

e Poisson eloszlast hasznalunk pl. adott idéegység alatt bekovetkezo fiiggelten események szama-
nak modellezésére (pl addot idoegység alatt bekovetkezo kérések szama egy web-serveren.).

e Egy 0kolszabaly a Poisson eloszlas hasznalatara, hogy n (a fliggetlen lehetdségek szama) legalabb
20 legyen, az egyes események bekovetkezési valosziniisége pedig legfeljebb 0.05.

a) Geometriai eloszlas (optimista) "addig jar a korso a kutra..."
Hanyadik dobasra jon eld az elsd hatos? P(X = k) = (5/6)*~'(1/6). Altalanosabban: op-
timista, p paraméterii geometriai eloszlasu az a valészinliségi valtozd, ami a siker els6 eldfor-
dulasaig sziikséges kisérletek szamat szamolja (a sikeres kisérlettel egytitt), ahol a fiiggetlen
kisérletekben a siker valésziniisége p: P(X = k) = (1 —p)* " 1p (k=1,2,...).

e Ha egy diszkrét eloszlas orokifju (latsd késobb), az csak a geometriai eloszlas lehet.

b) Geometriai eloszlas (pesszimista):
Hanyat nemhatost dobok az elsé hatos dobas elétt? P(X = k) = (5/6)%(1/6). Altalanos-
abban: pesszimista, p paraméter(i geometriai eloszlasu az a valdsziniiségi valtozo, ami az elso
sikerig bekovetkezett kudarcokat szamolja, ahol a fiiggetlen kisérletekben a siker valdszintisége
p: P(X=k)=01-pkp(k=0,1,2,...).

¢) Negativ binomidlis eloszlas (optimista):
Hanyadikra jon ki a harmadik hatos? P(X = k) = (kgl)(1/6)2(5/6)k_3(1/6) =
(*31)(1/6)%(5/6)k 3. Altalanosabban [NBIN,(n, p)]: a siker valésziniisége p, a valésziniiségi
valtozo azt szamolja, hanyszor kell a kisérlet elvégezni, hogy megkapjuk az n-edik sikert: P(X =
=D -pF"k=nn+1ln+2...).

d) Negativ binomialis eloszlas (pesszimista):
Hanyat nemhatost dobok a harmadik hatos dobas elétt? P(X = k) = (*1?)(1/6)%(5/6)%(1/6) =

(’“52) (1/6)3(5/6)F. Altalanosabban [NBIN s (n, p)]: a siker valosziniisége p, a valoszintiségi
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3.

10.

11.

valtozé azt szamolja, hany kudarc el6zi meg az n-edik sikert: P(X = k) = (k:ffl)p"(l .
p)F =N (—9)F (k=0,1,2,... ésq=1—p).

(IV/1) A tanult nevezetes eloszlasok koziil melyik illik legjobban az alabbi valdsziniiségi valtozok
modellezésére?

a) hanyadik aut6 vesz fel, amikor kiallok az orszagutra, mert autostoppal akarok utazni?

b) 10 auté koziil hany vesz fel stopposokat?

¢) a 12. autd a harmadik piros?
(IV/4) 100 kulcs koziil csak 1 nyitja az elottiink 1€évo ajtot. A sotétben nem latjuk, hogy melyik
kulcsot probaltuk mar ki, igy a probalgatasok soran tobbszor is a keziinkbe keriilhet ugyanaz kulcs.

Mi a valdszintisége, hogy legfeljebb 50 probalkozassal kinyitjuk az ajtot? Es ha a kiprobalt kulcsokat
félretessziik? Atlagosan hany probalkozasra van sziikség a két esetben?

. (IV/9) Egy gyarban futdszalag szallitja az alkatrészeket. A futdszalag ledll, ha selejtes termék érkezik.

A termékek 2%-a selejtes. Mi az eloszldsa annak a valdszinliségi valtozénak, ami azt szamolja, hogy

a) hanyszor allt le a szalag az n-edik termékig (Ot is beleértve)?
b) hany terméket gyartott a gép az n-edik leallasig?
¢) hany terméket szallitott két leallas kozott?

d) hany leallas tortént egymas utan anélkiil, hogy egyetlen jo termék is keletkezett volna? (Selejt-
széria hossza.)

(IV/12) Egy kollégiumban egy év alatt 0.1%-os valdszinliséggel it ki tiiz. Mennyi a valosziniisége,
hogy 5 év alatt legalabb 1 tiizeset van? (Szamoljuk ki a kordbban tanult modszerekkel, és a Poisson
eloszlas segitségével is!)

. (IV/20) Egy forgalmas orszagltszakaszon, ahol maskor is szoktak radarozni, figyelik, hogy 5 perc

alatt hany aut6 1épi a4t a megengedett sebességhatart. Tapasztalat szerint kb. ugyanolyan valdszind,
hogy lesz ilyen autd, mint az, hogy nem lesz. Mennyi a valosziniisége, hogy az 5 perc alatt pontosan
harom auté 1épi at a megengedett sebességhatart?

(IV/14) Sok év statisztikaja all rendelkezésiinkre arra nézve, hogy naponta hany lakastiiz volt Bu-
dapesten. A napi négy tlizeset ugyanolyan relativ gyakorisaggal fordul eld, mint az 6t tiizeset. Bec-
stilje meg, hogy a napok kortilbeliil hany szazalékaban fordul el6 a két tizeset!

(IV/15) Atlagosan hany szem mazsolanak kell lennie egy siitiben ahhoz, hogy egy véletlenszertien
kivalasztott siitiben 99%-os valdszintiséggel legyen (legalabb egy szem) mazsola?

(IV/25) Egy dobozban 5 piros és 2 kék golyo van. Visszatevés nélkiil hiizzunk addig, amig az els6
kék golydt kihuzzuk. Jeldljik X-szel az elsd kék golyd huzasanak sorszamat. Tekintsiik egy ilyen
huzassorozatot egy kisérletnek. a) Adjuk meg az X valdszinliségi valtozo eloszlasat! b) Szamitsuk ki
a X valoszinliségi valtozo varhato értékét!

(IV/32) Mennyi a lotton a talalatok szamanak varhato értéke?
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14. Folytonos eloszlasok jellemzése

Eloszlas- és siirtiségfiiggvény

Az eloszlasfliiggvény x pontban felvett értéke megadja, hogy az X valoszinliségi valtozo mekkora valosziniiséggel
vesz fel az x valds szamnal kisebb értéket:
F(z) =P(X < x), x eR.

Az eloszlasfliggvény jellemzdi:

1. a (—o0)-ben 0-hoz, a co-ben 1-hez tart,
2. monoton névekvd (nem feltétleniil szigortian!) vagyis ha 1 < w9, akkor F'(z1) < F(z3),

3. mindenhol balrél folytonos.

A félév soran kétféle eloszlassal fogunk foglalkozni:
(a) Ahol az F'(z) eloszlasfiiggvény szakaszonként konstans, véges sok vagy megszamlalhat6 sok x1, zs, . . .
ugrassal: ez a diszkrét eloszldsok esete. Az ugrasok nagysaga a sulyfiiggvény: p(xy) = F(ap+) — F(zy) =
(b) Ahol F'(z) folytonos: ekkor X eloszlasat folytonosnak nevezziik. Ebben az esetben azt is feltessziik,
hogy van olyan f siriiségfiiggvény, amellyel
F(z) = [*_ f(t)dt, z €R.

Minden olyan z pontban, ahol f folytonos, fennall, hogy f(x) = F'(z). Tetszdleges (a,b) vagy [a, b]
intervallumba esés valdsziniisége a folytonos esetben:
Pla < X <b)=P(a< X <b)=F(b) - F(a) = [ f(t)dt.

A stiriségfiiggvény tulajdonsagai:

1. f(x) > 0 minden z-re,

o0

2. [ ft)ydt=1.

A valdszintiségi valtozo vdrhato értéke a folytonos esetben:

E(X)= | af(2)de

— 00

és tetszOleges ¢(X) fliggvényének varhato érteke: E(¢(X)) = [ t(x)f(x)dz.

15. Nevezetes folytonos eloszlasok

1. Folytonos egyenletes eloszlas

Ha egy véges intervallumra igy dobunk egy pontot, hogy a pont az intervallum barmely részinter-
vallumara annak hosszaval aranyos valoszintiséggel esik, akkor a pont koordinataja egyenletes elos-
zlasu az adott intervallumon. Jeldlje a és b ennek a véges intervallumunk két végpontjat. Annak a
valoszinlisége, hogy egy ilyen eloszlasu véletlen szam egy d hosszusagu részintervallumba essen (a
fentiek alapjan): ﬁ.

az eseménynek megfelel6 halmaz hossza
az egész eseménytér hossza

valoszinliség =
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Ez alapjan egy folytonos elszlast valdsziniiségi valtozo (X ~FE(a,b)) eloszlasfiggvénye: Fix(x)

£=0 ha x € (a,b), és 0 vagy 1 kiilonben. Sitrtiségfiiggvénye fx(z) = 72—, haz € (a,b) és 0
kiilénben.

Altaldnositds:

Hasonl6 elgondolas alapjan ha egy pont egy véges teriiletli siktartomany barmely részére a kivalasztott
rész teriiletével aranyos valdsziniiséggel esik, akkor a pont helyének eloszlasa egyenletes eloszlasu az
adott siktartomanyon:

az eseménynek megfelelé halmaz teriilete
az egész eseménytér teriilete

Véges térfogat térrészen értelmezett egyenletes eloszlas esetén:

valoésziniiség =

az eseménynek megfeleld halmaz térfogata

Valoszmuseg = az egész eseménytér térfogata

. Exponencialis eloszlas

Egy valdsziniiségi valtozo érokifju (mas néven: memoria nélkiili) tulajdonsag, ha teljesiil ra a kdvetkezo:
P(X > s+tX > t) = P(X > s) minden s,¢t > 0 esetén. Azaz ha a valdsziniiségi valtozo
valaminek az élettartama, akkor az orokifju tulajdonsag jelentése a kovetkez6: amig a szobanforgo
dolog “é1”, a tovabbi jovojét illetdleg esélyei olyanok, mint egy “ujsziilott” dolognak.

Egy pozitiv értékii folytonos valdszintiségi valtozo akkor és csak akkor 6rokifju tulajdonsagu, ha ex-
ponencialis eloszlasu.

Megjegyzés:

Egy X eloszlasrol azt mondhatjuk, hogy oregedik, ha P(X > s+ ¢|X > t) < P(X > s) teljesiil ra.
Példa: egy elhasznalodo alkatrész élettartama.

Hasonl6an azt mondhatjuk, hogy fiatalodik, amennyiben P(X > s + ¢|X > t) > P(X > s). Példa:
egy nagyon elmaradott orszagban sziiletett csecsemo élettartama.

)\ paraméterii exponencidlis siirliségfliggvénye: f(x) = \e™*?, eloszlasfiiggvénye: F(z) = 1 —e *
hax > 0.

A )\ paraméterii exponencialis eloszlas varhatd értéke: 1/A. Tehat ha egy exponencialis eloszlast
valoszintiségi valtozo varhato értéke adott, akkor a paramétere a varhato érték reciproka.

. (V/6) Egy tiizérségi 16vedék a célteriiletet egy r sugaru koron belill éri el. A koron barmely teriiletre
érkezés valoszinlisége aranyos az adott teriilet mérdszamaval.Az X valoszinliségi valtozo jelentse a
becsapddas pontjanak tavolsagat a célteriilet kozéppontjatdl. Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét
és siirliségfiiggvényét! Mennyi annak a valdszinlisége, hogy a 16vedék az r/2 ill 3r/4 sugarakkal
hatarolt korgy(r( belsejébe esik?

. (V/7) Egy [ hosszusagi ropit talalomra valasztott pontban kettétoriink. Mi az igy keletkezett darabok
koziil a rovidebbik eloszlasfiiggvénye?

. (V/9) Valasszunk az egységnégyzetben egyenletesen egy pontot. Jeldlje X e pontnak a négyzet
legkdzelebbi oldalatol vett tavolsagat. Hatdrozzuk meg az X eloszlasat! Mi annak a valdsziniisége,
hogy a pontunk tavolabb van az oldalaktol, mint 1/4? Mennyi X varhaté értéke?

. (V/11) Egy tavolsagi busz egyenletes eloszlas szerint érkezik a megalloba, munkanapokon 13:00 és
13:15 kozott, hétvégén 13:00 és 13:10 kozott. Utazasaim 1/3-a hétvégére, 2/3-a hétkdznapra esik.
Mindig 13:00-ra érkeziink a buszmegalloba. Hatarozzuk meg a buszra varakozas eloszlasat. Mi annak
a valdsziniisége, hogy kevesebb mint 5 percet kell varakoznunk?
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7. (V/13) Egyenletesen valasztunk egy pontot a egységsugaru félkoriven, majd az igy kapott pontot
levetitjiik az atmér6re. Mi annak a valdszinlisége, hogy az igy kapott pont a (—0.5, 0.5) intervallumba
esik? Mi annak a valdsziniisége, hogy kisebb, mint 0? Es, hogy kisebb, mint ?? (Az igy kapott
eloszlas az arkuszszinusz-eloszlads.)

8. (V/15) Egy buszmegalloban annak a valésziniisége, hogy a kdvekezé ¢ percen beliil jon busz 1 — e~

Mi annak a valosziniisége, hogy tobb mint 10 percet kell varakoznunk? Es annak, hogy kell varnunk
legalabb 5 prcet, de legfeljebb 10-et? Mi a varakozasi idonk varhato értéke? Mi annak a valdszintisége,
hogy ha mar sikerteleniil vartunk 4 percet, akkor kell még varnunk legalabb 10 percet?

9. (V/16) Legyen X2 egyenletes a [0, 1]-en. Mi lesz X eloszldsa? Mi a mediénja, véarhato értéke?

10. (V/19) Bizonyitsuk be, hogy az
P(X <z)=F(x) =1—¢* haz>0,
P(Y <y)=G(y)=1-e V¥ hay>0,
eloszlasfliggvényekkel megadott X és Y valoszinliségi valtozok koziil az egyik oregedd, a masik
fiatalodo!

11. (V/20) Egy utcai telefonfiilke foglalt, amikor odaérek. A beszélgetés hossza véletlen, percekben mérve
% paraméter(i exponencialis eloszlast. Mi a valoszinisége, hogy 5 perc mulva sem keriilok sorra? Mi
a helyzet akkor, ha tudjuk, hogy odaérkezésiinkkor mar 2 perce tart a beszélgetés?

12. (V/21) Adott tipusu elektromos berendezések 2%-a 1000 iizemoran beliil elromlik. Tegyiik fel, hogy
a meghibasodasig eltelt id6 exponencialis eloszlast kovet. Mekkora a valoszinlisége, hogy egy ilyen
berendezés az atlagosnal tovabb mikodik?

13. (V/22) Egy orokifju tulajdonsagi villanykorténél % annak a val6szintisége, hogy 2000 6ranal tobbet
lizemel. Egy varosban 200 ilyen égot helyeziink el. Mi a valdszintisége annak, hogy 200 ora elteltével
éppen 150 égo vilagit?

16. Nevezetes eloszlasok és tulajdonsagaik
A tablazatba Osszefiijtottem a nevezetes eloszlasok tulajdonsagait, emlékezteto jelleggel. A részletek, pl.
értelmezési vagy nulla értéki tartomanyok nem fértek ide, tovabba a modusz értékek sem mindig egyértelmiiek

(ahol jelent6s plusz informaciora van még sziikség, azt *-gal megjeldltem).
(1 — p)-t g-val jel6ltem, hogy elférjen a tablazatban.
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Eloszlas Suly,-stiriségfv. | Eloszlasfv. | Varhat6 érték Mobdusz Szoras?
Diszkrét egyenletes ﬁ
Indikator pill g P Ovl1 pq
Binomialis () q"F np [(n+ 1)p|x* npq
Hipergeometrikus (;‘24&%’“) np
Poisson ’,\7’:;’/\ A [A], A —1x A
Negativ binomialis (opt) (Zj) prgkm %*
Geometriai (opt) ¢ Tp 1—4F % 1 ]%
Folytonos egyenletes = . ath [a, b] (bzg K
Exponencialis e T 1—e ™ % 0 %
Normaélis ﬁe_f(y;mf P (=1 m m o2

orokifju)!

Vegyiik észre a hasonlosagot a geometriai €s az exponencialis eloszlas tulajdonsagai kozott (mindkettd

Megfigyelheto, hogy folytonos paraméteri, diszkrét eloszlasok esetén sziikségszer(i, hogy a paraméter

némely értéke mellett, tobb diszkrét érték is azonosan valdszini. (Ld. *-ok a modusz oszlopban!)

gvénybdl, és forditva.

ZH-hoz nem kell).

Mj: A normalis eloszlas €s a szoras értékek ismerete nem sziikséges az 1. ZH-hoz!

15

. (ZH nehézségii) J6 gyakorlas a folytonos eloszlasok eloszlas fiiggvényének kiszamolasa a stirtiségviig-
. (ZH nehézségii) Szamolja ki a folytonos eloszlasok varhatd értékékét és szdrasat (a szoras az elsé

. (ZH nehézségii) Szamolja ki a diszkrét eloszlasok szorasat! (A szoras az els6 ZH-hoz nem kell.)




rész I1

ZH 2

A masodik ZH sikeres teljesitésé¢hez elengedhetetlen a korabbi eloszlas tablazat ismerete...

17. Szoras és szoras négyzet
o Az m vérhato értékii diszkrét valoszintiségi valtozo szérdsnégyzete: 02 = >~ (xr — m)*p(zy).
Tk

e Folytonos esetben: 02 = [ (z —m)? f(z)da.

— 00

e Ezekkel ekvivalens dltalénosabb definicio: 0% = E((X—E(X))?).Ez diszkrét és folytonos valosziniiségi
valtozd esetén egyarant hasznalhato.

e Az elobbi definiciot kicsit tovabb alkitva kapjuk, hogy:
o% = BE(X — E(X))?) = E(X?) - 2B(XE(X)) + E*(X) = E(X?) — E*(X)

Ezt tigy is mondhatjuk, hogy: 02 = my — m2.

e Ugynebbdl a definiciobol kiindulva, €s a varhato érték linearitdsdra vonatkozé ismereteinket fel-
haznalva kapjuk, hogy:

2 _ 2.2 _
- 0l =C%0%,azazo.x = |clox

2 _ 2
Ox+b = 9x
- 0%,y =0y + 0% ha X ésY fliggetlenek.
— ebbdl kovetkezik, hogy O’QE X, = no? (ahol X; fliggetlen, azonos o szorast valészintiségi vél-
tozok)
2
— illetve 0% x;, = '%Y és orx; = "—\/‘% (Ez abban is megnyilvanul, hogy tobb mérést végezve, a

n
mérések atlagdnak szorasa csokken.)

1. (ZH szintii) Bizonyitsa be a fenti allitasokat, a varhato érték tulajdonsagainak ismeretében.

2. (VII/1) Szamitsa ki a Poisson-closzlas, a geometriai eloszlas, a standard és altalanos normalis eloszlas
szorasat!

3. (VII/2)* Szamitsa ki a A paraméterii exponencialis eloszlasu X valoszinliségi valtozo szorasat és a
varhat6 értéktdl valo atlagos abszolut eltérését! Mennyi a medidn, az also és a felsd kvartilis, illetve
altaldban a p-kvantilis értéke? (A folytonos F' eloszlasfiiggvényii eloszlas p-kvantilise az az x, amelyre
F(z) = p; a median ¢és a kvartilisck ennek specialis esetei rendre p = 3, 1, illetve 3 értékekkel.)
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18.

A standard normdlis eloszlds striiségfiiggvénye: p(z) =

(VI1/3) Szamitsa ki az [a, b] intervallumon vett egyenletes eloszlasu X valoszinliségi valtozd szordsat
és atlagos abszolut eltérését! (Az utdbbi az E|X — median| varhato értéket jelenti.)

. (VII/4) Szamitsakiaz f(x) = 2 ha0 < z < 1 slirliségfiiggvényil X valosziniiségi valtozd szorasat

és atlagos abszolut eltérését!

. (VII/6) Legyen X egy dobokockaval dobott szam. Mennyi X szdérasa? Mi a helyzet n oldala "kocka"

esetén?

. (VII/7T) Egy dobozbdl, amiben 4 piros €s 6 fehér golyd van, visszatevés nélkiil kihtizok 3 golyot.

Jelolje X a kihuzott piros golyok szamat! Mennyi X szorasa?

. (VII/8) Legyenek az X;(i = 1...4) valoszinliségi valtozok fiiggetlenek és azonos indikéator elos-

j
zlastak, azaz értékiik p valosziniiséggel 1 és (1 — p) valosziniiséggel 0! Legyen Y; = 3 X;(j =
i=1

1...4)! Mennyi Y;(j = 1...4) szorésa, illetve masodik momentuma p = 3, p = 1, illetve altalanos
esetben?

Normalis eloszlasok
1 -2

Woras ha —o0 < x < 0,

x

eloszlasfiiggvénye: ®(z) = [ ¢(t)dt ha —oo <z < 0.

— 00

Az m € R és o > 0 paraméterii (m a varhato érték, o az Gin. szoras, 1. késobb) normdlis eloszlas
a standard normalisbol szarmaztathat6. Ha X standard normalis eloszlasu valosziniségi valtozo, akkor az
Y = 0 X + m valoszinliségi valtozdé m és o paraméterii normalis eloszlasu; Y eloszlasfliggvénye:

(o2 (o

F(Y):P(Y<y)=11>(ax+m<y):P<X< y_m> :@(y_m),

stirliségfliggvénye:

1) =P = 2o (157 = e i

Eloszlas és stiriség fliggvények ilyen transzformacioja mas feladatoknal is gyakran el6fordul.

1.

(VI/2) Szamitsuk ki a kdvetkezd valoszintiségeket, ha X standard normalis eloszlast valoszintiségi
valtozo!
@QP-1<X<1)OP(-2<X<2)0)P(-3<X <3

(VI/4) Egy nagy populacidban az emberek atlagos testmagassaga 178 cm, a magassagok szorasa 9
cm, ¢s a magassag normalis eloszlasnak tekinthet6. Mennyi ekkor annak a valdszinisége, hogy
egy véletlenszerlien kivalasztott személy testmagassaga 169 és 187 cm kozé esik? Mennyi annak
a valoszinlisége, hogy ezen személy magasabb 2 méternél? Most mennyi az az érték, amelynél kisebb
magassag 0.2, 0.9, illetve 0.99 valoszintiségti?

. (VI/8) Egy gyar automotorokba vald gyertyakat készit. A gyertyak atlagosan 1170 oran keresztiil

mitkodnek, 100 6ra szorassal. A gyar olyan miikddési id6 garanciat akar vallalni, amelynél hamarabb
csak a gyertyak legfeljebb 5%-a hibasodik meg. Hany ora legyen a valalt mikodési id6?
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A standard normdlis eloszldsfiiggvény tablizata: ®(x) — % értékei

T 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 0.0000 0.0040 0.0080 0.0120 0.0160 0.0199 0.0239 0.0279 0.0319 0.0359
0.1 [ 0.0398 0.0438 0.0478 0.0517 0.0557 0.0596 0.0636 0.0675 0.0714 0.0753
0.2 [ 0.0793 0.0832 0.0871 0.0910 0.0948 0.0987 0.1026 0.1064 0.1103 0.1141
0.3 0.1179 0.1217 0.1255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517
0.4 |0.1554 0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879
0.5(0.1915 0.1950 0.1985 0.2019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224
0.6 | 0.2257 0.2291 0.2324 0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 0.2517 0.2549
0.7 1 0.2580 0.2611 0.2642 0.2673 0.2704 0.2734 0.2764 0.2794 0.2823 0.2852
0.8 [0.2881 0.2910 0.2939 0.2967 0.2995 0.3023 0.3051 0.3078 0.3106 0.3133
0.9 | 0.3159 0.3186 0.3212 0.3238 0.3264 0.3289 0.3315 0.3340 0.3365 0.3389
1.0 0.3413 0.3438 0.3461 0.3485 0.3508 0.3531 0.3554 0.3577 0.3599 0.3621
1.1]0.3643 0.3665 0.3686 0.3708 0.3729 0.3749 0.3770 0.3790 0.3810 0.3830
1.210.3849 0.3869 0.3888 0.3907 0.3925 0.3944 0.3962 0.3980 0.3997 0.4015
1.3 0.4032 0.4049 0.4066 0.4082 0.4099 0.4115 0.4131 0.4147 0.4162 0.4177
1.4 04192 0.4207 0.4222 04236 0.4251 0.4265 0.4279 0.4292 0.4306 0.4319
1.5 04332 04345 04357 04370 0.4382 0.4394 0.4406 0.4418 0.4429 0.4441
1.6 | 0.4452 0.4463 0.4474 0.4484 0.4495 0.4505 0.4515 0.4525 0.4535 0.4545
1.7 0.4554 0.4564 0.4573 0.4582 0.4591 0.4599 0.4608 0.4616 0.4625 0.4633
1.8 0.4641 0.4649 0.4656 0.4664 0.4671 0.4678 0.4686 0.4693 0.4699 0.4706
19104713 04719 04726 04732 0.4738 0.4744 0.4750 0.4756 0.4761 0.4767
2.0 104772 0.4778 0.4783 0.4788 0.4793 0.4798 0.4803 0.4808 0.4812 0.4817
2.110.4821 0.4826 0.4830 0.4834 0.4838 0.4842 0.4846 0.4850 0.4854 0.4857
2.2 10.4861 0.4864 0.4868 0.4871 0.4875 0.4878 0.4881 0.4884 0.4887 0.4890
2.3 10.4893 0.4896 0.4898 0.4901 0.4904 0.4906 0.4909 0.4911 0.4913 0.4916
2.4 10.4918 0.4920 0.4922 0.4925 0.4927 0.4929 0.4931 0.4932 0.4934 0.4936
2.5(0.4938 0.4940 0.4941 0.4943 0.4945 0.4946 0.4948 0.4949 0.4951 0.4952
2.6 | 0.4953 0.4955 0.4956 0.4957 0.4959 0.4960 0.4961 0.4962 0.4963 0.4964
2.7 0.4965 0.4966 0.4967 0.4968 0.4969 0.4970 0.4971 0.4972 0.4973 0.4974
2.8 10.4974 0.4975 0.4976 0.4977 0.4977 0.4978 0.4979 0.4979 0.4980 0.4981
2.9 1 0.4981 0.4982 0.4982 0.4983 0.4984 0.4984 0.4985 0.4985 0.4986 0.4986
3.0 | 0.4987 0.4987 0.4987 0.4988 0.4988 0.4989 0.4989 0.4989 0.4990 0.4990
3.1 10.4990 0.4991 0.4991 0.4991 0.4992 0.4992 0.4992 0.4992 0.4993 0.4993
3.2 04993 0.4993 0.4994 0.4994 0.4994 0.4994 0.4994 0.4995 0.4995 0.4995
3.3 10.4995 0.4995 0.4995 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4997
3.4 10.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4998

19. Tobbdimenzios diszkrét eloszlasok

1. (VII/10) Eldszor egy kockaval dobunk, majd annyi érmével, ahanyast a kockaval dobtunk. Mi a
valo6szintisége, hogy a kockaval 4-est dobunk és az érmékkel 2 fejet kapunk? Mi a valoszinisége,
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hogy 5 fejet kapunk?

2. (VII/12) Vegyiik azt a két dimenzios diszkrét eloszlast, aminek a valoszinliségeit az alabbi tablazat
hatarozza meg!

X\Y|1 2 3
1 01 02 02
2 101 02 0
3 101 0 01

a) Mi a valészintisége, hogy X =2ésY =17
b) Mi a valdsziniisége, hogy Y = 3?

¢) X?2Y vérhato értéke?

d) Feltéve, hogy Y = 3 mi X eloszlasa?

e) Fiiggetlen-e X ésY?

20. Siuruségfiiggvény a sikon

Stirisegfiiggvény tulajdonsagai:

1. e f(z,y) >0, minden z,y valds szamra.
[ ]
[ ]t oty =1.

Az A tartomanyba esés valosziniisége:

P() = [[ fGa.pyizay
A

Feladatok:

1. (VII/13) Az alabbi fiiggvények melyike siiriiségfliggvény? (Amelyik tartomany nincs megadva, ott a
figgvény 0.)

a)

4
f(q:,y):g(m—i—:cy—l—y) , ha O<z<l O<y<l1

b) (ZH szintii)

flz,y) =ANe @) ha 2>0, y>0
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c)
flx,y) =4ay—10 , ha 2°4+9°<1

d)
1
f(m,y):g , ha O<y<z<l

2. (VII/14) Hatarozzuk meg c-t Ugy, hogy f(x,y) strliségfliiggvény legyen:
fle,y)=cy , ha x>0, y>0, z+y<Ll
3. (VIV15) Vegyiik az f(x,y) = Ne @9 (1,9 > 0) stirliségfiiggvényt. Szamitsuk ki az alabbi
események valoszinliségét:

a) 0< X <1és0<Y <1
b) 1< X <bhés2<Y <8
) 0<X <1
d)3<Y <5

21. Kétdimenzios valosziniiségi valtozo fiiggvényének varhato értéke

A t(X,Y) valosziniiségi valtozo varhaté értéke:

Et(X,Y) = 7 ft(a:,y) : f(z,y)dwdy.

—00 —O0

Specialisan X és Y szorzatanak varhato értéke:

E(XY) = 7 7xyf(w,y)dmdy.

— 00 — o0
1. Feladatok:

2. (VII/16) Vegyiik a kovetkezo kétdimenzios valoszinliségi valtozot:
Els6 koordinataja legyen X = /RN D;. A masik koordinataja pedig ez az érték beszorozva egy
masik véletlen szam négyzetgyokével: Y = /RN D; - /RN Ds.

a) Szamoljuk ki e kétdimenzids valoszinliségi valtozo stirliségfiiggvényét!
b) Legyen t(z,y) = xy. Mennyi a t(X,Y) valosziniiségi valtozé varhat6 értéke?
c) Legyen t(z,y) = xy?. Mennyi a t(X,Y) valosziniiségi valtozé varhato értéke?
3. (VII/17) Legyen X a [0, 1]-en egyenletes, Y pedig az [X, 1]-en egyenletes eloszlasu valdszinliségi

valtoz6. Mi az egyiittes slriiségfiiggvényiik? Mi X varhato értéke? Mi Y varhatd értéke? Mi a
szorzatuk, azaz XY varhato értéke? Igaz-e, hogy ez a varhato értékek szorzata?
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22.

Folytonos egyenletes eloszlas feladatok

A folytonos egyenletes eloszlas definicidja az els6 ZH anyagaban talalhato.

10.

. (VIII/1) Egy szabalyos haromszdgbe kort rajzolunk, mely érinti a haromszog oldalait. A haromszog

belsejében egyeneletes eloszlas szerint valasztunk egy pontot. Mi a valdsziniisége, hogy a pont a kor
belsejébe esik?

. (VIII/3) Mi a valoszintisége, hogy a (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) pontok altal meghatarozott négyzetben

egyenletesen valasztott pont koordinatai koziil

a) az elso koordinata legfeljebb kétszerese a masiknak?

b) az els6 koordinata négyzete kisebb a masodik koordinatanal?

. (VIII/4) Egy véletlen téglalapot ugy szerkesztiink meg, hogy mindkét oldalanak hosszat egymastol

fiiggetlentil 0 és 1 kozott egyenletes eloszlas szerint valasztjuk. Mi a valdszinlisége annak, hogy a
téglalap kertilete nagyobb 2 hosszegységnél, és a teriilete kisebb % teriiletegységnél?

(VII1/6) Buffon-féle tiiprobléma: Egy nagy papirlapra 4 cm-enként parhuzamos egyeneseket huzunk,
majd egy 2 cm hosszu tlit magasrél a papirra ejtiink. Mi a valdsziniisége, hogy a ti metszi valamelyik
egyenest?

(VIII/18) Altaldnos Buffon-féle tiiprobléma: Egy nagy papirlapra d cm-enként parhuzamos vonalakat
hazunk, majd egy 2! cm hosszii tiit magasrol a papirra ejtiink. Mi a valosziniisége, hogy a t{i vonalra
esik?

. (VIII/B) 0 és 1 kozott két szamot valasztunk egymastol fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint.

a) Mi a valdszinlisége annak, hogy a két szam kiilonbségének abszolut értéke kisebb, mint a kiseb-
bik szam?

b) A két szam harom darabra véagja a [0, 1] intervallumot. Mi valdszinlisége annak, hogy a harom
részintervallumbol haromszdget lehet szerkeszteni?

(VIII/9) Egy egységnyi oldalu négyzet két atellenes oldalan egy-egy pontot valasztunk egymastol
figgetleniil, egyenletes eloszlas szerint. Mi a valoszinlisége annak, hogy a két pont tavolsaga kisebb,
mintzx (1 <z < ﬂ)?

(VIII/10) Mi a valdszinlisége, hogy fiiggetlen, (0, 1)-en egyenletes eloszlas szerinti két véletlen szdm
koziil az egyik n-edik gydke kisebb a masik m-edik gyokénél, azaz P({/RND; < ¥/RND,)?

(VIII/11) Jancsi és Juliska 12 és 1 ora kozott szeretnének talalkozni. Az egyszeriiség kedvéeért jeldljik
a 12 6rat 0-val, igy mindkettdjiik érkezése egy (0, 1)-beli szam. Tudjuk, hogy érkezésiik egymastol
fiiggetlen azonos eloszlast valosziniiségi valtozo, ami egy (0, 1)-en egyenletes eloszlasu szam né-
gyzetgyokének eloszlasaval egyezik meg. Mi a valdszinlisége, hogy taldlkoznak, ha mindketten 20
percet (1/3 6rat) varnak a masikra?

(VIII/13) Valasszunk k db pontot a (0,1) intervallumon egymastol fiiggetleniil, egyenként egyenletes
eloszlas szerint. Mi a valdszinlisége, hogy az elhelyezkedésiik szerint az j-edik kisebb z-nél?

21



11. (VIII/15)* A (0, 1) intervallumban egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy szamot. Mi a valosziniisége,
hogy olyan szamot valasztunk, amelynek végtelen decimalis kifejtése nem tartalmaz egyes szamje-

gyet?

12. (VIII/21)* Bertrand-paradoxon: Egyezziink meg abban, hogy a kor egy hurjat "hosszunak" nevezziik,
ha a hurhoz tartozoé kdzépponti szog 120 foknal nagyobb, vagyis a hiir hosszabb, mint a korbe rajzol-
hato egyenldoldalii haromszog oldalanak a hossza. Egységsugart kor esetén ez annyit jelent, hogy a
hur hosszabb, mint /3 egység. Mi a valésziniisége annak, hogy a kor hurjai koziil véletlenszertien
valasztva hosszi hur addédik, ha a véletlenszerti valasztas az alabbi modszerek egyikét jelenti?

a) A kor egyik atmérojét véletlenszertien kivalasztjuk tigy, hogy az atmér6 iranyat kijelolo szog
egyenletes eloszlasu legyen 0 és 27 kozott, majd pedig a kivalasztott a&tmérén egyenletes eloszlas
szerint valasztunk egy pontot. Azt a hurt tekintjiik, mely 4&tmegy ezen a ponton, és merdleges az
atmérore.

b) A kor keriiletén egymastol fliggetleniil két pontot valasztunk egyenletes eloszlas szerint, és tek-
intjiik a két pont altal meghatarozott hurt.

c) A korlapon egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy pontot, és tekintjiik azt a hart, aminek ez
a pont a felezdpontja.

23. Feltételes eloszlas

1. Fontos az alabbi osszefliggés:
Ple<Y <d|X =x) = /f2|1(y\m)dy = Fyp(dlz) — Fap(clz)

Feladatok:

2. (VIII/22) Legyen f(z,y) = T ha0 < y < x < 1, egyébként 0. Valaszoljuk meg az alabbi kérdéseket:

a) P(Y € (0.3,0.4)|X =0.5) =?

b) P(Y €(0.3,0.4)|X = 0. 8) =7

¢) P(Y €(03,04)|X =x) =

d) P(X € (0.5,0.7)]Y =0. 1) =7

e) P(X € (0.5,0.7)]Y =04) =?
P(X € (0.5,0.7)]Y =y) =?

3. (VIII/23) Legyenek X és Y fiiggetlen 2 paraméterti exponencialis eloszlasu valoszinliségi valtozok.

a) P(X +Y <3)=?

b) P(X +Y < 2) =

) PIX+Y <3|X <2)=?

d P2<X+Y <3lY>1)=?
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24. Fiiggetlenség

X,Y valdszinliségi valtozok f(x,y) kozos slirliségfiiggvénnyel. X és Y pontosan akkor fliggetlenek, ha
f(z,y) = f1(z) f2(y) alakban &ll eld. Ezzel ekvivalens megfogalmazasok az alabbiak:

foan(yle) = fo(y) illetve  fip(zly) = fi(z) illetve P(X € A,Y € B) =P(X € A)P(Y € B).

1. (VIII/24) Figgetlenck-e az alabbi egyiittes stiriiségfiiggvénnyel rendelkezd valdszinliségi valtozok?

a) f(:r,y):%ha0<y<3:<1

b) f(z,y)=2hal<y<z<l1

¢) flz,y)=1/2hal <z <1é0<y<?2
d) f(z,y) =2e*t?Yha0 < zés0<y

2. (VIII/25) Vegyiik az alabbi siirliségfiiggvényt:
flz,y)=24zy,ha O<z, O<y, z+y<l

a) Fiiggetlen-e X ésY?
b) P(X <u,Y <w)=?, aholu,v>0 ¢é u+v<l.

3. (VIII/26) Vegyiik az alabbi stirliségfliggvényt:
flz,y)=1,ha O0<z<l, 0<y<2(1-2x).
a) P(X <z,1<Y <3)=2
b) Fiiggetlen-¢ X és Y?
25. Kovariancia, korrelacio (és szoras)

X és 'Y valoszintliségi valtozo kovariancidja alatt az alabbi mennyiséget értjiik:

cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))
Ez a mennyiség egyben fejezi ki azt, hogy mennyire mozognak X és Y a sajat atlaguk koriil, és hogy ez

milyen mértékben tortonik ez egyszerre, egy iranyba. A kovariancia kiszamitasara gyakran hasznaljuk az
alabbi azonossagot:

cov(X,Y) = BE(XY) — E(X)E(Y)

Egy hasznos felhasznalasa ennek a mennyiségnek, hogy fiiggd valdszinliségi valtozok 6sszegének szorasat
is ki tudjuk szamolni:

ok iy =0y + 0%y + 2cov(X,Y)
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Masrészt az is latszik, hogy a kovariancia a szorasnégyzet (mas szoval variancia) altalanositasa:

cov(X,X) = 0%
A fenti definiciobol €s a varhato érték linearitasabol kovetkezik, hogy:
o cov(aX +b,Y)=axcov(X,Y)
e cov(X+Y,Z)=cov(X,Z)+ cov(Y, Z)

A kovariancia 6nmagaban nehezen hasznalhato két valdszinliségi valtozo kozti "hasnoldsag" vizsgalatara,
mert nagyban fligg az egyes valtzok szorasatol. Ezért a korreldcio normalva van az egyes szorasokkal, igy
mindig egy -1 és 1 kozti szam, amely ténylegesen az egyiitt mozgas mértékét fejezi ki:

cov(X,Y
MXJW:>—4——J
Ox%y

Feladatok
1. IX/1)HaE(X) = 1 és D?(X) = 5, hatdrozzuk meg
a) B[(2+ X)?],
b) D2(4 + 3X)
értékét.

2. (IX/2) Legyenek X, Xo, ... fiiggetlen azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok o varhatd értékkel
¢és o szorassal. Hatarozzuk meg
B Xi+Xo4 -+ X, —np B %_N

Y, := ~
Vn-o vn

varhat6 értékét és szorasat.

3. (IX/3) Egy kisvéros négyzet alaka, mely négyzet oldalai 3 kilométer hossziiak. A varos (0, 0) kozép-
pontjaban van a kérhaz, és a varos utcai négyzethalo-szeriiek. Ezért ha a véaros (x, y) pontjan torténik
egy baleset, a mentdnek |z| + |y| tavolsagot kell megtennie a balesett6l a korhazig. Ha egy baleset a
varoson beliil egyenletes eloszlasu helyen kovetkezik be, szamoljuk ki a betegszallitas varhatd hosszat.

4. (IX/4) Legyenek X és Y fiiggetlen azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok p varhato értékkel és o
szorassal. Szamoljuk ki B[(X — Y)?] értékét.

5. (IX/5) A zsebemben levo 5, 10, 20, 50 és 100 forintos érmék szama fiiggetlen Poisson(\) eloszlast
valoszinliségi valtozok. Hatarozzuk meg apropénzem értékének varhato értékét és szorasat.
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10.

11.

12.

13.

(IX/6) X ésY egyiittes stiriségfliggvénye

[ 60zy? ,ha0<2<1,0<y<1-uz,
@ y) = { 0 , egyébként.

Hatarozzuk meg a kovarianciajukat.
(IX/7) X ésY egyiittes siiriiségfliggvénye

Fla y) = 12¢72* ha0<z<oo, 0<y<ua,
Y=Y 0 , egyébkeént.

Hatarozzuk meg a kovarianciajukat.

(IX/8) X ¢ésY egyiittes stiriségfiiggvénye
) = Le Wt /v) - haz >0, y >0,
=0 , egyébként,

Hatarozzuk meg E(X) és E(Y") értékét, valamint mutassuk meg, hogy Cov(X, V) = 1.

(IX/9) Legyen X az a szam, ahanyszor 1-est latunk, Y az a szdm, ahanyszor 2-est latunk ha n-szer
dobunk egy szabalyos kockaval. Szamoljuk ki e két valosziniiségi valtozo korrelacios egylitthatojat.

(IX/11) Legyenek X7, Xo, ... fliggetlen azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok p varhatd értékkel
és o szorassal, és legyen Y,, = X,, + X, 11 + X, +o. Hatdrozzuk meg Cov(Y,,, Y, ,) értékét minden
j > O-ra.

(IX/12) Ha X1, X9, X3, X4 paronként korrelalatlan valosziniiségi valtozok 0 varhato értékkel és 1
szorassal, szamoljuk ki

a) X; + X5és Xy + Xj3;
b) X, + X, és X3 + Xy

korrelacios egyiitthatojat.

(IX/14)* Egy graf csucsokbdl, és a csucsokat 6sszekoto élekbol all. Tekintsiink egy grafot, melynek
n csucsat 1-t0l n-ig megszamoztuk, és tegyiik fel, hogy mind az (;) csucspar kozott egymastol
fiiggetlentiil van ¢l p valdsziniiséggel, és nincs él 1 — p valoszinliséggel. Az i csucs D; fokszama

az 1 csucsbol kiindulo élek szama.

a) Mia D, véletlen szam eloszlasa?

b) Hatarozzuk meg a D; és D; valtozok o(D;, D;) korrelacios egyiitthatojat. (Tipp: definidljuk
X;-t mint az i-bdl induld, de nem j-be érkezd élek szdmat, és I;;-t mint az i és j kozotti él
meglétének indikatorat. Fejezziik ki D;-t és D;-t az X;, X, és I;; valtozokkal, ezutdn szi-
moljunk korrelaciot.)

(IX/15) Legyenek X ¢és Y fiiggetlen valoszinliségi valtozok kozos p varhato értékkel, de kiilonbozo
ox és oy szbérasokkal. p értékét nem tudjuk, és egy mintavétel alapjan az X és Y sulyozott atlagaval
szeretnénk becsiilni. Azaz: p értékére a AX + (1 — )Y becslést fogjuk adni, valamilyen A\ paraméter-
rel. Hogyan valasszuk A-t, hogy a becslésiink szorasa minimalis legyen? Miért érdemes ezt a A-t
hasznalnunk?
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14. (IX/16) Ha Y = aX + b, mutassuk meg, hogy
[ +1 ,haa>0,
oX,Y) = { -1 ,haa<0.
15. (IX/17) Ha Z standard normélis eloszl4st, akkor mennyi Cov(Z, Z2)?
16. (IX/18) Legyen Z standard normalis eloszlasa, és Y = a + bZ + cZ?. Mutassuk meg, hogy
_b
NZEE

17. (IX/19) Egy hibatlan érmével dobunk haromszor. Jeldlje X illetve Y a dobott fejek illetve irasok
szamat. Szamoljuk ki a Z : = XY valosziniiségi valtozo varhato értékét és szorasat.

Q(Yﬂ Z) -

26. Az u-proba (mas néven: z-proba)

Legyenek mérési eredményeink: X, Xo,...X,, fiiggetlen, azonos normalis eloszlasu valdszintiségi val-
tozok a kozos p = [(Xy) varhato értékkel és o = D(X}) szorassal. Vegyiik a mérési eredményeink
szamtani atlagat: X, := (X7 + Xo + - -- + X,,)/n. Ekkor

E(X,) = u, D(X,)= éslegyen 7 :=

o
NG T
A fentiekbdl kovetkezik, hogy Z standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo.

(a) Becslés. A statisztika egyik alapfeladata becslést, konfidencia intervallumot adni mérési eredmények
eloszlasanak egy ismeretlen paraméterére. Legyen a p varhato érték ismeretlen €s a o szoras ismert. A
mérési eredményeink alapjan adjunk meg olyan intervallumot, amely 1 — « valdszintiséggel (pl. o =
0.05) tartalmazza a p paramétert. Jeldlje z, /o a standard normalis eloszlas tablazatabol visszakeresett azon
szamot, aminél nagyobb értéket Z csak /2 valoszintiséggel vesz fel. Ekkor a fentiek szerint P(—z, /2 <
Z < z472) = 1 — a, és igy a keresett (véletlen!) konfidencia intervallum

(Xn - Zoz/2%aXn + Za/2\;:ﬁ> .

(b) Hipotézis vizsgalat. A statisztika masik alapfeladata mérési eredmények eloszlasanak egy ismeretlen
paraméterére vonatkoz6 hipotézisek vizsgalata. Legyen megint a i varhatd érték ismeretlen €és a o szoras
ismert. A mérési eredményeink alapjan adott « szignifikancia-szint esetén (pl. a = 0.05) dontsiik el azt
a hipotézist (feltevést), hogy az ismeretlen paraméter értéke egy adott p1, szdm. A szignificancia-szint arra
utal, hogy abban az esetben, ha az ismeretlen paraméter értéke tényleg 1, csak « (kis) valoszinliséggel
forduljon el6 az az elsofaju hiba, hogy a mérési eredmények megcafolni latszanak a hipotézisiinket.

Fontos megérteni, hogy a statisztikdban tipikusan nincs abszolit bizonyossag. Pozitiv valdsziniiséggel
dontésiink hibas lesz. Tipikusan mdsodfaju hibdt is pozitiv valoszinliséggel kdvethetiink el: elfogadjuk a
hipotézist olyankor, amikor p # .

A dontésiinket adott p, esetén az

X — 1o

(ol

vn

U .=
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véletlen mennyiségre alapozzuk. A fentiek szerint, ha p = pig, akkor P(—z,/2 < U < z4/2) = 1 — a.
fgy akkor és csak akkor fogadjuk el a j1 = p1 hipotézist, ha a mérési eredményeinkbdl szamitott U értékre
fennall, hogy |U| < z, /2, masképpen:

g

Ho — Za/Qﬁ < Xn < o+ Zas2

g
)
vn
egyébként a hipotézist elvetjiik. Az itt szerepld alsé és felsd korlatokat X ,-re kritikus értékeknek is nevez-
ziik.
A masodfaju hiba valosziniiségét az erdfiiggvény mutatja meg. Mivel U varhato értéke (p — pg)/ % és
szorésa 1, ezért az ismeretlen p paraméter fliggvényében az erdéfiiggvény

Fp) = P(|U| < 20y2) = ® </ = “i,“°> By (—za/z _ 4 ;“0> .
Vn Vn

Ha a hipotézis fennall, azaz u = p, akkor f(u,) = 1 — a (pl. 0.95), nagy valosziniiséggel elfogadjuk
a hipotézist. Ahogy v tdvolodik fiy-t6l, ez a valoszinliség folytonosan, haranggdrbe alakban csdkken le
zérushoz kozeli értékekre.

Megjegyezziik, hogy mind a konfidencia intervallum, mind a hipotézis vizsgalat kdnnyen kiterjeszthet6
egyoldalu esetre is, amikor pl. csak véges fels6 korlatot akarunk mondani az ismeretlen p paraméterre, az
alsd “korlat” —oo. Ez esetben z,-t kell kiszamolni ugy hogy P(Z < z,) = 1— « legyen. A konfidencia
intervallum képlete az alabbiak szerint alakul:

-

a teszt pedig:

Yn</’1/0+za

NG

esetén fogadja el a hipotézist (figyeljiink arra, hogy a feladatban also, vagy fels6 hatart kérdeznek).

(c) Kétmintas eset. Legyen most két sorozat mérési eredménytink: az X1, Xo, ... X, fiiggetlen, azonos
normdlis eloszlasu valoszintiségi véaltozok a kozos p; = BE(X},) varhato értékkel és o1 = D(X},) szorassal,
illetve az Y1,Y5, ... Y,, flggetlen, azonos normadlis eloszlast valoszinliségi valtozok a kozos py, = B(Yy)
véarhat6 értékkel és oo = ID(Y}) szérassal. Vegyiik a mérési eredményeink szamtani atlagait: X, :=
(X1 +Xo+ -+ X)) /nésY =Y+ Yo+ +Y,)/m.

Egy alapvetd statisztikai feladat annak a hipotézisnek a vizsgalata, hogy a két ismeretlen varhat6 érték
megegyezik-e, vagyis fennall-e 11, = p1,? Ennek eldontéséhez vegyiik a két szamtani atlag kiilonbségét, az
X,,—Y ,, véletlen mennyiséget. E mennyiség varhato értéke Ap = p1; —pio, s201dsa 0 1= /02 /n + 03 /m.

Tegylik fel, hogy a Ay paraméter ismeretlen, a o1 és oo szorasok ismertek. A korabbiakhoz hasonléan
vegyiik az alabbi véletlen U mennyiséget:

Xn - Ym _ Xn - ?m

2 Pl
g o7 g5

n m
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Ekkor U vérhaté értéke Apu/oq és szorasa 1. Ezért a iy = o (azaz Ap = 0) hipotézist akkor és csak akkor
fogadjuk el adott « szignifikancia-szint esetén, ha |U| < z, /2, egyébként elvetjiik. Az

F(A) = P(U| < 2a72) = ® </ - A“) iy (/ - A")

erofiiggvény (azaz a hipotézis elfogadasanak valdsziniisége) a hipotézis teljesiilése esetén 1 — « (nagy) és
folytonosan, haranggorbe szerint csdkken zérushoz kozeli értékekre, amint a | Ay kiilonbség nd.

Feladatok:
Az u-prébdhoz megadott feladatokban szerepld valosziniiségi valtozdkat vegye normalis eloszlasuak-
nak!

1. (X/1) (kétoldali teszt) Egy deszkagyarban ellendrizni szeretnénk, hogy a gyartott deszkak hosszanak
varhat6 értéke megegyezik-e a sziikséges 180 cm-rel. A hossz szérdsa 10 cm. Azt szeretnénk, hogy ha
megegyezik, akkor legalabb 0.85 valosziniséggel fogadja el ezt a hipotézist a proba, és ha a deszkak
varhato értéke 165 cm alatt vagy 195 cm felett van, akkor legalabb 0.8 valdsziniiséggel a proba vesse
el a 180 cm-es hipotézist. Valassza meg a kritikus értékeket és a sziikséges mintaelemszamot (azaz a
megmérendd deszkak szamat)!

2. (X/2) (egyoldali teszt) Egy deszkagyarban ellendrizni szeretnénk, hogy a gyartott deszkak hosszdnak
varhato értéke eléri-e a minimalis 180 cm-t. A hossz szdérasa 10 cm. Azt szeretnénk, hogy ha eléri,
akkor legalabb 0.85 valdszintiséggel fogadja el ezt a hipotézist a proba, és ha a deszkak varhato értéke
165 cm alatt van, akkor legalabb 0.8 valoszinliséggel a proba vesse el a > 180 cm-es hipotézist.
Valassza meg a kritikus értéket €s a sziikséges mintaeclemszamot!

3. (X/3) (konfidencia intervallum) Ot hallgaté egy laborban a kdvetkezd mérési eredményeket kapta
elvileg ugyanarra az aramerdsségre egy kissé lestrapalt ampermérével: 15.2, 15.7, 14.6, 16.8, 13.9
A. A mérés szérasa 2 A. Adjon meg olyan konfidencia intervallumot, amely az dramerdsség varhatod
értékét a) 0.8 b) 0.9 ¢) 0.99 valdszinliséggel tartalmazza! Hany kisérlettel lehetne 1.2 A hosszusaga
95%:-o0s konfidencia intervallumot megadni?

4. (X/4) (kétmintas eset) Egy tudomanyos kutatd azt allitja, hogy a norvég és a svéd felnott férfiak
atlagos testmagassaga megegyezik. A hipotézis ellendrzéséhez megmérték 10 norvég és 15 svéd
férfi testmagassagat. Elobbiek atlaga 187 cm, utobbiaké 185,5 cm. Azt szeretnénk, hogy a hipotézis
fennallasa esetén a helyes dontés valoszintisége legyen 0.95. Adja meg a dontést, ha a testmagassagok
szorasa a két orszagban a) 5 cm €s 4 cm b) 0.5 cm és 0.4 cm!

27. Hatarérték tételek
A hatarérték tételek azt mondjak ki, hogy kell6en sok fiiggetlen azonos eloszlasu (fae.) valdsziniiségi valtozd

értékil normalis eloszlassal.

Az elsé felfedezés, mely ez iranyba mutatott a Moivre-Laplace tétel, amely ezen allitast indikator val-

crer
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()t =t ~ 0

ahol X ~ N(m, o) normélis eloszlast valosziniiségi valtozé, m = np és 0 = ———— -val.

np(l-p)

e Vegyiik észre, hogy a varhatoérték és szords nem lehet mas, csak az n-ed rendii binomialis eloszlas

varhat6 értéke €s szorasa (maskiilonben biztosan rossz kozelitést kapnank).

e Ennek a tételnek egy hasznos kdvetkezménye, hogy:

A centralis hatarelszlas tétel hasonld allitast mond ki, de nem csak indikator valtozokra, hanem fae.
valoszinliségi valtozok széles korére.

A tétel alkalmazasa az eldzoekhez hasonloan torténik. n db fae. valdsziniiségi valtozd Gsszegének
eloszlasat, a megfeleld varhato értékii €s szorast normalis eloszlassal kozelitjiik.

Feladatok

1.

(X/5) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy 12 000 kockadobas soran el6fordulé hatosok szama 1900
és 2150 kozé esik?

(X/6) Egy gyar adott tipusu termékei egymastol fiiggetleniil elfogadhaté mindségliek 0.95 valdszintiséggel.
Becsiiljiik meg annak valdszinliségét, hogy a kovetkezd 150 termékbdl legfeljebb 10 nem lesz elfo-
gadhato.

(X/7) Egy gyar két fajta érmét gyart: egy igazsagosat, és egy hamisat ami 55% eséllyel mutat fejet.
Van egy ilyen érménk, de nem tudjuk igazsagos-e vagy pedig hamis. Ennek eldontésére a kovetkezo
statisztikai tesztet hajtjuk végre: Feldobjuk az érmét 1000-szer. Ha legalabb 525-szor fejet mutat,
akkor hamisnak nyilvanitjuk, ha 525-nél kevesebb fej lesz a dobasok kozdtt, akkor az érmét igazsa-
gosnak tekintjiik. Mi a valdszintisége, hogy a tesztiink téved abban az esetben, ha az érme igazsagos
volt? Es ha hamis volt?

. (X/8) (Konfidencia intervallum) Hatarozzuk meg azt a k egész szamot, amelyre igaz, hogy annak a

valészintisége, hogy 1000 érmedobas soran a fejek szama 500 — k és 500 + k kozé esik, kb. 0.9.

(X/9) (Statisztikai hipotézis vizsgalat) Egy érmét 1000-szer feldobtunk és 570 fejet kaptunk. Ennek
alapjan feltehetd-e, hogy az érme hamis? (Utmutatas: Igazsagos érme esetén mekkora valoszintiséggel
kapnank 570 vagy tobb fejet?)

. (X/10) Hanyszor kell egy érmével dobnunk ahhoz, hogy 0.99-nél nagyobb valosziniiséggel a fej

eredmények szdma a dobasok szamanak 49%-a és 51%-a kozé essen?
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10.

11.

12.

13.

. (X/11) Domotor rulettezik a kaszindban. Minden egyes kdrben 10 petakot tesz ‘piros’-ra. 100 jaték

utan 300 petak a vesztesége. Jogos-¢ a gyantja, hogy svindlizik a krupié¢? (A rulett-k6rén 6sszesen 37
mez0 van 0-t6] 36-ig szamozva. Ezek koziil egy (a 0 jelit) zold, a fennmarado 36-bdl pedig 18 piros
és 18 fekete.)

. (X/12) Egy szabalyos érmét 40-szer feldobunk, és X -szel jeloljiik a kapott fejek szamat. Hatarozzuk

meg annak valosziniliségét, hogy X = 20

e a binomialis eloszlas segitségével,

e a deMoivre—Laplace-tételt hasznalva. Ez utobbihoz segitség: P{X = 20} = P{19.5 < X <
20.5}, ami persze nem szamit amig X -et binomidlisnak (azaz egész értékilinek) tekintjik, de
fontos lesz a deMoivre—Laplace-tétel alkalmazasanal.

. (X/13) Irjuk fel az n-edrendii p paraméterii binomiélis eloszlas standardizaltjanak eloszlasfiiggvényét

n — ocoeseténap = 0.5, p = 0.02 illetve p = 0.96 esetekben. Tovabba hasonlitsuk dssze a b(k; n, p)
binomidlis val6szintiségek pontos értékét a deMoivre—Laplace-tételbdl kapott kdzelitésiikkel, ha mond-
juk n = 30 és kK =mobdusz.

(X/14) Egy nagyvaros lakossaganak altalunk ismeretlen p hanyada dohanyzik. Ezt a p hanyadot akar-
juk kozelitéleg meghatarozni egy mintaban megfigyelt relativ gyakorisaggal, a kovetkez6 modon:
megkérdeziink n véletlenszeriien kivalasztott lakost és megallapitjuk, hogy ezek kozott k allitja, hogy
dohéanyzik. A nagy szdmok torvényébdl tudjuk, hogy ha n elég nagy, akkor az empirikusan meg-
figyelt p’ : = k/n relativ gyakorisag igen nagy valoszinfiséggel jol kozeliti a az igazi p hanyadot.
Milyen nagynak kell n-et valasztanunk, ha azt akarjuk elérni, hogy az empirikusan megfigyelt p’ re-
lativ gyakorisag legalabb 0.95 valosziniiséggel 0.005 hibahataron beliil kozelitse a valodi (ismeretlen)
p hanyadot? Masszoval: hatarozzuk meg azt a legkisebb n( természetes szamot, melyre igaz, hogy
hogy barmely p € (0, 1)-re és n > np-ra

P{|p’ — p| < 0.005} > 0.95.

(X/15) Mennyi a valoésziniisége annak, hogy 50 darab fliggetlen és azonos eloszlasu valoszintiségi
valtozd 6sszege a [0, 30] intervallumba esik, ha egy ilyen valtozo eloszlasa a [0, 1] intervallumon

a) egyenletes;

b) f(x) = 2z siirliségfiiggvény szerint alakul?

(X/16)* A pszichologia kurzusra beiratkoz6 didkok szama Poisson eloszlasu, 100 véarhato értékkel.
Annak valoszinlisége, hogy legalabb 120 diak veszi fel a pszichologiat

(100)°
T

P{X >120} =1 >~
=120

egy meglehetdsen kellemetlen formula. Becsiiljiik meg ezt a valdszinliséget a centralis hatarelos-
zlas tétel segitségével, felhasznalva, hogy 100 darab, egymadstdl fiiggetlen 1 varhaté értékli Poisson
valoszinliségi valtozo 6sszege épp egy 100 varhato érték(i Poisson eloszlasu valtozo.

(X/17) Becsiiljiik meg annak valosziniiségét, hogy 10 000 kockadobas dsszege 34 800 és 35200 kozé
esik.
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14. (X/18) Egy kockat folyamatosan feldobunk addig, amig a dobasok 6sszege meghaladja a 300-at. Bec-
siiljiik meg annak val6szinliségét, hogy legalabb 80 dobasra van ehhez sziikség.

15. (X/19) Adott 100 égbnk, melyek élettartama egymastol fiiggetlen exponencialis eloszlasa, 5 d6ra
varhato értékkel. Tegyiik fel, hogy az égéket egymas utan hasznaljuk, azonnal kicserélve azt, amelyik
kiégett. Becsiiljiik meg annak valoszintiségét, hogy 525 6ra utan még van miikodo égonk.

16. (X/20) Az 15. feladatban most tegyiik fel, hogy minden ég6 kicserélése fiiggetlen, a (0, 0.5) inter-
vallumon egyenletes eloszlasu ideig tart. Becsiiljiik meg most annak valdsziniiségét, hogy 550 o6ra
elteltével mar az Osszes égo kiégett.

17. (X/21) A jegyiroda el6tt a fiatalok hosszu sorban allnak egy koncertjegyért. Ebben a pillanatban
éppen 18-an allnak az egyik pénztar eldtt. Megfigyeltem, hogy egy vasarld kiszolgalasi ideje memoria
nélkiili valoszinliségi valtozo 3 perc atlaggal s a kiszolgalasi idok fliggetlenek. Becsiilje meg annak
a valosziniiségét, hogy a most utolsoként allo fiatal tobb mint 60 percet fog a pénztar eldtt eltdlteni!

18. (X/22) Egy teherautora 30 ladat pakolnak fel. Az egyes ladak tomegérdl csak annyit tudunk, hogy 10
és 20 kg kozott egyenletes eloszlasuak, egymastol fliggetleniil. Mennyi az dssztomeg varhato értéke
¢és szorasa? Mi a valoszinlisége, hogy a teljes tomeg nem haladja meg a 470 kg-ot? Maximum hany
ladat lehet a teherautdra pakolni, hogy 0.99 valészintiséggel az 6ssztomeg ne haladja meg az 500 kg-os
maximalis engedélyezett 6ssztomeget?

28. Folytonos valosziniiségi valtozok transzformacioi

Az y = a+ bx egy linedris transzformacid. HaY = a + bX és X slirliségfiiggvénye f(z), eloszlasfiig-
gvénye F'(x),Y slriiségfiiggvénye g(y), eloszlasfiiggvénye G(y), akkor:

F(%%) hab > 0, 1 . y—a

6w ={  Thiky mrze e =g,

e Altalanosabb eset: legyen Y = #(X). Ha a t fiiggvény monoton ndvekvd, és ¢t~ folytonosan differ-
encialhato, akkor

!

Gly) =Ft' ), g =ft"" W) [t W]

hiszen:

Gy(y) = P(Y <y) = P(t(X) <y) = P(X <t (y)) = Fx(t"(y)).

A stiriségfiiggvényt ennek derivalasaval kapjuk. (Figyeljlink ra, hogy a transzformdaciotol fliggben eset-
sétvalasztasra lehet sziikség, mint a fennt szerepld g(y) = ﬁ f(¥5%)-nél is az abszoult érték a két lehetdség
kiilon derivalasabol kovetkezik.)
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e Még altalanosabb képlet, ha ¢ monoton n6vo és monoton csékkend darabokbol all:

9(y) = g1(y) + 92(y) + - + 9:(y),

ahol g;(y) a ¢ figgvény j-edik darabjabol adddo striségfiiggvény.

e Egy fontos dolog: ha F(z) egy tetszoleges eloszlasfliggvény, akkor az F~1(RN D) valésziniiségi

valtozo F'(z) eloszlasu. Ezt felhasznalva generalhatunk tetszoleges eloszlast valosziniiségi valtozot!

Feladatok:

1.

(XI/1) Vegyiik azt az X folytonos eloszlast, amelynek a stiriiségfiiggvénye f(z) = 2z ha x € [0, 1],
egyébként 0.

a) MileszazY = 3 4+ 5X valoszinliségi valtozo stiriségfliggvénye? Hogyan valtozott a varhato
érték?

b) Linearis transzformacio segitségével standardizaljuk X eloszlasat, azaz talaljunk egy olyan ¢t(z) =
a + bx fiiggvényt, hogy t(X) = a + bX valdszinliségi valtozé 0 varhato értéki, és 1 szorasu
legyen.

. (XI/2) Van egy 25 6ra varhat6 értékii exponencialis eloszlas szerint kiégd égonk. A baratommal a

kovetkezd jatékot jatszuk: fizetek neki 252 = 625 forintot, és ha kiég az égé, akkor 6 kifizeti nekem
az ég6 ordkban mért élettartalmanak négyzetét. Kinek elényos a jaték? Szamoljuk ki a bardtom 4ltal
fizetett pénz eloszlasat!

. (X1/3) Legyen X valdsziniiségi valtozd egyenletes eloszlast a [0, 1] intervallumon. Hatarozzuk meg

/2, 22, V2 =1 172 eloszlasat. Hogyan valtozik a varhaté érték és szoras?

. (XI/4) Egy villanykorte-gyar A paraméteri exponencidlis eloszlas szerint kiégo villanykortét gyart.

A konkurens cég is tud A paraméterii exponencialis szerint kiégot gyartani, ezért hosszu kutatas utan
bevezetnek egy uj eljarast, amely segitségével megharomszoroztak az izzok varhato élettartalmat.
Milyen lett igy az 0j izzdok élettartalmanak eloszlasa? Hogyan tudnank ilyen eloszlast gyartani a mar
meglévo eloszlasbol?

. (XI/5) Legyen X 2 paraméterii exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozo. Mi lesz X * eloszlasa?

Mi lesz az 0j varhato érték, és az 0 szoras?

. (XI/6) (a transzfomacio monoton szakaszain kiilon szamolando) Legyen X egyenletes eloszlasu

az [5, 8] intervallumon.

a) Szamoljuk ki | X — 6| eloszlasfiiggvényét és siirliségfiiggvényét!
b) Szamoljuk ki X2 eloszlasfiiggvényét és siirliségfiiggvényét!

. (XI/7) Legyen X egy 1 paraméter(i exponencialis eloszlast valdszinliségi valtozo. Hatarozzuk meg

Y = In(X) siirliségfliggvényét.

. (XI/8) Hatarozzuk meg R = Asin(©) eloszlasat, ahol A egy rogzitett konstans, és O egyenletes elos-

z1asa valdszinliségi valtozd (—m/2, m/2)-n. (Az R-hez hasonlo valdszinliségi valtozok ballisztikanal
jonnek eld: a v sebességgel o szogben kil6tt 16vedék R = % - sin(2a) tavolsagban ér foldet.)
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9. (XI/9) Legyen X egyenletes eloszlasu az («, ) intervallumon. Mi lesz Z = aX + b eloszlasa?

10. (XI/10) Legyen X normalis eloszlasu p varhatd értékkel és o szoérassal. Milesz Z := aX + b

11.

eloszlasa? (Tipp: hatarozzuk meg és csodalkozzunk ra Z nevezetes strliségfiiggvényére.)

(XI/11)* Legyen X normalis eloszlasu ;1 varhaté értékkel és o szorassal. Hatarozzuk meg Y = e sii-

ruségfiiggvényét. (Y eloszlasat lognormalisnak nevezik.) Mutassuk meg, lehetdleg szamolas nélkiil,
hogy CY® eloszlasa szintén lognormalis i/ = ap + log C és 0’? = a?0? paraméterekkel. (Tipp:
tudjuk, hogy Y = e*, ahol X normalis. frjuk fel C'Y“-t ¢Z alakban, talaljuk meg a kapcsolatot X és
Z kozott, és hasznaljuk az el6z0 feladat eredményét.)
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