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ELOSZO

Ez a jegyzet a Miegyetem mérnok-fizikus szakan tanulé didkoknak kivan segitséget
nydjtani kvantummechanikai tanulményaik megkezdéséhez. Onmagéban e kis jegyzet
nem elegendé a kvantummechanika targy eredményes miiveléséhez; a hallgaték
figyelmébe ajanlom elsésorban a két kivalé magyar nyelvii Kvantummechanika c.
tankonyvet ("a Marx-ot” és a ”Nagy Kérolyt”), valamint a Landau magyar forditasat.
Ezenkiviil kiilonosképpen ajanlom a Fizikai Intézet konyvtardban fellelheté ”Schwable-
t”, és a tobb példanyban rendelkezésre &all6 és igy kikolesonozheté angol nyelvii
Kvantummechanika kézikonyveket.

Halas koszonettel tartozom Frenkel Andor és Orosz Laszlé bardtaimnak, akik
a kéziratot végigolvasva szamos épité jellegi kritikaval, javaslattal éltek s igy
hozzajarultak a szoveg esetlegességeinek javitasahoz, pontossabbé tételéhez.

Végiil, irodalmi hivatkozasként alljon itt a felhasznalt miivek jegyzéke, amelyekbdl a
mérndkfizikusok szdmdara 6todfélévben heti 44+2-ben leadott anyag Osszedllt [szogletes
zardjelben allé szamok a jegyzet azon fejezeteire utalnak, ahol a felhasznalas
megtortént]: Marx Gyorgy: Kvantummechanika (Miszaki Kiadd, 1971) [1,2,3,4,5,7];
Nagy Karoly: Kvantummechanika (Tankényvkiadé, 1978) [8]; F. Schwable:
Quantenmechanik (Springer-Lehrbuch, 1990) [4,7); A.Z. Capri: Nonrelativistic
Quantum Mechanics (Benjamin/Cummings, 1985) [4]; L.J. Schiff: Quantum Mechanics
(McGraw-Hill, 1955) [6]; C.J. Joachain: Quantum Collision Theory (North-Holland,
1975) [6].

Budapest, 1996 aprilis. Apagyi Barna
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1. A KLASSZIKUS FIZIKA ERVENYESSEGENEK

HATARAI

A XIX. szazad végén mindGssze néhany probléma maradt megoldatlanul a fizika egyes fejezeteib6l. Ilyen
volt példaul a hémérsékleti sugarzas problémakore, a szilard anyag fajhéjének viselkedése a hémérséklet
fliggvényében, és egyes anyagok un. lathatatlan sugarzdsdnak megmagyardzasa. Abban azonban
szinte minden fizikus egyetértett, hogy ezen problémdk megértése (azaz a megfigyelt jelenségeknek
matematikai formuldkba val6 sfiritése) a klasszikus mechanika, az elektrodinamika, a termodinamika,
vagy a statisztikus mechanika jél kidolgozott keretein beliil lehetséges, és csupan id6 kérdése a megfeleld

véalasz megadasa.

Ezzel szemben, éppen ezen megvalaszolatlan kérdések voltak azok, amelyek mintegy kikényszeritették
egy Uj gondolkodasméd, egy 1j tudomanyag létrejottét, amelyet ma KVANTUMMECHANIKA névvel
illetiink. A kvantummechanika tudoménya nyitott utat az anyag mikrostruktirajanak megértéséhez,

feltarasahoz, a vilagrél alkotott képiink médosulasahoz.



1.1. HOMERSEKLETI SUGARZAS (Rayleigh-Jeans-, Wien-, Planck-féle sugarzasi

torvény).

Feketetest: minden beesé fényt elnyel = minden anyagi testnél erésebben sugédroz izzitas hatasara.

(Egy lehetséges megvaldsitasa: lyuk egy a oldali iireges fémkockan.)

Kérdés: adott T homérsékleten mennyi energiat sugaroz ki a feketetest egységnyi térfogata a fény

egységnyi frekvencia-intervalluméara vonatkoztatva, azaz

Uy, T) ="

A fény elektromagneses hullim A hulldmhosszal, v frekvencidval (A\v = ¢, ¢ = 2,9979 x 1083 ms~! a
fénysebesség.) Az tiregben alléhullimok alakulnak ki. Alléhulldmokat egydimenziéban igy irhatjuk:
Y(x) ~ sin kx, ahol ¥(0) = ¥(a) = 0 a hatarfeltételek miatt.

Tehat a k& hullamszamra a kovetkezo6 feltétel adodik:

2
k:a:nﬂ'—>k3:nE=—7r=27rz, n=20,1,...
a A c
A feketetestet tiregrezondtorként foghatjuk fel, amelyben térbeli alldhullamok alakulnak ki. Ezek

hulldmszam vektoranak harom komponensére a kovetkezo feltételek adédnak:

kya =mnm, ny=0,1,...

kya = nom, ng =0,1,...

k,a = nsm, n3 =0,1,...
:k/,2_7r_2( 24 n2 4 2)_4 202
azaz = 75 (n7 +nj +nj3) =4r° 5

Meghatarozzuk a lehetséges (n1,no, n3) médusok Z szamdit v/ < v esetére.

Jelolés: RZ = n% + n% + ng = (2“7”%)2

A teljes térfogatban v—nél kisebb mdédusok Z szdma az R sugart gémb térfogatdanak nyolcada, szorozva

2-vel (a kétféle médus miatt):

47

1
7 —=9.-. 3.
(v) s 38

A v és v+ dv kozotti médusok dZ széama V = a? térfogatban:

dZ(v) = 87r(a)31/2d1/ = 8—73TV1/2d1/
c

c



Mennyi energiat képviselnek ezek a médusok (oszcillatorok)?

Ha egy oszcillitorra jutéd atlagos energia €, akkor a v és v + dv kozotti frekvencia intervallumban

térfogategységenként
dz 8

AW = 3¢ = gaﬁdu =U(v, T)dv
energia van, azaz
8T _ o
U, T)= i (1)

A statisztikus mechanika képes az
€ = €(T') = Etot/Niot

atlagenergia meghatdarozasara homérsékleti egyensily esetén. Legyen wui. az DNy szadmu

megkilonboztethetd objektum (oszcilldtor) koziill N, szdminak e, energidja és tegyiik fel, hogy
€n =n€y, n=12..

(Vegyiik észre, hogy €9 — 0 hatdratmenet esetén az egyes médus-csoportok kozotti energia folytonosan

valtozik, amint azt megszamldlhatéan végtelen szdmu médus esetén el is varjuk els§ pillanatban.)

A Boltzmann eloszlés szerint (kp a tovdbbiakban a Boltzmann allandét jeloli: kg = 1,38 x10723J/°K =

3,29 x 10~ %cal /°K):

Nn e kZLT

€n

Niot Zn e kBT

A rendszer egyetlen objektumadra jut6 atlagos energia (z = 1/kgT):

— Etot Nn
eT)=—]—7—= —€, =
( ) Ntot ; Ntot

= n —€enT x —negx —9/8 o —negx
wZ:O6 c _ ngonsge _ / :nnZ:Oe —9/0x[1/(1—e~50%)] e 0% /(1—e~%0™)2
T e—ene 3 e—neow I4e202+(e™50%)2 4. 1/(1—e7=0%) 1/(1—e7=0%)
n=0 n=0
Eoe—EO/kBT
176750/kBT
€o
€T)= ———— 2
€)= mr—1 (2)
— +<o — kT
eo/kT+%(e0/kpT)%+... 1+3eo/kpT+...

Klasszikus hatératmenet (g — 0) esetén: €(T) = kgT  (ekviparticié tétele!), azaz

8
Uw,T) = c—;TkBTV2

Ez a Rayleigh-Jeans-féle sugarzasi torvény, amely csak kis v-kre érvényes, ui. a kisugarzott 6sszenergidra

(Biot = [y U(v, T)dv = 00) végtelent ad, ami nyilvénval6 ellentétben 4ll a tapasztalattal.



Planck gondolt arra 1900-ban, hogy a médusok atlagenergidja, €(T"), esetleg tul erésen van képviselve a
nagyfrekvencids tartoményban (s ettél lesz co az energia), azaz €(T) < kpT egyenl6tlenség teljestilésére

lenne sziikség nagy v-k esetén. Ez elérhet6 az
0 = hv

munkahipotézis bevezetésével (Id. (2) utdni sorfejtés nevezdjét). Ezzel

8th 4 1
Uy, T) = &V ST (3)
amely a Planck-féle sugarzasi térvény (h = 6,62620 x 10734 .Js a Planck allandé).

v — 0 esetén visszaadja a Rayleigh-Jeans
torvényt:
U~ ]fBTl/27

Rayleigh — Jeans torvény %’

t
v — oo esetén pedig a Wien-féle

sugarzasi torvényt: e
feketetest sugarzasi

3 —hw 1.0
U~vie *s7T
0.5
amely
(o ‘s s 2 4 s 8 o
a sugarzas nagyfrekvencids tartoméanyédban x =t
8
érvényes.

tvii ; . : . L.Abra. A homérsékleti sugdrzds
Ezenkivill megadja a 1Un. Wien-féle - o e
intenzitdseloszlas gorbeje.
eltolodasi torvényt:

Amazl = const
(Amaz jelenti az adott T hémérséklethez tartozé maximdlis energidju sugdrzas hulldmhosszat; a tétel
bizonyitasdhoz nyilvanvaléan dU/d\ = 0-t kell meghatérozni.)

Tovabba megkapjuk a Stefan-Boltzmann torvényt, amely kimondja, hogy a teljes kisugarzott

energia ardnyos a hémérséklet negyedik hatvanyaval:

o0
Eior = / U(v,T)dv = const T4
0

8wk .3
(: cghj?’B T4 fOoo d$6571 )

A Planck-féle sugdrzasi torvény teljes Osszhangban van a tapasztalattal. Amellett, hogy kiilonféle
gyakorlati alkalmazdsai vannak (pl. csillagfelszin h&mérsékletek meghatdrozasa), elvi jelentésége
felbecsiilhetetlen. El6szor jelent meg a Planck-féle hataskvantum, a h &allandé. El6szor jelent
meg a kvantum fogalma kvantitativ mdédon, matematikai formuldban. Az egyes frekvencia-mddusok
legkisebb energidja (az £0) nem lehet végtelentil kicsi, hanem véges adagokban, a frekvencidval ardnyos
kvantumokban jelentkezik és a modusok energidi ennek az ¢y kvantumnak egészszamu tobbszorosei
lehetnek csak. A Planck-féle sugarzasi torvény mérfoldko a fizika torténetében, s egyben a kvantumfizika

sziiletését jelenti.



1.2. SZILARD ANYAG FAJHOJE (Einstein). FENYELEKTROMOS JELENSEG
(Einstein). COMPTON EFFEKTUS (Compton).

a) SZILARD ANYAG FAJHOJE. [Vizsgdlata megmutatta, hogy a szildrd anyag energidja is

kvantélt, mint a fényé.]

Fajho (C): az az energia mennyiség, amelyet a gramm-molekulasilynyi anyaggal kozolni kell ahhoz,
hogy hémérsékletét egy fokkal emeljiik (ekvivalens a molhdvel):
_AFE dE

C=AT~ar

(4)

1 gramm-molekulasilynyi anyagban L =

6 x 1023 molekula van.

C
1 gramm-molekulasilynyi kristdlyt 3L i
oszcillatorral jellemezhetjiik. P Dulong - Petit
1 gramm-molekulasilynyi kristdly (szildrd : -&,\55, o
: N

anyag) energidja: Q\ ,-/\

WS
(€ az egy moédusra [oszcilldtorra] juté 2.Abra. Szilard anyag molhoje-

nek homérsékletfiiggése

1) a merések szerint; 2) a DULONG—
PETIT szabdlybol; 3) EINSTEIN szerint

atlagenergia, L a Loschmidt szdm).

Klasszikus hatdrdtmenetben (€ — kgT)

E =3LkpT.

A fajhé: C =dE/dT = 3Lkp =~ 6cal /°K
Ez a Doulong-Petit szabdaly, amely kis hémérsékletekre nem érvényes.

Hogy a T' — 0 viselkedést is megmagyarazza, Einsteinnek tdmadt az a merész gondolata 1906-ban, hogy
alkalmazza a fény-oszcillatorokra egyszer mar bevalt eloszlasi torvényt a szilard testeket alkoté anyagi

részecskék (h6-)rezgéseire is. Azaz

_ hv N kBTo
€= ehv/ksT _ 1 = To/T _ 1’ (5)

ahol hv/kpT = Ty/T ( most T a valtozd, To = hv/kp pedig egy kristdlyra jellemz§ mennyiség).

Ezzel a fajho:

dé
C=3L—
daT
2 To/T
_ 7%Lk:BTo [ To — 3Lkp Ty e (6)
(eTo/T —1)2 T2 T (eTo/T —1)2



Mérmost két eset lehetséges:

T >> Ty, C — 3Lkp($)? g7y = 3Lkp ~ 6cal/°K,

azaz visszakaptuk a Doulong-Petit szabalyt; a masik eset

T << T, C — 3Lkp(L2)2e~To/T,

amely kvalitative megadja a fajhé viselkedését kis hémérsékletektre (2. dbra).

b) FENYELEKTROMOS JELENSEG. [Bizonyitékot szolgdltat ”fényrészecskék” (fotonok)

létezésére.

Tapasztalati tény, hogy egyes anyagok (pl.
Na, vagy Zn) fénnyel val6 besugdrzds
hatasara elektronokat
bocsatanak ki. A kibocsatott elektronok

kinetikus energidjanak maximuma fliggetlen

a fénysugdr intenzitdsatdl és csakis a fény - Elektronszam
frekvenciajatol 2. e ]

(v) fiigg, méghozza linedrisan. Madsrészt a 3.Abra. AU ;'é;;ffrekt“xrx; kisérleti
fényintenzitas novelésével egyenes ardnyban tapasztalati gorbe;,

né a kibocsatott elektronok szama. E
tapasztalati tények vezették Einsteint 1905-

ben arra a felismerésre, hogy a fény és

az anyag elektronjai kozott egyedi itkozési folyamat jatszddik le, amelyre az energiamérleg a
kovetkezbképpen irhaté:

hv = %mvfmz + A (1)
A az un. kilépési munkat jelenti, amely energia ahhoz sziikséges, hogy az elektron kiszabaduljon a
fémben kotott allapotabdl. A (7) Osszefiiggés, amely teljes egyezésben all a tapasztalattal, £ = hv
energiamennyiséget tulajdonit az egyedi kolcsonhatdsi folyamatban résztvevd fényrészecskének. (vo.

Planck €9 = hv munkahipotézisével.)

Az egyedi elektronokkal kolesonhaté fényrészecskéket Einstein fotonoknak nevezte el, és az
un. tlisugarzas (adott irdnyba haladé véges hosszisdgi hulldmvonulat) szemléleti képet fiizte a

folyamathoz.

c) COMPTON EFFEKTUS (1923) [Bizonyitékot szolgaltat arra, hogy a fotonok E = hv energidval

és % = % impulzussal rendelkeznek.]



A jelenség lényege abban &ll, hogy anyagon valé dthaladds (szérédds) révén a fény hulldmhossza, ill.

frekvencidja megvaltozik (A nd, v csokken). A megvéltozds mértéke csupdn a szérdsi szog (0) fiiggvénye.

Képletbe stiritve a tapasztalati tényeket, irhatjuk:

AN =g — A1 = Ag(1 — cosb), (8)

ahol A\g = h/mc a sz6r6 anyagtdl figgetlen fizikai dlladé (m az elektron nyugalmi témege).

(8) frekvencidkra érvényes alakja:

hv?
AI/ZVQ*Z/l:*w(].*COSG), 9)

Mindkét tapasztalati képlet megmagyardzhaté a foton és a szoré anyag egy elektronja kozotti

kolesonhatasra felirt energiamérleg és impulzusmérleg segitségével.

a) energiamérleg:

hvy = hvs + %va;

b) impulzusmérleg (x és y irdnyban):

hl/l

L= h—Z?cosﬁervcosa,

. hvg :
0= h—Z? sin @ — mu sin a. 4.Abra. Foton “szorédasa elektronon.

A hirom egyenlet elegendd az ismeretlen v (elektron sebesség) és az a (elektron eltériilési szog)
kikiiszobolésére és a fenti (8)-(9) tapasztalati képletek levezetésére. A levezetésnél kihaszndlandé az
a tovabbi tapasztalat, hogy a megvéltozasok az eredeti frekvencidhoz, ill. hulldimhosszhoz képest

elhanyagolhatdk (tehdt pl. v1 >> Av = vy — 11, azaz v = 13).

1.3. AZ ANYAG HULLAMTERMESZETE.

a) de BROGLIE-FELE HULLAMOK. [Megtudjuk, hogy az anyagi részecskék is rendelkeznek
hulldmtulajdonsdgokkal]

de Broglie 1924-ben gondolt arra elséként, hogy ha a fény, amely elektromédgneses hullam,
részecsketulajdonsdgokat mutat (ui. a fény energidval és impulzussal rendelkezd foton-részecskékbél
all), akkor taldn forditva is igaz, és minden mwv impulzusi (m tomegli és v sebességli) részecske
hullamtulajdonsaggal is rendelkezik. A kapcsolatot a fény«foton anal6gidbdl sejtette meg: a foton

energidja £ = hv, impulzusa p = hv/c; a fény hullimhossza kifejezheté a foton impulzusdval



(Av = ¢ miatt) a kovetkezéképp: A = h/p. Ezt dltaldnositva kis sebességii anyagi részecskére, kapjuk a

hullaémtulajdonsagok és részecsketulajdonsagok kozti fontos de Broglie-féle 6sszefiiggést:
A= . (10)

Makroszkopikus vildgunkban a (10) &ltal az anyagi testhez rendelt hullimhossz mérhetetleniil
kicsiny. Pl. egy 1 tonnds auté (10) szerinti hulldmhossza, mikézben 100 km/h sebességgel halad,

Aaute = 2.4 x 10737 m.

A mikroszképikus vildgban azonban kimutathaté A\ létezése, azaz érvényre jut a részecskék hullam
természete. Gyorsitsunk pl. elektronokat U fesziiltséggel. A gyorsitds hatdsara az elektronok
muv?/2 = eU energidra tesznek szert (e az elektron toltése), amibdl impulzusuk p = mv = v/2meU-nek

adodik. igy az elektron hullamhossza:

150
Aelektron = h/mv = h/v/2me - 1/\/U =\ 10710m
(amennyiben U-t Volt-ban mérjiik és figyelembe vessziik, hogy m = 9,10940 x 107 3'kg, e =
1,60218 x 107Y°C, h = 6,6262 x 1073 Js ). Osszehasonlitasképpen: egy atom &tmérdje ~ 10710

m = 1 A, tehdt az atomok vildgaban az elektron hulldm jellegének lényeges szerepe lehet.

b) Davisson-Germer ELEKTRON INTERFERENCIA KISERLETE (1927)

Hogy ez igy van, azaz, hogy az anyagrészecskék interferenciara képesek, azt el6szor Davisson és
Germer mutatta ki 1927-ben, elektronnyaldbot ejtve vékony fémfdlidra. Az elektronok (feltételezett)
hulldimhosszat az elébbi képlet szerint U-val szabdlyoztdk. KEgy szcintillacids felfogdernyén olyan

interferenciaképet észleltek, amilyent réntgensugarzassal is kaptak (akkor, ha Argntgen = Aclektron)-

Magyardzat: egy A hulldmhosszal és v = 1/7 frekvencidval rendelkezs, balrél jobbra tovaterjedd,
egydimenziés sikhullim (ami de Broglie feltételezése nyoman a szabad elektronhoz rendelendd) a

kovetkezoképpen irhato:

U(z,t) = Ae*™ 57 = U(z 4+ A\ t+7)

(7—t periédusidének hivjuk; egy szabad hulldm tulajdonséga az, hogy térben A szerint, id6ben 7 szerint
periédikus).

Mérmost ¥—t kifejezhetjiikk a hulldmot karakterizalé (A,7 = 1/v) mennyiségek helyett az anyagi
részecskék mozgésdra jellemz6 (p, E) mennyiségekkel is, de Broglie (A = h/p), ill. Planck és Einstein
(E = hv = h/7) 4ltal megadott elemi Gsszefliggések segitségével:

27mi

U(x,t) = Aer

(pe—Et) _ Apt(pz—Et)

ahol bevezettiik (az exponensben) Dirac nyomdn az tn. ”h-vonas” &llandét:

i =h/2m = 1,05457 x 10734 Js = 6.582 x 10" 0 eV s.

Az elektron-hulldm intenzitdsa, ami az erny6n észlelhets: I = [¥|? = |A|%.



Koherens forrdasbodl szarmazé elektronok hulldma szorédas utan:

U = AerPr=Et) 4 fot(plz+d—Et)

(az egyik lehetséges palydn az elektron-hulldm d = d; + d3 1dttal tobbet tesz meg, 1d. az 5. dbrét.)

Ebbdl az intenzitas:

d
I =|V|? =24%(1 + cos %)
Mérmost a d utkiilonbség fix, és a fémbeli

racstavolsaggal, valamint a fixen tartott beesési

szoggel kapcsolatos. Az elektron impulzusa

(p = h/X = hy/U/150), ill. A hulldmhossza

viszont hangolhaté az elektront gyorsité U fesziiltség valtoztatdsaval, s ezaltal az I elektron-intenzitdsban
5.Abra. Elektroninterferencia.

valtozast tapasztalhatunk az aldbbiak szerint:

i p 1, ha2ﬂ%:2nﬂ*>>\:%—>I:4A2
cos% ZCOSQTF%dZCOSQTFX =40, ha 27r%:(2n+1)g H)\:#{i_ldHIZQAQ

—1, ha2r¢=(@2n+1)mr—A=525d—1=0()

U valtoztatasaval Davisson és Germer pontosan a fenti meggondolds alapjan szamitott intenzitéds

noévekedést (ill. hidnyt ! ) észlelte.
c) JONSSON KETRESES (YOUNG-FELE) ELEKTRONELHAJLASI KIiSERLETE (1961)

Jonsson elektronokkal végezte el 1961-ben Young, a XVIII-XIX. szdzadban élt angol fizikus hires kétréses
fényinterferencia kisérletét. A két 50 pm x 0.3um keresztmetszetii rés egymadstél 10 pum tavolsigra
helyezkedik el (1d. az dbrat). A felfogéerny6n kialakulé intenzitds maximum jél mutatja a koherens
elektronok hullamtulajdonsagabdl fakadé interferenciaképet abban az esetben, amikor mindkét rés nyitva

van.



d) ATOMEJTESES INTERFERENCIA KIiSERLET (1992)

F. és K. Shimizu, valamint H. Takuma
japan fizikusok 1992-ben Tokidban ultra-
lassi metastabil neon atomokkal végeztek
el kétréses interferencia kisérletet. A
két 2 pum  szélességli, egymastdl 6
pum  tavolsdgra elhelyezkedd résen (6.b
Abra) a magneses csapddbdl a 1éze-
res legerjesztés révén kiszabaduls, és a
gravitdcids erd hatdsdra a résnél max. 2 m/s
sebességre szert tevo, lss allapotban levd
metastabilis atomok interferencidja okozza
a megfigyelt tipikus elhajlasi képet, amelyet
a fluoreszkalo ernydn (is) észleltek (részletek
megtaldlhaték: Phys. Rev. A 46, R17
(1992) alatt).

76 mm

113 mm
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1.4. RUTHERFORD KISERLET, AZ ATOM SZERKEZETE. AZ ATOMOK VONALAS
SZINKEPE. FRANCK-HERTZ KiSERLET.

a) AZ ATOM SZERKEZETE, RUTHERFORD KISERLETE. [Els6 evidencia arra nézve, hogy

az anyagot alkoté atomok ”darabos” szerkezetiiek, térkitoltésiik nem folytonos.]

Szazadunk elején J.J. Thompson, az elektron felfedezGjének atomképe volt altalanosan elfogadott.
Eszerint az atomot tomegének tilnyomé részét képvisel6 homogén eloszldsi pozitiv toltés,
valamint ebben a folytonos hattértoltésben szabdlyosan elhelyezkedd, elektrodinamikai er6k hatdséra
egyensilyban levl, a pozitiv toltést learnyékolé elektronok alkotjik. Ez az atommodell csupan az
atomok semlegességét és az elektronok szarmazasi helyét volt hivatott megmagyardzni, de pl. a vonalas

szinkép keletkezésére mar nem tudott kijelentést tenni.

Rutherford 1911-ben a—sugarzast bocsatott

vékony fémféliara. A Thompson-modell (:\/l

érvényessége esetén a 2e pozitiv toltéssel : —

rendelkez6 a—részecskéknek gyakorlatilag
eltériilés nélkul kellett volna athaladni
az atomokat alkoté folytonos eloszlasiu
pozitiv felh6n. FEzzel szemben a beesési
irdnytol jelentOs eltériilési szoggel szért
a—részecskéket is detektaltak a kisérletben, 7.Abra. A Ruther[ord_kisédetben
ami az atom tidlnyomé tomegét alkotd ésalelt hatraszrds  szemléltetése.

pozitiv toltés nem folytonos, hanem Kkis

térfogatra koncentralt mivoltat jelentette.

Az atom ezen kis térfogati, pozitiv toltésii részét hivjuk atommagnak. Az atomnak csak az ilyen
kis térfogatban elhelyezked6 pozitiv toltésii része képes olyan intenziv elektromos erOteret létesiteni,
amellyel a jelentds mértékli a—részecske eltériilést magyardzhatjuk. (Magfizikai kurzusban kés6bb

részletes matematikai targyaldst is nyer ez a kérdés.)

Rutherford tehat kisérlete révén felfedezte az atommagot. A kisérletbdl meghatarozhaté volt az
atommag toltése (Z), amely egyezOnek bizonyult a rendszdmmal, az elemek periédusos rendszerben
elfoglalt helyének sorszamdval. A kisérletb6l kovetkeztetni lehetett az atommag méretére is, amely
~ 107"m-nek adédott. A helyes atomkép csak 1932-ben, a neutron felfedezése utan alakult ki.
Eszerint az atom Z protonbdl, N neutronbdl és Z elektronbdl &ll, mérete ~ 107'%m, tomegének

tilnyomo része a magban koncentralédik.
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b) AZ ATOMOK VONALAS SZINKEPE. [Megtudjuk, hogy az atomok csak meghatérozott

frekvencidju fényt képesek emittdlni, ill. abszorbedlni.]

A miult szdzad végén, e szazad elején, els6sorban Balmer, Ritz és Rydberg spektroszképiai munkassiga
nyomdn ismertté valt, hogy a hidrogéngédz dltal kibocsétott, ill. elnyelt fény spektruma (frekvencidkra
valé eloszldsa) dn. termekbe, egész szamokkal kapcsolatos mennyiségekbe rendezhetd. fgy pl. a

hidrogéngaz lathaté szinképére a kovetkezd képlet érvényes:

1 1 1
R(so — — —1,2,3,4..
N i ggap) e bRs

ahol R = 10967775,9m ™! egy tapasztalatilag meghatarozott konstans, az tin. Rydberg allandé.

¢) A FRANCK-HERTZ KISERLET. [Megtudjuk, hogy az atomok energiabdl is csak meghatédrozott

adagokat képesek felvenni.]

1913-ban, Bohr javaslatara, Franck és Hertz

katodsugédrcsé felhaszndlasdval az &abran

[ . s , ., Kisérleti tartdly g
lathaté kisérletet végezte el. A cs6ben :

higanygéz van. A K katod és az R; récs

K : I
kozotti gyorsito fesziiltség V. Az Ry és Ro .
racsok kozott nincs fesziiltségkiilonbség, az Ry R, b
Ry récs és az A anéd kozott pedig —V 8/a.Abra. Franck és Herz kisérleti

elrendezésének vazlata
lassit6 fesziiltség van. A kisérleti tapasztalat S

szerint a V gyorsité fesziiltség novelése
hatasara az anddra eljuté elektronok szama
(az I dramerdsség) egy ideig nd, majd V =

4,9V elérésekor csokken, ezutdn udjra nd.

L Ty
8/b.Abra. Az észlelt I dramerGsség

Hasonlé intenzitas csokkenés figyelheté meg

V =nx4,9¢eV értéknél is (n egészszam). e v
altozdsa a fesziiltség

Magyardzat: a Hg-gdz atomokkal az figgvényében.

n x 4,9eV kinetikus energidju elektronok

rugalmatlanlanul iitkoznek, mikozben energidat veszitenek, ezért nem képesek legy6zni az andd és
Ry kozti lassito fesziiltséget, ez okozza az intenzitds csokkenést. Mas V' értékeknél az elektronok
rugalmasan iitkéznek az atomokkal, igy novekvo fesziiltség hatdsara novekvo szamban repiilnek ki
a katodbdl s érkeznek el az anddra. Az atomok szempontjdbdl ez azt jelenti, hogy csak bizonyos,

meghatarozott energiaju elektronokkal tudnak kolcsonhatasba 1épni, azoktdl energiat felvenni.
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1.5. A BOHR-FELE ATOMMODELL ES KORLATAL

1913-ban Bohr a hidrogénatom vonalas szinképének tanulmanyozasa sordn észrevette, hogy az atom
elektronjanak impulzusmomentumara és energidjara kirott két kvantumfeltétel segitségével magyarazni

tudja a szinkép szerkezetét. Bohr két posztulatuma a kévetkezd volt:

a) az elektron csak meghatdrozott, kivdlasztott palydkon keringhet és ezeken az tn. stacioner palydkon

nem sugaroz. A palyakat a Bohr-féle kvantumfeltétel hatarozza meg:

MeUpTn =nh, n=1,2,..., (10)
ahol n a lehetséges pédlyakat szdmozza le, v, és r, jeloli az n—edik palyan keringé m, tomegil elektron
sebességét és a palya sugarat.

b) Az atom az elektronnak egy E, energidju palyardl egy F,, energidju palyara valé dtmenete kézben
fényt sugdroz ki (ill. nyel el), amelynek v frekvencidjat a kovetkezd Osszefiiggés hatarozza meg:

E,—E, =hw=hv[=¢e(!)]. (11)

A két posztuldtumhoz a kovetkezd meggondoldsokat lehet fiizni. Az a) kvantumfeltétel (bér ezt Bohr
még nem tudhatta) azt jelenti, hogy az elektronhoz tartoz6 de Broglie hulldimhossz éppen egész szdmszor
(n—szer) mérhet6 fel a korpalya keriiletére. A (10)-es Gsszefliggés ui. a kovetkezé alakba irhaté at:

h

Me Un

2r, T =n =nA,,

amely éppen azt jelenthetné, hogy staciondrius dll6hulldmok (elektronhulldmok) alakulnak ki az
atomban. Mdsrészt — Ze toltésii magot feltételezve az atom kozéppontjdban — az a) feltételt az

erék egyensulyat kifejezo

v2 7 e? —12 —1, -1 g
me— =k —5—, (k=1/(47meo), €0 =8,85x 107~ AsV""m™" diel.konst)
T r2

képlettel 6tvozve, kiszamithatjuk az n—edik palyan keringé elektron v, sebességét, ill. a palya r,

sugarat:
Z e?
vy, =k T
ago
T'n = ? 2;
ahol ap = —— = 5,3 x 107 "'m egy 4llanddt, az tn. Bohr sugarat jelsli.

Tovabba kiszamolhaté az n—dik palyan kering6 elektron energidja:

1 7 e? Lme(kZe?)? 1
En = Ekin + Epot = gme’ljz — k/’ rn = _56Tﬁ (12)

A b) posztuldtum segitségével kiszamolhatjuk az n — m &tmenethez tartozé fény hulldmhosszat

(Am, n>m)




1 1 me 11

_ 212
- A _Eh%( e) (m2 ﬁ)

Ezt a képletet Osszevetve a vonalas szinképek c. fejezetben felirt képlettel, lathatjuk a b) hipotézis
tovabbi erejét: a kordbban csak a mérésekbdl meghatarozhaté tapasztalati allandét, az R Rydberg-
allandét visszavezette kordbban megismert fizikai dllandékra.

1 me

R=—
47 hc

(ke*)? =10967775,9m ™",

Bér a (12)-es képlet nagy pontossdggal megadja a hidrogénatom energiaszintjeit, s {gy spektruménak
szerkezetét, a tizenhdrom év miilva felfedezett kvantummechanika ravilagitott a Bohr-féle atommodell
tarthatatlansdgara. Az els§ Bohr-féle posztuldtum (a (10) egyenlet) szerint az impulzusmomentum
értéke n h, azaz a hidrogénatom alapallapotdaban is van impulzusmomentuma az elektronnak. Kés6bb
latni fogjuk, hogy a kvantummechanika és a kisérletek szerint alapallapotban az impulzusmomentum
értéke zérus. Tovdbbi hidnyossdga a Bohr-féle elméletnek, hogy tébbelektronos rendszerekre (pl. a
He atomra) nem, vagy csak nagyon nehezen volt dltaldnosithaté (ellipszis palydk bevezetésével),
de a szolgaltatott energiaspektrum kifejezések pontossidgban kivannivalét hagytak maguk utéan
a (12) Kkifejezés pontossdgdhoz viszonyitva. Legf6bb baj azonban a Bohr-féle atommodellel
kapcsolatban az, hogy az &ltala sugallt bolygérendszerhez hasonlatos atomkép teljesen tarthatatlan.
A kvantummechanika megmutatta, hogy a pdlya (tehdt a sebesség és hely) fogalma a mikrovildgban

nem értelmezhetd, igy az atomi elektronok mozgasat a bolygdk mozgasahoz hasonlitani nem lehetséges.
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2. HULLAMMECHANIKA

Az el6z8 fejezetbdl kideriilt, hogy i) bizonyos fizikai rendszerek energidja, vagy impulzusmomentuma
csak meghatdrozott (diszkrét) értékeket vehet fel [kvantdltsdg elve]|; i) a részecske és hulldm leirds
kozott nincs elvi kiilonbség: egyazon fizikai rendszer egyszer hullaimként, madsszor részecskeként

mutatkozik meg a koriilményektdl fiiggéen [részecske-hulldm — dualizmus elve].

Ezen 1jonnan feltart jelenségek a klasszikus fizika egyik agdba sem voltak beilleszthetéek, igy
sziikségszeriien kikényszeritédott a fizika egy 1j fejezete, amelyet kvantummechanikdnak neveziink.
Schrodinger és Heisenberg volt az a két fizikus, aki — egymdstol fiiggetleniil és formailag eltéré moédon
— 1926-ban matematikai alakban fogalmazta meg a fenti két elvet egyesité torvényt. A Schrodinger-
féle formalizmust hulldmmechanikdnak, a Heisenberg alkotta kvantummechanikat mdtrizmechanikdinak

szoktuk nevezni. (Fizikai szempontbdl a két formalizmus ekvivalens egymadssal.)

Els6ként a differencidlegyenleten alapulé és hulldmfiiggvény fogalmat (és matematikai konstrukciét)
hasznalé Schrodinger-féle hullimmechanikdval ismerkediink meg. A matrixokkal, sajatértékekkel és

sajatvektorokkal operalé Heisenberg-féle matrixmechanikat a kés6bbiekben fogjuk érinteni.



2.1 SCHRODINGER HULLAMEGYENLETE

2.1.1. AZ IDOTOL FUGGO SCHRODINGER EGYENLET

Schrodinger 1926-ban  a  fényre vonatkozd hullaimegyenlet analdgidjara alapozva felallitotta a
nemrelativisztikus részecskék tér- és idObeli mozgasat leiré hullamegyenletet. Egy idében és térben

tovaterjedd, k hulldimszdmal és w kérfrekvencidval rendelkezd sikhullam a kévetkezoképp irhato fel:
\I/(I',t) _ Aei(krfwt) _ Ae%(prfEt)’

ahol kihaszndltuk a k = p/h és w = E/h Osszefiiggéseket (A egy éllandét jelol).

Mérmost a fényre, amely relativisztikus ”részecskékbdl” all (azaz E = hw = pc = hkc), a korfrekvencia

és a hulldmszdm kozti w(k) Osszefiiggés, az in. diszperzids reldcid a kovetkez6képpen frhato:

w(k) = ck.
Ezért a )
92V )
oz =Y
ATV = — k20,

Osszefiiggéseket behelyettesitve a diszperzids reldacéba a kovetkezo egyenletet kapjuk:

1 920

zoz A

)

amely a jol ismert hullaimegyenlet.

Nemrelativisztikus részecskék alkotta anyagra az F = hw = 2%2” + V Osszefliggés miatt a diszperzids

reldcié (V =éllandd)

h 1
k)= —k+-V
w(k) 2m + h
és ezért a
ov
E = —zw‘ll,
AV = — k20,

Osszefiiggések miatt a keresett hulldmegyenlet a kovetkezoképpen irhato:

ov K2
h— = —— AU v, 1
1 5 o +V (13)

Ez az id6t6l fiigg6 Schrodinger egyenlet, vagy mds néven: az allapotegyenlet, amelynek

fennalldsat Schrodinger tetszdleges V (r, t) potenciél esetére posztulélta.

A U(r,t) hullamfiiggvény (dllapotfiiggvény) a szébanforgé mikrorészecske(rendszer) térbeli
jellemzésére szolgdl, és valdsziniségi amplituddként interpretaljuk. Eszerint annak valdszintisége, hogy

a rendszer az r koriili dv intervallumban talalhaté: |¥(r,t)|?dv. Mivel a rendszer a térben valahol



biztosan megtalalhatd, a hullamfiiggvény abszolit érték négyzetének a teljes térre vett integralja

egységnyi értéket kell felvegyen,
/|\Il(r,t)|2 dv = 1.
Azt mondjuk, hogy a hullamfliggvény normdlhato.

Joéllehet a Schrodinger egyenlet formalis analdgidra épiilt posztuldtum, mégis, a felfedezése éta eltelt
tobb mint fél évszdzad tudoményos tapasztalata bebizonyitotta, hogy az id6tél fiiggé Schrodinger
egyenlet az anyagi vilag alapvetd axioméja. Pontosan irja le a nemrelativisztikus, sok részecskébdl allé
mikrorendszerek (atomok, molekuldk, atommagok, szildrd testek) dllapotdt, és egyben magéba foglalja
a makroszkopikus vildgban érvényes Newton-i egyenleteket is. Az id6tél fliggd Schrodinger egyenlet a
mikroszkopikus anyagi vildg olyan alapvetd mozgédsegyenlete, amelyb6l — elvben — a mikroobjektum
minden lényeges fizikai tulajdonsdga kiszamolhaté, meghatdrozhaté. 1926-ban tortént felfedezése 6ta

szamitjuk a kvantummechanika sziiletését.
2.1.2. AZ IDOTOL FUGGETLEN (STACIONARIUS) SCHRODINGER EGYENLET

Konzervativ erétér [V # V(t)] esetén megkisérelhetjiik a ¥ hulldmfliggvényt véltozéiban szeparalt

alakban felirni:

Ezt (13)-ba helyettesitve, Adtrendezéssel olyan egyenletet kapunk, amely egyik oldaldn csupdn t-t6l,

masik oldalan csupan r-tél fliggé mennyiségek allnak:

. 1de h? 1

Ez természetesen csak 1ugy lehetséges, ha a bal- és a jobboldal egy id6- és térvaltozotdl fliggetlen

allandog, amelyet E-vel jeloltiink.
fgy tehat két egyenletet kaptunk az allapotfiiggvény ido- és térbeli viselkedésének meghatarozasara:
d
—0 =i 'E0,
dt
amely megoldasat azonnal felirhatjuk:
O = exp[—iEt/h] = exp[—iwt];
a masik egyenlet a hullamfliggvény térszer(i részét hatarozza meg,
h2
——A 1% =F 14
A+ V() = B, (14
a megfeleld hatdrfeltételekkel kiegészitve.

Ez utébbi egyenlet az id6tol fiiggetlen Schrodinger egyenlet, mas néven: stacionarius

Schrodinger egyenlet, vagy roviden: Schrodinger egyenlet.



A teljes megoldés a

U(r,t) = p(r)e” 77
alakban irhatd.

A valészinliségi interpretacié kovetkezményeként a hulldmfiiggvény a normélhatésdgon kiviil tovabbi,

an. reqularitdsi feltételeket kell kielégitsen:

i) ¢ folytonos fliggvény kell legyen;

1) ¥ egyértékii kell legyen;

iii) ¢ véges értékil kell legyen (ez a normélhatdésdggal kapcsolatos feltétel).

A felsorolt feltételeknek eleget tevo figgvényeket requldris fliiggvényeknek nevezziik.

A fent megfogalmazott regularitdsi feltételek dltaldban a (14) Schrodinger egyenletben szerepl§ FE
konstansnak csak bizonyos értékei mellett teljesiilnek. Maga az FE konstans energia dimenzidju
mennyiség s igy kézenfekvé a rendszer energidjival azonositani. (Konkrét szamitdsi eredményeknek
a kisérletileg mért Osszenergia értékekkel valé sszehasonlitdsa bebizonyitotta, hogy ez igy is van.)
A regularitasi feltételek altal megszabott kiillonb6z6 FEq, Es,... értékek a mikrorendszer lehetséges
(kvantalt) energia értékeit jelentik, a hozzdjuk tartozé i, 1, ... megolddsok pedig a mikrorendszer
allapotdt jelolik. A (14) egyenlet a matematikdban jél ismert sajatérték egyenletnek felel meg; az FE,

mennyiségeket a sajatértékeknek, a i, megoldasokat pedig sajdtfiiggvényeknek nevezziik.

A Schrédinger egyenlet jelentdsége felbecsiilhetetlen. Egész iparagak alapultak olyan mikroszkopikus
objektumokra, mikrorendszerekre, amelyek fizikai tulajdonsdgait a (14) egyenlet segitsége révén lehet
feltarni. fgy pl. a szilard testek belsé szerkezete, a vékonyrétegek, a félvezetOk tulajdonsagai, stb. a
Schrodinger egyenlet megoldasa révén tanulmanyozhaték. Ezen objektumok képezik az alapjat tobbek
kozt a modern hiradastechnika-iparnak, vagy a szamitégép-iparnak. A vegyipar, a gyogyszergyartas,
az atomenergiatermelés inherens alapjat olyan mikrorendszerek (atomok, molekuldk, vegyiiletek és
atommagok) képezik, amelyek tulajdonsdgait kizdrdlag a Schrodinger egyenlet segitségével ismerhetjiik

meg egzaktul.

2.2 AZ ALLAPOTEGYENLETBOL FAKADO NEHANY TULAJDONSAG.

2.2.1. KULONBOZO SAJATERTEKEKHEZ TARTOZO SAJATFUGGVENYEK ORTO-
GONALISAK EGYMASRA.

Bizonyitds: tegyik fel, hogy Ey # E; és V =V* . frjuk fel a k-adik és l-edik sajatértékre vonatkozo
Schrédinger egyenletet, s az utébbinak rogton vegyiik a komplex konjugaltjat:

2
*:—mAl/fk + V()¢ = Exdr,



h2 * * *
— g AU+ V()Y = E
Szorozzuk be balrél az elsé egyenletet 1 —gal, a mésodikat vr—val, integrdljuk az igy kapott

egyenleteket a teljes térre, majd vonjuk ki az alsébdl a fols6t. A kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

h2
I (s — g Age) do = (B - By / i dv.

2m

A Dbaloldali szogletes zdrdjelben &llé kifejezést az ismert aAb — bAa = div[agradb — bgradal
differencidlgeometriai tétel segitségével teljes divergenciava alakitjuk at, majd a térfogati integralt

a [divAdv = [ Adf Gauss-Ostogradskij tétel segitségével feliileti integralla:

h2
“om /f(wkgradt/f? —Pregrad i) df = (Ei fEk)/q/)l*q/;k dv.

A baloldal zérus, mivel ¥ — 71 legaldbb, amint  — co. (Ez a normélhatésdg miatt van; fogjuk azonban
latni, hogy v &ltaldban exponencidlisan tiinik el a végtelenben, ahol az £ feliiletet fel kell venni). I/gy7
mivel a jobboldali zaréjel kiindulé feltevésiink értelmében nem zérus, maga az integral kell zérus legyen.

Q.E.D.

A normalt sajatfiiggvények tehat kielégitik az ortonormdltsdagi feltételt:

/l/fl*wk dv = dy.



2.2.2. ¢(r) DERIVALTJA FOLYTONOS A POTENCIAL LEGFELJEBB VEGES
SZAKADASSAL RENDELKEZO HELYEN

Ahol a potencidlnak nincs szakaddsa, ott a Schrodinger egyenlet alakjabol kovetkezGen sejteni lehet,
hogy igaz a cimben megfogalmazott allitas. Nagyobb figyelmet azon térrészek érdemelnek, ahol a
potencidlnak szakadésa van. Ezek vizsgdlata sordn kapott megallapitasok egyben érvényesek lesznek a

potencial folytonos tartoményéra is. A vizsgalatot elegendd egy dimenziéban elvégezni.

Tekintsiink tehét egy V(z) potencidlt,

amelynek véges szakaddsa van az 4 (X) ‘
x = 1z pontban. (Lisd 9. : __y_(ilf,’,///
abra.) A hulldmfliggvényre vonatkozé ey . = Qfg\:
folytonossagi kovetelménybdl irhatjuk: 2?—;::-'—_7 :
| l !
W(wo = 0) = (0 +0). mEL Bt

Allitds: . s

9. abra. Szakaddsos potencil (V, folytonos vonal) fés
' (wo — 0) = ¢'(wo +0), anak kozelitése (V, szaggatott vonal). d — 0 esetén
V-oV.

azaz v’ is folytonos a potenciél (véges) szakaddsi helyén.
Bizonyitds: felirjuk a Schrodinger egyenletet egy, az dbrdn szaggatott vonallal jeldlt, olyan kozelits V
potencidlra, amely folytonosan interpoldl 4t a V' eredeti potencidl zo—nél levd (véges) szakaddsi helyén:

~ 2m -

P(@)+ B - V@)@ =o.

Konnyen beldthaté, hogy 1 — 1, mikdzben d — 0, ugyanis ekkor V — V (Id. az abrdt). Ugyanakkor

zo+d -, -, -, 2, zo+d - -

[ i @) =Pt d) - - d) = gy [ de (V@) - B,
;Co—d ;Co—d

Az utolsé integral zérushoz tart mikdzben d — 0, mivel az integrandus korldtos, viszont az integralds

intervalluma kozeliti a nulla mértékii halmazt. Ebbdl kovetkezik, hogy

W (w0 + 0) = 9 (w0 + 0) = ¢ (wo — 0) = ¢/ (wo — 0), Q.E.D.



2.2.3. KONTINUITASI EGYENLET.

Tekintsiik az

ovr k2
h— 4+ — AV - VU =0
‘ ot + 2m

allapotegyenletet, és vegylik a komplex konjugaltjat:

ov* K2
—th—— + —AU* —VU* = 0.
‘ ot + 2m

(Feltétételeztiik, mint kordbban, hogy a potencidl valds.) Szorozzuk be balrdl a fels§ egyenletet

- ;;L\I/*fgal, az alsét %\I/fvel, majd adjuk Gssze a két egyenletet. A kovetkez6 eredményt kapjuk:

ov*w ik
— (VAT — U*AT) = 0.
ot + 2m( ) =0

A Dbaloldal maésodik tagja teljes divergenciavd alakithaté a mar idézett differencidlgeometriai tétel

segitségével, s ezért az egyenlet a hidrodinamika kontinuitdsi egyenletének formajara hozhato:

% + div] =0, (15a)
ahol bevezettiik a
p=v"w
stirtiséget, valamint a 'h
i
J= %(‘I/V\Il* —U*VY) (15b)

dramsiriséget.

Egy kontinuitési egyenlet mindig valamilyen megmaraddsi tételt fejez ki. Integralva (15a)-t a V (teljes)

térfogatra, és az elsé tagban az ido szerinti derivalast az integraldson atemelve, kapjuk:

i/dvar/dvdivJ:O.

Az elsd tagbeli integral idében &llandé (mivel az dllapotfiiggvény normélhatd, azaz fV U*Wdy = 1) igy
tehdt az els6 tag zérust ad. Azaz zérus kell legyen a masodik tag is, amelyet a V térfogatot hatarold

feliillet menti integralla alakitva a Gauss-tétel segitségével, kapjuk:

/dvdivJ:/de:O.
% F

Ebb6l leolvashat6, hogy (15a) végeredményben a (megtaldldsi) valészinliség megmaraddsat fejezi
ki, mivel az integraldsi térfogatot hatdrolé felilleten &t id8egység alatt ugyanannyi (valésziniiségi)

aramstiriiség halad befelé, mint kifelé.

Itt jegyezziik meg, hogy az éllapotfiiggvény a (13) dllapotegyenlet linearitdsa és homogenitdsa, valamint
a normaltsagi kovetelmény miatt egy egységnyi abszolut értékii fazisfaktor erejéig hatarozatlan: W és
C'V ugyanazt az dllapotot jelenti, amennyiben |C| = 1. Ez is azt mutatja, hogy az éllapotfiiggvény nem

kozvetlentil mérheté mennyiség. Ennek ellenére, pl. elektromdgneses térben az dllapotfiiggvény (relativ)



fazisdnak kiilonleges jelentésége lesz, amellyel a késObbiekben az Aharonov-Bohm effektus kapcsan majd

talalkozunk.
2.2.4. EHRENFEST TETELE.

Ehrenfest tétele kapcsolatot teremt a klasszikus mechanikai témegpont fogalom és a kvantummechanikai

valoszintiség-hullam kép kozott.

Egy W(r,t) hulldmfiiggvénnyel leirt elektron nem lokalizdlhaté egy pontra, viszont bevezetheté a

tomegkdzéppont fogalma a kovetkezd definicidval:

(r) = /\I/*r\I/ dv

A tomegkozéppont x—irdnyu Osszetevoje tetszbleges erotér esetén a kovetkezoképpen szamolhatd:

o0 o0 o0
<:c>:/\11*:c\11dv:/ d:c/ dy/ dz 9" (z,y,z,t) x ¥ (x,y, 2, t).

Hatéarozzuk meg a tomegkozéppont sebességének varhatd értékét! Id6 szerint parcalisan derivalva

d - ov* . 0V
%@c)(m)/( 5 V¥ + U xE> dv.

Felhasznélva a (13) allapotegyenletet,

kapjuk:

%_lf - +%A\If - %V‘I’;
és komplex konjugélt parjat, o+ " ;
= f;—mA\I/* + %V\If*,
irhatjuk tovabb
()= i [l (aw)e w4 v s AU

Marmost kihasznéalva az

ov
AU =A(xz¥) —2—
T (x0) 5

azonossagot, kapjuk:
: in ov
=—— AV (2 0) — U A(z W) + 20" — | dv.
() =5 [ |80 @w) - v A 420 a0

A szogletes zaréjelben all6 elsé két tag zérust ad, mivel
AV (z0) — U* A(z ¥) = divigrad¥™* - (2¥) — U*grad(z¥)],

és e teljes divergenciara vonatkozo térfogati integral a Gauss-tétel segitségével atalakithaté felileti
integralld, amely WU eltiinése miatt zérust ad. Ezért

(50>=—£‘ \y*ﬁqfdvzi<ha>.

m ox m \ i Oz



Szamitsuk most ki a tdmegkozéppont x—komponensének gyorsulasdt! Felhasznalva az dllapotegyenletet,

_ih [ (OVT OV g, 0 OV,
ot Or oz ot ) ¢

h? LoV L0 1 LO0v 1,0
:71 /\I/*\Ila—v dv.
m Ox

m<&é>=/\lf* (—(%V)\Ifdv:(Fx).

Vektorialis alakba irva kapjuk Ehrenfest tételének matematikai alakjat:

(z) =

m

Azaz

m<£>:/\y*(—gradvm dv = (F) (16)

Kimondhatjuk tehdt, hogy az elektron (vagy mds wvizsgdlt részecske) tomegkdzéppontja gy mozog,
hogy gyorsuldsdnak a részecske tomegével wvald szorzata a részecskére hato erd kozépértékével

(stirtségszerinti dtlagdval) egyenld.

Egy katédsugarcsében gradV majdnem &allandé
abban a térrészben (Id. a 10/a &brat), V.V
ahol az elektron tartézkodik (azaz a ¥

,
7 av
zérustdl kilonbozik). Ezért itt érvényes Newton ‘ é =

ax
mozgdsegyenlete: m (&) = F|y—s,. (Figyelembe / .

7
vettiik ¥ normélhatésdgat. ) //
Z

/‘ 5 aden x
Egy atom esetén viszont V erésen vdltozik 10/a. dbra. * Az er$ kozelitoen illandé az
o ., . elektroneloszlas altal elfoglalt térrészen. Ilyen-
abban a térrészben (az atom belsejében, 1d. kor hasznilhaté a klasszikus mechanika.
a 10/b &brat), ahol a U # 0, igy az elébbi V.V
egyszerlisités [a kiemelés] (16)-ban nem hajthatd }
végre, a Newton egyenlet nem alkalmazhaté. Az = ﬂ
elektronok mozgdsat az atomban (az atomok, ax
szilardtestek stb. szerkezetét) a Schrdodinger z % /// 2
10/b. &bra. 7% 47, "

egyenlet irja le helyesen. ; g
gy J y " Az er0 er0sen véltozik az elektroneloszlds

altal elfoglalt térrészen. Ilyenkor feltétleniil a.
kvantummechanika alkalmazandé

2.3 A SCHRODINGER EGYENLET MEGOLDASA NEHANY EGYSZERU
PROBLEMARA

2.3.1. RESZECSKE EGYDIMENZIOS POTENCIALDOBOZBAN.



Tekintstink egy mindkét oldaldn lezart vizszintes csbvet, amelyben egy m tomegii részecske (pl.
golyd, vagy elektron) strléddsmentesen mozoghat. A részecske potencidlis energidja a cs6ben nulla, az
athatolhatatlan oldalfalak pedig végtelen potencidlis energiafalat jelentenek szdmara. Az ilyen idealizdlt
rendszer szamara a potencidlfiiggvény az dbran lathaté dobozhoz hasonlé alakkal rendelkezik és ezért

ezt a modellt egydimenzds potencidldoboz modellnek nevezziik. A potencidlt tehat a kovetkezd alakban

frhatjuk fel (11/a dbra):

végtelen

o, ha 0 <z <L, 7, magas 7
V(r) = {oo méskiilénben. % .I.)Bjtencigélfalak //////

tiltott // \ Z tiltott

Irjuk fel a (14) alatti Schrodinger egyenletet teriilet ARG,
a problémédra (azaz, az m tomegi % /
részecskének / - - x
a fenti egydimenziés potencidlban valé 11/a. bra. Egydimenzids potencisldoboz.
mozgasanak, ill. lehetséges allapotainak P
n. 4 n
lefrésdra): /
2 72 E) K
h* d 7
—5 (@) + V(@)(a) = By() T

a megfelelo két hatarfeltétellel, amelyek

most a folytonossag kovetelménye szerint a

2N

kovetkezoképpen irhatok:

AAANANNNNNNNN

<
e
I
=
=
I
o
m

N\

X

(=]

Bevezetve a k = y/2mE/h? > 0 hulldmszdm

mennyiséget, a Schrodinger egyenlet a 11/b. 4bra. Az egydimenziés potenciildobozban

kialakuldé E,, energiaszintek és 1, allapotok. =
kovetkezo egyszert formaban irhaté: EXE. 3 . St

Y (x) = —k*p(x), 0<z<L

amelynek megoldésa
Y(x) = Acoskx 4+ Bsinkx

két (integrécids) dllanddt tartalmaz. Kihasznalva az origébeli folytonossigot, kapjuk:
P0)=0 — A=0, — (x) = Bsinkzx.
Az x = L—Dbeli folytonossag ezért csak ugy biztosithatd, ha
BsinkL=0 — kL =nm, n=12 ..
azaz az energiaval kapcsolatos k hullimszam nem vehet fel tetsz6leges értéket, hanem csak k,, lehet:
r R L

kn = n— En = =
nL - 2m " 2mlL?

10



Azt kaptuk, hogy az energia csak FE; egész-szamu tobbszorose lehet. Az n + 1 kvantumszammal

jellemzett nivordl az n—dik nivéra torténd atmenet esetén a felszabaduld energia
AFE = En+1 - En = (2’[7, + 1)E1

M4érmost, amennyiben a szébanforgé test makroszképikus témeggel rendelkezik, pl. m = 1073 [kg], és a
potencidldoboznak (csének) is makroszképikus mérete van, pl. L = 1072 [m], akkor F; ~ 4.4 x 10~ [J].
Az energianak ilyen kis adagokban torténé valtozasa természetesen mérhetetlen és a megfigyel6 szamara
folytonosnak tiinik. Atomi méretek esetén azonban a kvantdltsig mér felting, és figyelembe veendo.
Tekintsiink ui. egy elektront (m = 9 x 1073! [kg]) egy atomi méretii potencidldobozban (L = 10~°
[m]). Ekkor By =2 x 1071 [J]= 1,3 [eV]. Elektronvoltnyi energia megvéltozasokat viszont (elektronok

esetén) mar konnyen lehet mérni, s ezdltal észlelni a bezért elektron energiadllapotainak kvantélt voltét.

A kapott eredményt mas szempontbdl is megvizsgalhatjuk. Kérdezhetjilk ui. azt, hogy milyen magas
E,, energianivora kell gerjeszteni egy potenciddobozba zért tomeget ahhoz, hogy észlelhetd (mérhetd)
energiavaltozas torténjen. A AE = E, — E; = (n? — 1)E; képletbdl kideriil, hogy makroszképikus
méretek esetén (1 [erg]= 10~7 [J] energia j6 pontossdggal mérhets) n ~ 10?7, mig mikroszképikus
objektumok esetén (elektronvolt mérhet§) a kordbbi Osszefliggés alapjan latjuk, hogy mar kis

kvantumszdmok (n = 2,3, ...) is szerephez jutnak. (A kvantumossdg "kézzelfoghat3”).
Els6 kvantummechanikai eredménytink kapcsan tovabbi megéllapitdsokat is tehetiink.

1) A vizsgélt rendszernek nincs zérus energigju dllapota. Mivel a potencidlis energia zérus, a teljes
energia tisztdn kinetikus (mozgdsi) energidbdl tevédik Gssze. A rendszer természetes dllapota a mozgés.
(n = 0 kvantumszam kizdrand4, mivel ez 1) = 0 megolddst jelentené, ami viszont azt jelentené, hogy

nincs részecske a megengedett térintervallumban.)

2) A k,L = nr képletbdl kovetkezik, hogy L = == n%” A\ = i—” a de Broglie hullamhossz), azaz a
részecske szdmara rendelkezésre allé intervallum a részecske de Broglie félhullaimhosszanak egész szamu

tobbszorose. (Ld. a 11.b dbrét, és vo. a Bohr posztuldtummal kapcsolatos megallapitdsokkal.)

Joéllehet a Schrodinger egyenlet altal szolgédltatott energiaallapotokat eléggé részletesen elemeztiik, a
probléma teljes megoldasat még nem végeztiik el. Hatra van még a hullamfiiggvény meghatarozésa,
ill. a benne szereplé6 B konstans rogzitése. Ezt a normaltsigi tulajdonsig felhasznaldsaval tudjuk

meghatarozni:

L
2
1:/|¢n|2d?}=/ B?sin?kpxde — B= /=
0 L
Tehdt a potencidldobozba zart részecske hulldmfiiggvénye és lehetséges energiakészlete (azaz az

egydimenzids potencidldoboz probléma teljes megolddsa) a kovetkezd (11/b dbra):

2
U =1/ I sink,r, ahol k,= %n, (17a)
22
_ 2 _ _
E, = Eyn?, (E1 - 2mL2)’ n=1,2,3,..,00 (17b)
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2.3.2. RESZECSKE TERBELI POTENCIALDOBOZBAN.

A fenti egydimenziés problémat konnyen kiterjeszthetjiik harom dimenziéra. Legyen a potencidl ui. a

kovetkezo:
z
0 ~ s a, Yy
V(.ﬁ,y,Z)ZO, ha Oﬁygb, c i
0<z<g, : .
e detntat g 4]
V(z,y,2) = o0 méskiilénben. - , —

A (14)-es Schrodinger egyenlet a fenti problémdara nézve a kovetkezéképpen irhaté:

2mE

— At = s

.
A hullamfiliggvényre vonatkozé hatarfeltétel természetesen most

¢(0,070) = w(oﬁ%z) = w(xaoaz) = ¢($aya0) = w(aaywz) = ¢($ab,2) = ¢($aya0) =0.

A megoldéast kiséreljik meg valtozok szerinti szeparaldssal megkapni, azaz tegyik fel, hogy a

hullamfiiggvény eldallithaté a
Y(x,y,2) = f(x)g(y)h(2)
szorzat alakban. Ezt beirva a fenti Schrodinger egyenletbe, 1—vel val6 osztas utan kapjuk:

10%f 10% 10°h  2mE

S fox2 gdy? ho2 ko
A baloldal els6 tagja csak az x valtozétdl fiigg, a mésodik csak az y—tdl, a harmadik pedig csak
z—t0l, a jobboldal pedig allandé. Mindez csak ugy lehetséges, ha a baloldal minden tagja kiilon-kiilén
is dllandé. Jeloljiik ezeket az dllanddkat rendre k2, k;, k2—tel. Ekkor egyenletiink egyrészt a kovetkezd

definiciéra redukalddik,
2mE

h2

azaz a teljes energia a hdrom szabadsdgi foknak megfeleld (hulldm)mozgdsbdl tevédik Gssze. Masrészt

k2 4k, + k2 =

hérom, az el6z6 fejezetben részletesen targyalt egydimenziés Schrodinger egyenletet kapunk, amelyekbol
most csak az z—irdnyut irjuk ki:

/()

922 = k2 f(x), 0<z<a.

Ennek megoldasat azonnal felirhatjuk az el6z6 fejezet alapjan tigy, mint

™

2
flz) = \/jsmkmgc, ahol ky = —ng, ny=12,..
a a

A teljes probléma megoldasa tehat:

Yngnyn, = \/%sin (nngW:c) sin (wTﬂy) sin (nzTﬂz) (18a)



R, s R2n? [n? n12; n?
Enonyn. :%(karkerkZ) =5 a—§+b—2+c—§ : (18b)

ahol Ng, Ny, N, = 1,2, 3, ..., 00. Legalacsonyabb energiadllapot n; = n, = n, = 1 esetén valésul meg.

Amennyiben a doboz minden oldala egyenld (a = b= c = L), a legalacsonyabb energiadllapot értéke

K22

B =FEi11 =3—.
1 111 L2

A kovetkezd energiadllapot méar haromféleképpen valésulhat meg:

K22

Ey = Eo11 = Ei91 = B2 = 60—
2 211 121 112 L2

amelyhez tartozé hullamfiiggvények viszont természetesen kiilonbozéek:

Po11 # Y121 # Vi12-

Kiilonb6z6 sajatfiiggvényekhez tartozé azonos energia sajatértékeket elfajult, vagy degenerdlt

sajatértékeknek nevezziik. Az Fy energiadllapot degenerdcids foka harom.
2.3.3. LINEARIS HARMONIKUS OSZCILLATOR.

A Klasszikus fizikabo6l tudjuk, hogy linedris

harmonikus rezgémozgast azok a  testek :
I
, L 22 ’ |
végeznek, amelyekre az x kitéréssel ardnyos, de I
|
7 ez ;. 7 4 H——X—
azzal ellentétes iranyu er6 hat. ik )
nyugalmi
helyzet
12, :bra. Harmonikus (rugés) erotorvény.

F=—-Dz=—gradV — V(z) = %chg

Itt D jeloli az un. direkcids erdt, V(z) pedig a Er6 = —Dz
részecske potencidlis energidja. (Lésd az dbrét.)
Newton II. torvényét hasznalva felirjuk a \\ X
részecske mozgasegyenletét és megoldasat
Io) Potencial
F = —Dx =mi — x(t) = Asiny/ —(t — to), V(X)—‘-'%-uzxz
m

amely két integréciés &dllandét tartalmaz (a
mozgds A maximadlis amplitudéjat és to kezdo

id6pillanatdt, amelyet nulldnak vesziink). A

tovabbiakban hasznalni fogjuk a

Osszefiiggésekkel bevezetett 7 = periédus id6, v = % frekvencia, és w = korfrekvencia (v. szogsebesség)

mennyiségeket. A direkciés erd a korfrekvencia és a tomeg fiiggvénye: D = mw?.
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Mérmost — viszonyitasi alapként — érdemes attekinteni a klasszikus fizikdban tanult energiaviszonyokat

(Id. az abrat is):

1

potencidl : V = §Dx2(t) = §mw2A2 sin? wt.
: : L .2 Lo o2 2
kin.energia : T = gmd (t) = 51w A® cos® wt.

1
tot.energia : E=T+V = —mw?A? = konstans.

A harmonikus rezgémozgast végzé test teljes energidja dllandé (energiamegmaradds), és csakis a
maximadlis kitéréstél fiigg (w—t az er6torvény és a tomeg rogziti). A maximélis kitérés viszont tetszdleges

lehet, igy a teljes energia is tetszéleges értéket vehet fel, folytonosan valtozhat.

A kvantummechanikai targyalds szerint ezzel szemben latni fogjuk, hogy a részecske energidja
most sem lehet tetszoleges, hanem csak bizonyos értékeket vehet fel, csak adagokban, kvantumokban
valtozhat. Tekintsiik a linedris harmonikus oszcilldtor problémara vonatkozé Schrodinger egyenletet:

R ) |1
2m  dx? 2

€= mw _2E
Ve T

jeloléseket, a Schrodinger egyenlet a kdvetkezd alakban irhaté:

mw?z?p(z) = Ey(z).

Bevezetve a

'+ (n— &) =0.

A megoldést az un. Sommerfeld-féle polinom mddszerrel fogjuk elballitani, amely két 1épésbél all.

El6szor megoldjuk az egyenletet £ — +oo hataresetben:

U = o = e = 2,

”

(Visszahelyettesitéssel meggyézédhetiink réla, hogy & — +oo hatdresetben a 1), megoldds kielégiti a
differencidlegyenletet.)

Maésodik 1épésként az altalanos megoldast ezen aszimptotikus megoldas és egy polinom szorzataként

keressiik:

Y= u(5)6—52/2, u(g) = ZCTET
r=0

E feltételezett megolddsnak a Schrodinger egyenletbe vald helyettesitése és e~ /2_vel térténd

egyszerusités utan az

u' =2 +(n—1u=0

egyenletet kapjuk az u(£) polinom meghatdrozasira. gy szitkségiink lesz az u(§) polinom els6 és

masodik derivaltjara:

o0 o0
u = E re £t = E re £
r=1 r=0
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o0

Zr r—1)c&" 2 Z(r +2)(r 4+ 1)ep428".
r=2

r=0

Behelyettesités utan kapjuk:

oo

Z {(r+2)(r+1)cr42 —2re, + (n— 1)} €M = 0.

r=0
Ez az egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha a kapcsos zardjelben &ll6 kifejezés r minden értékére zérus,
amelybdl egy rekurzids 6sszefiiggést kapunk az ismeretlen polinom egytitthatéinak kiszamitasara:

2r+1—n¢
D +2)

Cr42 = Cr.

Vizsgdljuk meg, hogy e rekurzis Osszefiiggés r nagy értékeire (azaz ¢ magas hatvdnyaira) milyen
fliggvény hatvanysorat allitja eld!

2
r— 0o Cr42 ™~ —Cp,
r

ez viszont az €S fiiggvény hatvénysordra jellemz6 rekurzi6. Amennyiben tehdt az w(§) polinom
hatvénysora végtelen szdmu tagot tartalmazna, a teljes megoldds nem lenne regularis. (v — e£7/2
lenne £ — oo esetén.) fgy a polinom sziikségképpen véges fokszamu kell legyen. Azaz, kell létezzen
egy maximalis n fokszam, amelyre ¢, # 0, viszont az Gsszes tobbi ¢,42 = ¢pyqa = ... = 0. Ez csak ugy

lehetséges, ha a rekurziés formula szamlaldja r = n esetén zérussd valik, azaz

2F 1
2n+l=n=-——>FE=FE, =(n+ -)hw, n=0,1,2,.. (19a)
hw 2
Azt az ismerés eredményt kaptuk, hogy
a harmonikus oszcillator potencidlban mozgd AV,E,,
sszecske telj i4ja a kvant hanik ¥ n
részecske teljes energidja a kvantummechanika \ A = m ;
szerint nem lehet tetszOleges, hanem csak ’\\/F/\ 1 S /
bizonyos, az n kvantumszamokkal jellemzett \/[\\4 /\\./ 6
értékeket vehet fel. Ezért az energia valtozasa \ /\ /\L 5

sem lehet folytonos, hanem csak hw adagok [\L
(kvantumok) t6bbszoroseként torténhet. Ezen N4 \/ /L
kiviil azt a (szintén ismerds) jelenséget vehetjitk 3
észre a fenti képletben, hogy a legmélyebb % /HL

energiaszint nem zérus, azaz a harmonikus \ \/ 2
oszcillator potencidlban nem alakul ki abszolut — 1
nyugalom, a részecske még alapallapotban is NL hid 0
rendelkezik (Un. zérusponti) energidval. P

13. abra. Az egydimenziés harmonikus oszcillator
potencidlban kialakuld E,, energiaszintek és 1,, alla-

teljes hullamfiiggvénye az eddigiek alapjan a potok. (n=0,1,2,,,.).

A linedris harmonikus oszcillitor probléma

kovetkezbképpen irhaté:

() zegg;fz?un ( %x) , n=0,1,2,3,..., (19b)
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ahol u,(¢) a fenti rekurziés formuldbdl el6éllithaté tn. Hermite-féle (az ¢ silyfiggvényre
nézve ortogondlis és normélt) polinomokkal ardnyos, melynek elsé néhdny tagja a kovetkezd
(N2 = \/%/2"71!) :

uo(§) = No,

Ul(f) = Nl 2§a
uz(€) = N 2(262 — 1).

A kétatomos molekuldk rezgési (vibracids) szinképét harmonikus erdk jelenlétével magyarazhatjuk meg.
A fenti energiaképlet alapjan ugyanis az n—dik energiaszintrél az n — 1 —edikre valé legerjesztddés
esetén a molekula

hVZEn—En_lzhw

energidju és v = %w frekvencidju fotont sugaroz ki. A szinkép egymastél ugyancsak Av =

%w = %\/g tavolsagra levé vonalakbdl &all, s ez teljes mértékben megegyezik a tapasztalattal.
A fenti meggondolasbdl kovetkeztetést vonhatunk le a molekuldk atomjai kozott haté harmonikus
eré (a D direkcids erd) nagysdgdra is, amennyiben ismerjik tomegiiket. Sésav (HCI) esetén pl.
a kisérleti tapasztalatok szerint v = 8.65 x 1013 [s7!] (ami ~ 0.3 eV energidji és A ~ 35000 A
hulldmhosszal rendelkez§ fotonnak felel meg) s ebbdl, valamint a més mérésekbél ismert (redukélt)

tomeg felhaszndldsaval D = 0.48 [N/cm] nagysdgunak adddik.

Izotép effektus. (A zérusponti energia kisérleti bizonyitéka.)

Tekintsiink egy kétatomos molekuldt, pl. a !B —1% O molekuldt. A molekula teljes energidja (mint
késébb fogjuk ldtni) lényegében az elektronok molekuldkon belilli E,4 elrendezédési (konfiguracios)

energigjabol, valamint a vibracids energidbdl tevédik ossze (m =redukalt tomeg):

E(A,n) EAJrh\/%(nJr%).

Ha mindkettd valtozik az atmenet soran, akkor a kisugarzott fény vqo frekvencidjat az

EFs—F D 1 D 1
iz = 2 = == JS8 (4 5) =y TR (e 4 5)

képlet szolgéltatja. Itt Ea, Ep, Da és Dp kizarolag a molekuldk elektronallapotai dltal meghatarozott
konstansok. Ezért tehat, ha a molekuldban lev6 egyik elemet helyettesitjik az egyik izotdpjdval, akkor
e konstansok véltozatlanok maradnak, csak a molekula (redukdlt) m tomege véltozik meg m*—ra.

Helyettesitsiik pl. "'B—t a '9B—ral. Ekkor az dtmenethez tartozé frekvencia is megvatozik v*—ra:

Epa—FE D 1 D 1
o 55 B ) 22 ),

m*

azaz az atmenethez tartozé frekvencidban kismérték(i eltérést észlelink (ezt nevezzik izotdp
effektusnak):

Vg — Uiy = % (% - J%) (\/D_A(m + %) —V/Dp(ns + %)) :

16



Abban az esetben, amikor az n; és no vibrdcidés szintek az alapédllapotnak felelnek meg (az un.

"null-null” dtmenet esetén), az izotép effektus:

-t (G- ) (75 )

Ez a képlet teljes Osszhangban van a tapasztalattal. Amennyiben a zérusponti energiat a vibracids

energiaképletbdl elhagynank, nem kapnank izotép effektust 0 — 0 atmenet esetén.
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3. AKVANTUMMECHANIKA MATEMATIKAI

ES FIZIKAI ALAPJAI

Az €l6z6 fejezetben mar lattuk, hogy Schrodinger hulldmegyenlete képes a mikrofizikai objektumok
energiaéllapotaiban jelentkezé kvantumos (diszkrét) jelenségeket is magyardzni. Roviden megemlitettiik
azt is, hogy a stacionarius Schrddinger egyenlet a matematikdban mar régéta ismert dn. sajatérték

egyenletnek felel meg.

A fizikai mennyiségek értékének kvantumos, diszkrét véltozasa ismeretlen volt a klasszikus fizikdban,
ezért ott a fizikai mennyiségeket folytonos, differencidhaté fliggvényekkel irtuk le. A kisméretli
mikroobjektumok vizsgdlata megmutatta azonban, hogy a természetben a fizikai mennyiségek
egyrészt folytonos, masrészt diszkrét értékkészlettel rendelkeznek, ezért a nekik megfelel6 matematikai

konstrukcidknak tiikrozni kell e fontos tényt.



3.1. OPERATOROK ES REGULARIS FUGGVENYEK

Dirac volt az, aki els6ként ismerte fel teljes altalanossagban, hogy a fizikai mennyiségek matematikai
reprezentansai nem a klasszikus fizika szokdsos fiiggvényei, hanem bizonyos operatorok, amelyek
a fizikai allapotot reprezentalé regularis fiiggvények terén, vagy mas néven, a Hilbert-téren

hatnak. Az a tér, amelyen az O operator hat, az illet6 operator Do értelmezési tartomanya.
Egy f figgvény szdmhoz (x) szdmot (y) rendel: y = f(x). Példa: 0 = sin 7.

Egy O operdtor fiiggvényhez (f) figgvényt (g) rendel: g(z) = Of(:c) Példék: g(z) = = f(x),
g(x) =/ f(x), stb.

Az operatorok a fiiggvényekhez képest az absztrakcié magasabb fokat képviselik, ezért nyilvan sokkal

gazdagabb lehet6séget kindlnak az elméleti leirds szamaéra.
A fizikai mennyiségeket leiré (reprezentdls) operatorok nem lehetnek tetszdlegesek.

Az anyagi részecskékhez rendelt valdszinfiségi hullimok interferencidra valé képessége (1d. példdul
Davison-Germer kisérlet) vezetett el a szuperpozicié elv feldllitdsdhoz, amely kimondja, hogy két
kiilonboz8 dllapot Osszege, szuperpozicdja is egy lehetséges dllapot (azaz a Schrodinger egyenletnek
megolddsa). Ahhoz, hogy a szuperpozicid elve teljesiilhessen, szitkséges az, hogy a fizikai mennyiségeket
reprezentalé operatorok linedrisak legyenek. Egy O operétor linedris, ha a kiovetkezd tulajdonsagokkal
rendelkezik (11,12 € Do):

Oty + t2) = Oy + Othy,
és
O(k1) = k(Ov1),
ahol k egy tetsz6leges (komplex) szdmot jelent.

Lathatjuk teh&t, hogy pl. a négyzetgyok vonds (\/‘ ), vagy az abszolutérték képzés (] |) nem johet

szoba, mint fizikai mennyiséget reprezentdlé operator.

Linedris operdtorok dsszegét a kovetkezd Osszefiiggés értelmezi (¢ € Do,, Do, ):
(01 + O2)1h = 019 + Oa.

Linedris operdtorok szorzata pedig az operdtorok egymds utdn val§ alkalmazdsat jelenti (¢ €
D027 021/) c Dol):
OAlOAQ’lb = Ol(OAQlﬂ) = Olg, ahol g = ng

(fgy kénnyen eléfordulhat, hogy 01021 1étezik, de 02019 mér nem!)
Operator négyzet az 0% =00 Osszefiiggést jelenti.

Kiilonosen fontosak az olyan linedris operatorok, amelyek egy fiiggvényt allanddszorosaba viszik at:

Ow =k, k = konstans.



Az ilyen egyenletet az operator sajdatérték egyenletének nevezzik, ¥—t az operdtor sajatfiigguényének,

k—t pedig a operator sajdtértékének. Az O operator Osszes sajatértékét spektrumnak nevezziik.

A Schrodinger egyenlet is egy specidlis operator egyenlet, az energia fizikai mennyiséghez rendelt H
operator sajatérték egyenlete:
Hy = Ev.

Alkossuk meg az energia H operatorat egydimenzids mozgds esetére! Legyen az x irdanyu impulzus
fizikai mennyiséghez tartoz6 operator
) h 9 (20a)
= T, a
ba i Ox

azaz az x—szel valé derivalas.

Az x irdnyt elmozdulds (koordindta) fizikai mennyiséghez tartozé operdtor pedig legyen az x—szel valé

SZOrzas

& — (20b)

amib6l azonnal kovetkezik, hogy a csupan koordindtakat tartalmazd potencidl fizikai mennyiséghez

szintén a vele vald szorzast rendeljiik:

Vi) —-V(z)-. (20c)

Az energia fizikai mennyiséghez rendelt operatort ezek utdn konnyen felirhatjuk:

R ]52 R h2 62
H===x . _ )
2m Vi) - 2m Ox? +Vi@) (20d)
és igy a fenti operatoregyenlet
- h? 0?
Hy=Bp -  — o+ Vy=Ey
2m Ox?

valéban a (14) alatti Schrodinger egyenletet adja egydimenzids mozgés esetén.

A fizikai mennyiségeket leiré (reprezentdld) operdtorok természetesen nem tetszbleges fiiggvényekre
hatnak, hanem — az el6z6 fejezettel Gsszhangban — csak olyan fliggvényekre, amelyek fizikai allapotot
jelenthetnek s igy a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkeznek:

— eqyértékiek,

— folytonosak, és

— normdlhatdk (korldtosak).

Ezen tulajdonsdgokkal rendelkezé fiiggvényeket regularis fliggvényeknek nevezziik. A reguldris

fliggvények Osszessége Hilbert-teret alkot.

A regulédris fiiggvényekkel végzett szamitdsok sordn gyakran szerepel két fliggvény szorzatianak
integralja. A jelolések egyszeriisitése érdekében bevezetjik a skaldrszorzat fogalmat a kovetkezo

definiciéval:
(s = [ 52,

ahol az integralds a fliggvényvaltozdk teljes értelmezési tartomanyara vonatkozik. Amint latjuk, a

skaldrszorzat olyan miivelet, amely két fliggvényhez egy (komplex) szdmot rendel.



A skalarszorzat tulajdonsagai a kovetkezdk:
(1|2 +93) = (Wrlh2) + (Y1l9s),

<T/)1|0> = 07
(1l2) = (2|y1)",
(k1 |he) = K™ (1]ha),

ahol k egy tetszéleges (komplex) szdmot jelol. Ezek a miiveletek a vektorok skaldris szorzési szabélyaira
emlékeztetnek, ezért a skaldrszorzat két elemét a bra (( |) és ket (] )) részt célszerii egy absztrakt dudlis
vektortér elemeinek tekinteni. [A bra és ket elnevezést Dirac vezette be az angol bracket (zaréjel) szé

felbontasdval.] [gy beszélhetiink két fiiggvény ortogonalitdsérél, amennyiben (¥1]2) = 0.

Visszatérvén az operatorok sajatérték spektrumdhoz, megjegyezziik, hogy van folytonos és diszkrét

spektrum. Folytonos spektruma van pl. a differencialdas operatornak (O = d%), ui. ennek sajatérték
egyenlete a kovetkezo:

d

— b=k

= ko,
amelynek megoldésa

P = Aek,

amelybél viszont a korldtossdg regularitdsi kovetelmény miatt k& = +i|k| kovetkezik. A differencidlds

+i|k|x

operator sajatértékeit az Osszes imagindrius szam képezi, sajatfiiggvényei pedig ¢ = Ae alakuiak.

Diszkrét spektrummal rendelkezik az energiaoperdtoron kiviill pl. a tiikkrozés (paritds) operdtora,

amelynek definicija a kovetkezd: pf(:n) = f(—z). Sajatérték egyenlete:

Alkalmazzuk P—t még egyszer:
P2 f(z) = K f(z) = f(x),

azaz k* = 1, amib6l viszont k = £1 kovetkezik. Tehdt a paritds operator sajatértéke a +1 vagy —1

lehet. A paritds operator sajatfiiggvényeit az Osszes paros ill. paratlan fliggvény képezi.
Bevezetjilk az o+ adjungdlt operator fogalmat a kovetkezo definicioval:
(¥1]0¢2) = (0T 1|¢a),

ahol ¥y € Do, Y1 € Do+, és altaldban Do # Dp+. Az olyan operatort, amelyre

O=0" & Do =Dy,

onadjungalt operdatornak nevezziik.

A fizikdban kiilonlegesen fontosak az olyan operatorok, amelyekre

(¥1]|Ot2) = (O [ib2)

érvényes minden ¥ és 2 € Do elemre. Ezek a hermitikus (v. szimmetrikus, 1d. kés6bb) operatorok.



Az onadjungdlt operatorok természetesen hermitikusak is, viszont nem minden hermitikus operator
onadjungalt is egyben. Ilyen pl. az impulzus operdtor, amely hermitikus, de nem Onadjungalt a
végpontokban eltiing fiiggvények terén [mivel a pT operdtor terét valaszthatjuk b&vebbre is (1d.
késébb)].

Tétel: A hermitikus operdtorok alkalmasak fizikai mennyiségek reprezentdldsdra (leirdsara, dbrazoldsara),

mivel ezek valos sajatértékkel rendelkeznek.

Bizonyitds: Egyrészt
(plOp) = (plkp) = k (vlp),
masrészt
(plOp) = (Ople) = (kle) = k™ (plo),
amibél k = k* kovetkezik. Q.E.D.
Megjegyezziik tovabbd, hogy a szorzat operdtor adjungdltja (a definiciébdl kovetkezéen) eléallithatéd a
tényezd operatorok adjungéltjainak forditott sorrendben torténdé alkalmazasaval:

(0,0:) =05 OF .

A tovabbiakban a fizikai mennyiségeket kizarolag linedris hermitikus operdtorokkal fogjuk jeldlni, ezért

a 7kalap” " megkiilonboztetd jelet nem fogjuk alkalmazni.



3.1.1. A HILBERT TER.

A 'H Hilbert tér olyan co—dimenzids vektortér, amelyben az Osszes elemnek van véges hossza (norméja).

A tér elemei az f vektorok, amelyeken aldbbi miiveletek vannak értelmezve:

i) Skaldrral valé szorzés.

ha f e H, és A €C, akkor A\f € H.

ii) Osszeadas.

ha fi és fo € H, akkor f1 + fo € H.

Az i) és ii) tulajdonsdgbdl kovetkezik, hogy két H—beli elem linedrkombindciéja is H—beli elem:
f=>,cficH.

111) Ertelmezett az elemek kzotti ”belsé szorzat” , vagy skalarszorzat:

(flg), ahol f,ge™H,

amely a H—beli elemeket a C komplex szadmok halmazaba képezi le. A skaldrszorzat a kovetkezd

tulajdonségokkal rendelkezik:

a) (flg) = (g|f)*, ahol * komplex konjugaldst jelent;

b) (Aiflrag) = AT A2 (flg)

c) {(f1 + falg) = {f1lg) + (falg) és (flgr + g2) = (flg1) + (flg2)-

) [{flg)|* < (f1f){glg), Schwarz egyenldtlenség.

Az (iii) tulajdonsag alapjan definidlhaté egy "hossz” (vagy norma): ||f]|> = (f|f), és az ortogonalitds:

fLg, ha (flg) =0. Az {f;} szet ortonormdlt, ha (f;|f;) = ;.

A Hilbert-tér eddigi tulajdonsdgai hasonlitanak az &, véges dimenziés Euklidészi vektortér

tulajdonsagaihoz. Az eltérés a kovetkezo tulajdonsdgban van:

iv) Egy {f;} vektorsorozat teljes, ha barmely f € H linedrkombindcidként irhatd fel vele, azaz

f=Y cifi, fieM, ceC

i=1
A Riesz-Fischer tétel az, amely bizonyitja, hogy a fenti Gsszegzés konvergens, azaz a H—tér teljes. A
teljesség megfogalmazdsdnak egy mdsik médja a kovetkezs. Tekintsiink egy vektor sorozatot (Cauchy-
sorozat): fi1, fa, .. Tegyiik fel, hogy minden e > O—ra taldlhatunk egy l—et tgy, hogy barmely
véges m—re ||fixm — fill < €. E sorozat konvergencidjit bizonyitja a Riesz-Fischer tétel, amelyet
illetéen a matematikai szakirodalomra utalunk (pl. Székefalvi-Nagy: Funkciondlanalizis). Népszeriien
megfogalmazva: a tétel a végtelen dimenzids Hilbert-tér teljességét bizonyitja, azaz azt, hogy a végtelen
dimenziés térben kivdlaszthaté egy végtelen elembdl allé sorozat (bdzis), amely szerint a tér barmely

eleme kifejtheto.



Az absztrakt Hilbert-tér egy specidlis realizdciéja (modellje) az Lo—tér, azaz a négyzetesen integrdlhatd,

komplex értéki figguények tere, ahol a norma véges:

IF12 = (F1F) = / F(@) (@) d < oo.

Itt = barhany valtozét jelolhet és az integraldas az f fliggvény teljes értelmezési tartoményéra

kiterjesztendo.

Arrél, hogy az Lo—tér Hilbert tér, gy gy6z6dhetiink meg, hogy beldtjuk sorban az i)-iv) tulajdonsdgok

érvényességét a négyzetesen integralhaté fliggvények korében is.
3.1.2. OPERATOROK.

Definicio: Az operator leképezési miiveletet jelent: egy ’A’ operator a Hilbert-tér bizonyos elemeit
Hilbert-térbeli elemekre képezi le. Azon elemek Osszessége, amelyekre az A operator, tehdt a leképezési
miivelet, értelmezve van, alkotja az A operdtor D4 értelmezési tartomdnyat. Ez altaldban H—nak egy
résztartoménya csupan: D4 C H. Azon elemek Osszessége, amelyek a leképezés soran keletkeznek,
alkotja az A operdtor Ry értékkészletét. Az operator értékkészlete is altaldban csak részhalmaza a

teljes Hilbert térnek: R4 C H. Roviden tehéat: ha f € Dy C H, akkor g= Af € R4 C H.
Lényeges koriilmény az, hogy altalaban R4 # Dy!

Példa. Legyen A = 2%-, és H = Lo. A négyzetesen integrahaté fiigvények koziil kivalasztjuk az
flasp) = (22 + a®)™* alakd fiiggvények részhalmazat. Ekkor az A operdtor értelmezési tartomdnya
Da = {f(z;p), p > 1/4} C H. Az A operétor értékkészlete viszont kisebb ennél: R4 = {f(z;p), p >

9/4} C Dy, amint azt integréldssal konnyen ellendrizhetjiik.

Csak linedris operatorok érdekelnek benniinket a szuperpozicio elvének érvényesiilése miatt. Linearis

egy A operator akkor, ha fi1, fo € D és A1, A2 € C esetén
A fi+X2f2) = MAfL + X Af2

teljesiil.
Az operatorokra értelmezve vannak bizonyos miiveletek.

1) Szdmmal val6 szorzés. Ha A egy H—n hat6 operdtor Dy értelmezési tartomdnnyal, akkor \A is egy

H—n a kovetkezdképpen hatd operdtor Dy értelmezési tartomannyal:
(AA)f = A(Af).

2) Operédtor Osszege. Ha A egy operdtor Dy értelmezési tartomdnnyal, és B egy operdtor Dp értelmezési
tartomédnnyal, akkor (A + B) is egy operdtor Dy N Dp értelmezési tartomédnnyal, és a kovetkezd
definicioval:

(A+B)f=Af+Bf, f€Darp=DaNDp.



3) Egy A operator R4 értékkészletét mindazon H—beli elemek alkotjdk, amelyeket A—nak D4 —n vald

operalasaval kapunk. Formaélisan:
Ra=ADy.

4) Operétorok szorzata:
(BA)f = B(Af), ha Ra CDg,

ui. ekkor Af € Dp, valamint
(AB)f = A(Bf), ha Rp CDa.

fgy lehet, hogy AB létezik, de BA nem, ill. forditva.

3.1.3. HERMITICITAS ES ONADJUNGALTSAG.

Legyen A egy H—n értelmezett operdtor és f € D,. Tekintsikk a (g|Af) kifejezést. Ha valamely fiz
g € H—ra azt taldljuk, hogy
(glAf) = (hlf) ()
az Osszes f € Da elemre, akkor definidljuk az A operdtor adjungdlt operdtorat, AT—t, a kovetkezd
egyenlettel:
h=A"g, (xx)
és olyan Dj+ értelmezési tartomdnnyal, amely mindazon {g} elemekbdl §ll, amelyekre (*) és (**)

érvényes. Ebben az esetben irhatjuk:

(g|Af) = (ATg|f), [€EDa, gEDar.

Ahhoz, hogy h = ATg egyértelmiien definidlt legyen g altal, kell, hogy Da stri legyen H—n beliil (a
gyakorlatban ez azt jelenti, hogy elég sok elemet tartalmaz). Dy sdrd, ha barmely g € H—ra létezik

olyan f € Dy, hogy megadva ¢ > 0—t, || f — ¢g|| <e.

Az A operator hermitikus, ha minden f,g € Da—ra

(9|Af) = (Aglf) = (ATglf).
Egy operator szimmetrikus, ha hermitikus és értelmezési tartomanya siirt H—ban.

Szimmetrikus operatorokra D+ O Dy, mert definicié szerint D4+ —ba D4 Osszes eleme beletartozik, de

ennél még tobb elemet is tartalmazhat.

Amennyiben Dy+ = Dy, és A hermitikus (AT = A skaldrszorzatban), akkor A 6nadjungdlt is,

nemcsak hermitikus (szimmetrikus).

Példa: az impulzus operator koordinata reprezentacioban,

hd

T dr D, = {f € L*(a,b); f(a) = f(b) = 0ésf korltos (a,b) —n.}

p



Hermiticitds: legyen f, g € D,. Ekkor

b hd h b rRdFNT
o) = [ 15 ae="2al e [ (5L) ade=wrlo)

Tehat p hermitikus (p = p™ egy skaldrszorzatban), de nem 6nadjungalt, mivel Dp+ D Dy

Valasszuk ugyanis a g elemeket p értelmezési tartomanyabél: g € D, az f elemeket viszont tetszdleges
térbSl, minddssze annyi korldtozdssal, hogy df/dx véges legyen (a,b)—m és f(b) = e*©f(a), ahol
© =const. Ekkor (f|pg) = (pf|g) ugyancsak fenndll, mésrészt az adjungalt definiciébdl (f|pg) = (p™ f|g).
Tehét p* = p =22 azonban D,+ D D,,.

Latjuk tehat, hogy ha a D,+ értelmezési tartomanyt D+ = {f € L?(a,b), f(b) = €©f(a) és f'
korlatos (a,b) — n}—nek definidljuk, akkor p* szimmetrikus (hermitikus). Azt mondjuk ilyenkor, hogy

pT szimmetrikus kiterjesztése p—nek. Viszont pT onadjungalt is, mert Dp+ = Dp+-
Definicio: Egy U operator akkor és csak akkor uniter, ha Dy = Ry = H, és
(ULUf) = {f1f)-
Ebbél kévetkezik: UTU =1 és UUT = 1.
Cayley-transzformdcio: Ha A 6nadjungalt operdtor, akkor az
U= (A—il)(A+il)™!
operator uniter. Forditottja is igaz: ha U uniter, akkor az
A=il-U)"'1+U0)=i1+U)(1-U)"!
operator onadjungalt.

A fent eléfordulé A~! operatort az A operator inverzének hiviuk: A=A = 1. Az A operator inverze

akkor létezik, ha Af # 0 (nincs zérus sajitértéke).



3.2. OPERATOROKKAL ES REGULARIS FUGGVENYEKKEL KAPCSOLATOS TE-
TELEK

a) KULONBOZO SAJATERTEKHEZ TARTOZO SAJATFUGGVENYEK ORTOGONALISAK
EGYMASRA

A tételt a Schrodinger egyenlet felhasznédlasdval egyszer mar bizonyitottuk, most a fizikailag széba

johet6 operdtorok hermitikussaganak és linearitasanak kihasznaldsaval sokkal hamarabb célhoz ériink.

Bizonyitds: Legyen
Opm = km©m,

OSDn == kn@n;
és ky, # kn # 0. Ezért

km

<O§0m|90n> = T (@ml@n)a

1 1
(‘Pml@n) = E(‘Pm'O‘Pn> = E

amibdl kovetkezik, hogy

(1-52) tenlen =0,

s mivel az els6 tényez6 nem zérus, a méasodik kell az legyen, Q.E.D.

b) n-SZERES DEGENERALTSAG ESETEN LETEZIK n SZAMU ORTOGONALIS
SAJATFUGGVENY

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy f1 és fo ugyanazon k sajatértékhez tartozé két kiilonboz6 sajatfliiggvény,

azaz

Ofi=kf1, Ofs=kfa é (filf2) #0.

Alkosson ¢1 = f1 és w2 = a1f1 + aafe két, egymdsra mar ortogondlis sajatfliggvényt (az eredeti k
sajatértékkel természetesen, mivel Op; = ko1 és Ops = kps). Az ismeretlen a;, ao egyiitthatdk
egyértelmiien meghatdrozhatdk a (p1|p2) = 0 ortogonalitdsi és a (pa|p2) = 1 norméltsigi feltételekbol,

Q.E.D.

Kettonél magasabb degenericids fok esetén a paronkénti ortogonalitds és a normaltsagi feltételek mindig

elegendo szamu egyenletet szolgaltatnak az ismeretlen linearkombindaciés egyiitthatok meghatarozasara.

¢) HERMITIKUS OPERATOROK SAJATFUGGVENYEI TELJES FUGGVENYRENDSZERT AL-
KOTNAK
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E tétel bizonyitdsdt illetéen utalunk a matematikai szakirodalomra (Riesz-Fischer tétel), ill. a korabbi
analizis tanulmédnyokra. A tétel alapveto jelentOségli a kvantummechanikaban, ui. egy fiiggvényrendszer
teljessége azt jelenti, hogy szerinte barmely reguldris fiiggvény sorba fejthet. Azaz egy tetszéleges 1(x)

allapfiiggvényt eld lehet &llitani, mint a ¢, (x) sajatfiiggvények szuperpozicidja:
’lﬂ(I) = Zc”(p"(x)7 <90n|90m> = 5nm-
n
A kifejtési egylitthatékat meghatdrozé

en = (ol = | " (@i’ da

képletet visszahelyettesitve a kifejtésbe, majd az integraldst és az Osszegezést felcserélve kapjuk a

kovetkezo kifejezést

v = [ [C )] vl e

amelybdl leolvashato a teljességet kifejezdé Osszefiiggés
> enl@)pn(a’) = 6(x — '), (21)

ahol 0(x) a Dirac-féle 6 —fliggvényt jeloli (tulajdonsdgait 1d. kés6bb a 4. fejezetben).

A ¢(x) allapot norméltsdgabol a
L= (le) =D chemlpalpm) = D lerf =1 (22)

an. normdltsdgi feltétel kovetkezik a kifejtési egyiitthatékra vonatkozéan.
Folytonos spektrum esetén a fenti egyenletekben Gsszegzés helyett integrdlas értendo.
d) Koénnyen beldathatjuk még, hogy a normdlhatdsdgi reqularitdsi kovetelmény az energiaoperdtor
hermitikussagdbol levezetheto:
d
dt
azaz (U|U) =allandé.

wlw) = (S0 w) + (W ) = L) + () =0,

3.3. A FIZIKAI MERES ALAPTORVENYE

Tiszta dllapotrdl beszélink, ha ¢ = ¢,, azaz 1 éppen az egyik (az n—edik) sajdtdllapota az
O operatorhoz tartozé fizikai mennyiségnek. Ha ekkor mérés sorozatot hajtunk végre a mindig
allapotban levé rendszeren, akkor biztosak lehetiink benne, hogy a mérések a k, sajatértéket fogjak

szolgéltatni. Ilyenkor ¢, # 0 és ¢y =0, (m #n) és |cu|? = 1.

Szuperpondlt dllapotrél akkor beszéliink, ha nem az elobbi eset valésul meg, azaz ha ¢ = > cppn.
Ekkor azt mondhatjuk csak, hogy az a ¢, sajatfiiggvény van erGsebben képviselve a 1) allapotban,
amelyikhez tartozé |c,|? kifejezés nagyobb. Fel kell tehat tételezniink (s aztdn a tapasztalattal
Osszevetni), hogy a mérés sorozat az ilyen ¢, —hez tartozé k, sajdtértéket nagyobb wvaldsziniséggel

szolgaltatja eredményiil, mint a kisebb |c,,|?—tel képviselt allapotokhoz tartozé k,, sajétértékeket.
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Ezek utdn a fizikai mérés alaptorvénye a kovetkezoképpen fogalmazhatd meg:

s

annak W walészinisége, hogy a v dllapotban lévd rendszeren elvégzett mérés a ., sajdtfiggvényhez

tartozo sajdatértéket, k,—et adja eredményiil, éppen

W(kn) = leal® = [{pnl)?, (23)
és a mérés utdn a rendszer a ¢, sajatdllapotban taldlhaté (v — ¢p,).
Feltehetjiik a kérdést: vajon mennyi a kérdéses mennyiség kozépértéke?

Amennyiben N mérésbdl N,,—szer mériink k, sajatértéket a kezdetben mindig ugyanabban a

allapotban levd rendszeren (sokasdgon), akkor a kozépérték definicié szerint:

~ . N,
0=, 2y

Felhasznalva a mérési alaptorvényt, valamint tovabbi dtalakitasokat végezve nyerjiik:

- Ny
0 =3 b Jim T = 3 kalWalkn) = 2l =

= Enchenlmlen) = O cmemlO D enipn) = (¥109) = (0)

Tehat a mérések kozépértéke megegyezik a fizikai mennyiség siirliség szerinti atlagértékével, amit
vdrhatd értéknek is neveziink. (v6. az Ehrenfest tételnél haszndlt jeloléssel.) Ebbél is ldtszik a 1
allapotfiiggvény centralis szerepe: az dllapotfiiggvény ismeretében a mérések vérhaté (atlag)értéke elére
meghatdrozhaté. A problémat dltalaban az jelenti, hogy valds fizikai rendszer esetén a v allapotfiiggvény

nem ismeretes.

Szemléltetd példaként szamitsuk ki az L hosszisdgu egydimenziés potencidldobozban levé m tomegi
részecske x koordindtdjanak a kozépértékét (=varhatéd értékét). Az n—edik gerjesztett dllapotban levd
részecske allapotfiiggvénye az el6z8 fejezetbdl ismert médon ¥y, (z) = \/% sinkpz, ahol k, = nf. A
kozépérték tehat

oL
4

2 [t 2 [F 1 9
f:<wn|an>:z/0 xsiHQn%xdx:Z/o xi(l—COSanWm)d:c:Z~

Azt nyertiik, hogy sok mérés végrehajtdsa esetén a részecske koordinatdjara dtlaghan L /2, azaz a doboz

kozepének helykoordinatdja adédna mérési eredményiil.

Szamitsuk most ki az impulzus atlagat. Konnyen belathatjuk, hogy

h o

Pz = <wn i Oz wn> = 0;

azaz az impulzus kozépértéke zérus. Eredményeink megnyugtatdak; klasszikus fizikai szemléletiink
alapjan éppen ezen atlagértékekre szamithattunk.
A fizikai mérés alaptorvénye alapjén Ehrenfest tétele igy is irhato:

dp, 2z

a - "ae

SE

= Fu(= (Fu)).
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3.4. HEISENBERG-FELE FELCSERELESI RELACIOK

Mint lattuk, a fizikai mennyiségek linearis hermitikus operatorokkal reprezentalhatok. Ezen operatorok
a fizikai rendszer lehetséges éllapotait leiré reguléris fiiggvényeken (a Hilbert tér elemein) hatnak. Két
operator egymas utdni hatasa egy fiiggvényre dtalaban kiilonbozik az operatorok forditott sorrendben

valé alkalmazésanak hatasatol. Azt mondjuk, hogy az ilyen operatorok nem felcserélheték: AB # BA.

Legyen pl. A =p, = %% az x—iranyu impulzus operatora, mig B = x = x- az x— irdnyd elmozdulas

(koordinéta) operatora. Ekkor, mivel

o oY
%(ﬂb) —w‘f‘ﬂ?%,
aAzZaz 5 P
h hoy h
700 T e T Y

kapjuk a kovetkezd Osszefiiggést

(pxx - xp;c)fb = Ew

i
Definialjuk a két operator felcserélhetéségét méré kommutdtort
[A, B] = AB — BA.
Ha két operator kommutatora zérus, a két operator felcserélheté egymassal, kiilonben nem.

Fenti eredményiink v tetszoleges voltara figyelemmel, kommutatorral is kifejezhet6:

h
[Pz, 2] = " (24a)
Hasonléképpen
h
[Pyl = 7, (24Db)
h
[pz; 2] = =, (24c)
i
de példaul
[pa:a y] =0, (24d)
és ciklikus felcseréléssel hasonléan a tobbi iranypéarositasra nézve.
A klasszikus fizikdban [p,,x] = 0, azaz a fizikai mennyiségek felcseréheték egymadssal. Azt, hogy ez

csak kozelité érvénnyel igaz, és bizonyos fizikai mennyiségek (azaz a nekik megfelel§ operdtorok) nem
feleserélhetdk egymédssal, Heisenberg ismerte fel els6ként, és ezért a (24a-d) egyenleteket Heisenberg-

féle felcserélési reldcidknak hivjuk. A Heisenberg-relacidk a természet alapveto torvényei kozé tartoznak.

A (24) Osszefiiggés a (14) Schrodinger egyenlettel egyenértékii operdtoregyenlet. Ismeretiik birtokdban,
mint fogjuk 14tni, a fizikai mennyiségek (mérhet8) lehetséges értékei meghatarozhatdk a (nem mérhetd)

sajatfliiggvényekkel egyiitt.
Tétel: Felcserélhetd operdtoroknak vannak kozos sajdtfiigguényei.
Bizonyitds: Legyen ¢ A—nak nem elfajult sajatfiiggvénye: Ap = ap. Ekkor, mivel AB = BA,

A(By) = BAp = Bayp = a(By),
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azaz By sajatfiggvénye A—nak ugyanazzal az a sajatértékkel, ezért By ardnyos kell legyen p—vel:

By =bp. Q.E.D.
A tétel forditottjat is bizonyitjuk: Legyen ¢ koz0s sajatfliiggvénye az A és B operatoroknak, azaz
Ap = ap és By = bp. Bizonyitjuk, hogy ekkor [A, B] = 0 a ¢ sajatfiiggvényre vonatkozdan.

ABp = A(bp) = bAp = bay = B(ap) = BAyp

Azaz [A, B] =0 (a p— sajatfiiggvényre valé alkalmazds szempontjdbol). Q.E.D.

Tétel: Amennyiben [F, H| = 0, azaz eqy F fizikai mennyiség operdtora felcserélhetd az energiaoperdtorral,

akkor az F mozgdsdllando.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy F operatora explicit médon nem fiigg az id6tsl: F/dt = 0. Ekkor az
I 4tlagértéke még fiigghet az idétSl a W(r,t) allapotfiiggvényen keresztiil. Képezve a kozépérték idd
szerinti derivaltjat és kihasznalva az allapotegyenletet (%—\f = %H ¥), kapjuk:

dF _d

o o 1 1
— = (VFY) = <E|F\I/> + <\1/|FE> = = (HY|FU) + — (V|[FHT) =

ih

j dF
:%(\IIHH,F]\II). — Tehit — =0, ha [H,F]=0, Q.E.D.

dt
A
dF i
~ - _[HF
o = ]

mennyiséget kvantummechanikai idéderivaltnak nevezziik.

A kvantummechanikai idéderivalt segitségével gyorsabban levezethetjiik Ehrenfest tételét és mélyebb

bepillantast nyerhetiink a newtoni mechanika torvényeinek érvényességi korébe.

Legyen F' = z- . Ekkor
dr i

o = Rl = — (p2a — ap?)

wh
) 1
= % (px(pxx - Ipx) + (pxac - xp;c)p;c) = ;px

Legyen F' =p, = %8—‘1 Ekkor

oV

dpe _ 1 oV
o or’

dt h

)
(Hp:c —pr) = ﬁ (Vp:c _va) =

Ennek véve a varhato értékét, kapjuk Ehrenfest tételét. Newton torvényei tehdt operator egyenl6ség

alakjaban érvényesek.

3.5. HEISENBERG-FELE HATAROZATLANSAGI OSSZEFUGGESEK

Ha egy mikrorendszer v allapotfiiggvénye az A operdtornak (fizikai mennyiségnek) nem sajitfiiggvénye,
akkor az A &altal leirt fizikai mennyiség értékére a mérések dltalaban kiilonb6zé értékeket szolgaltatnak.
Minél tavolabb vannak ezek az értékek az altaluk szolgaltatott atlagértéktol, anndal hatdrozatlanabb

(elmosddottabb) ilyenkor a kérdéses fizikai mennyiség értéke, azaz anndl nagyobb a mérés szordsa.
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Definidljuk a négyzetes kozepes eltérést (szérasnégyzetet):
(AA4)? = (A - (4)*),

ahol (A) = (Y|Ay) az A fizikai mennyiség (= hermitikus operdtor) varhaté (atlag—, kozép—) értéke.
Tétel: A négyzetes kizepes eltérés sajatdllapotban (és csakis ebben) zérus.

Bizonyitds: Kiindulunk a definiciébdl, majd elvégezziik a négyzetreemelést és a kozepelést:

(AA)? = (P](A = (A4))*¥) = (¥|(A* = 24(4) + (4)*) ¥) = (4%) — (4)%.
Sajatéllapotban (A = ki) a jobboldal valdéban zérust ad (k - k — k?) = 0, egyébként nem.
Bizonyitjuk a kovetkezo tételt:

Amennyiben két fizikai mennyiség operdtora egymdssal nem felcserélhetd, akkor kiozepes eltérésiik
szorzatdnak legkisebb értéke a két operdtor kommutdtordbol képezett vdrhats érték abszolit értékének
a fele, azaz

ha [A,B]=C, akkor AAAB > %|<C>| (25a)

Bizonyitds: Kiindulunk az analizisbol jol ismert

(f1£)glg) = (Fla){glf) = 1{flg)?

Schwarz-féle egyenlétlenséghbdl, és definidljuk az A’ = A — (A), B’ = B — (B) hermitikus operdtorokat,
amelyek kommutdtora szintén C: [A’, B'] = C. Legyen tovabba f = A’y és g = B'4). Ezt a Schwarz
egyenl6tlenségbe helyettesitve kapjuk

(AAAB)? > [(A'B)|?

‘<A’B’+B A’> <A’B’ B’ A’>
+

e I (|

+<A’B’—|—BA' <A’B’ B’A’>

A'B'+B'A'\ JA'B' — B'A"\*
+( =)
Az utolsé két tag zérust ad, mivel
(VI(A'B" £ B'A")y)" = £(y|(A'B' £ B'A"))).

fgy tehat

(sasg s (A LT (AT

2
Az elso tagot elhagyva még inkdbb teljesiil az egyenlGtlenség:

s [(FEZER) ()

Mindkét oldalbdl gyokot vonva kapjuk a (25a) alatti 6sszefiiggést. Q.E.D.

15



Marmost legyen B=p,, A=ax — (C= f%. Behelyettesitve (25a)-ba, kapjuk a hires Heisenberg-féle
hatdrozatlansdgi reldaciokat
h
AvAp, > 3, (25b)

tovabba, mivel valaszthatjuk A—t és B—t az y—, ill. z—irdnyu elmozduldsnak és impulzusnak is,

AyAp,

vV
NSt NS

(25¢)

AzAp, > —. (25d)

A Heisenberg-féle hatdrozatlansigi reldciéonak rendkiviil mély fizikai (és filozéfiai) tartalma van. Azt
mondja ki, hogy a koordindta és az impulzus (vagy két mds, egymadssal nem felcserélheté operdtorral
reprezentdlt) fizikai mennyiség mérése egyszerre nem végezhetd el egy mindig azonos ¢ éllapotban levé
rendszer-sokasdgon. A (25) egyenl6tlenségek pontosan azt jelentik, hogy a mindig azonos ¢ allapotban
levé rendszerek sokasdgan sokszor megmérve az r—értéket, majd sokszor megmérve a p, értékét, a
mérés sordn ad6dé Az és Ap, hibdk (szérdsok) szorzata még végtelen pontos miszereket hasznédlva
sem lehet kisebb, mint a (25) &ltal megszabott alsé korldt. Ezt a negativ allitdst szoktdk a klasszikus
szemléletiinkkel jobban megragadhatd, egyetlen objektumra vonatkozé kijelentésként megfogalmazni:
egy részecske koordindtdja és impulzusa (vagy két mds, egymdssal fel nem cserélhetd operdtorhoz
tartozé fizikai mennyiség) egyidejiileg nem vehet fel pontos (hatdrozott) értéket s igy nem is mérhetd

tetsz6leges pontossaggal egyidejiileg.

A makrofizikai mérésekben a tételnek nincs észrevehetd folyomdnya. Legyen ui. egy m =5 x 1073 [kg]
tomegli golyénk, amelynek helyét Az = 10~% [m] (=1um) pontossiggal mérjiikk meg. Ekkor a golyé
sebességének hatarozatlansdga a bizonytalansigi relaciébdl kévetkezéen

_Ap_ _h 1-10734Js -y

A =
T T 2mAr T 2.5.10-3-10-%kgm s

Ilyen kis sebességek mérésére, észlelésére a makrofizika nem képes, s {gy megérthetjiikk, hogy a (25)

egyenleteknek a makrofizikaban miért nincs észrevehetd jelentéségiik.

A mikrofizikdban, a kis méretek vildgdban viszont igencsak nagy jelentGséggel birnak a (25)
Osszefiiggések. Prébaljuk megmérni az elektron helyét és sebességét egy atomon belill Az elektron
helyének mérési bizonytalansdga maximalisan az atom atméréje lehet: Az = 10710 [m]. Az elektron

tomege m = 9 x 10731 [kg], ezért a sebességének mérési bizonytalansiga:

_Ap, _h L1079 —5.10°™ — 5005
S S

A ~
T T T 2mAr T 1,8-10-30 10 kg m

Ez azt jelenti, hogy eleve reménytelen véllalkozdas egy atomon beliili elektron sebességének és

tartézkodasi helyének egyidejii mérése.

A Heisenberg-féle hatdrozatlansagi relacié egyben azt is jelenti, hogy a mikrofizikiban nem érvényes
a pdlya fogalma. Egy részecske palydjar6l ui. akkor beszélhetiink, ha a részecskének minden
idopillanatban ismerjiik a tartézkoddsi helyét, valamint sebességének nagysdgat és iranyat. Az atomban
ez gyakorlatilag (és elvileg is) kizart, mert amint lattuk, az elektron helyének egyre pontosabb mérése

egyre elmosddottabba tenné a sebességére vonatkozé mérés értékét és viszont. Nem jelenti ez persze
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azt, hogy altaldban az elektronnak, mint mikroszkopikus (tomegii) részecskének, nem beszélhetiink
a palydjardl. Katddsugdrcsében, vagy ciklotronban az elektron pdlydjinak (vagyis helyének Az és
sebességének Av ) bizonytalansdga, elmosédottsiga a berendezés méreteihez képest elhanyagolhatd.
Tegyiik fel példdul, hogy a ciklotronban a mégneses tér altal 1 [m] sugart korpdlydra kényszeritett
elektron helyét (a berendezés tervezhetésége miatt) Az = 107*[m] pontossdggal kell ismerniink
(megmérniink). Ez Av ~ 5[<*] sebességbizonytalansdgot jelent, ami viszont a ciklotronbeli tipikusan
MeV energiaju elektronsebességekhez viszonyitva elhanyagolhatd. Tehat ciklotron esetén beszélhetiink

az elektron palyajardl.

A Heisenberg-féle hatarozatlansdgi Osszefiiggés
ravilagit a mikrofizikdnak a makrovilaghoz
X ___’_/>— P

képesti  sokkal gazdagabb mozgasformaira.

Tekintstink pl. egy elektront. A 14/a.

abran az elektron olyan mozgasallapotban 14/a. dbra. A ml}f-
rorészecske ”tomegpont’-
van, hogy helyét jol ismerjiikk, impulzusa el llapotban.

viszont szétkent eloszldst mutat. Az ilyen
allapot a makroszkopikus fizikiban megismert

7tomegpont” fogalomra hasonlit.

A 14/b. ébrdn egy “hullim” mozgasforma

ismerheté fel, amelyre az jellemz6, hogy az _____/__\_.r AA__/,

impulzus jol meghatarozott, a mozgast végzd 14/b. 4bra. A mikro-

objektum viszont nem lokalizdlédik egy adott részecske ”hulldm”-kzeli
allapotban.

helyre.

A 14/c. abran a két el6z8 kozti végteleniil sokféle ( ? i i

mozgasforma egy lehetséges vatozatat tuntettitk x :

fel. 14/c. 4bra. A mikroré-
szecske altalanos allapot-

A zérusponti energak 1étét a Heisenberg- ban.

féle  hatarozatlansagi  relaciok  segitségével

is  megérthetjik. Példaul az egydimenzios

potencidldoboz esetén a részecske x koordindtdjanak vérhaté értéke (z) = L/2 volt. Azaz az z

koordindta mérési bizonytalansdga is legfeljebb L/2 lehet: Az < L/2. Ebb6l (25) alapjin

Av > h >i
— 2mAx — mL

kovetkezik. fgy a lokalizdltsdg miatti minimélis (csupén az elmosdédottsagbdl addds), energidra az

1 h? Ey
Emin == A 2 > = 5>
A 2 50T =

also korlatot kaptuk, amely az F; zérusponti energia nagysagrendjébe es6 érték.

Amint azt a (25a) egyenletbdl latjuk, a hatdrozatlansdgi relacidk a (24) felcserélési torvények egyenes
kovetkezményei. fgy tehdt a (24) felcserési torvények kapesan mondottakat érdemes tdjra megismételni:

azok a kvantummechanika legalapvet6bb axiémdi. A felcserélési torvényekbdl leszarmaztathatd
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hatarozatlansagi relaciékra pedig gy tekinthetiink, mint kvantitativ, matematikai formakban kifejezett
korlatjat annak a szdndékunknak, hogy a klasszikus (makroszképikus) fizikdbdl szerzett absztrakt
fogalmainkkal (hely, sebesség, energia, id6, stb.) mikrofizikai (kis mérettartomanyokban lejatsz6do)

jelenségeket értelmezziink, ill. leirjunk.

Roviden érdemes még megjegyezni, hogy a Heisenberg-féle hatdrozatlansagi relaciok segitségével
értelmezhetiink még szdmos tovabbi jelenséget, mint pl. a hidrogénatom (1d. késébb) alapallapotdanak
szerkezetét (azt tudniillik, hogy miért nem zuhan a magba az elektron), az atomi és magnivék
vonalszélességét (és élettartalmuk nagysdgrendjét), az impulzusmomentum ”furcsasdgait” (ld. késébb),
stb. Kivald magyar nyelvii targyalds talalhaté a Marz: Kvantummechanika, ill. Nagy Kdroly:

Kvantummechanika c. tankonyvekben.

Filozdfiai tartalom: A Heisenberg-féle hatarozatlansagi Osszefliiggések elvi korlatot &llitanak a vilag
mechanisztikus megismerhetésége elé. Megddlt a determinisztikus vildgkép, a Laplace-démon elvileg
sem létezhet, mivel nem lehetséges egy adott idopillanatban a viligegyetemet alkoté részecskék
helyét és sebességét megismerni abszolut pontossidggal. A mechanisztikusan determinisztikus vilagkép
helyébe egy sokkal gazdagabb, lehetdségekkel teli vilagszemléletet kaptunk a kvantummechanikatol
cserébe: a vildg nem eleve meghatdrozott, elére eldontott valami, amelyben mi emberek (és minden
més is) csupdn statiszta szerepet jdtszunk. A fizikai mérés alaptorvényébdl (a mérés valdsziniiségi
értelmezésébdl), valamint a mechanisztikus determinédciét megdénté Heisenberg-féle hatdrozatlansigi
relaciokbdl kovetkezendSen a vildg minden pillanatban Wjjasziletik, az 1jjasziiletés permanens

allapotaban van.

(Megjegyzendd, hogy noha e vildgszemlélet gyermekek szamadra is konnyen felfoghatd, a kéztudatban,
de még a miiszaki/természettudoményos képzettséggel rendelkezék korében sem terjedt el eléggé. Ezért
van az, hogy Teller Ede minden interjijaban, nyilatkozatdaban, eldadasaban stb. megragadja az
alkalmat arra, hogy egy-két mondatban szét ejtsen ezen 1j vilagnézet lényegérdl, amely egyben a

kvantummechanika legfontosabb tanitédsa.)

Roviden meg kell emliteniink az energia és id6 fizikai mennyiség, valamint az impulzusmomentum z—

komponense és az azimutalis szog fizikai mennyiség felcserélési relacidjaval kapcsolatos problémakat.

Kimutathaté az, hogy a nemrelativisztikus kvantummechanikaban a tetszetOs
energiaoperator: E — ———
idé: t—t

hozzdrendelés [amelybdl formélisan ”levezethetd” az dllapotegyenlet és felirhaté egy

[E,] = ? (hibds)
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feleserélési reldcid], nem létezik a teljes energia korldtossdga miatt. Ezen operdtorok értelmezési
tartomanyat vizsgalva ugyanis kideriil, hogy az id6nek diszkrét spektruma lenne. Bizonyithaté azonban,

hogy az energiamérés és idotartam mérés szérasara mégis fenndll a

AEAt > (helyes)

[N

Heisenberg féle hatarozatlansagi relacio.

A Kkovetkezd fejezetben fogjuk latni, hogy az impulzusmomentum z komponense az azimutdlis szog

derivéltjaval kapcsolatos:

Y
1 0¢

A [pg, x] = h/i felcserérési reldcié analégidjara felirt
h

relacid szintén problematikus, mert a beldle folyé
h "
AL,A¢ > B (hibés)

hatarozatlansagi Osszefliggés helytelen. A felcserélési relaciobdl a hatarozatlansagi reldcidéba torténd
levezetésnél ui. mindig kihaszndaltuk, hogy az operatorok hermitikusak. Viszont az L. operdtor csak
a 27 szerint periédikus fiiggvények terén hermitikus, mig ¢ = arctany/x nem periédikus. Jackiw és
mésok megmutattdk, hogy peridédikus (pl. ® = sin¢) véltozét haszndlva, csak kis A¢ szérdsok esetén

kapunk a fenti bizonytalansagi relaciéhoz hasonlé eredményt.

3.6. AZ AZONOSSAG ELVE

A mikrovildgban eléfordulé objektumok (elemi részecskék, elektronok, atomok, atommagok stb.)
nagyfoku hasonlésagot mutatnak egyméshoz. A tapasztalat szerint ezen mikrorendszerek nemcsak
hasonléak, hanem minden tekintetben azonosak is egymdssal. Az egyik elektron olyan, mint a
mésik, ugyanazon tomeggel, toltéssel és mds fizikai jellemzOkkel rendelkezik. A Holdrdl, vagy a
meteoritokbdl szdrmazé dsvdnyokat alkotd elemek azonosak a Fold barmely pontjan taldlhatdkkal (az

elemek rendszerbe foglalhatdk).

Makroszképikus vildgunkban el6forduld fizikai rendszerek kozil ilyen nagyfokd hasonldsdg leginkdabb
pl. egy hegedi hurjaval kapcsolatban figyelheté meg: adott anyagu, hosszisagu, feszességli hir mindig
ugyanazon a hangon fog megszdlalni, fiiggetleniil att6l, hogy hol és mikor készitették. Az azonossig elve
élesen ellentmond az atomok bolygdémodellként valé elképzelésének. Amig Naprendszeriink szamtalan
olyan valtozatban megvalosulhat, amelyek a kezdeti feltételek kismértékii eltérésében kiilonboznek csak,
addig egy vasatom alapallapotban csak egyféleképpen valésulhat meg. Minden kisebb perturbacié arra
nézve, hogy a vasatombeli elektronok mozgasat megzavarja, hatdstalan addig, amig a kozolt energia

éppen nem elegend6 a vasatom egyik gerjesztett allapotanak létrehozasédhoz.

A mikroobjektumok azonossigat tehdt a perturbacdkkal szembeni nagyfokd stabilitasdval

magyardzhatjuk, ami végs6é soron a fizikai mennyiségek kvantdltsdgdval fiigg Ossze. (Ez viszont,
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legalabbis ami a zérusponti [alapéllapoti] energidt illeti, a hatdrozatlansdgi elvvel kapcsolatos. Az
azonossag elve tehdt végsd soron a (24) cserereldcok egyik megnyilvanuldsi formdja. Mindez azonban
nagyon attételesen fiigg csak Ossze, ezért leghelyesebb az azonossag elvét egy teljesen fliggetlen

alapelvnek tekinteni.)

Vizsgdljuk most meg, milyen matematikai koévetkezménnyel jar az azonossig elve a
kvantummechanikdban. Mivel az el6bbiek szerint a kvantummechanikdban hatarozott pélyarél nem
beszélhetiink [nem tudjuk nyomon kovetni (elvileg sem!) az egyes elemi részecskéket], ezért pl. két
azonos részecskébél allé6 rendszer W(1,2) dllapotfiiggvénye ugyanazt az éllapotot kell jelentse, mint
U(2,1). Azaz, minden mérés szempontjdbdl azonosnak kell lenni a két dllapotnak, amit a kovetkezd két
egyenlettel fejezhetiink ki:
w(L,2) = (2, 1)
és
(@W(1,2)) = [{@¥(2,1)).

(Az els§ egyenlet a térbeli megtaldldsi valdsziniiségek azonossigédt, a mdsodik pedig a mérésekkel

szembeni azonossagot fejezi ki.)

A fenti egyenletekbdl az kovetkezik, hogy a két hullamfiiggvény csak egy egységnyi abszolut értéki

konstansban térhet el egymastol:
U(1,2) = k¥(2,1) = K*¥(1,2).

Ebbél kovetkezik, hogy k2 =1 — k = %1, azaz

w(1,2) = +¥(2,1) szimmetrikus, (bozonok)
" 1 =®(2,1)  antiszimmetrikus, (fermionok)
a két részecske felcseréléssel szemben.

Kimondhatjuk tehat az azonossig elvébdl fakadé matematikai tételt: a kvantummechanikdiban csak
olyan requldris fliiggvények irnak le fizikai dllapotot, amelyek szimmetrikusak vagy antiszimmetrikusak az

azonos részecskék (vdltozdinak) felcserélésével szemben.
Az azonossag elvébdl fakado tovabbi tételek:

Tétel: Azonos részecskékbdl dlls fizikai rendszer energiaoperdtora mindig szimmetrikus: H(1,2) =
H(2,1).

Bizonyitds: Tekintsiik a

(1,2
H(1,2)w(1,2) — in2 212
ot
Schrédinger egyenletet. Cseréljiik fel az 1—es részecskét 2—sel. Kapjuk a
U(2,1
H(2,1)¥(2,1) = m%.

Schrodinger egyenletet. Haszndljuk ki az allapotfiiggvény azonossdg elve kovetkeztében meglévd

szimmetriajat a 1 < 2 koordinata cserével szemben. Kapjuk:

+H(2,1)¥(1,2) = iih%
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Egyszerisitve a mindkét oldalon el6fordulé +—szal és kivonva a felcserélés elétti Schrodinger egyenletet
az iménti Schrodinger egyenletbél, kapjuk a szimmetrikussdgot jelenté H(2,1) = H(1,2) egyenletet
Q.E.D.

Tétel: A (13) dllapotegyenletnek mindig létezik szimmetrikus, vagy antiszimmetrikus megolddsa.
Bizonyitds: Legyen Q(1,2) egy megoldds, azaz

Q1,2
2252 g 900, 2).
ot
Ekkor viszont (2, 1) is megoldds, hiszen

ih% = H(2,1)Q(2,1) = H(1,2)Q(2,1),

ahol kihasznatuk az el6z6 tételt. Minthogy két megoldas szuperpozicidja is megoldas, a

W(1,2) = Q(1,2) £ Q(2,1)

megoldas mar a kivant szimmetriat fogja mutatni. Q.E.D.
Tétel: Az allapotfiigguény szimmetridaja idében dllando.

Bizonyitds: Az
oV,
th— = HVU
ot ’
allapotegyenlet dtirhat6 differenciaegyenletté (a dt — 0 hatardtmenet elhagydsaval):
1
Witgr — Wy =dt—HWYy,
ih
Ebbdl, atrendezéssel, olyan egyenletet kapunk, amelyben egy késébbi id6pillanatbeli allapotfiiggvényt

egy kordbbi idépillanatban érvényes allapotfiiggvénnyel fejeziink ki:
1
ipar(1,2) = (1 + thH)\I/t(l, 2).

Mivel a zardjelben &all6 kifejezés szimmetrikus a két részecske felcserélésével szemben, az allapotfliiggvény

szimmetridja idoben allandé marad. Q.E.D.

21



4. A FIZIKAI MENNYISEGEKET REPREZENTALO OPE-
RATOROK SAJATERTEKEI ES SAJATFUGGVENYEI

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a fizikai mennyiségek nem a klasszikus fizikdban megszokott folytonos,
differencidlhaté fliggvényekkel reprezentalhatok, hanem linedris hermitikus operdtorokkal. Az O fizikai
mennyiség (mérhetd) lehetséges értékei a neki megfelelé operdtorra vonatkozé O, = k,p, sajatérték
egyenletbdl hatarozhaték meg. Itt a k, sajatértékek jelentik az illeté fizikai mennyiség lehetséges

értékeit, a ¢, sajatfiiggvények pedig a fizikai mennyiség mérésekor jatszanak fontos szerepet.

A tovabbiakban megismerkediink néhany fizikai mennyiséget reprezentdlé operdtorral és megoldjuk
sajatérték egyenletiiket. Minthogy a legtobb fizikai mennyiség koordinatabdl és impulzusbdl tevodik
Ossze, elOszor ezekkel ismerkediink meg részletesebben. Ezek utan a beldlik leszarmaztathato

mennyiségek koziil az impulzusmomentummal, majd az energiaval foglalkoznunk.

Amint az kordbban szerepelt, az = koordindta operdtort az =z koordindtaval valé szorzéssal

reprezentaljuk, mig a p, impulzus operatora az x—szerinti derivalassal kapcsolatos:

h 0
T —x; - ——.
Pa i Ox
Ezt a reprezentdciét koordindta (vagy x-) reprezentdcionak hivjuk. A koordindta és impulzus

operatoranak természetesen elképzelheté masféle realizacidja is, csak a Heisenberg-féle alapvetd

h

felcserélési torvénynek kell teljesiilnie. fgy pl. hasznélatos az dn. impulzus (vagy p-) reprezentdcid,

amelyben
h 0

Pz = Pz; T — ——

i Opy

A tovabbiakban az x—reprezenticiéban dolgozunk.



4.1. A KOORDINATA OPERATOR SAJATERTEKEI ES SAJATFUGGVENYEI
(DISZTRIBUCIOK. FOLYTONOS SAJATERTEK SPEKTRUM ESETE)

Felirjuk a sajatérték egyenletet:

Tpa(T) = apq ().
Mivel a részecske az egydimenzids tér (ai,az) részében bérhol eléfordulhat, az a sajitérték az
a1 < a < ay tartomanyban tetszéleges értéket vehet fel. A fenti sajdtérték egyenlet tehat folytonos

spektrummal rendelkezik. Ugyanakkor az is kit{inik, hogy a ¢.(z) sajatfiggvénynek az & = a hely

kivételével zérusnak kell lennie, ugyanis

(2 — a)pa() = 0.

Latjuk ebbdl, hogy a koordindta operdtornak nincs regularis sajatfiiggvénye, mivel ¢, nem folytonos.
Ahhoz, hogy a folytonos sajatértékspektrummal rendelkezé fizikai mennyiségek sajatfliggvényeit
értelmezziik, a fiiggvényfogalom altaldnositdsaként Dirac nyomédn bevezetjik a disztribicidkat (amelyek
magukba foglaljdk a reguldris fiiggvényeket és ezek konvergens sorozatainak hatdrértékeit is). A

koordindta operator sajatfiiggvénye disztribuciékkal kapcsolatos.

Egy ilyen disztribtuciét Dirac nyomén a kévetkezéképpen definialunk:

/m&mw@mwmx

—00

ahol ¢ (x) egy tetsz6leges fliggvény, az integracids tartomény véges is lehet, csak az & = 0 kornyékét kell,

hogy tartalmazza. Specidlisan 1) = 1-et védlasztva, kapjuk a §—disztribicié (kéznapi nevén: §—fiiggvény)

/O;é(ac)da: =

d(z), jollehet nem reguldris fiiggvény, elédllithaté reguléris fiiggvények hatdrértékeként:

normalizaciés tulajdonsdgat:

d(x) = lim dy(w), vagy: () = lim 6;(x),

ahol

1 ‘ in? xt
2b\/7re_12/4b2’ vagy : 5t(fc)=—sm -

normélt reguldris fiiggvények (amelyeknek mésféle véilasztdsa is elképzelhetd).

(5},(I) =

Tx3t

A {—figgvény egy integralis eloallitasa:

1 e
(5(3@):%/ e dk.

A disztribicidk (definiciébdl kovetkezd) tovabbi néhdny tulajdonsiga:
/ §(z — a)p(x) dz = Y(a),

S(az) = |a|~8(z), a >0,

6(—z) = d(),
L



[ @@= -

A koordindta sajdtfiigguény ezek utdn a

Pa(r) = 0(z —a) (26)

alakban adhaté meg. Az, hogy a koordindta sajitéllapot maga nem reguldris fiiggvény (azok
hatérértékeként viszont el§ allithatd), pontosan megfelel annak a ténynek, hogy a természetben nem

létezhet abszolut élesen meghatdrozott koordinata érték (I1d. hatdrozatlansdgi reldcio).

Normaltsagi osszefiiggés:

/ " gt (@)pw (@) de = 5(a — ), (27)

amely a (@n|@m) = Onm ortonorméltsigi reldcié folytonos spektrum esetre vonatkozé megfeleléje.

Teljességi dsszefiliggés:

/“2 a(z)ps (2) da = 6(x — 2'), (28a)

1

amelyet (21) folytonos sajatértékspektrum esetére valé altaldanositdsaként kaptunk.

(28a)-bdl lathatjuk, hogy a folytonos sajitértékspektrumhoz tartozé sajétfiiggvények nem normalhaték.
Ez nem meglepetés, hiszen mar tudjuk réluk, hogy nem tartoznak a reguldris fiiggvények korébe. Ezért
a mérési statisztikdnak a diszkrét spektrum esetére vonatkozd (23) alatti Osszefiiggését is dltaldnositani

kell a kovetkez6 médon.

A teljesség azt jelenti, hogy egy normdlt i (z) dllapotfiiggvény kifejtheté a koordindta sajatfiggvények

teljes rendszere szerint a kovetkezdképpen:

ahol a
o0

e(a) = (palt)) = / S W) da! (= (a)]

— 00

kifejtési egytitthatdkra fenndll a normaltsagi feltételbdl kovetkezd

1= () = / lo(a)[2 da (28D)

ai

egyenlet, amely (22) folytonos spektrumra val6 altaldnositdsa. Ez az analdgia lehet6vé teszi, hogy
posztuldljuk: annak valdszinisége, hogy a v dllapotban levd rendszeren az x—koordindtdra vonatkozo
mérési eredmény az (a1, az) sajatérték spektrum o’ < a < a” szakaszdba essék:

1" "

W(d,a") = / e(a)]? da = / [(Pali6)? da. (20)

/ ’

Behelyettesitve a koordinata sajatfiiggvény kifejezését, kapjuk:

1"

W(d,a") = / () d,

/

ami az dllapotfiiggvény jol ismert, térbeli (megtaldldsi) valdszintiségi értelmezésével teljes Gsszhangban

van.



Hermiticitds: Elegendd egy dimenzidra bizonyitani (f,g € D, = L2):

(Tlag) = | " frag = / " dx(ef)'g = (aflg)

—00 —0Q0

4.2. AZ IMPULZUS OPERATOR SAJATERTEKEI ES SAJATFUGGVENYEI

Az impulzus (lendiilet) operdtor sajatérték egyenletét részben mér targyaltuk az eléz6 fejezet 3.1.

pontjaban. Koordinata reprezentacidoban a sajatérték egyenlet:

h o
7 %@px () = PzPp, ()

alakd, ahol p, a keresett sajatérték, ¢, (x) a keresett sajatfiggvény. A megoldds
0. (x) = Act==/"

alakban irhaté, a p, impulzus sajatértékek pedig a —oo < p, < oo tartomédnyon bell tetszblegesen

(folytonosan) véltozhatnak. Az A hatdrozatlan normélasi dllandé az

| en @ @) e = 50—

teljességi dsszefiiggés megkovetelésével rogzithetd A = /1/h értékre. Az egydimenzids mozgds impulzus

1. .
ep, () = \Ge”’”/ ", (30a)

sajdtértéke pedig p, , amely folytonosan a —oo < p, < oo intervallumba eshet.

sajdatfiggvénye tehat

Az impulzus sajatfiiggvényekre (hasonléan a koordinédta sajatfiggvényekhez) a —normdlds érvényes:

/ " o @)y, (@) dz = 5(ps — 1), (30b)

azaz az impulzus sajitfiiggvény sem tartozik a reguldris fiiggvények korébe (mivel az abszolit pontos
impulzus [sajat]érték a klasszikus fizikdbdl dtvett olyan szemléletes fogalmi absztrakci, amely a

természetben a hatdrozatlansigi elv miatt nem létezik).

Mérési statisztika: az impulzuseloszlast jellemz6

(ps) = / T @) de’ = (o [0)

spektralis kifejtési egyiitthatdkra fenndll a
oo

[ letwa) P dpe =1 = (i)
—0o0

normaltsagi feltétel.

Annak valésziniisége, hogy a (p,—impulzusra vonatkozd) mérési eredmény a sajatérték spektrum egy

p' < p, < p”’ szakasziba essék:

2

W) = [ et dpe. (31)



Hermiticitds: Szintén elegend6 egy dimenziéra bizonyitani (f,g € D,, = L2):

o B)
(flp=z9) =[ darf*?%g =

@)™ 4 [ a (2L 4@) 9@ = 0+ (i)
i oo oo i Ox

Megjegyzendd, hogy altaldban p, # p;, mivel D,+ O Dp,, amint azt az el6z6 fejezetben részletesen

diszkutéltuk. Az impulzus operdtora tehdt nem onadjungélt, viszont hermitikus (az Lo fliggvények

terén).
4.3. AZ IMPULZUSMOMENTUM OPERATOR SAJATERTEKEI ES
SAJATFUGGVENYEI

Az impulzusmomentum (perdiilet, impulzusnyomaték) L operdtora kifejezhetd a koordindta (r) és az

impulzus (p) operédtorok vektoridlis szorzataként

Lx Ypz — Zpy
L=| L, |=rxp=| zp,—ap:

4.3.1. AZ IMPULZUSMOMENTUM OPERATOR KOMPONENSEIRE VONATKOZO
FELCSERELESI RELACIOK.

Konnyen beldthat6 a (24)—es felcserélési relaciok alkalmazédsdval, hogy az impulzusmomentum operator

komponensei kozott a kdvetkezo felcserélési relacidk érvényesek

(Lo, L,] = ihL., (32a)
L., Ly] = ihL,. (32¢)

A hatarozatlansagi Osszefiiggés értelmében ezen felcserélési relacidk azt jelentik, hogy az
impulzusmomentumnak csak az egyik komponense lehet teljesen meghatdrozott, mig a maésik két
komponens hatérozatlan, elmosédott (szérdssal rendelkezd) értékeket vesz fel mérések esetén. Az

elmosddottsdg mértéke éppen a harmadik komponens nagysagaval all osszefiiggésben.

A fenti felcserélési reldcidk vektoridlis alakban is Gsszefoglalhatdk:

L x L = ihL. (32d)

Az impulzusmomentum négyzete viszont mindegyik komponenssel felcserélheto:



amint az ellenérizhet6 egy kis algebrai munkaval. Ez utébbi felcserélési relacio tehat azt jelenti, hogy az
impulzusmomentum nagysiga és egyik komponense egyidejiileg mérhetd (=vehet fel hatdrozott értéket)

és kozos sajatfiiggvény rendszerrel rendelkeznek.

4.3.2. AZ IMPULZUSMOMENTUM :-KOMPONENSENEK OPERATORA ES
SAJATERTEKEIL.

Az impulzusmomentum z—komponensének operatora koordinata reprezentacidban az el6zéek szerint

tehat
L, =2xp, — = E :L'—a — _8
z = TPy — YDz = ; oy oz )

Attérve az (z,y, z) Descartes koordindta rendszerbél az (r, 4, ¢) gémbi poldr koordindta rendszerbe
x = rsind cos y,
y = rsindsiny,
z = rcos?,

és figyelembe véve a kovetkezd Osszefliggést

df(x) _9f(r)dz  0f(r)dy  f(r) 0=

dy dx Oyp Jy Oy 0z 0p

:af—(r)(*y)+af—(”x+0: <x3 a)f,

Oor oy dy y%
L,—re az alabbi egyszeri matematikai alakot nyerjiik:
hto
Az
Lop =k

sajétérték probléma tehdt a ¢/(¢) = £kt (p) differencidlegyenlet megolddsét igényli. A megoldds

P = Aewke alaku, ahol az A integraciés allandot a normdldsi feltételbdl hatarozzuk meg:

o 2 2 1
1= [wPdo= AP 1= =,
Az egyértékiség regularitasi kovetelménybdl megszoritdst kapunk a k sajdtértékre, ugyanis abbdl,
hogy a ¢ és ¢ + 27 helyen vett megoldds ugyanazt az értéket szolgdltassa, azaz ¥(p) = ¥(p + 27)
legyen, % =m=0,£1,%2,.... kovetkezik. Ebbdl megkaptuk az impulzusmomentum z—komponensének
lehetséges (sajat)értékeit:

kp = hm,  m=0,%+1,£2, ..., (34)

ahol a sajdtértékeket ellattuk a kvantumszdmra vonatkozé indexszel. Azt kaptuk tehdt, hogy az
impulzusmomentum z—irdnyu vetiilete kvantalt, nem vehet fel tetszélegesen folytonos értékeket, hanem

csak h, a 2m—vel osztott Planck allandé egész szamu tObbszordse lehet.



A lehetséges sajdtdllapotokat is az m kvantumszdmokkal (az in. mdgneses, vetilet, vagy azimutdlis

kvantumszdmokkal) indexelhetjiik:

1.
'l/}m = \/—2_7(6’”’“'0, m = 0,:‘:1,:‘:2, (35)
Hermiticitds: Konnyen belathato, hogy az L, = zp, —yp, = % (aca% — y%) operator a haromdimenzids,

négyzetesen integrdalhaté fliggvények terén hermitikus. Ugyancsak belathaté, hogy a 27 szerint
periédikus f(p) = f(¢ + 27) fiiggvények terén is hermitikus az L, = 78— operator. Mindkét esetben

ugyanis az un. ”feliileti tagok” eltlinnek.

Teljesség:

oo

> @) =5 D e = 5o )

m=—0oQ m=—0oQ

4.3.3. AZ IMPULZUSMOMENTUM NEGYZETENEK SAJATERTEK PROBLEMAJA .

A sajatérték egyenlet a kovetkezo
LY = AY

Az L2 =12+ L2 + L? operatort felirhatjuk derékszogii koordindta rendszerben

d 9\? d 9\> d o\
L2:_ 2 2 e
n l(yaz 28y> + (Zazc Iaz) +( Ay yaz) 1

vagy polar koordinata rendszerben:

o2 o 1
LR LY AR
(&92 TS T iz 042 )

Az impulzusmomentum ez utdbbi reprezentaciéjaban érdemes dolgozni, mivel ez csak két koordindta

véltozét tartalmaz (az r valtozd kiesett az dtalakitds sordn). A sajdtérték egyenlet ezek utdn

9? ) 1 0?
—h? <W +eotdos + 7007 > Y (9, 0) = AY (9, p).

A regularis megoldédsokat a valtozékban szeparalt alakban érdemes keresni:

Y (9, ¢) = F(9)G(p).
Behelyettesités utan és (— sin?9/h%Y )—nal végigszorozva a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

sin® 9 d2F+ oo™ +A W29 = 1 d*G
—— | —= +co —sin“V=—-——=— =
F di? dy h2 G dy?
Minthogy a baloldal csak ¥—tdl fiigg, a kozéps6 rész pedig csak p—t6l, az egyenloség csak tgy allhat
fenn, ha mindkét oldal kiilon-kiilon &alland6. Ezt az &dllandot jeloltik a—val. A G—re vonatkozo
meghatarozé egyenlet tehat a kovetkezo:

d*G

s 2+aGfO



Ennek megoldésa
G = AetVer,

Az egyértékiiség és normdlds miatt /o = m =egész és A = 1/v/2m. (G tehdt megegyezik L,

sajatfiiggvényével.)

F meghatarozasara ezek utan a kovetkezd differencidlegyenlet szolgal:

d?F dF A m2
L ot (L™ Ve,
az Tyt <h2 sin219> 0

Mivel az egyenletnek a sin® = 0 helyen szingularitdsa van, a megoldast a kovetkez6 alakban keressiik:
F =sin™ 9. P(cosd),

ahol P egy polinom. Behelyettesités és sinl™l 9—val valé osztés utan, a & = cos? jelolés bevezetésével
kapjuk:
d*P dP A
2 _
(1= €)% — 2l + D65 + (5 — il +1)) P =0,
Beirva a polinom P = Z:io &7 hatvanysor alakjat, a kovetkezd kifejezést nyerjliik az ismeretlen
kifejtési egyiitthatdkras:

oo

> {<r+2><r+ Dersa - [<r+ ml)(r + ] + 1) — ,ﬂ }s 0.

r=0

Ez az egyenlet £ tetszbleges értékére csak akkor elégiil ki, ha a P(&) polinom egyiitthat6i kozott a

o ramD(r £ |m[+1) - A/R?
2 (r+1)(r+2) "

rekurzos Osszefliggés fenndll. Mivel £ = +1 (¥ = 0 vagy m) és |m| = 0 esetén a P(£) polinom egymadst
kovetd tagjainak hanyadosa megegyezik a divergens (1/14+1/2+...+1/r+...) harmonikus sor megfelel$
tagjainak hdnyadosdval (jm| > 0 esetén a végtelen sok tagot tartalmazé P(1) sora még divergensebb),
a regularitds miatt sziikséges az, hogy a P polinom véges fokszamu legyen. Tegyiik fel, hogy ¢t az a

maximalis fokszam, ahol P sora megszakad. Ez akkor valésul meg, ha ¢; # 0, de ¢;42 = 0, azaz
A =Rt +|m|)(t+ |m|+1).

Jelolés: ¢ =t + |m|. Ezzel az impulzusmomentum négyzetének sajdtértékeire a kovetkezd Gsszefiiggést
kapjuk:
A=r+1), £=0,1,2,.... (36)

A megfelel6 sajdtfigguények
Y™ (9, ) = Asinl™ ﬁPlJm‘ (cos)e™? (Im] <¥) (37)

az un. gombfiggvények. A P neve: asszocidlt Legendre polinom. Ezek a fliggvények gyakorta
hasznélatosak, ezért a legtobb kézikonyvben megtaldlhatdk. Itt felirjuk beldlitk az elsé néhanyat (1d. a
megfelels 15/a alatti illusztracidkat, ahol az r(J) = [Y;(9, ¢)|> = |F(9)|? fiiggvényeket abrazoltuk):

1 3 3 )
YO = —; YO = —_— 197 Yl = — — s ’19 Zip;
0 Nz 1 “47r cos f “87r sin ¥e



5 15 - 15 -
0o_ /2 _ 1 /=2 gindcosd e 2 _ [ 22 gin2 g e2i®
Y, T6m (3cos? ¥ —1), Y, 8 sind cosve*?, Y; 35, 5in ¥ e’

Tulajdonsagaik koziil legfontosabb az ortonormalitds:
™ 27 ,
/ sin ¥dvd de YY" = deer Oy,
0 0

a teljesség:

o) l
SO VW, )Y (W, @) = (sind) (0 — 9)d(e — ),

=0 —t
az un. addicios tétel:
20
Z ym 19 L }/Zm(ﬂv /)* 4+ Pg(COb@)
m=—/{
ahol © a két = (0, ¢) és 1/ = (¥, ¢') irdny &dltal bezdrt szog, valamint a kovetkezd Osszefiiggés:

Y (0, 0) = (Z1)MY (9, 0)"

7 I Iz : 1 :

: TN

rﬁ 1]

rhy ol WML gy A
l""'r.l ~T= I::j =T --""E III\T\I nh— mjt

(RN ] Tat Lul lad [ |m2

mal mielt el mrkd il mal

2 1 % Iy

16/n fhep- Az el=i ofndmy E:n:-m'-'lf'-ﬁ.!."-'w‘:ri:-' lozabil uh’acmrk wheyzete: wld)
¥y Lo gl

15/a dbra: Az elsé néhdny gombfiiggvény abszolit értékének négyzete: r(9) = |V, (9, ¢)[2.



4.3.4. L, ES L2 SAJATERTEKEI A CSERERELACIOK FELHASZNALASAVAL.

Definialjuk a nemhermitikus
Ly =L,+iL,

un. Iléptetd operdtorokat.

Konnyen ellendrizhetd tulajdonsigaik a kévetkezdk:

(Le)t = L, (a)
[L.,Ly] = h(iL,+L,) = +hL, (b)
[Ly,L_] = —2i[L,, L,] = 2hL., (c)
[L?, L] =0, (d)
LiL_ =L2+L}—ilLy L, = L2+ L} +hL., (e)
és ezért

I*=LyL_ —hL,+L?>=L_Ly+hL,+ L2 (f)

Irjuk L. sajétérték probléméjat az

L b = mhpy,

alakba (m—r6l még semmit nem tudunk). Ekkor, (b) miatt

L.Litpm = LaLobmEhL st
amibdl kovetkezik:

Lz(Lﬂ:wm) = (mil)h(Lﬂ:wm)a
tehdt Ly eggyel felfelé, ill. lefelé 1épteti L, sajatértékeit !
frjuk fel tovabba L? sajatérték probléméjat az

L2V = B AV

préba alakba. (A—rdl sem tudunk még semmit, legfeljebb annyit, hogy valds és nemnegativ, Y3 pedig
L, és L? kozos sajatfiiggvénye.)

(d) miatt:
L*(LyYR) = Le L2Y) = R2A(LL YY),

azaz L4 az L? operdtor A sajatértékét valtozatlanul hagyija.
Tovabbi felvilagositassal a A és m sajatértékekrdl az L))" normaja szolgal:
(L YR [LeY]) = VR |LxL+X) =
(VR(L* — L2FhL,)YVR) = KA — mP*Fm] = B2[A — m(m+1)] = (Q%,,)* > 0,

ahol az els6 egyenléség (a) miatt, a masodik (f) miatt igaz. Méarmost a norma pozitivitdsa miatt m > 0
esetén
A>m(m+1),

10



m < 0 esetén pedig
A= m(m—1) = (=m)(=m + 1),

azaz

A > [ml(im] +1),
tetszbleges m esetén.
Legyen most maxm = £ > 0. Ekkor (f) kihaszndldsdval kapjuk:
RPAYS = L*Y{ = (L_Ly + hL. + L2)Y§ = (0+ B2 + R*(?) Y5 = B2((¢ + 1)V}

Ezért a tovdbbiakban A = ¢(¢ + 1), ahol £ = maxm és az egyértelmiiség miatt indexelhetjiil /—lel is a

koz6s sajatfliggvényt (és a normét).

Az eddigieket Osszefoglalva:
Lo = Qi V™, azaz V' = (Qp,) T LY,

ahol

E+1) > |m|(jm|+1), azaz |m| <l é QL =hV/l(l+1)—m(m*l).

Tekintsiik most a max(m) = ¢ esetet. Ekkor

LyYi=0
kell legyen, mert nincs yf“ allapot. Hasonléan, legyen min(m) = —¢. Ekkor
LY/ =0

kell legyen, mivel nem létezik ), =1 4llapot. Ezért, kiindulva az yf sajatfiiggvénybdl, az L_ operator

segitségével 1épésrdl 1épésre eloallithatjuk az yf—l, 5_2, stb. sajatfiiggvényeket:
LY~V (L)Y~ Y2

Mivel m = £, — 1,...,—£, a léptetd operatort valamilyen k egész szamszor alkalmazva jutunk el a —/

legkisebb vetiiletkvantumszamu allapothoz, azaz
{—k=—{, k=egész.

Ebb6l kovetkezik: 2¢ = k, azaz ¢ = k/2. Tehét ¢ csak egész (pl. pdlyaimpulzusmomentum), vagy félegész
(pl. spin) lehet! Azaz a sajatértékek:

3
{=0,1,2,..., vagy (= 3

l\DlCﬂ

1
2’
és

m=400—1,0—2 ..,—0+1,—/.
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4.3.5. AZ IMPULZUSMOMENTUM SAJATERTEKEINEK ERDEKESSEGEIL.

a) Az eléz6 alfejezetben korlatot kaptunk |m|—re,
amely az impulzusmomentum z—komponensé-
nek sajatértékével, hm—mel kapcsolatos: |m| <
£. Masrészt, szintén az eléz6 alfejezetben, az
impulzusmomentum nagysdgdra a h\/m
értéket kaptuk. Az a kiilonlegesség &llt tehat
el6, hogy az impulzusmomentum vetiiletének
maximalis értéke, A, mindig kisebb az impulzus-
momentum nagysaganak h\/m értékénél
£ #£ 0 esetén.

Ezt a meglepé eredményt szemléletesen tugy

is megfogalmazhatjuk, hogy a koordinata
rendszer z—tengelyét nem vehetjiikk fel az 15.Abra. Az impulzusmomentum
impulzusmomentum vektor irdnyaban, vagyis az precesszildsa a z— tengely koril.
impulzusmomentum vektora nem forgathaté be

egyik tengely irdnydba sem (Id. 15. 4bra).

Magyardzat: a (32a) cserereldcié miatt élesen

meghatérozott L, dllapot (azaz sajétéllapot) esetén L, L, csupdn elmosédott, hibaszérdssal rendelkezd,

nem élesen meghatarozott értéket vehet fel, igy zérus sem lehet.

b) Az ¢ impulzusmomentummal kapcsolatos kvantumszam zérus értéket is felvehet, mig a bevezetében
targyalt Bohr-modellben (¢ = n =)1 volt a legkisebb érték az impulzusmomentumra (1d. 1.5. fejezet).
[A kovetkez6 fejezetben fogjuk latni, hogy a H-atom alapallapotdban ¢ = 0, azaz keringésr6l nem
beszélhetiink: az alapallapoti elektron minden keringés nékiil tartézkodik a mag koriil; a magba vald

be nem esését a Heisenberg-féle bizonytalansigi reldcié segitségével érthetjitk meg.]

¢) A Bohr elmélet szerint az impulzusmomentum nagysdga altaldnossdgban az impulzusmomentum
dimenzéval rendelkez6 A dlland6 egész szdmi tObbszorose lehetett, mig a kvantummechanika alapjan
az el6z6 fejezetben azt kaptuk, hogy az impulzusmomentum h—nak nem egész szami (v/2, V6, ... stb.)
tobbszordse. Azt, hogy az impulzusmomentum |L| nagysdgdra nézve a Bohr-féle il képlet, vagy a
kvantummechanika altal megadott h\/m kifejezés a helyes, a tapasztalat kell eldontse.
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4.3.6. A KETATOMOS MOLEKULAK
FORGASI (ROTACIOS) ENERGIASPEKTRUMA. [Kisérleti bizonyiték az |L| = hn/0(¢ + 1)

képlet helyességére vonatkozdan.]

Kétatomos molekuldk (pl. a HCI sésav molekula) szinképét j6 kozelitéssel a
H= Htiirzs + Hrot

szerkezet{l energiaoperdtor hatarozza meg, ahol [Hisrzs, Hrot] = 0. Ttt Hisrzs a molekula elektronjainak

E = FE4, Ep, .. energiasllapotait hatarozza meg

Htérzsw = El/)

révén, H,, pedig az erre szuperponaléds (1ényegesen kisebb) rotdcids energidért felelds. A két atom
ko6z0s tomegkozéppont koriil vald forgasat leiré H,.,; rotacidés energiaoperatort kifejezhetjiik a forgas

impulzusmomentumaval is:
L2
20’

ahol © a molekula tehetetlenségi nyomatékaval azonosithaté. A molekula forgasi energidjat a

H'r'ot =

hQ
Hrotw = %6(6 + 1)1/}

Schrodinger egyenlet, mig a molekula teljes energiajat a
2

Hy = |:E+ ;—@E(éJrl)} Y

teljes Schrédinger egyenlet hatdrozza meg. A molekula rotacids spektruma akkor keletkezik, amikor az
elektron-szerkezet £, — Ep valtozasaval egyidejiileg a forgési allapotban is egy ¢/ — ¢ kvantumszdm
valtozas torténik. Az atmenet sordn kisugarzott fénykvantum energidjat meghatdrozé Osszefiiggés a
kovetkezo: 2

hvap = Es — Ep + 20 [0 +1)—e¢+1).
Késébb (Id. 7. fejezet) megindoklandé okok miatt az ¢/ = £ £+ 1 kivélasztési szabdly kell érvényesiiljon

az ¢! — [ rotdcids dtmenetre. A szogletes zardjelben 4ll6 kifejezés ekkor a kovetkez6 értékeket veheti fel:
ha ¢ >0 azaz £ =0+1, [('(0'+1)—Ll+1)]= 20+1), £=0,1,2,..
ha ¢ </t azaz ('=0—-1, [('(0'+1)—(L+1)]=-2({'+1), ¢=0,1,2,..

A spektrum frekvencidjara tehdt a

((+1) (£=0,1,2,..)

=Cyup + 2B x
VAB AB { —('+1) (¢=0,1,2,..)

képlet a jellemzd, ahol Cap = (Ea — Eg)/h,B = h/87?0. A szinkép ezek szerint egymdstél 2B

tavolsdgra esd vonalakbdl &ll, kivéve a legalacsonyabb (¢, vagy ¢’ zérus) rotécids gerjesztéseknek

megfeleld részt, amelyre az igynevezett “nullvonal hidny” a jellemz§ (1d. 16. dbra).
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Tanulsdgos az iménti levezetést Osszevetni a Bohr-elmélet altal jésolt eredménnyel. A Bohr-elmélet
szerint a kisugarzott fény energidja
2

h
hvap=FE4 — Ep + % [(’2 — 62]

lenne, s ez a
(t+3) (¢=0,1,2,..)

=Cuap +2B x
VAB AB { _(€/+%) (0'=0,1,2,..)

képletet szolgaltatna a spektrumvonalak szerkezetére, amelyben ezek szerint nem lenne nullvonal hidny,

a spektrumvonalak egyontetiien, egymastdl egyforma tavolsdgra helyezkednének el.

A kétatomos molekuldk rotacios

spektrumaban megfigyelt ”nullvonal hidny” 2<e  Wullvonal e\ >0
tehat direkt kisérleti bizonyitékot szolgdaltat P- dg ‘ R-dg
a kvantummechanika |L| = /4 + 1)h —

képletének helyességére a Bohr-elméletbol

kovetkezd £h képlettel szemben. . i

-~
~ --N
N -
W - I
-
. .

a

16.Abra. A kétatomos molekulik rezgési-
vagy elektronatmenettel kombinilt roti-
cios szinképe
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4.4. AZ ENERGIA OPERATORANAK SAJATERTEKEI ES SAJATFUGGVENYEL

A kvantummechanikdnak leggyakoribb alkalmazasi teriiletét éppen a kvantummechanikai
részecskerendszerek (atomok, molekuldk, atommagok, szildrd testek, klaszterek, vegyiiletek, stb.)
lehetséges energiaértékeinek és az ezekhez tartozé hullamfiiggvényeknek a meghatarozasa képezi. Mindez
a Schrodinger egyenlet megoldasat jelenti, amely csupan a legegyszeriibb valésdgos kvantumfizikai
rendszerre, az egyetlen elektront Coulomb koélcsonhatdassal magahoz lancolé atommag esetére ismert

analitikus forméaban.

A tovébbiakban ezen legegyszeriibb kvantummechanikai rendszerek, a hidrogénatom és a hidrogénszerii
ionok példajan keresztiil mutatjuk be, hogy a kotott allapotban levd fizikai rendszerek energidja
kvantdlt, és az (dltaldban végtelen szdmu) energia sajatértékek a megoldds soran fellépd kvantumszdmok

segitségével egyértelmiien klasszifikdlhatdk.

4.4.1. A HIDROGENATOM ES A HIDROGENSZERU IONOK KVANTUMELMELETE.

Tekintsiink egy ponthoz rogzitett, Z protont tartalmazé atommagot és egyetlen ”koriilotte kering6” me

tomegi elektront.

A Bohr-elmélet az ilyen fizikai rendszer energiaértékeire az

Ime(kZe?)? 1

En = )
2 h2 n?2

n=12..

képletet szolgédltatta, ahol az n kvantumszam, a Bohr-féle kvantumfeltétel révén, az

impulzusmomentummal volt kapcsolatos (1d. 1.5. fejezet).

A kvantummechanikaban az energiaértékeket a

=C

Hy = Ev

- Elektron

¢I
Schrodinger egyenlet megoldasa révén kapjuk,
ahol az adott fizikai rendszer Mag

Ze
H=T+V
17.Abra. A  hidrogénszerli ion

energiaoperatora a T kinetikus energia és V szerkezetének vazlata.

potencialis energia részbdl tevddik Ossze. Az
elektron potencialis energidjanak operatora a Coulomb kolcsonhatas miatt a kovetkezdképpen irhatéd:
Ze? 1

V= kZ2C k=
r’ drey’

ahol ¢y a dielektromos allandé, r az elektron—atommag tavolsag, e az elemi toltés, Z pedig a rendszam
(1d. 17. &bra).

Az elektron kinetikus energiajanak operatora

R R it R A L A h2

T == = — _— —_— [ =
2Me 2Me 2Me (8392 + Oy? + 8,22) 2me
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felirhaté gombi polarkoordinatakban is:

G e R CXD

2me T Or? 2mer?

ahol felhasznaltuk az el6z6 fejezet eredményét az L2 impulzusmomentum négyzetének operator

kifejezésére vonatkozoan.
A fenti eredményhez mésképpen is eljuthatunk, a p? operator vizsgélataval.

A klasszikus mechanika szerint
L2 = (I‘ X p)2 = 7"2[)2 - (rap)2a

amibdl L2
r
p’=p’= = +p2, ahol p,= (p, ;) -

A kvantummechanika szerint figyelembe kell venni az r és p kozti felcserélési torvényt, amely miatt egy

tovabbi, pusztan kvantummechanikai eredetii tag jarul a fenti klasszikus Osszefliggéshez:
L? = (r x p)® = r’p’ - (r,p)* + ih(r,p),

amibdl . P 5 5 5
(r,p)z;(r,vr)zzra, |:le61 V= <E,%,a—w):|

felhasznélasaval kapjuk:
plL a1 00 10 12,
r? r2 Or Or ror  r2 "
Centralis tér esetén tehdt a kinetikus energia operdtorban szerepld p? operdtornak tobbféle alakjdval
talalkozhatunk az irodalomban. Alljon itt ezekbdl néhény emlékeztetéiil:
2 2 °
P =py+ 7"_2’

2 _p2 l£r2+l£ +L_2
p= ror Or ror r2’

02 20 L2
p2=—7i2( + )-i-—

or2  ror r2’

192 L?

2 2
:—h _— —_
P (r@rQr) -

19 \?> L2

2 2
- (2 .
b <r8rr) + r2

Az utolsé kifejezést az elsével 6sszehasonlitva megallapithatjuk, hogy a radidlis impulzus operatoréat a

mia h(9 1
priir@r i \or r

kifejezés definidlja. Az érdekességet itt az %fes tag megjelenése jelenti a differencidl operator mellett,
mert nafvan altaldnositva, a radidlis impulzus operdtordra csak az els6 tagot (a nabla operdtor radidlis
komponensét) gondolhatndnk eredményiil. Kénnyen beldthaté azonban, hogy p, csak ezen masodik tag

fellépése esetén hermitikus (p, = p;"), valamint ezzel egylitt teljesiil a kovetkezd feleserélési reldcio is:

[Prﬂ"] = 7_7;

7
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A teljes energia operdtora (amit ataldban Hamilton operdtornak szoktak nevezni) a H-atom esetében
tehat jol elkiiloniilo radialis és szogfiiggd részekbdl all, a szogfliggd rész pedig az impulzusmomentum
operator négyzetével kapcsolatos, amelynek problémajat az el6z6 fejezetben megoldottuk. fgy,

kereshetjiik a megoldast a kovetkezd szeparalt alakban:
Y00, 0) = SRV, 0).
A Schrodinger egyenletbe vald helyettesités és az impulzusmomentum négyzetre vonatkozo
L2Y™ (9, ) = R*({ + 1)Y,™ (0, )

sajatérték egyenletet kihaszndldsa utédn az in. radidlis Schrodinger egyenletet nyerjik az R(r) radidlis

hulldmfiiggvény meghatarozasara vonatkozdan:

( G (VR
r

: kZ—) R(r) = ER(r). (38)

72me dr? 2me T

4.4.1.a) E = —|E|, KOTOTT ALLAPOT ESETE. DISZKRET SPEKTRUM.

A (38) egyenletben szerepl$ E sajétérték, a teljes energia mindig negativ, E = —|E|, amennyiben kotott
részecske rendszerr6l van szé. (E = 0—4t éppen az egymdstdl végtelen tavolsdgra levé és igy egymadssal
kolesonhatasban sem allo, nyugalomban levé részecskékbol allé rendszer energiajaval definidljuk; ehhez
képest a kolcsonhaté rendszer energidja kisebb [negativ], mivel energiit kell befektetniink ahhoz,
hogy ezt az idealizdlt nem-kolcsonhaté allapotot 1étrehozzuk. Harmonikus oszcillator és végtelen mély

potencialvolgy esetén az E = 0 pontot természetesen masként kell definidlni.)

A megoldédst a mér jol ismert Sommerfeld-féle polinom mddszerrel fogjuk megkapni (Id. harmonikus

h Zmee? ro meet Z2k2
ro=———, e=k—s—r0=2— =/ Y5
V2me|E| h ao 212|E|

jelolések bevezetése és a

oszcillator, 2.3. pont).

Az

2r 1 12 d? 4 d?
= — — - = —— - =
0 r &rg’  dr?  r2dg?

skédlatranszformaécié elvégzése utan a radidlis Schrodinger egyenlet a kovetkezo egyszertibb formét olti:

§

de?

4" ¢ £2

4R {1 € £(£+1)}R0'

Ennek aszimptotikus alakja

1
n o+
R, = 4Ra,
amelynek megoldasa
R,=¢€ 3¢
A teljes megoldést az
R=u(e 2¢



alakban keressiik, ahol u egy polinom. Sziikségiink lesz R els6 és méasodik derivéltjara:

1 1 1 1 1
R = (u' — iu)e*EE, R'=@w"-2- 51/ + Zu)e*EE.

Behelyettesités utan u—ra a kovetkezd differencidlegyenletet nyerjiik:

u”—u'—i—(i—ew—i_l))uzo.

3 &
Latjuk, hogy & = 0 esetén az egyenletnek szingularitdsa van. Ezen szingularitdst kikiisz6bolendd, az u
polinom nem kezdédhet konstanssal, legkisebb fokszdma £° (s > 0) kell legyen. Ezt rogton kiemelve,

az u polinomunk (a sziikséges els6 és masodik derivaltakkal egyiitt) a kovetkez6képpen irhato:

u=¢* Zcz'fi = Zcif”s, 5> 0,
1=0 i=0
U = ZQ(Z Fe)gitsl 55,
i=0
> .
W= (i s) (i s —1)EHT s> 0.
i=0
Behelyettesités utan az egyenlet a
(oo} - o -
Zc;[(z +s)(i+s—1)—L(+ 1)}€z+s—2 n Zci {5 i+ s)}«f”s’l —0
=0 i=0

alaku. Ezt az Osszefiiggést atalakithatjuk gy, hogy az elsé Osszegzésben szereplé legalacsonyabb
fokszdmu tagot kiilon kifrjuk (i = 0 esete), a mésodik Gsszegzést pedig az @ — i — 1 helyettesitéssel

beolvasztjuk az els¢ Gsszegzés maradék részébe:

Co [s(s — 1) =+ 1)

> {Ci[(i +s)(i+s—1) -+ 1)} +eio {e —(i-1+ s)} }gi+s—2 =0.

i=1
Az egyenlet £ tetszbleges értékeire csak akkor allhat fenn, ha £ minden hatvanyanak egyiitthatoja

kiilon-kiilon zérus. Az elsé tagbdl kapjuk:
s(s—=1)=L(L+1), — s=L0+1,

amely rogziti az s Un. indicidlis index értéket. (Megjegyezziik, hogy ennek az indicidlis egyenletnek a
masik megoldédsa, s = —/, az origéban szinguldris, tehat irregularis hullamfiiggvény megoldédsra vezetne,
amelyet ki kell zérnunk a regularitdsi kovetelmény miatt. A szérdselméleti részben [Id. 6. fejezet] az
irreguldris megolddsnak azonban fontos szerepe lesz.) A mésodik taghdl egy rekurzids formuldt kapunk
a polinom egyiitthatdira nézve:
i+{l—¢
Ci = - ; Ci—1,
G+l+1D)GE+L) —(l+1)

i=1,2,....
Ez a rekurzids kifejezés a polinom magas hatvanyai esetén a
1

Ci~ =Ci—1, T — 00
)

Osszefiiggést szolgaltatja, amelyben az ef = > £%/i! sordnak rekurziés képletét ismerhetjiik fel. Mivel az

¢ fiiggvény majorélja az R, = e~¢/? aszimptotikus megoldast & nagy értékeire, sziikséges az, hogy az
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u polinom véges fokszamu legyen, azaz valahol megszakadjon. Ez tgy lehetséges, ha létezik egy imaz
legmagasabb Osszegzé index, amelyre ¢;,, .. -1 # 0, de ¢;,,,, = 0 mar. Ez akkor kovekezik be, ha a

rekurzids képlet szamlaléja ezen legmagasabb fokszam esetére zérussa valik:
imaz“”g*E:Oa imaa::]-a27""

Bevezetve az n = imq, + ¢ jelolést (n = 1,2,--+), megallapithatjuk a fenti levezetésbél, hogy ahhoz,
hogy a hidrogén atom (és a hidrogénszerii ion) problémajira reguldris megolddst kapjunk, sziikséges az,

hogy az (energidt is tartalmazo) e dllandé valamelyik zérustdl kiillonboz6 pozitiv egésszamui n értéket

Zmee? ro meetZ2k2
c 20T ey T\ e T T o

amelybdl az energiasajdtértékekre az

vegye fel:

212
En:—%me(k;i#)%, n=1,2,.. (39)
képletet nyerjik. Ez formalisan megegyezik a Bohr-elmélet energiaképletével, viszont tartalmilag
kiillonbozik téle. A levezetés soran lattuk ugyanis, hogy az n kvantumszamnak nem direkt, hanem
csak attételes kapcsolata van az impulzusmomentummal. A Bohr elméletben n kozvetleniil az
impulzusmomentumot szamlalta le. A kvantummechanikai levezetés sordn az impulzusmomentumot

az ¢ kvantumszdm jellemzi, amely lehet zérus is (n = 1 esetén).

[A kvantumszdmok egymédssal valé Gsszefliggésére a kovetkezd meggondoldsbdl lehet kovetkeztetni:
n=1tmazr + ¥, tmaz=12,... — n=~L+1L+2,... — Lpez=n—1.

Ily médon fels6 korlatot kaptunk az impulzusmomentumra az energiaértékeket meghatarozé n = 1,2, ...
kvantumszdm fliggvényében. Természetesen n az R(r) radidlis hulldmfiiggvény zérushelyeinek szdméval

is kapcsolatos, amit n — £ — 1 = iy, — 1 ad meg.]

A targyaland6 probléma teljes megoldasahoz hatra van még a hullamfliggvény felirasa. Ez a kovetkezo

alakban all elo:

1
TﬁnEm (T, 19) SD) = ;Rne(r)}/@m (197 ()0)) (403')
ahol a radidlis Schrodinger egyenletet kielégité radidlis hullamfliggvény
2r —r/r
Re(r) = Lng(r—)e °  ro=aon/Z, (40Db)
0

ag = h%/mcke? ~ 0,53 x 10~ % a Bohr sugér, L, pedig (a kordbban u—val jelolt) az (¢+1) hatvdnnyal

kezd6dé (n+1)—ed foku un. Laguerre-polinom. (Ne tévessziik Gssze az itteni ro dllandét a Bohr elmélet

targyaldsandl hasznalt r, = 9n?

= nro—lal 1) A radidlis hulldmfiiggvények ortonormaéltak:

/ dr R:an/z = 5nn’~
0

Az aldbbiakban megadunk néhdnyat koziiliik:

7\ 3/2
Rio(r) =2r <—> eiZT/ao,
ag

7z \%? Zr
R — 2 _ 1 . — —ZT‘/QaQ
) =2 () (1 ) et
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o (2N zr _,
— —Zr/2ag,
Ran (r) V3 <2a0> 2aoe

Z \3? 27Zr  2(Zr)? ,
R: =2r|-— 1— 22 22 | e 2r/3a0,
s0(r) = 2r <3a0> [ 3ag + 27a3 } ¢
A radidlis hulldimfiiggvények R,; — r‘T'—ként tartanak az origéban (r — 0) a nulldhoz. A
teljes hulldmfiiggvény viszont i, — rf—ként, mikozben r — 0. Ezért véges valészintiségsiiriisége

van annak, hogy az elektron a mag helyén tartézkodik alapdllapot esetén. S6t, igo(r,d, ) =

3
ﬁ (%) exp(—Zr/ap) miatt az elektronnak éppen a magban valé tartézkodési valdszintiségsiiriisége

a legnagyobb. Ugyanis, az elektron tartézkoddsi valdsziniiségsiirliségét az (r,9,¢) pontban éppen
[Vnim (1,9, ¢)|? adja meg. Ha viszont az irdnt érdeklédiink, hogy milyen valdsziniiséggel talaljuk meg az

elektront egy r = (r,9, @) koriili d®r térfogatelemben, akkor ennek meghatérozdséara a
. 1
[WPd*r = —5 Ry (n)[Y{" (0, @)[*r? dr d(cos V) dip = Wae(r) dr [Y;" (9, )| d(cos ) dep

képlet szolgdl, amelyben a W,¢(r) = R?, mennyiséget radidlis valészinfiségnek nevezziik. A radidlis
valosziniliség tehat azt fejezi ki, hogy milyen valdsziniiséggel tartézkodik az elektron egy r, r + dr
gémbhéjban. A W,,, valdsziniliség mar azt a fizikai képet adja az atombeli elektron elhelyezkedésérél,

amit klasszikus szemléletiink alapjan varunk: az origd koriil zérus valdszintiséggel taldlhatd az elektron
(Wne(0) = 0), a

awy,
0 = Wi

d?‘ Tnl
egyenlettel definialt r,, sugard goémbhéjban

viszont maximalis valészinliséggel talalhaté meg

ALt

az elektron. Konkrét szamoldssal néhany 7,

mennyiségre a kovetkezd érték addodik:

0 = % ro] = 4@ T = n2@
10 A ’ 21 7 ) ) n,n—1 7 .
Ezek tehat a Bohr elmélet szolgaltatta =l

palyasugarak. A 18/a dbrdan bemutatott néhdny

We(r) valdészintiség fiiggvény a féhéjak térbeli

elhelyezkedését szemlélteti. . ' it
Feltehetjiik azt a kérdést is, hogy mi az

rH
dtlagértéke a radidlis koordinatara vonatkozd
mérésnek? A vélaszt az (r) kifejezés adja meg: ﬁ
ey L]

>0 la L - e —
(rYne :A drr R2,(r) = /drran(r) = 5%(3n276(£+1)). Pl (r)io = 3 Zu' il

IR T1L

—~

e dbm & WidrapEnsbamhei | dlekkeon
Hermiticitas: Konnyen beladthatd, hogy a H- ik dpedial rMemindeige Sshiny (L

. . . (. illapod o
atom energiaoperatora hermitikus a regularis .

fliggvények terén.

Ortonormdltsdg: A H-atom kotott allapoti energiasajatfiiggvényei ortonormadlt fiiggvényrendszert

alkotnak. Figyelemmel a radidlis hullamfiiggvények, és a gombfiiggvények ortogonalitasara,

<wnlm |wn’l’m’> = 5nn’5ﬂ’5mm/ .
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4.4.1.b) E > 0, SZORASI ALLAPOT ESETE. FOLYTONOS SPEKTRUM.

Ahhoz, hogy a H-atom sajatfliggvények teljes rendszert képezzenek, sziikség van a pozitiv energiaju
allapotokhoz tartozé megoldasok figyelembevételére is, mert a kotott allapoti sajatfiiggvények

onmagukban nem alkotnak teljes rendszert.

A folytonos spektrumhoz tartozé energiasajitfiggvényeket v g(r)—vel jelolve, bizonyithat6 a teljességi

0sszefligges:

S i (F1 () + / T AE Y = b — 1)

nlm

A 9y folytonos spektrumhoz tartozé un. Coulomb-hullamfiiggvényekkel késébb, a 6-ik fejezetben

ismerkediink meg.

4.4.2 A HIDROGENATOM VONALAS SZiNKEPE.

A hidrogénatom vonalas szinképének (1d. 18. dbra) megértését a kvantummechanika tette lehetévé. Az

el6fordulé kvantumszamok és elnevezéseik a kovetkezok:
fokvantumszam: n=1,2,3, ...

mellékkvantumszdm: £ =0,1,2,...n—1

mdgneses kvantumszdm: m = —0,—¢+1,..,0,..,0 —1,¢

Minthogy a (39)-es energiasajdtérték csak a f6kvantumszdmtol fiigg, az egyes energiaszintek elfajultak.
A degeneraci6 foka: 2;01 (20 +1) = n? Az n—nel jellemzett szinteket féhénak nevezziik. Adott n
esetén a hozzdtartozé kiillonbozé ¢—1i dllapotok alhéjat alkotnak; jelik: (nf)*, ahol x jelenti az alhéjba
tartozé elektronok szamat. Az ¢ mellékkvantumszamoknak az abc kiillonb6z6 betiiit feleltetjiik meg: az
{=0,1,2,3,4,5,6,.. stb. kvantumszamokat rendre az s,p,d, f, g, h,i,.. stb. betlikkel jeloljiik. fgy pl.
beszéliink (1s), (2p)3, (3d)?, .. stb. alhéjakrol.

Az alapallapoti szintet n = 1 jellemzi:
E; =-13,6¢eV, £=0.
Az els6 gerjesztett allapotot n = 2 esetén kapjuk:
E,=FE /4, ¢=0,1.
A harmadik (n = 3) szinthez tartozé energia és mellékkvantumszamok értékei:
Es=FE /9, (¢=0,1,2.

A hidrogénatom gerjesztett allapotainak szdma végtelen.
A hidrogénatom szinképe egymadstol elkiilontil6 részekbél all.

Az ultraibolya frekvenciatartoményba esé in. Lyman-sorozat akkor keletkezik, amikor a gerjesztett

" palydkrdl” az alapallapotba (n = 1) torténik a legerjesztédés.
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Balmer-sorozatnak hivjuk a szinkép (ldthaté tartoményba es) azon részét, amely az n = 2 szintre vald

legerjesztodés révén keletkezik.

Infravorés tartomanyba esé kis energiak

tartoznak azon A Z;w
kisugarzasokhoz, amelyekben az n = 3-as l p,',?},',e,, 3
szint a legerjeszt&dés elsé allomasa; ez a Boirer 2
Paschen-sorozat.
Pfund
Brackett
4.5. A SPIN OPERATORANAK
SAJATERTEKEI ES SAJATFUGG- ,
VENYEL st
(€)
LW 1w,

4.5.1. KISERLETI BIZONYITEKOK it i - i
AZ ELEKTRONSPIN LETERE. 18.Abra. A hidrogénatom

szinképének keletkezése.

A XX. szazad 20-as éveiben egyre inkabb uralkodéva valt az a felfogds, hogy az elektronnak
sajat impulzusmomentummal, spinnel kell rendelkeznie. Ezt az allaspontot sokféle kisérleti evidencia

tamasztotta alé.

a) A kozonséges Zeeman-effektus: A XIX. szdzad végén Zeeman holland fizikus a hidrogénszinkép
tanulméanyozéasa kézben észrevette, hogy homogén magneses tér hatdsara a szinképvonalak kiszélesednek

és felhasadnak.

A jelenség az atomi energianivék felhasadasdval

magyarazhaté. A klasszikus elektrodinamikabdl m Spin
ismeretes, hogy a koéraram magneses teret —_— 1
kelt. Az atomban az L impulzusmomentummal / 0
rendelkez6 elektron elemi koraramot képvisel, 2p _1/ 1
amelynek magneses tere a kor feliilletére \ (_)_1
merdleges iranyban

B=1If= (ﬂ)TQ’/T ermev. 0

2mr 2me L il oo o e vt Elal i
0

Ennek alapjan az L impulzusmomemtumhoz

tartozé elemi magneses momentum : =
19.Abra. A Zeeman-effektus

L _ _th %L = —MB%L (41a) értelmezése.
Me
eh 1 1
MZL = __2m ﬁLz = _/J/Bi_iL,u (41b)

eh
2Mme

9.27x1072! erg/G.

ahol a up = aranyossagi tényez6 neve: Bohr magneton. Ertéke: SI-ben 9.27 x 1024 J/T, cgs-ben
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A B = (0,0,B) homogén mégneses tér er6hatdst gyakorol a mdgneses dip6lusra. Az ennek megfeleld
potencialis energia a
1
Vrgdgn = 7(MLa B) = ,U'B}__LLZB = NBme
alakba frhat6, amely — a teljes Hamilton operatort médositva — az atomi elektronnivék [(2¢ + 1)—szeres|
felhasadasahoz vezet. Tehat pl. a p— nivd felhasaddsa haromszoros. Ezzel szemben a szinképek

tanulmédnyozdsa arra a kovetkeztetésre vezetett, hogy a p— nivé felhasaddsa dtszords (1d. 19. dbra).

10fh Ahen. A migntu potcacie mengs
e readey

b) Anomdlis Zeeman-effektus: Bizonyos esetekben (pl. paratlan rendszémiu atomok esetén) kiilsé
magneses tér hianydban is észleltek nivéfelhasadast a szinképek gondos tanulményozasa révén.

Ugy tiint tehdt, hogy az elektron egy
tovabbi szabadsagi fokkal rendelkezik, és

ez sajat impulzusmomentumban (spinben) 2p —-——<

nyilvdnul meg, amelyhez (toltott részecskérél

lévén sz6) sajat magneses momentum tarsul. Ez
utébbinak az atom bels6 méagneses terével vald
kolecsonhatdsa eredményezi aztan a megfigyelt
dublett szerkezeteket (20. &bra). A dublett

szerkezet egyuttal azt is sugallta, hogy ezen 1j

1s

szabadsagi fokhoz feles kvantumszam tarsul. 20.Abra. Kettds felhasadas.

c¢) Stern-Gerlach kisérlet (1922): Stern és Gerlach keskeny, eziist atomokbdl 4ll6 nyaldbot bocsatott at

inhomogén mégneses téren. A tér az Ag-atom nyaldbot két részre osztotta (21. dbra).

Mivel az Ag-atom zart héjjal s azon kiviil lev6 egyetlen elektronnal rendelkezik, amely az n =5 és £ =0
kvantumszdmmal jellemzett &llapotban van, az eziist atom teljes palya impulzusmomentuma (L) zérus,
az ebbdl eredd magneses nyomaték (ML) tehat zérus. Ha létezik spin (sajat impulzusmomentum),
egyediil ez hordozhat magneses nyomatékot (M?), amit meg lehet mérni inhomogén mégneses tér

alkalmazéasaval. A magneses kolcsonhatas potencidlis energidja ugyanis

S
degn

= 7(Msa B)a
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és a nyaldbra (az Ag-atomokra) haté erd

7vvn€dgn = VMSB(Z) = (Oa 0, Fz)
* ? dz

F, az eltériilés mértékébsl meghatarozhatsd, dB(z)/dz kisérleti adat, igy M mérhetd. A mérések
M? = Fpup értéket szolgdltattak az eziist atom kiilsé elektronjanak mégneses momentumara. Ez az
eredmény az elektron sajat impulzusmomentuméanak z— komponenséhez feles kvantumszdmot rendel,
ugyanis

1

MZS =FuB = _(Q:UB)ms - Mg = i§

(ms = egész a nyaldb legaldbb hdrom részre valé szakaddsét jelentené). Egyuttal kifejezi azt az
érdekes korillményt is, hogy az elektron sajit impulzusmomentumdhoz kétszer annyi (2pup) mégneses
momentum tartozik, mint a palyamozgashoz. Az elektron sajiat impulzusmomentumat S-sel jelolve, a

spinbol ered6 magneses momentum tehdat a kdvetkezéképpen irhaté:

1
M = —2@37—18 (41c)

Ezt az eredményt er6siti meg a kévetkezd kisérlet
mérési

is. )
eredmény ;

d) Finstein-de Haas kisérlet (1915): Einstein
és de Haas eredetileg azt vizsgédlta, vajon
igaz-e az a feltételezés, hogy az anyagok Klasszikus
mégnesezhetdségéért (a ferromdgnességért) az . .
¢ # 0 impulzusmomentummal jellemezheto vérakozis
és ezért elemi kordramot képvisel§ (s igy
mégneses momentumot hordozd) elektronok
palyaimpulzusmomentumanak egyirdanyu beallasa &msugeir

a felelGs. S
21.Abra.A  Stern-Gerlach kisérlet
A 22. abran lathaté elrendezésben vékony szalon fiiggé vashengert drammal %tlfp]tség tekercsbe helyeztek.
szemleltetése.

A tekercsben kialakulé méagneses tér egyirdnyba dllitja be az (i—vel jelolt) elemi kéraramok mégneses
momentumat, amelynek ereddje egyenesen ardnyos az elemi impulzusnyomatékok eredgjével:
S M
>l L

az ardnyossagi tényez6 1up Bohr-magneton (per h).

:MB/ha

A tekercsen atfolyé dram irdnydnak megvaltoztatdsa az elemi koraramoknak megfelel6 paranyi
7irdnytik” (mdgneses momentumok) atforduldsat eredményezi, amely az elemi impulzusmomentumok
ellentettre vatozdsdval jar egyiitt. Az impulzusmomentum megmaraddsanak torvénye szerint ezt
az impulzusmomentum valtozast a henger mérheté elforduldsa kompenzdlja, amit a torzidés szalra
erésitett tiikor segitségével meg lehet figyelni és mérni (ALy,¢r). Ugyancsak mérni lehet a vashenger
magnesezettségét és az atmdgnesezésbdl eredé méagneses tér valtozést (AMper). A két mérhetd
mennyiség aranyara Einstein és de Haas a

AMyert

=2 h
ALmért ILLB/
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értéket kaptdk, amely a 2-es faktor megjelenése miatt csak 1gy értelmezhet6, hogy a
ferromédgnesség mem az elektronok palyaimpulzusmomentumaval kapcsolatos, hanem az elektronok
sajat impulzusmomentumaéaval, azaz spinjével. (Ezt az értelmezést csak késébb, Compton, Uhlenbeck,

Goudschmidt, Pauli és Heisenberg munkdssiga révén sikeriilt megadni.)
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4.5.2. A SPINOPERATOR SAJATERTEKEI ES SAJATFUGGVENYEL

A fenti eredmények alapjan megérthetjiik a 19.
abran bemutatott nivéséma multiplicitdsat. A

B = (0,0,8) z—irdnyi homogén mégneses térrel

valo kolesonhatas révén keletkezd

1
Vinggn = —(ME4M® B) = ppBo (L:+252) = upB(me tiikor

potencidlis  energiaoperdtor 2(2¢ + 1)—szeres

nivéfelhasaddst eredményez, amelybdl ¢ = 1

esetén az egyik nivo kétszeresen degenerdlt
(ms = £1/2 és my = F1).

G

O

A fenti eredmény implicite tartalmazza a spin

z—komponensének sajatérték egyenletét: 22.Abra. Einstein-de Haas kisérlet.

1
SxTe = hmsxye, ms = :l:§, (42a)

ahol x7"s a spinoperator négyzetének is sajatfliggvénye:

1
SExTs = hs(s+ )X, s= 3 (42b)

A spinoperator a palyaimpulzusmomentummal rokon felcserélési szabalyoknak tesz eleget:
[Se, Sy] =ihS,, [S.,8% =0, stb., illetve [S,r]=0, [S,p]=0, [S,L]=0.

Ez elegendd a spinoperator és spinsajatfiiggvény megalkotdsahoz, amelyeknek a leginkdbb haszndalatos

reprezentdciéban felirt alakjit levezetés nélkiil kozoljikk (S = hd/2, & komponensei az tUn. Pauli-

matrizok):
0 1 0 —i 1 0
U@‘_(1 o)’ "y_(z‘ 0)’ UZ_(O 1)' (432)
[02,0y] = 2i0,, [0.,0%] =0, stb.
_ 12 (1 _ -172_( O
e (1), pmvi=(0). o
Ortonormalitds: ) .
e ’n?;:(sss/(sm m/. =3 s:i_-
Xs Xs sMg S 27 m 9

[A spin konzisztens bevezetése a 8. fejezetben torténik meg, ahol a Dirac egyenlet adja meg a
relativisztikus, feles spinii elektron elméletét a 2—es faktorral egyiitt. A spin figyelembevétele a
nemrelativisztikus szdamoldsokban azonban mégis elengedhetetlen szimmetriat befolyasold jelenléte és

mégneses kolesonhatdsokban valé részvétele miatt.]
4.5.3. A PAULI-SCHRODINGER EGYENLET.

Homogén magneses térben mozgd elektron leirdsara a Pauli-energiaoperator szolgal:

1
Hy = Hy — (M, B), M=MI+M° = —uBﬁ(L—i—QS),
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ahol Hy = p?/2m. + V(r) az elektron kinetikus energia operatorat és mas, nem a homogén magneses

térrel valé kolesonhatasbol eredd potencidlis energidjat jeloli.

A fenti energiaoperator fligg a spintdl is, ezért az elektron allapotfiiggvénye kifejthet6 a két linearisan

fliggetlen « és 3 spinfliggvény szerint:
W(r, tspin) = W (x, )+ W_(r, )5,

ahol a kifejtési ”egyiitthaték” éppen az elektron tér(és ids-)szerii allapotfiiggvényei. Ezt a kifejtést az

0
ih— VU = Hp U
Zﬁat M

allapotegyenletbe helyettesitve és a koordinata rendszer z— tengelyét a kiils6 mégneses tér iranyaba

véve, azaz B = (0,0, B)—t véve, kapjuk az
0 .0
Zha\p+ = (H() - [,LBB(Z% - 1)> \I/+

0 .0
ZHE\II_ = (HQ — /LBB(Z% + 1)) v_

Pauli-egyenleteket, amelyek mar figyelemmel vannak az elektron spinjére is.
4.5.4. A SPINOPERATOR IDOBELI VALTOZASA.

Miégneses tér jelenléte esetén a spin nem mozgasallandd, mert

s

as_i _ 2 2
dt — h -

h 4

[H11,8] = 1 18, (M, B)] = 25205 ((S, B), § (3,B),5],

h
azaz, pl. a spin x—edik komponensének idobeli véltozasa:

dSa iﬂB -
= — B x| =
—r = 2 |(3,B), 0,

)
% ((Ume +0yBy +0.B.)0y — 04(03By + 0yBy + O'ZBZ)) =

B . . .
MT (=2i0. By + 2i0,B.) = pup (0.B, — 0y,B.) = up(B x &), = (M® x B),.
A mégneses tér tehdt forgatéonyomatékot gyakorol a spinhez tarsulé m&agneses momentumra, s igy a

spint precesszalasra kényszeriti a magneses tér iranya kortl.
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5. KOTOTT ALLAPOTOK

Az el6z6 fejezetben az energia operatoranak sajatértékei és sajatfiiggvényei kapcsan megemlitettiik, hogy
a kvantummechanika legkiterjettebb alkalmazdsi teriiletét éppen a kiilénb6zé mikrofizikai rendszerek
(atomok, molekuldk, szildrdtestek, atommagok, stb.) energiaoperdtordhoz tartozé sajdtérték probléma

— a Schrodinger egyenlet — megoldasa jelenti.

A vizsgélat targyat képezd mikrofizikai rendszerek altalaban kotott allapotban vannak. Ez azt jelenti,

hogy energiat kell befektetniink ahhoz, hogy a rendszert alkotéelemeire bontsuk.

Kolesonhaté részecskékbol allo kotott allapoti rendszer teljes alapdllapoti energidja nyilvanvaléan
negativ, ha az energiaskdla nulla pontjat éppen a nemkdlcsonhatd, elemeire bontott, nyugvo
részecskékbol allé rendszer energidjaval definidljuk. Ebbol kévetkezik, hogy a koétott rendszer kiilonféle
gerjesztett dllapotaihoz tartozé (diszkrét, v. folytonos) teljes energidk is negativak. Beszélink a
részecskerendszer egyetlen alkotorészének energidjardl is, az Un. egyrészecske energidrél. Ez a fogalom
azzal fligg Ossze, hogy bizonyos esetekben a fiiggetlen részecske kép, amely szerint a rendszert alkotd
részecskék egy effektiv, dtlagos potencidltérben mozognak, jé kozelitésnek bizonyul (l1d. Hartree-Fock
eljards) .

Az tn. ionizdcids (vagy szeparicids) energia ahhoz szitkséges, hogy a rendszer egy elemét a végtelenbe
tavolitsuk adiabatikusan. Amig a rendszer teljes energidja az ionizédcids kiiszob (= ionizdciés energia)
alatt van, a gerjesztési energidk diszkrétek; e felett folytonos az energiaspektrum, mivel van a
rendszernek olyan eleme, amely energidja tetszolegesen valtozhat. Szilardtestek energiaspektruméra,
amint azt késébb (1d. 6. fejezet) latni fogjuk, a folytonos és tiltott energiasdvok valtakozdsa a jellemzé.
Az energiaskala nulla pontjdt atomok esetén szokds az ionizdcids kiiszobhoz is rogziteni (1d. He-atom

targyaldsa, 5.3.3. pount).

Ebben a fejezetben a kotott allapotban levd sokrészecske rendszerekre vonatkozo egyenletekkel, az in.
soktest probléma elemeivel foglalkozunk. A megolddsok csak kozelitd jellegliek (jéllehet elvben tetszéleges
pontossaguva teheték, amennyiben az alkotdrészek kozti kolesonhatés egzaktul ismeretes). Zart alakban
csak a legegyszeriibb valds fizikai rendszerekre sikeriilt megoldani a Schrédinger egyenletet, amint azt az
el6z6 fejezetben lattuk. Két-, vagy tobbrészecskét tartalmazo valds fizikai rendszer esetén a megoldast
a teljességi tétel révén végtelen sor alakjaban allithatjuk el6 és igy sziikségképpen kozelitésekhez kell

folyamodnunk.



5.1. A PAULI-ELV.

A 3.7. pontban lattuk: az azonossdg elve megkoveteli, hogy a hullamfiiggvény azonos részecskék
valtozéinak felcserélésével szemben szimmetrikus, vagy antiszimmetrikus legyen. Azt is megallapitottuk,
hogy az allapotegyenlet Orzi a hullaimfiiggvény szimmetridjat. Azaz, amennyiben pl. egy azonos
részecskékbol all6 rendszer allapotfiiggvénye szimmetrikus volt egy adott id&pillanatban, akkor ez
a szimmetria megdrzédik az id6k végezetéig. Felmeriil tehat a kérdés, hogy elektronokbol allé
részecskerendszerek (elektron)hulldmfiiggvénye vajon milyen szimetriatulajdonsdgot mutat két elektron

felcserélése esetén.

A kérdést legkonnyebben egy héliumatomhoz hasonlité, kételektronos modell segitségével vélaszolhatjuk

meg.

A 23. abranak megfelel6 jeloléssel a He-atom

energiaoperatora a kovetkezOképpen irhato: - =
=
T
Hyo(1,2) = H(1) + H(2) +V(1,2),  (45a) 4 ~
T
ahol le
o2
V(l’ 2) = k|r1 _ I'2| (45b) 23. abra. A He-atom e-

lektronjainak koordinatai.
a két elektron (taszité) Coulomb kolesonhatdsat jelenti,

h? 2¢? h? (v/2€)?
H(i) =— Ay — = — Ay, — k——— 4
(Z) 2m; ‘ & T 2m; ‘ K T ( 50)

pedig az i—edik elektron kinetikus energidjdt és a 2e t6ltésli maggal valé (vonz6) Coulomb
kolesonhatdsat (k = 1/4meg).

Az emlitett modellproblémat ugy kapjuk, hogy az elektronok kozti kolcsonhatast kikapcsoljuk:
V(1,2) = 0. [A modellprobléma révén a hulldmfiiggvény szimmetridjara nyert eredmény a valdsdgos
esetre is igaz marad.] Az energiaoperdtor két olyan "hidrogénatom” Hamilton operatordbol all,

amelyben ¢2 helyett ¢/2 = (v/2€)? szerepel. Igy a
(H(1) +H)pw(1,2) = Earpar(1,2)

Schrodinger egyenlet, azaz modellprobléménk sajatenergia értékeit azonnal felirhatjuk ((e/)* = 4e*
miatt)
Eap = 4E, <i2 + %) (45d)
Ng My
alakban, ahol n, és ny jelenti a két elektron (1 vagy 2) altal elfoglalt energiaszintek kvantumszdmait [
By = —me(ke?)? /2R = 13,6 eV; ng,np = 1,2, ... ].

Az elektronok térbeli viselkedését jellemzd pqp(1,2) sajatfiiggvények a H (i) operdtor normélt (i)

sajatfiiggvényeibdl dllithaték el6 a kivant kétféle szimmetridval:

0s2(1,2) = —= (va(1)@n(2) + wp(1)pa(2)),

Saas(]-v 2) = (Sﬁa(l)%@) - Sab(]-)(pa(Q)) :

ISR b



Alapallapotban mindkét elektron a legmélyebb allapotban van:
ne=mp=1 — po=pp — ¢(1,2)=gps.

Azt kaptuk, hogy a hulldmfiiggvény térbeli (Gn. ”térszerti”) része szimmetrikus kell legyen. Azonban
egy elektron nemcsak a harom térbeli szabadséagi fokkal rendelkezik, hanem, amint azt az el6z6 fejezet
végén lattuk, az ettdl teljesen fiiggetlen kétféle spin szabadsdgi fokkal is. A (modell)probléma teljes

hullamfliggvényének igy tartalmaznia kell a kétrészecske spinfiiggvényeket is:
U(1,2) = s (1, Z)XZS(L 2).

A kérdés tehat az, hogy a kétrészecske spin-
operatorahoz tartozé x7"¢(1,2) spinsajat- 4
fliggvény milyen szimmetridval rendelkezik.

N
Egyszerii meggondolassal belathatjuk, hogy /T N
a Xf/IQ/ 2 (i) egyrészecske spinfiiggvényekbdl <

négy kiilonboz6 kétrészecske spinfiiggvény Y

kombindcié allithaté el6. Ezek kozil >

harom az ¢, = 1 teljes kétrészecske t

spinkvantumszamhoz tartozik, a harom
killonb6z6 ms = (1,0,—1) spinvetiilet

kvantumszamnak megfelelGen:

1/2 1/2 — —1/2 —1/2
X%(lv 2) = leg(l)xljg(Q)v X1 1(1a 2) = Xl/Q/ (1)X1/2/ (2)a

1 1/2 —-1/2 —1/2 1/2
X1(1,2) = % (X1§2(1)X1/2/ (2) + X1/2/ (1)X1§2(2)> :

Ezek tehat mind szimmetrikusak az 1 < 2 felcseréléssel szemben.

Azl = ms; = 0—hoz tartozé egyetlen kombinacio,

1 1/2 —1/2 —1/2 1/2
K602 = — (M@ = a2 x5@),

viszont antiszimmetrikus.

[A (42) sajdtérték egyenletek felhaszndldsdval meggyézédhetiink arrdl, hogy a fenti kétrészecske
spinfiiggvények valéban sajatfiiggvényei az S, = S, (1) + S.(2), ill. az S% = (S(1) + S(2))? kétrészecske

spinoperatoroknak.]

A kisérletek  (pl.  Stern-Gerlach  kisérlet) tanubizonysdga szerint a  He-atom  teljes
palyaimpulzusmomentuma (¢) és teljes spinje (¢s) zérus. Igy a teljes U(1,2) kételektron hullamfiggvény

is antiszimmetrikus.



Pauli volt az, aki elsOként felismerte és megfogalmazta azt, hogy az elébbi eredmény altalanosan igaz:
A természetben csak antiszimmetrikus elektrondllapotok valdsulnak meg (Pauli-elv).

[Kés6bbi tanulményainkban fogjuk ldtni, hogy bdrmely tipust feles spin{i azonos részecskékbél
allé kvantummechanikai rendszer antiszimmetrikus hullamfiiggvénnyel rendelkezik; ezek a fermionok,
amelyek a Fermi-Dirac statisztikdt elégitik ki (elektron, pozitron, nukleon, stb.). A Bose-Einstein
statisztikdnak engedelmeskedd egész spinli (azonos) részecskékbél &ll6 rendszer hulldmfiiggvénye két

részecske felcserélésével szemben pedig szimmetrikus. Ezek a bozonok (foton, pion, stb).]
A Pauli-elvnek van egy masik, szemléletes megfogalmazasa is:

Atomon, vagy molekuldn belil két elektron sohasem fordulhat elé azonos dllapotban (Pauli-féle kizardsi

elv).

E megfogalmazds érvényességét, amely atommagokon beliilli nukleonokra is vonatkoztathatd, a

kovetkezOképpen lathatjuk be.

Jeloljiik "a” —val egy elektron atomon beliili 6sszes kvantumszamét: a = {nq, o, me, , Sa, Ms, - Ekkor a
(spint is tartalmazd) 1, (i) és ¥u(k) (i,k = 1,2) egyelektron fiiggvényekbdl felépithetd legdltaldnosabb

kételektron fliggvény a kovetkezo:

\II(L 2) = Caawa(l)wa(2) + Cabwa(l)wb(Q) + Cbawb(l)wa(2) + Cbbwb(l)wb(2)a

ahol az egyltthaték az illeté allapot eléfordulédsi valészintiségével kapcsolatosak. A fenti allapot akkor
lesz antiszimmetrikus, azaz U(1,2) = —¥(2,1), ha az egyttthatokat a kovetkez6képpen vilasztjuk meg:
Caa = Cob =0, cCap = —Cpo = €. Az antiszimmetricitas kovetelményének kielégitése tehdat megkoveteli a

|caa|? = |con|? = 0 valdszintiségek eltiinését, amely éppen a Pauli-féle kizardsi elv fennallasat jelenti.
A kapott hullamfiiggvény determindns forméban is felirhatd, mivel

Yal(l) (1) ‘

U(1,2) = ¢ [¥a(1)s(2) — o (1)6a(2) | = ¢ Ya(2) ¥s(2)

(A ¢ konstanst a normaldsi feltételbél lehet meghatdrozni.)

Eredményiinket dltaldnosithatjuk N elektron esetére is. Altaldban egy N elektronbdl (vagy nukleonbdl)
allo rendszer leirasara j6 kozelitést szolgaltat az az N —részecske determindns, az un. Slater-determindns
hulldmfliggvény, amely a spint is tartalmazé egyelektron (egynukleon) hulldmfiiggvényekbél az tn.

spinpalydkbdl épul fel:

<=

—_
—
—_
~—

(V]
—~
—_
——
<

2
—~
—_
——

W(L,2,.. N)=c| . T (46)

Bi(N) a(N) - ()

Ez a felirasi mod a szimmetria kovetelménynek egzaktul eleget tesz, viszont a Schrodinger egyenletet
csak kozelitoleg elégiti ki:

amint azt a késObbiekben fogjuk latni.

5.2. PERIODUSOS RENDSZER. ATOMOK



Az eddigiek elegenddk ahhoz, hogy a kvantummechanika alapjan kvalitative értelmezziik a periddusos

rendszert, amely a fizikdnak és kémidnak sokaig rejtélyét képezte.

Tekintsiink egy Z—rendszamu atomot, amely Z
szdmu elektront tartalmaz (24. &bra). Az atom -e -e
Hamilton operéatora

z z e S
Hy(1,2,..2) =S H(i) + 3 V(i) Qﬁ\ -
i=1 i£j O‘V?e

alakban frhaté fel, ahol ™= Y
. e2 24. abra. Atomi koordi-
V(i,j) =k——— natak.
ri — ;]
két elektron (taszité) Coulomb kdlcsonhatdsat jelenti, mig
h? Ze? h? Ze)?
0 LAty N ) N L0
2m; T 2my; T
az i—edik elektron kinetikus energiajat, valamint
a Ze toltésii maggal valé (vonzd) Coulomb 0
kolesonhatdsdt (kK = 1/4mweg). Elhanyagolva a < o
. R (o o b4 - .
V(i,j) elektronkolesonhatési tagot, felirhatjuk a & :‘ % e
Z rendszdmu atom Ez (kozelit6) kotési energia 3 9 JL"JV\ X
8 o P
képletét: ‘g T e g Rb - o & n
1 Z % 0 2 3w w0 30 80 70 e0 z
~ 72 il
Bz~ Z7Er Z n2’ "25. &bra. Atomi jonizaci-
i=1 " és energiak viltozdsa a Z

rendszam fiiggvényében.
Amennyiben nem miikédne a Pauli-elv, és

minden elektron az n; = 1—es (alap)éllapotot foglalhatna el, akkor a képlet a kotési energidra monoton
véaltozast jésolna Z—ben, ellentétben a tapasztalt periddikus véltozdssal (25. dbra). Az atomok fizikai
és kémiai tulajdonsagai, igy a kotési energidk is, peridédikusan valtoznak a Z rendszam fliggvényében.

A periédusokat lezaré elem jele, a Z rendszam és a AZ a kovetkezé tablazatban talalhato:

elem He Ne Ar Kr X Rn

Z 2 10 18 36 54 86
AZ 8 8 18 18 32

1. Tablazat
A téblazatban el6forduld egész szamok a Pauli-elvvel magyardzhatok: az elektronallapotokat jellemzd
n, £, mg, ms kvantumszam-négyesnek mindegyik elektronra kiilonboznie kell, ezért egy alhéjban csak
2-(20+1) elektron tartézkodhat. Azaz egy f6héj elektronjainak a szdma a kovetkezd képlettel szamithatd
ki:

n— n—

1 n—1 1 (nfl)n
d2-20+1)=2 lQZEJer] 2{2T+n] = 2n2.

=0 =0 £=0



Tablazatos formaban:

f6héf K L M N alhéj s p d f

n 1 2 3 4 14 0O 1 2 3

2n? 2 8 18 32 2-(2¢+1) 2 6 10 14

2. Téablazat
Az 1. és 2. téblazatban el6fordulé szdmok hasonlésdga szembeszokd, és reményt nyujt arra nézve,
hogy egyediil a Pauli-elv alkalmazasaval megérthetjiik a periédusos rendszerben kifejez6d6 fizikai és
kémiai szabalyossagokat. Ehhez azonban még egy fizikai megjegyzést kell tenniink. A magasabb
héjakban csoportosuld, valamint a magasabb impulzusmomentummal rendelkez6 elektronok a magtdl
tavolabbra helyezkednek el, mint az alacsonyabb héjban levé tarsaik. Ennek kovetkeztében szamukra
az effektiv magtoltés kisebb, le van arnyékolva a belsé palyan mozgd tarsaik &ltal. fgy az egyes
elektronok valdjaban egy V(r) = —Ze2/r + zn0(r)e?/r potencidltérben mozognak, ahol a z(r)
arnyékolo fiiggvény allapotfiiggé. Mindez azt eredményezi, hogy az elektronok energidja kismértékben

az { mellékkvantumszamtdl is fiigg.

Ezek utédn a periddusos rendszert a kovetkezdképpen irhatjuk le. [Hasznéljuk a 3. Tabldzatot, ahol az
egyes nivékon (héjakon) elhelyezkedd elektronokat sematikusan T, ill. | jeloli a kétféle spinbedlldsnak
megfelelden, valamint alkalmaztuk az (nl)* jelolést is, ahol x = az elektronszamot jelenti. Vegyiik

igénybe a 4. Tabldzat informécidit is.)



Els6 periédus: n =1, £ = 0. Az (1s) héjban minddssze 2 - 12 = 2 elektron lehet. A H-atom esetén

megkezdddik, és a He-atommal mar le is zarédik az n = 1—es f6hé;j.

Madsodik periédus: n =2, ¢=0,1. Az n = 2—es féhéjban 2 - 22 = 8 elektron foglalhat helyet. A héj
betoltédése az energetikailag kedvez6bb helyzetet jelentd (2s) alhéj betoltédésével kezdddik (Li-atom).
A Be-atommal befejez8dik a (2s) alhéj feltoltédése, igy a B-atommal megkezddik a kovetkezd alhéj, a
(2p) felépiilése (B, C, N, O). Az alhéjba tartozé elektronok szdma a F-atom esetén 6t, mig a maximélis

betoltottség — 6 elektron a (2p) héjon — a neon (Ne) esetén valosul meg.

Harmadik periodus: n =3, ¢ = 0,1. Ebben a periédusban ugyanigy 8 elem foglal helyet mint az
el6z6ben, mivel csak az s és p alhéj toltédik be. A periédus Na-mal kezdddik, Mg-mal folytatodik,
ahol a 3s alhéj telittetté valik. Ezutdn a 3p alhéj feltoltédésével folytatédik a periddus (Al, Si, P, S),
amelynek utolsé el6tti eleme a halogének csoportjaba tartozé klér (Cl), mig az utolsé a nemesgdz argon

(Ar).

Negyedik periodus: n =4, =0; n =3, {=2. Ebben a periédusban el6bb az energetikailag kedvez6bb
4s héj toltédik be: K, Ca. Ezutdn folytatédik a még iires (3d) alhéj feltolt6dése a szkandiummal (Sc);
az alhéj fokozatos betoltédése olyan fontos fémeket ad, mint a Ti, V, Cr, Mn, Fe, Co, Ni, Cu, Zn.

Ezutén a 4p héj kovetkezik. A periddus utolsé el6tti eleme a halogén Br, az utolsé a nemesgédz Kr.

Hasonlé médon épiil {6l az 5. periddus, amelyben el6szor az (5s) héj toltédik be (Rb, Sr), majd
folytatédik a (4d) héj feltoltédése (Y, Zr, Nb, Mo, T¢, Ru, Rh), amely a Pd-mal zdrédik. Ez utébbi
elem mégsem nemesgdz, mivel a (4d) héj a kozelfekvo (5s) szint miatt nem stabilis, méas elektronokkal
valé kolesonhatdsa révén konnyen dtrendezddik (1d. 4. Tébldzat). A periédus utolsé el6tti eleme a jod
(J, vagy I), amelyben egy elektron hidnyzik ahhoz, hogy az (5p) héj teljesen betoltédjon. A betoltédés

a nemesgdz xenonnal (Xe) valésul meg.

A 6. periddusban a (6s), (5d), valamint a (6p) héjak toltédnek fel, kezdve az alkdli fém tipusi
céziummal (Cs), folytatédva a foldfémekhez tartozé bariummal (Ba), utolsé elétti elemként az
antimonnal (At), végén pedig a nemesgdz tipusi emandciéval (Em), vagy mésnéven radonnal (Rn).
Az (5f) és (bg) pdlydk tiresen maradnak a magas impulzusmomentumhoz tartozé szintek magas

energiasziikséglete miatt.

A 7. periddus Gsszes elemét nem ismerjiik, mivel az idetartozé elemek atommagjai nagy toltésiik miatt
instabilak. Mindenesetre a (7s) héj toltédik fel az els6 oszlopba tartozé franciummal (Fr), és a mdsodik
oszlopba tartozé radiummal (Ra). Ezutdn az (5f) héj feltoltédése indul be: Ac, Th, Pa, U, Np, Pu,
Am, stb.

Marmost konnyen megérthetjiik a periédusos rendszer bizonyos jellegzetességeit. A nemesgdzok lezdrt
elektronkonfigurdciéval rendelkeznek, ezért nem mutatnak vegyiilésre hajlandésiagot, még énmagukkal

sem. A nemesgazok (He, Ne, Ar, Kr, X) atomos dllapotban vannak.



n=1,/(=0 1 Tl

P (1s) (1s)?

2 H He
n=2(=0,1 1 Tl T N R AN TLTITLTL
n=1/=0 1| Tl T e 1l Tl

s @) @52 @G0 ... R  (29°2p)°
2 (1)? (1)? (1)? (1)? (1)?

10 Li Be B .. F Ne
n=3,(=0,1 1 Tl e N R AN TLTITIT
n=2/(=0,1 TITITITL  TLTITITL - N FANA AN TLTITIT
n=1,=0 1| 11 1l 10

8 (3s) (35) (35)°(3p)°  (35)*(3p)°
10 1)*2)*  (1)*@)° ... L (1228 (1)*(2)®
18 Na Mg .. ...l Ar
n=4/(=0,1 1 11 o e T TLTITITL
n=3,0=2 T S A A A AR A R AR A

n=3,(=0,1 TITITITL  TITLTITL TUTTiTd oo TLTTLT T
n=2,6=0,1 TITITITL  TITLTITL TUTTiTd oo 1Lt T

n=1,=0 1| 11 o1l 11
8 (4s)! (4s)>  (48)° o (4s)?(4p)° (4s)*(4p)°
8+10 (3)° (3)° (3)°(3d)! (3)'° (3)'°
10 122 (D*©2)° 1)?*(2)° (1)%(2)® (1)%(2)®
36 K Ca Sc ... Br Kr

alkali fémek foldfémek ... ... halogének  nemesgdzok

3. Téblazat

Az els6 oszlopba tartozé alkdli fémeknek {nemesgdz + kiilsé elektron} szerkezete van. Ezért érthetd,
hogy heves reakcidkra képes az utolsé el6tti oszlopban allé halogénekkel, amelyeknek viszont eggyel

kevesebb elektronjuk van a nemesgéz konfigurdciéhoz képest. (Sék képzddnek.)

Az alkali fémek neviiket annak koszonhetik, hogy konnyen leadhaté kiils¢ elektronnal rendelkeznek.
Mint kés6bbi tanulmanyainkban latni fogjuk, a fémes jelleggel azok az elemek rendelkeznek, amelyek
le tudnak adni egy vagy két elektront a vezetési sdvba. A masodik oszlopba tartozé kétvegyértékii

foldfémek mar két elektronjuk révén tudnak vegyiiletet képezni.



Az egyvegyértékii halogének egy elektron felvételével az energetikailag kedvez6bb nemesgdz konfiguracid
kialakitasara torekednek. Az elektronfelvétel nemfémes jelleget kolcsonoz ezen utolsé elétti oszlopba

tartozé elemeknek (a halogének gdz-, ill folyadék dllapotban fordulnak eld).

Ezek utdn konnyen megérthetjiik a kvantummechanikai tanulmanyunkban eddig el6fordult nevezetes

elemek tulajdonsagait, amelyeket elektronszerkezetiik hatdroz meg.

Az Einstein-de Haas kisérletben megismert vasatom (Fe) elektronszerkezete:

!45}2
(35)%(3p)8(3d)°
!15}2

Pontos kvantummechanikai szamitasok megmutattak, hogy a nem lezart 3d palyan levo hat elektron
TIT17T—ként helyezkedik el, s ebbdl kovetkezik a teljes spin £ = 1—es értéke, amely a vas

mégnesezhetSségét lehetvé teszi (v6. Hund-szabély).

Mésik példa a Stern-Gerlach kisérletben eléforduld eziist (Ag-) atom elektronszerkezete, amely a

kovetkezoképpen irhato fel:
(1)%(2)%(3)"%(45)(4p)° (4d)* (55) .

A teljes pélyaimpulzusmomentum zérus, a teljes spin viszont ¢, = 1/2; amelynek értékét a legkiilss

palyan levé egyetlen elektron hatarozza meg.

Az a tény, hogy rendszamban egymashoz kozel all6 elemek teljesen eltéro fizikai és kémiai tulajdonsagot
mutatnak, mig egymdéstdl nagyon kiilonb6z6 rendszamu elemek hasonlé fizikai és kémiai tulajdonsaggal
rendelkeznek, a fizikdnak és kémidnak sokdig megoldatlan rejtélye volt. A periédusos rendszer (Id. 4.
Tébldzat) értelmezését méltan tarthatjuk a kvantummechanika egyik diadalaként szdmon. A rendezéelv,
mint lattuk a Pauli-elv volt, amely az azonossag elvébdl fakadt. Ezért kimondhatjuk, hogy a részecskék
megkiilonboztethetetlensége nem tudasunk hidnyos voltat tiikrozi, hanem a természet egyik torvényét
fejezi ki. A Pauli-elvnek nagy szerepe van a kémiai kotés, a telitettség, valamint a vegyértékek

létrejottében, ill. magyarazataban.
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4. Tablazat. Az elemek periédusos rendszere
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5.3. KETTEST
PROBLEMA. DEUTERIUM. IDOTOL FUGGETLEN PERTURBACIOSZAMITAS. A
HELIUMATOM

5.8.1. A hidrogénatom mint kéttest probléma. A deutérium.

Az eléz6 fejezetben targyalt H-atom probléma megoldasanal kismértékii hibdt kovettiink el: a proton
tomegét végtelennek vettiik azaltal, hogy az elektron mozgasat leiré koordindta rendszer kozéppontjat
hozz4 rogzitettiik. Valéjaban a proton véges tomegt, igy az elektron kismértékben befolydsolja mozgasat
az elektromos kolesonhatas révén. A koordindta rendszert a kézos tomegkdzépponthoz kell régzitentink,
vagy egy inerciarendszer egy fix pontjdhoz. A 26. dbra ez utdbbi esetet mutatja be egy &altaldnos,

mq, meo tomegil kétrészecske problémaéra.

Definidljuk a tomegkozépponti és  relativ

helyvektort:

&

miry + maors &
== 3 r=rTr; —To el
mi + ms r
Iy
valamint a teljes és redukalt tomeget: v &g My
mi1ms m, .
M=mj+me, p=—"-—". A
mi + ma

A Kkétrészecske rendszer teljes Hamiltonija ezek
utan igy irhato: Origé

26. dbra. A kétrészecske
probléma koordinatai.

K2 K2
Hiot =T1 +To+ Vio = 72—7’711Ar1 —= 2—m2Ar2 + Via(r)
K2 K2
= Tcm(R) —+ Hrel(r) = fmAR — ZAF + ‘/12(1')

Tem csak R-t0l fiigg és a tomegkozéppont transzlacidjat irja le; ez az operator a kétrészecske kotési
energidgjahoz nem ad jarulékot. Két részecskébol allé rendszer belsé allapotat s igy a kialakuld
energianivékat H,. szabja meg. Specializdlva H-atomra (mi = my,mo = me,Via = —ke?/r), a

proton visszalokddésére is figyelemmel levo
h? e?
(_Q_Ar - k'_) wnlm = Enwnlm
I r

hidrogénatom Schrodinger egyenlet a korabban targyalttdl minddssze abban tér el, hogy az me
elektrontomeg helyett az ettol csak kismértékben kiillénb6zé

MpMie _ Me _ Me _ Me
mp+me 1+ 14 g 1,000

/’l’:

redukélt tomeg all. Igy az energiasajatértékek E, = Ei1/n?, n =1,2, .. képletében E; kifejezése is
By = —pe*k?/2h?—re médosul. 1932-ben Urey a H-atom Balmer-sorozatédnak tanulményozdsa kozben
észrevette, hogy a vonalaknak gyenge kiséroik vannak; a gyenge és er6s vonalak frekvencidinak ardnyéra

a
Me

Voyenge _ 1,00025 1+ 3
Verss  1,0005 1+

me
mp
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Osszefiiggést kapta. Ebbol arra koévetkeztetett, hogy a H-gazban csekély mennyiségben eléfordul olyan

H-atom is, amelynek magja dupla tomeggel rendelkezik. Urey igy fedezte fel a deutériumot.

5.3.2. AZ IDOTOL FUGGETLEN (SCHRODINGER-FELE) PERTURBACIOSZAMI-
TAS

A kozelitd modszerek koziil kiemelkedGen fontos a perturbécidszamitas. Alkalmazdsdra akkor van

lehet6ség, amikor a H Hamilton operator két részre bonthato,
H=Hy+YV,
egy Un. nemperturbalt részre, amelynek megoldasa ismert:
(Ho - B =0, k=12,
valamint egy V perturbdciéra, amelynek hatdsa “gyenge”. Amennyiben a perturbacié id6tél fiigg, az
id6tol fliggd (dn. Dirac-féle) perturbécidszamitasrdl beszélink (I1d. 7. fejezet).

Ebben az alfejezetben olyan perturbéacidkkal foglalkozunk, amelyek nem fiiggenek az id6tél. Ezt a fajta
kozelité szamitast elsé kidolgozoéjardl Schrodinger-féle perturbaciészamitasnak nevezziik. Két esetet

kiillonboztetiink meg aszerint, hogy a perturbalatlan probléma elfajult, vagy nem elfajult.
A) A perturbdlatian probléma nem elfajult.

Célunk a teljes Schrodinger egyenlet
(H — Ep)Yr, =0, k=12, ..,

megoldasanak el6allitdsa a nemperturbalt w}(go) megolddsok teljes rendszere szerint. (Végig feltessziik,
hogy ez a rendszer diszkrét, j6llehet folytonos spektrum esetére is érvényesek a megdllapitdsok.) Ennek
érdekében bevezetiink egy 0 < A < 1 valds paramétert s az eredeti probléma helyett a H(\) = Hy + AV
médositott probléma

(Ho + AV — Ep(\)Yi(N) =0, k=1,2,..

megoldasat tekintjiik.

A Schrodinger-féle perturbédcidszamités alapfeltevése az, hogy az Ej(\) energia és a ¢r(\) megoldds

analitikus fliggvénye a A\ (csatoldsi) dllanddénak és igy ezek hatvdnysorba fejtheték A szerint:
Ey(\) = B + 2B + N2EP) 1.

) = o + e 2 4

(A = 0 esetén nyilvan a nemperturbdlt megolddsokat kapjuk, A = 1 esetén pedig a keresett probléma
megolddsait, amelyek a perturbdcié “gyengesége” folytdn konvergensek.) Helyettesitsiik be ezt a

sorfejtést a fenti Schrodinger egyenletbel!

[Ho — B + MV — E) = 22BP — BEP — -l + ) + X202 -] =0,
k=12,

Tetsz6leges A—ra az egyenlet akkor elégithetd ki, ha A minden hatvanyanak egytitthatdja zérus:

12



X (Ho—EM® =0, k=12, (47a)
A (Hy— EpV + (v —EM)wY =0, k=12, (47b)
N (Ho— EOWY + (V- EMw) - EPy” =0, k=12, (47c)
X (Ho— E® + (v — EWyp® — E@y _ g0 g =12 (47d)
Az (Hy— EO)l™ + (v — EMyp ) — g2 L g0 —

k=1,2,---  (47Te)

Ezek azok az egyenletek, amelyek kiilonb6zé rendben szukcesszive meghatarozzak az energiat, ill.
a hullamfiggvényt. A nulladik rend, (47a) egyenlet, példdul azonosan megegyezik a nemperturbalt
problémaéval, amelyet ismeriink. A (47b) egyenletbél az elsérendii korrekciét kapjuk és igy tovabb.
Ahhoz, hogy a megolddsokhoz 1épésrol-1épésre eljussunk, ki kell haszndlni azt a tényt, hogy a

nemperturbdlt megoldasok, valamint a teljes megolddsok (orto)normaéltak:
<¢1(90)|¢1(0)> :6k‘la kal: 1725"'

<wk|wk>:1 k:1a27

Mérmost ahhoz, hogy a {i¢ — w,(co), mikozben A — 0} kovetelmény teljesiiljon, a ‘keresztnormat’ a
kovetkezoképpen definialjuk:
<¢1§0)|¢k>=1 k=1,2---.

Ebbél viszont azonnal kovetkezik, hogy a kiilonb6zé rendii megolddsok a nemperturbéalt megoldasra

ortogondlisak (6sszhangban azzal, hogy a kiilonb6zé A hatvanyok egyiitthatéinak el kell tiinnie):

(o) =0, i=12 k=12

Ezek kihaszndldsdval kaphatjuk meg a kiilonboz6 korrekcidkat. Pl. az elsérendiit ugy, hogy (47b)-t

balrél beszorozzuk w,(co)*—gal és integraljuk a valtozok szerint. Az igy nyert

(1o — B + (o1(v - B ) =,

egyenletbdl az elsd tag eltlinése miatt (Hy hermitikus!) az elsérendii energiakorrekcié képlete:
1 0 0
B — (s,

Maésrészt j # k esetén a ¢§0)*—ga1 képezett matrixelem Gsszefliggésbol:
0 0)\ (1 0 1)y, (0 .
(601(Ho = BV ) + (1v = B ) =0, (£ k)
azaz az
0 0 0 0 0 .
(B — B (wilof) + (w0 =0, (£ k)
egyenletbdl a nullad- és elsérendi megoldasok atfedésére kapjuk:

(e v

(1) 7< 0),,(D\ _
e = (") = ,
Jk J k E]io) B EJ(O)
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Ezek az atfedési (ill. kifejtési egytitthatok) felhasznialhaték a hulldmfiiggvény elsérenddi korrekcidjanak

meghatarozasara. Ez utébbi ui. kifejthetd a w§0)7k teljes rendszere szerint:

l(cl) = Z ¢(0 = kk Z ¢§0)-
J

Jj#k
Az ismeretlen c( ) egytitthatot w normaltsaga rogziti.

A hullamfiggvény elsd rendig korrekt kifejezése tehat (A = 1):

{vel)
be =0+ = kg’ + 3 vl

(o
7 EY - Ef

Az energia elsérendig korrekt kifejezése pedig:

By =B + B = B + (v vy?).

14
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B) A perturbdlatlan probléma elfajult

Abban az esetben, ha a perturbdlatlan probléma k—adik szintje p—szeresen elfajult azaz
(HofE]iO)) ]i?l):(), k:1,27~..7 05:172;"’]7,

az el6z6 meggondoldsok kismértékl valtoztatassal érvényben maradnak. Az eredeti probléma helyett
most is a H(\) = Hy + AV mdédositott problémét oldjuk meg,

(Ho + AV = Epa(\)Yra (M) =0,  k=1,2,---, a=1,2,-p.

(A = 0 esetén nyilvdn a p—szeresen elfajult nemperturbédlt megolddsokat kapjuk, A = 1 esetén pedig,

mint 14tni fogjuk, a keresett probléma mar nem elfajult megoldésait.)

Az Ei(N\) energidt és a 1o (A) megolddst (a perturbacié gyengesége folytan konvergens) hatvénysorba

fejtjiik a A csatolési allandé szerint:
Era(\) = B + ABL) + N EZ) +
Pra(N) = ) + M) + X292 +
Ezt a sorfejtést a megoldandé Schrédinger egyenletbe helyettesitve a
[Ho— B + AV = EL)) = NEZ - NED — ) + xpll) + 2202 -] =0,
k=12, a=1,2-p
Osszefiiggést kapjuk. A 7\ minden hatvdnydnak egyiitthatdja zérus” feltételbdl nyerjiik:
X (Ho—EMw® =0,  k=1,2,---, a=1,2---,p, (49a)
Ay (Ho— B+ (v —EDw® —0, k=12, a=1,2---,p (49b)

0 2 1 2 0
A2 (Hy - EWE) + (v - Bl — EDy =,

k=1,2,--, a=1,2---,p  (49¢c)
: 0 3 1 2 2 1 3 0
N (Hy— EOY® 4 (v - ED® — ERyD _ E@y® _ g

k=1,2,---, a=1,2---,p  (49d)
P (H E(O)) (")_i_(v_El(CL)) li’;*l) E(Q) (" 2) E(") (0) 0

k=1,2,---, a=1,2---.p (49e)

A nulladik rend itt is azonosan megegyezik a nemperturbalt problémaval.

A (49b) egyenletb8l az elsérendii korrekciét tigy kapjuk, hogy balrél beszorozzuk wl(c(g,*—gal és
integraljuk a véaltozdk szerint. A kapott egyenlet

<wl(coa)/|( E(O)) (1)>+<1/)1(;21|( El(ciz)) (?x)>:07 k:]-an"'a 04;04/:1,2,"',17

els6 tagja eltiinik Hy hermitikussidga miatt, a masodik tag pedig a kovetkez6 Osszefliggést szolgdltatja

az els6rendii energiakorrekcié meghatarozasara:

El(c}x)(saa’ :<1/)1(;2f|v¢(0)>7 k:]-an"' ) Oz,O/:].,2,~~' , D-



Ez a = o esetén akkor hatdrozza meg az energiakorrekciét, ha a # o' esetén egyben <¢1(90a)' |Vw,($ =0

is teljesiil. Azaz, ha a V perturbacié matrixelemei diagondlisak a perturbédlatlan probléma w,i(;)

(k =fix, a=1,2,---,p) sajatfiiggvényeinek alterében.

Ez altalaban nem szokott teljesiilni a rendelkezésre all6 perturbalatlan megolddsok esetén, viszont egy
uniter transzformaciéval mindig talalhaté egy olyan bézis, amelyben V' diagonalis. Jeloljiik ezt a béazist
feliilvonéssal, azaz
P
—(0) 0
ka — Zaaa/w]ia)/a a:1a27"'ap
a’'=1

mar az a transzformalt bazis, amelyre egyrészt kikotjiikk az ortonormalitédst:

(0),=-(0) Zp (0) 1,,(0)
- - * 0 0
Vool = <wka |wka/> = Ao Qo ! < ka!! |wka’”>
al ol =1
p p
= E aza//aa/a” = E a/j;anagua/,
a’’=1 a’’=1

(amely eredmény métrix alakban felirt form&jabol latszik legkonnyebben, hogy az a matrix uniter:

I=a*a’” — a*=(a’)"!: unitaritdsi feltétel), mdsrészt megkoveteljiik, hogy a potencidl-matrix
diagonalis legyen:
) —©0),,,—(0) - ©) 11,.,(0)
Eka 5040/ = < ka|V1/},m/> = Z aza//aa/a”’ <1/Jka//|V1/)kam>
ool =1
P
= Z azauvka”,ka’”ag/ua/,
ol =1

ahol bevezettik a
Vi ko = (0 V5, )

jelolést a potencidl-matrixra. Matrix alakba frva (és elhagyva a k dllapotindexet) kapjuk az
attekinthetobb

EM = a*Va”
Ty~

egyenletet, amely az a* = (a®)~! uniter-feltétel kihasznaldsaval

aTEM = vaT

formdba irhatd, azaz (tovdbbra is elhagyva a fix k indexet, és emlékezve arra, hogy EM diagondlis) a

p
Z Vaa'aa”a' - E(gln)a/a”a = 07 Q, Oé” = 17 2) L P (503')
a’'=1

homogén linedris egyenlet rendszert kaptuk az ismeretlen a, egyitthaté-matrix meghatarozasara.

Ennek trividlistol kiilonb6z6 megoldésa akkor van, ha a

V11*E<(11) Vig . Vip
Vs Voo — B L. Vs
D= . = , P20, a=1,2-,p (k=fix (50D)
Vi Vo . Vo —ES
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un. szekuldris determindns eltlinik. Ez a feltétel elegend6 a p—szdmid (nem feltétlen kiillénbozd) E,(;l)
energiakorrekcié meghatarozasara, amely révén a teljes energia elsérendig korrekt értéke

Epo = B + B a=1,2--p. (50¢)

ko

A hulldmfiiggvény elsérendi korrekcidjat az uniter transzformécionak aldvetett, teljes rendszert képezd

nemperturbalt probléma sajatfiiggvényei szerinti kifejtéssel

lila) C;Bja’aég)/’ k:172""ﬂ 0‘:1;27"';17

ja!

hatarozhatjuk meg a fentebb vazolt médon. E kifejtést behelyettesitve a Egg*lal felirt (49b)-be, majd
(1)

balrél wl(g?,* —gal (I # k) beszorozva és integrélva a véltozdkra, az ismeretlen ¢, o

(vl
CE@B jo! = (0) ) (k 7é .7)
’ EY - B

egylutthatokra a

képletet nyerjiik, amely révén a hullamfiiggvény elsérendig korrekt alakja a kovetkezd:

—(0) (1) < | %(g > —(0)
Vo = Bpr + 0 = (L), T + 3 Z ) Ve (50d)
j#k o

Itt c,(;);,m a normalasbol hatdrozhaté meg.

Az elsérendii korrekcidk gyakran elegendé felvildgositassal szolgdlnak a perturbécié okozta effektusokrol.
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5.3.3. A HELIUMATOM.

Az 5.1. fejezetben a Pauli-elv kapcsan az

/ s s/
elektronkolcsonhatas figyelembevétele nélkiil tér- s i z ufv A TR
gyaltuk a He-atom alapallapotat. Ebben az al- o 0

y; RS £
I )) e Ionozdacids energig

fejezetben az elektronkolcsonhatast a pertur- TRt .
baciészamitas elsé rendjében fogjuk figyelembe
venni az energiameghatarozas céljabol, valamint (n“",:)z) Bl
felirjuk a teljes nulladrendid hullamfiggvényt.
27. dabra. A He-atom

Mindenekelott azonban egy pillantast vetiink a spektruma az elektron-

1oz P . P kolcsonhatds  kikapesold-
27. 4brara, ahol az elektronkolcsonhatas nélkiili sakor.

”?He-atom” spektruma lathaté.

Az (1,1) dllapot a (térben szimmetrikus) alapallapot. Ez 4-szeres hidrogénatom alapéllapoti energidval
rendelkezik, amennyiben az energiaskdla zérus pontjit az (1,00) elsd ionizécids kiiszobnél vessziik
fel. Els6 ionizacids kiiszobnek hivjuk azt az energiat, amelynél az egyik elektron kiszabadul a kotott
allapotbdl s atkeriil szérasi dllapotba. Ettél kezdve az atom energidja folytonos, és ebbe a folytonos
spektrumrészbe dgyazodnak be a masik, még kotott allapotban levd elektron diszkrét nivoi. Ezekrol a

kontinuumbeli kotott dllapotokrdl elektron—Het-ion széras kisérletekbél szerezhetiink tudomaést.

Jéllehet a spektrum f6bb jellegzetességeit ez az egyszeriisitett modell visszaadja, a valédi energiaséma

az elektronkolcsonhatas miatt moédosul. frjuk fel a He-atom energiaoperatorat a
Hyo=Ho+V

forméban (1d. 5.1. fejezet, (45a—c) egyenletek, és 23. &bra), ahol a ”perturbdlatlan” operator, amelynek
sajatérték problémaéja ismeretes,
Hy=H(1)+ H(2)

alakban irhato, ahol

2 2
H(Z):f;i Arifk@a =1,2,
m; T

a perturbaciét okozoé operator pedig az elektronok taszité kolcsonhatasabol adédik:
e
V:k—’ (’]”:|I‘1*I‘2|, k:1/4ﬂ-€0)-
r

A Hy perturbédlatlan probléma a kicserélédés kovetkeztében kétszeresen elfajult (p = 2). Ez azt jelenti,
hogy a (Hp — E,go)) ,(;;) = 0 sajdtérték egyenlet két (o = 1,2 = p) linedrisan fiiggetlen megolddssal
rendelkezik, amelyek mindegyikéhez ugyanaz az El(co) nemperturbalt energia tartozik. A nemperturbdlt
megolddsok ¢, (i) hidrogénszerii fiiggvények szorzatdbdl épithetd fel, és mind 1/),201)(1, 2) = pa(1)wp(2),
mind w,(g)(lﬂ) = ©a(2)pp(1) megoldds, ugyanazon E,io) = E, + By = 4E1(1/n% + 1/n?) sajatértékkel

(Ey =—13,6 eV). A perturbdlatlan probléma altaldnos megolddsa ezek linedrkombindciéibél fog &llni:
—(0)
wka (172) = aalwl(g(i)(LQ)+aa2wl(gg)(172)a a = 1527

ahol a normalizdcids feltétel miatt az egyiitthatokra fennall az

ailJraiQ:l, a=1,2

megszoritas.
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Az elektronkolcsonhatés energiat modosité hatasat elsérendii perturbédciészamitassal vessziik figyelembe,
amelynek egyenletei (V;; = <1/),(£)|V1/}(0)> 1,7 =1,2)

ao1(Vi1 — E&D) + an2Vi2 =0,

aal‘/21 + aaQ(‘/Q2 - ES)) = 07

(50b) alapjén meghatdrozzdk mind az ismeretlen an1, ane egylitthatékat, mind az elsérendii
energiakorrekciét: E(l) E,Sl) ~ Fro — E}go) =Fio—FE,— Ep (e =1,2; Egq pedig a k—ik llapot
egzakt energidjat jelenti). A fenti homogén linedris algebrai egyenletrendszer trividlistél kiilonbozé

megoldasait akkor kapjuk meg, ha a

Vit — E Via
D= , a=1,2
Var Var — ESY
szekuldris determinéns eltiinik.
Eszrevéve, hogy
Vi1 = Vg = C = ke? /Wa r1)*len(r2)? dridry =~ 34eV
r1 — 2

az elektronok toltéseloszlasabdl szarmazd Coulomb-kolesonhatasi energia, valamint a

Vig=Va =K = k;e2/ “"a(rl)‘pbgl)@i("”)% (r2)dr1dr2 >0
1 — 12

matrixelemek a klasszikus analdgiaval nem rendelkezd Un. kicserélddési kolcsonhatas kovetkeztében
jonnek 1étre, D = 0—bdl kovetkezik (C — ESV)? = K2, azaz

1 1

E; ag1 = —022 = \/5

Azt kaptuk, hogy a V perturbécié a K kicserélédési kolcsonhatds révén feloldotta a Pauli elv okozta

E;il) E(l) CxK, — ap1=+an=

degeneraciot, s igy a k—ik allapot elsé rendig korrekt energidja két szintre, az
Em=E"+EY=E,+E,+C+K, (para) (51a)
Ep=E"+EY) =E,+E,+C—-K, (orto) (51b)

képlet szerint felhasadt. Az dllapotok ennek megfelelen szétvalnak egy szimmetrikus

T (1,2) = 002(1,2) = == (0a(De(2) + 95(1)¢a(2)),  (para, S=0, szinglett)

N

és egy antiszimmetrikus
—(0 1 .
T(1,2) = pus(1,2) = = (0a(D)p(2) — op(D)pa(2)).  (orto, S=1, triplett)

térszerli résszel rendelkezd részre. A Pauli-elv miatt az el6bbihez antiszimmetrikus (S = 0) spinfiiggvény,
az utébbihoz szimmetrikus (S = 1) kétrészecske spinfliggvény tdrsul. Mivel a (mégneses nyomatékuk
révén megvalésuld) spin-spin kolesonhatds két elektron kozott kicsi, dtmenet a szingulett (S = 0)
allapotbdl a triplett (S = 1) allapotba ritkdn valésul meg. Ezért kezdetben a héliumgazt két kiilonalld
komponensbol Osszetett gaznak gondoltak a spektroszképusok és orto-, ill. para-héliumnak nevezték el

ezt a két tipust (orto-hélium az (S = 1) spintriplett).
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A héliumatom teljes (nulladrendil) hulldmfliggvénye tehat a kovetkez6 analitikus forméban {rhaté fel:

52(1.2) = 2= (D) = @u(1)eu )

és

1/2 1/2
X172 (x15(2)
1/2 —1/2 —1/2 1/2
% lez(l)xl/g/ (2)+X1/2/ (1)X1§2(2))
—1/2 —1/2
X19 (x5 (2)

5 (1.2) = 5 (oD@ + o) o5 (MA@ —x O e)

Az, hogy az eredetileg elfajult energianivok
milyen irdanyba tolédnak el, természetesen C'
és K el6jelétél és nagysagatol figg. A C
Coulomb integral pozitiv, mivel az integrandusz
pozitiv. (Fizikailag is ezt véarjuk.) A K kicse-
rélédési integral nagysdga a @gpp egyrészecske
allapotok atfedésétdl fiigg: az (egyrészecske)
alapallapot (n, = 1) és egy magasan gerjesztett
(egyrészecske) allapot esetén (n, =nagy) nyilvin
kicsi lesz az (ng,ny,) kétrészecske szinthez tartozoé
K kicserélodési energia. Explicit szamolasok
megmutatjak, hogy az alcsonyan fekvo nivédkra
(ng,mp ~ 1,2,..) K is pozitiv, és valamivel kisebb
C—nél. A legmélyebben fekvs alapéllapot para-
hélium (1d. 28.a &bra, ahol a 25F1L; jelolés
alkalmazzuk a kételektron allapot jellemzésére;
S, L,J a megfelel6 S = s; + s, L =
I, +1,, J = L + S operatorokhoz tartozé
kvantumszdmok). (Orto alapéllapot nem valésul
meg a természetben, ld. 5.1. pont.) Az els§
gerjesztett F7 + Eo szint felhasad egy FE; +
Es +C + K para- és egy E1 + Fo + C — K
orto-hélium &allapotra. Ez utébbi metastabil
10%s élettartammal, mivel alapédllapotba vald
szabdlyok 4tal  (Id.
7. fejezet) elsé rendben tiltott. [Az elsd

dtmenete  kivalasztasi

gerjesztett para-nivé is metastabil 7 = 19.7 ms

élettartammal.

(52a)
(52b)
493 ms
[0y Py e
o, et i
(’l , ’: Sg-= —
1s2p ’:” o
Wh o cRe
1
Cx\(‘ »? SD et
-7 (0~
ATt
(1s)2 v
V=0 V#O

28/a. 4bra. He-atom ni-
vésémaja. A szintfelha-
sadas a Coulomb-taszitds
(és a spin-palya koleson-
hatés) kovetkezménye.

Parahelium Orthohélium
ySe P02 | S WO F
‘l lis] 4P} 4DF 4F sl 4PT tOT 4

Pt o i
s+
S+
2—
\

Ppd = =mm 5

-
AM¢ =

L5t mS
uv.

¥
sk = ~metastabil
40“5

15 9446 ev-ndl

28/b. ibra. He-atom nivésémdja. Parahéli-
um—ortohélium itmenet a 2P éllapoton ke-
resztiil torténhet. (A triplett 3P, 3D és 3F
allapotok tovabbi hirom szintre hasadnak a
spin-pélya kolcsonhatds miatt.)

Megjegyezziik még, hogy para-héliumbdl orto-héliumot elektronbombézassal lehet eldallitani. Az

adtmenet az (1s,2p) els6 gerjesztett &llapoton keresztill megy végbe (28.b dbra). Ez a folyamat az

atmoszféraban spontdn kovetkezik be. A gdzok orto-, ill.

lézereknél.

para-allapotainak fontos szerepiik van a



5.4. VARIACIOS ELV. RITZ ELJARAS. HARTREE-FOCK EGYENLETEK.
ONKONZISZTENS ELJARAS.

5.4.1. VARIACIOS ELV ES A SCHRODINGER EGYENLET . A RITZ-FELE
VARIA CIOS MODSZER.

Legyen v egy tetszbleges négyzetesen integralhato és korlatos fiiggvény, H pedig a rendszer Hamilton

operatora.

Allitds: Barmely olyan v allapotvektor, amelyre az

E[Y)] = WIHY) = stac

(¥l

funkciondl (H atlagértéke) staciondrius, kielégiti a
Hy=E¢)  (E=E[Y))
Schrédinger egyenletet.

Bizonyitds: * szerint varialva nyerjiik:

SYIHY) (1) — (WIHY) (6Pl

0= o=t .
(V1Y)

(ol - (ovligigte)
(Yl) -

_ (yl{H - BRIty

(Y1)

Ebbél pedig, dy* tetszoleges volta miatt:
Hy = Ey, (E=E[]), QED.
Hasonl6 eredményre jutunk, ha a kévetkezd mellékfeltételes varidciés feladatot tekintjiik:

F[¢] = ($|Hy) = stac., ha () = 1.

Lagrange-féle multiplikdtor moédszerrel a feladat a

5(F+Awlp) —1]) =0

variacié eltlinéseként fogalmazhaté meg, ahol a A = —F jelolést fogjuk hasznalni a Lagrange

multiplikdtorra. A varidlas a

0= 5(((wlHY) ~ El(le) — 1]) = (60|(H — E)) = 0
egyenletre vezet, amelybol Hiy = Ev kovetkezik.

Ritz-féle minimumelv tétele: Az E[] funkciondl minimummal rendelkezik a ¢ = vy alapéllapoti

fliggvénypontban, azaz
E[y] > Eb, ¢ e L
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Bizonyitds: Minthogy H sajatfiiggvény rendszere teljes, szerinte barmely 1 regularis hullamfiiggvény
kifejtheto:
Y= Z cii, (Wilh;) = 635
i=0,1,..

et WHY) Y lePE | B Yol
E _ _ i 1Ci i > 0 i 1Ci — B,
W=~ Sar 2 Sap

Egyenléséget csak ¢ = 1o, azaz |cg| = 1,¢; = 0,0 = 1,2,... esetén kapunk. QED. Azaz a Ritz-féle

funkcionadl feliilrél kozeliti az alapédllapoti energiat. Megjegyzendd, hogy a tétel dltalanosithaté az F,

gerjesztett dllapotra vonatkozd minimum elv megaddséra is.

Varidciés mddszer hasznadlhaté minden olyan esetben, amikor a megoldandé egyenletek egy variacids

elvbdl szarmaztathatok le.

A Ritz-féle wvaridcids mddszer a Schrodinger egyenlet fenti varidciés elvekbdl vald leszarmaztatasat
haszndlja ki. Tartalmazzon a prébahulldmfiiggvény N szdmu (kifejtési) paramétert: 1 =
Y(ay,aza,...,an). Behelyettesitve az E[y)] = min. Ritz-féle funkciondlba, E—nek az ismeretlen (kifejtési)

paraméterektdl vald kozonséges fliggvényét nyerjik:
E[Y] = E(a1,az,...,ax) = min,

amelybol a differencidlassal kapott

=0, i=12...,N

a;
egyenletrendszerbol meghatdarozhatjuk az a; egylitthatokat. FEzeket visszahelyettesitve —be, ill.
E[y]—be, megkapjuk az alapdllapot kozelitd hullamfiiggvényét, ill. energidjit. Megjegyzendd, hogy
matrixelméleti tételek felhasznalasaval Hylleraas és Undheim 1930-ban azt is bizonyitotta, hogy a
paraméterek szdmat novelve a szdmitott energiaértékek monoton csokkennek: E(aq,as,...,an) >
E(ay,a2,...,an,an+1) > -+ > Ep. Szemléletesen fogalmazva, ez azt jelenti, hogy egy varidcids
modszeren alapuld kotottallapoti alapenergia szamolast nem lehet ”elrontani”. Nagyobb bazist valasztva

a szdmitott alapéllapoti energia értéke csak javulhat (csokkenhet) vagy stagnélhat.

Mint 14ttuk, a Ritz-féle minimum elv (és Hylleraas-Undheim tétel is részben) azon alapult, hogy a H
nemrelativisztikus energiaoperator alulrél korlatos, a H sajatérték spektrumjanak van egy legkisebb

értéke, nevezetesen a (kotott) alapéllapoti energia.

Nem létezik hasonlé tétel a (nemkotott) szordsi dllapotok esetére. Ezzel fiigg Ossze az, hogy
a szoéraselméleti szadmoldsok moddszere, technikdja véltozatosabb. Megjegyzendé még, hogy a
relativisztikus energiaoperdtor sem korldtos alulrél (Id. 8. fejezet), ezért a Ritz mddszert ott csak

nagy koriiltekintéssel lehet hasznalni.
5.4.2. L-S és j-j CSATOLAS.

Miel6tt az egyik leggyakrabban hasznalt soktestprobléma moddszer ismertetésére térnénk &t,
sziikséges megtargyalnunk roviden a sokrészecske rendszert alkoté részecskék palya- és spin-

impulzusmomentumabél adédo teljes J impulzusmomentum elééllitasanak kétféle lehetOségét.

Mint lattuk, t6ltott részecskék pédlyamomentumuk, valamint sajit impulzusmomentumuk (spinjik)

révén magneses momentummal rendelkeznek. Ez a kétféle méagneses momentum kolcsonhatasban
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all egymdssal, amit a V = —(MY M®) = —2u%(1,s) potenciallal jellemezhetiink. Ilyen értelemben
beszéliink spin- és palya-impulzusmomentum kozti kélcsonhatdsrél. Amennyiben az egyes részecskék
spinje és pélya-impulzusmomentuma koézott erds a kolesonhatds (mint pl. az atommagok nukleonjai,
illetve a magas rendszdmu atomok esetén), Ugy az Un. j-j csatolds jon létre, azaz a sokrészecske
hulldimfiiggvény teljes impulzusmomentumat megadé J vektor (és z—irdnyu vetiilete, J,) a

kovetkezoképpen all elo:
J= Zjia Ji=L+si.
i

Masik lehet6ség az tn. L-S csatolds, amelynél a teljes impulzusmomentum a részecskék teljes

palyaimpulzusmomentumabdl, ill. teljes spinjébdl all Gssze:
J=L+S, L=)1, é& S=> s,

5.4.3. Impulzusmomentum Osszeadasi szabalyok.

Legyen 1 és s két impulzusmomentum operator, amelyek egymdssal felcserélhetSk: [I;,s;] = 0 (ahol
a tovabbiakban a kozhaszni (i,j,k) = (1,2,3) = (z,y, 2) jelolést haszndljuk az indexelésre). Ilyen
operator egy atomi elektron palyaimpulzusmomentuma és spinje. Természetesen [l;,1;] = ihe;jrly és

[si, sj] = ih€ijnsk.

Ezért j=1+s esetén [j;, j;] = iheijrjr kovetkezik.

Bizonyitds:

[71,72] = (b1 4+ 81) (€2 + s2) — (b2 + 82) (€1 + 1) = €1lo — Laly + 5182 — s281 = ih(l3 + s3) = ihjs.
(Es hasonléan a tbbi komponensre.)

fgy j spektrumat a kovetkezo sajatérték egyenletek szolgaltatjak:

2 mJ

P =R+ O és gamy = hmgn e
Feladatunk az, hogy 1 és s sajatfiiggvényeibdl felépitsiik j=14s sajatfiiggvényeit.

Tekintstik 1 és s sajatérték egyenletét:
Py =20+ 1)n)" és I3n)™ = hmen,™,
s2nms = h%s(s + 1)n™s bs sz = hmen™e.

A j operdtor harmadik komponensére, j, = jz—ra vonatkoz6 sajatértékegyenlet konnyen kielégithetd

olyan sajatfiiggvénnyel, amely az 1 és s sajatfiiggvényeinek egyszerii szorzata:

me,Ms e Ms

Jang* g = (s + s3)ny* ng" = h(me + mg)ng* ng' = hmgn,*n",
tehét a vetiilet kvantumszadm m; = my + ms—nek adédik.
j? sajatfiiggvényei dltaldban mar nem allithaték eld a fenti egyszer(i szorzat sajatfiiggvény alakban,

2 My, Mg Mg Mg

PEngenre £ 5+ Dnfn™ (altaldban),

” s

viszont ezek linearkombindciéjaként probalkozhatunk eléallitasukkal.
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Legyen tehat
njmj = Z C(tmesmg|jm;)ng g (53)

me,Ms

mér sajitfiiggvénye j2—nek. (jz—nak biztosan sajétfiiggvénye m; = my + my sajatérték mellett.)

Az (53) egyenletben szereplé egyiitthatékat Clebsch-Gordan egyiitthatéknak hivjuk (értékeit

tablazatokban megtaldlhatjuk, de az aldbbi gondolatmenet alapjan ki is szamithatjuk).

Feladat a j kvantumszamok és a C' egylitthatok meghatarozasa. A felcserélési torvények alapjan tudjuk:
max j = maxm;. Azaz maxj = max(mg + ms) = £ + s. Az ehhez tartozé Clebsch-Gordan koefficienst
konnyen meghatdrozhatjuk. Ugyanis j = [ 4+ s esetén my = ¢, my = s, és igy az (53)-beli Osszegzés
elesik. Tehat

) = C(Lss|jj)nins.

Bizonyitjuk, hogy ez j2 operétor sajatfiiggvénye.
i) = C(eess)jf) (1 +s)’njns =
C(Less|jf)1° + 8 + (I_sy +lys_) + 2lzsalngns =
C(Elss|j)E(f + 1) + s(s + 1) + (0 + 0) + 2Ls]nins =
C(lss|if)[(L + s)(L+ s+ Dnkn® =
C(ebss|j3)j (3 + Dlnins = 3G+ Dlrj-
(A bizonyitds sordn felhasznaltuk a 4.3.4 pont eredményeit.)

C(llss|jj) értékét a normalasbdl hatdrozhatjuk meg:
1= (nl|n]) = C*(mimslmgns) = C*(nfInf) (n3Ins) = C,
amibdl C'(¢lss|jj) = 1 kévetkezik (konvencié szerint a pozitiv el6jelet valasztjuk).

=% = ning Allapotbdl a tobbi 1,y allapot az

=l+s
l_+s_ 1éptetd operdtor ismételt alkalmazasdval nyerhet6. Pl. az nﬁjfl allapotot az amﬁng_l—i-agnf*lnj

A maximdlis j és m; kvantumszammal rendelkezd 775

kifejezés fogja adni, ahol az egyiitthaték a normalédsi és az el6z6 allapotra vonatkozd ortogonalitasi
feltételbdl hatarozhatok meg.

Az nﬁij_l allapotra ortogonalis kombinacié adja ngijjfet, amibdl [_ + s_ ismételt alkalmazasaval az

Osszes 1y, sajatfiggvény eldallithato. Es igy tovabb.
Hatérozzuk most meg azt a minimélis j—t, amely még £ és s kombinacidjabdl kiadédhat! Tudjuk, hogy
Osszesen (20 4+ 1)(2s + 1) darab linedrisan fuggetlen 7,"n."s szorzatfiiggvény van és ezekbdl akarjuk
felépiteni a 2j + 1 darab 77;7” fliggvényt, ahol j = £+ s, + s —1,..., 50 = minj. Mivel a linearisan
fliggetlen fliggvények szdma meg kell egyezzen mindkét oldalon,

l+s

RL+1)2s+1) =Y (2 +1) =+ s+1—jo)(l+ s+ 1+ jo),

Jj=jo

azaz,

jo=0=5" — Jo=lt—s|
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Tehdt végeredményben az Osszeg impulzusmomentum kvantumszamaira ¢ + s > j > |¢ — s| kivdlasztési
szabdaly adddott, ami a vektorok Osszeaddasi szabalydra emlékeztet benniinket, s ezért azzal konnyen

memorizalhatd.

Megjegyzendd, hogy harom impulzusmomentum 6sszegzésénél fellép6 egyttthatdkat 6 — j vagy Racah-,
a négy impulzusmomentum Osszeadasanal el6forduld egyiitthatokat 9 — j vagy Wigner-szimbdlumoknak

nevezzik.

5.4.4. A HARTREE-FOCK MODSZER.
A) HARTREE MODSZERE.

Tekintstink egy zdrt héji kvantummechnikai sokrészecske rendszert (pl. egy nemesgdz atomot),

amelynek energiaoperatora a

h
HZ(Qm "

%

)+Zk

1>]

—ZHO r; —|—ZV r;,r;) (54)

i>7

z_r]

alakban frhaté. (Az Osszegzések ebben az alfejezetben 1—t8l N—ig mennek.)

Hartree a kovetkez6képpen irta fel a rendszer kozelitd (alapéllapoti) hullimfliggvényét:

U(1,2,...,N) =91 (1)2(2) - - N (N), (55a)

ahol az egyrészecske hullamfiiggvények az tin spinpélyak, amelyek tartalmazzak a spin-hullamfiiggvényt
is:

¥i(i) = @i(ri)x, (ms;), i=1,2,...N, (55b)

ahol az (i = 1,2,..., N) egyrészecske dllapotok mind kiilénbozdk (és ortogondlisak egymésra) a Pauli-elv

legaldbb részbeni kielégitése miatt. Az (55a) felirds azonban nyilvdnvaléan nem antiszimmetrikus.

Az (55a) hullamfiiggvényt a Ritz-féle varidciés médszerrel hatdrozzuk meg a

(piles) =1 (i=1,2,...N) (55¢)

normaldsi mellékfeltétel figyelembevételével. A varidciés funkciondl tehdt a kdvetkezd:

F[U] = (U|HD) Zgz (pilgi) — 1) /drldrg---drN

P1(r1)@s(re) - oy (rn) ZHO )+ Y V(ri,r;) | e1(r)pa(ra) ... on(ry)

i>7

- Zsz </ drip; (r:) i (r:) — 1> : (56a)
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ahol £;,—k a Lagrange paraméterek és kihasznéltuk, hogy az (54) Hamilton operator nem fiigg a spint6l,
a spinfliggvények pedig ortonormaltak. Bevezetve az r = r;, r’ = r; jelolést, az F' funkciondl a

kovetkezdképpen irhaté tovabb:

PW4=EIH/ﬁrpnw(—§iA—wfi—a)w@ﬂ+a}+

%

3 Z/drdr ¥ (r )kﬁ%( ) (r )} (56b)

J#i
Maérmost kihasznalva az ismert

IGlpi(t)] _ . Gleilr') +ediyé(r — )] — Glpi(r')]
pj(r) =0 €

funkciondlderivaldsi Osszefliggést, amely szerint, ha
Gligi ) i=1.2.= 3 [ dr'ei ),

akkor
SO (L s sie o L)
ot gmﬁam<>+aﬁ< )]eGM(H)

ggGEZ/ﬁrv% )+ cdiyb(e — 1) H(x' ), —ggGEZ/Er ()i (') =

H{(r)p;(r),
konnyen el tudjuk végezni az (56) F funkciondl varidlasat ¢ (r) szerint: 0 = 6F[¥]/dpf(r), amelybél
kapjuk a Hartree-egyenleteket:

< n Ay ka—eJrV( )) i(r) = gip4(1), i=1,...,N, (57a)

2me

vagy
(Ho(r)—i_‘/l(r)) @i(r) :Ei@i(r)7 i=1,...,N, (57&)

ahol bevezettik a

2 .
Z/drkz ,||<pj( )N, i=1,...,N (57b)
J#i

jelolést az elektronfelh6bol ad6dé Coulomb kélesonhatési tagra.

A Hartree egyenleteket iterativ eljarassal oldottak meg: kiindultak egy nulladik kozelitésbél, amelyben
az elektronok egymadsra gyakorolt kolcsonhatdsat elhanyagoltak: V;(r) = v (r) =0. A (57a) megoldésa

K2

révén igy nyert {gol(-o)} egyrészecske dllapotokbdl (57b) segitségével kiszdmoltdk a potencidl egy jobb

2

= E /dr'k €
‘, |r — ¢/
J#i

amellyel tjra megoldva (57a)-t {gagl)}fket kaptdk, amelyb8l (57b) révén ‘/;(Q)fket, majd ebbdl

{<p§2)}—ket, és igy tovabb, mindaddig, amig megfelel6 konvergenciat nem értek el az egymast kévetod

kozelitését:

")

)

megolddsokban, pl. ||<p(" b _ g-n)||2 <e (j=1,...,N), ahol € egy elére megadott kis szdm, n

pedig a végrehajtott iteraciék szama.

A Hartree-egyenletekben eléfordulé e; Lagrange-paraméterek Osszefliggésbe hozhatdk az energia

operétor varhaté értékével, ugyanis (57a)-t balrdl ¢} (r)—rel beszorozva és dr szerint integralva, kapjuk:
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e2

;= (pa(r) [ Ho(x) +Z<% Py (r

J#i

amelyet felhasznélva, az energia varhatd értékére az

B = (WHW) =3 (p,(x) | Ho(r) +Z<% r)g; (r ‘k|

i=1 1>7

-3 - ¥ {witop @)
i>j Zj;éi - Zi<j .

Az antiszimmetrizaciot figyelembevev® Fock-féle kiegészitéssel, valamint az igy nyert Hartree — Fock

e E)

)|k
| —r r,r’

=

e2

) |

r,r’

2

o)) |

|I' r,r’

kifejezést nyerjiik, mivel >

egyenletek atomokra és molekuldkra torténd alkalmazdsaival a kovetkezd félévben, az 7 Atom- és

molekulafizika” c. targy keretében fogunk foglalkozni.

Az (57a) Hartree-
egyenletek oOnkonzisztens (iteracids) technikdval N
torténé megolddsai révén meglehetésen pontos .
informéciét kapunk az atomok és molekulak
belsejérél (elektronszerkezetérdl, geometridjardl).
A 28/c. édbra a Hg-atom (Z = N = 80)
r?p(r) = r? va|<pz(r)|2 radilis stirfiségelosz-

lasat mutatja be. Az abrdn jol elkiiloniilnek a

kiillonb6z6 egyrészecske allapotoknak és igy az n o o ar a5 @ G 6 8 @ 20 L

fékvantumszamnak megfelelé héjak jarulékai. 2% 3bra. A Hg -atom (Z =§0) elektronjamak
szamitott siiriiségeloszlasa.
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6. SZORASI ALLAPOTOK

Ebben a fejezetben a staciondrius Schrodinger egyenlet pozitiv energidkhoz tartozé megoldasait, az un.
szordsi dllapotokat vizsgéljuk. (Az energiaskdla nulla pontjat &ltaldban a nemkolcsénhaté rendszer
alapdllapoti energiaértékével definidljuk.) Jéllehet egy szdrdsfolyamat tipikusan idében lejdtszédéd
jelenség, mégis, amennyiben a szérédé objektumok alkotérészei kozti kolecsonhatés fliggetlen az id6tol
(azaz a potencidl konzervativ), a szérédst jellemz& és kisérletileg is megfigyelheté mennyiségek az id6t6l

fliggetlen Schrodinger egyenletbol szarmaztathatok.

Kizardlag olyan iitkozésekkel foglalkozunk, amelyekben két szérédo partner, vagy egy részecske és
egy szérocentrum vesz részt, mivel a harom-, ill. tObbtest litkdzések kvantummechanikai elmélete
meghaladja célkitlizéseinket. (A haromtest litkozések leirdsira az 1965-ben feldllitott Fagyejev-, ill. az
ezzel ekvivalens, és 1969-ben felirt Alt-Grassberger-Sandhas egyenletek szolgalnak; négyrészecske szdrés
a Yakubovski-egyenlet segitségével targyalhatd, mig az altalanos n—test szérasi egyenletek elmélete

jelenleg is kutatds tdrgyat képezi; erre alkalmas egyenletet els6ként Bencze és Redish irt fel 1974-ben.)

Mig az el6z6 fejezetben vizsgdlt, negativ energidkhoz tartozé megoldasok — azaz a kotott allapotok — a
tér egy bizonyos tartomanyara lokalizdlédnak [ti. a kotott részecske(rendszer) altal elfoglalt térrészre],
addig a szérési allapotok nyilvdnvaléan nem lokalizalhatdk a térben. A szoérasi dllapotok tehat mésféle
hatdrfeltételeknek tesznek eleget, mint a kotott allapotok. A szoérasi hatarfeltételek rendkiviil valtozatos
formaban valé megfogalmazasanak lehetdsége teszi a kvantummechanikai szordselméletet olyan gazdagga
és szertedgazévd. Kozos gyokere azonban mindegyik megfogalmazdsnak az, hogy a szérécentrumtdl (a

kolesonhatdsi tartomanytdl) tavol a hulldmfiiggvény a
(Hy— E)S(r,E) =0, (Hy—E)C(r,E)=0

un. ”szabad” Schrodinger egyenletet kielégité két fiiggetlen megoldds, a reguldris (S) és az irreguldris

(C) megoldas linedrkombindcidjaként irhaté fel:
Y(r — o0, E) = a(E)S(r, E) + b(E)C(r, E),

ahol az E > 0 energiatol fiiggé a és b egyiitthaték kozvetlen kapcsolatban allnak a mérhetd
hatdskeresztmetszettel. (A sziikséges masik hatdrfeltétel dltaldban az origébeli regularitds: 1 = véges,

ha r — 0.)



6.1. EGYDIMENZIOS SZABAD MOZGAS

Egyik célja minden széraskisérletnek az, hogy altaluk a mikrorészecskék kolcsonhatasardl, a koztiik
1év8 V' potencidlrdl informéciét szerezziink. A szérésfolyamat a bombdzé lovedék (projektil) és a
céltargy (target) részecskéi kozott zajlik. Az iitkozés lehet rugalmas, amikor nincs energiacsere, a kijové
részecske (ejektil) kinetikus energidja megegyezik a projektil kinetikus energidjaval, lehet rugalmatian,
amikor a projektil kinetikus energidja részben az itk6z6 partner(ek) gerjesztésére forditodik, s végil, a
szérasfolyamat eredményeként megvaltozhat az 1itk6z6 partnerek anyagi 6sszetétele, amikor is reakciorél

beszélunk.

Az titkozési folyamat soran a lovedék kezdetben makroszképikus tavolsdgra van a céltargytol, s
az Utkozés lezajldsa utan, a detektdlaskor, szintén makroszképikus tavolsagra tavolodik az iitkozés

szinhelyétol.

Ezért els6é lépésként azt tisztdzzuk, hogy a kvantummechanika szerint hogyan képzelhetjiik el egy

16vedék mozgasat tavol a kolcsonhatasi tartomanytol, ahol V' = 0.

Az
2 d?

0
LW, t) = —
! (@.?) 2m dxz?

5 U (z,t)

Schrodinger egyenlet egy m tomegi szabad részecske mozgasat irja le térben és idében.

Ennek az egyenletnek van sikhulldm megoldasa:
Uy(a,t) = A(p)eh =1,

amely egy élesen meghatérozott p impulzussal és E = p?/2m energidval rendelkezd részecske pozitiv
r—irdnyba haladé mozgasdnak felel meg. Azonban ez a részecske a térben mindenitt egyforma
valésziniiséggel taldlhaté meg, hiszen |U,|? = |A(p)|> =4llandé (z-ben és t-ben). Ez természetes is,
mivel egy sikhullam kiterjedt objektum, nem lokalizdlhaté csupan a tér egy tartoméanyara. Ebbdl

kovetkezden a fenti megoldas nem is normélhaté.

Konnyen belatjuk, hogy

(Ax)? = ((z —(2))*) =00, & (Ap)* =((p—(0))*) =0,
Osszhangban az el6bb elmondottakkal.

Egy ilyen idealizalt részecske(hulldm) sebességét fazis sebességnek hivjuk, amit konnyen kiszdmithatunk
a A = h/p hulldmhossz és a T = h/E periédusidé hdnyadosaként:
A FE P

vf = = .
=T p 2m

Térben lokalizalt megoldast kapunk, ha nem egyetlen p impulzus-komponensbél allitjuk el a megoldést,

hanem sok kiilonboz6 impulzusi sfkhulldm megolddst dsszegziink (integralunk) éssze (E = p?/2m):

U(z,t) = / A(p)er Pz=Etqp,

— 00



Ez a hulldmfiiggvény nyilvan kielégiti a szabad Schrodinger egyenletet. Kimutatjuk, hogy ez a

hulldimcsomagnak nevezett megoldas térben lokalizdlt szabad részecskét ir le.

Legyen az egyes sikhulliam komponensek

\ Alp)

>

amplituddja pl.
A(p) = Qe—(P=po)*d* /1,
Ezt behelyettesitve és felhasznélva az

> 2 T g2
/ dr e— +2bx _ \/jeb /a
. a ‘ , > P

R

Gauss-integral értékét, kapjuk:
U(x,t) = Q Eebz/a_c,

2rh\ a
ahol
P S L
T2 o VT pPo gy ©7 prho

A @ normalizacids tényezét @ = (87rd2)1/ 4_nek vélasztva, kapjuk a kévetkezd normdlt hullimcsomag
megoldast a tartézkodasi valdszinliségsiiriiségre:

1

z—ot)?/2d%(14+A2)
d\/27(1 4 A2?) ’

U (2, 1) = e

ahol bevezettiik a hullimcsomag v = v.s csoportsebességét és A szélességét jellemzd mennyiségeket a

oF 0w Do N th

V= Vpg = — = = =
“ 7 Op ‘p:;no Ok lp=py m 2md?

definiciékkal.

Latjuk, hogy az amplitidokra Gauss eloszlast véve az impulzus-térben, a hullimcsomag maga is Gauss

eloszlasu lesz az xz-térben. Maximuma az xy = vt pontban lesz.

fgy a hullamcsomag megoldas mér felhasznalhaté a széraskisérletekben alkalmazott 16vedék részecskék
kvantummechanikai jellemzésére. Mégis, az egyszeriiség kedvéért, a széraselméleti targyaldsokban
altaldban nem az integrélis hullimcsomag megoldés szerepel kiinduldsként (kezdeti, kolecsonhatdsmentes
allapotként), hanem annak csak egyik komponense, a sikhulldm megoldds. Mi is ezt az egyszeriisitd

utat kovetjiik.

Megjegyzenddé még, hogy a hullaimcsomag sebessége, a csoportsebesség, kétszerese a pg impulzusiu
sikhullam fazissebességének. Ennek fizikai oka az, hogy a hullimcsomag kiilonb6z6é impulzusi
sikhullamok szuperpozicidja s ezek diszperzidja, dw/dk = dE/dp adja meg az dtlagos sebességet.
Ebbdl rogton kovetkezik, hogy a hullaimcsomag alakja idében nem allandd, vannak benne ”gyorsabb”
és "lassabb” komponensek: a hulldmcsomag szétfolyik. Ezt a jelenséget, amely a klasszikus fizikaban

ismeretlen és a hullimmechanikai leirds sajatossaga, kvantummechanikai szétfolyds jelenségének hivjuk.

A fenti megoldas jOl szemlélteti a szétfolyas jelenségét: a részecske megtalaldsi valdsziniiségét jellemzd
|U|? haranggorbe fiiggvény maximuma vt sebességgel halad a pozitiv z—irdnyba, mig a félérték

szélessége id6ben nd, maximuma pedig csokken (Id. 29. dbra).
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29. abra. A kvantummechanikai szétfolyas jelenségének szemléltetése.

Szamitsuk most ki az x operator varhatd értékét!

(o) o0 o0
(x) :/ |\Il|2:rd:r:/ |T|2 (z — vt) dm+/ | V|2 vt dx = vt,
— 00 —00 oo

mivel a mésodik egyenldség utdn &ll6 elsd tag zérus, lévén (z — vt) paratlan fiiggvénye.

Hasonlé médon adédik:

h

= ——t.
2md?

(Az)® = ((z — (2))*) =d*(1+ A7), A

Példak:

1) Makroszképikus méretek tartoménydban a szétfolyds jelensége nem szamottevs. Legyen ui. a
16vedék hulldimcsomagunk tomege m = 10?3 x 10~ 24g= 10~'g. Ehhez A = 10726¢/d? félérték szélesség
tartozik. A helybizonytalansig: Az = dv/1+ A2. Legyen lokalizélva a részecskénk kezdetben, ¢ = 0Os
esetén, Azr = d = 10~ 8cm tartomdnyra. ¢t = 10'% muilva né a félérték szélesség A = 1—re, s igy az
elmosédottsag v2—szeresére: Az = v/2x 1078, ami nem szdmottevs. Réadasul ilyen sokdig nem szokott

tartani egy kisérlet sem.

2) Mikroszképikus részecskével, pl. a—részecskével elvégzendd kisérlet esetén A = (10727/2 x 4 x
1,6 x 1072)t/d?® ~ 107*t/d%. Az a—részecske kiterjedése t = Os esetén: Ar = d = 10~ em. Ezért
méar t = 107185 alatt valik A egységgé, s igy Az = v/2d-szeresé. A kvantummechanikai targyalds
itt mar elkeriilhetetlen. Hasonlé nagysagrendek adédnak, ha egy elektron lokalizaltsagat vizsgajuk az
atomon belill. Egy elektron-hullamcsomag mérhetetlentil rovid idén beliil delokalizdlédik az atom teljes

tartomanyara, s igy a klasszikus targyalds nem lehetséges.

6.2. EGYDIMENZIOS SZORAS

Ez az eset akkor valésul meg, amikor a szérdsi (=pozitiv energidji) allapotban levé részecske szdmadara
a mozgas csak egy dimenziéban lehetséges (pl. elektron vékony vezetében). Els§ példaként azt az

esetet vizsgdjuk, amikor a részecske mozgasa soran egyetlen potencidlon szérédik, amin részben athalad,



részben visszaverddik. Ilyen eset valdsul meg kozelitéleg egy s—allapoti (¢ = 0) a-részecskének az
atommagbdl valé kiszabaduldsakor (a-bomlds). Mds esetben, pl. fémek v. egyéb szildrd anyagok esetén
az anyagban levd, nem helyhez kotott (delokalizalt) elektronoknak nagyszdmd hasonld, periddikusan
elhelyezked6 szérécentrumot kell lekiizdenilik mozgédsuk soran, s ezzel magyarazhaté tobbek kozott a

szilard anyagok kiilonféle tulajdonsagai.

Példdinkban a potencidlokra specidlis (derékszogii) alakot tételeziink fel, mivel erre az esetre a

Schrédinger egyenlet megoldasai analitikus alakban megadhatdk.

6.2.1. SZORODAS EGYDIMENZIOS POTENCIALGATON

Legyen a derékszogii potencial magassaga Vj,

szélessége a (30. dbra): [
Vo —a<x<0 I E_ _\I
Viz) = .y (58a)
0 egyébként. g ¢
3 0
Klasszikus esetben egy m tomegii, E kinetikus e \
energiaju részecske mindenképpen visszapattan a ® \
gatrdl, ha E < Vj, maskiilonben athalad felette. v \
s
. , , . = X
A kvantummechanika (s {gy a természet is) S o e
megengedi azonban, hogy véges valdsziniisége '
legyen egy E < V, athaladasnak, ill. egy E > Vj Figure 1: 30. dbra. Potencidlgat.
visszaverddésnek. Ezt a kovetkezéképpen lathatjuk be.
A szérast (visszaverddést és dthaladast) a Schrodinger egyenlet irja le:
h? d?
—%@Kb(@ + V(@)p(z) = E(z). (58b)

A potencidlmentes térrészekben a pozitiv energidjui részecske p = hk = v2mE impulzus sajatdllapotban

van s igy az aszimptotikus megoldasok a kovetkezok:

wl :Aeikx +B€—ikx7 r < —q

Yy = Ce'™ x> 0. (58¢)

Az 1. fejezet 1.3.b/ pontja alapjan tudjuk, hogy a ¢; hullimfiiggvény A amplitiddju része (a 30.
abrdn nyillal jelolt) balrél jobbra haladé (beesd) részecske-hulldimnak felel meg, a B amplitidéju
része pedig a visszavert részecske-hullamnak. Hasonléképpen, 111 a potencidlgaton athaladt részecske-
hulldmnak felel meg. Az A, B, C' amplitiddk tovdbbi fizikai jelentésének megallapitdsa céljabol képezziik
az dramsliriiséget az I-es és a Ill-as térrészben. Felhaszndlva a (15b) képletet:

ih
Jp = L (UV, T — TV, 0),
2m

az aramsuriségekre a

‘]I(x) = ’U(|A|2 - |B|2) = Jbe - Jm’sszaa X S —a,



JHI(:E) = U|C|2 = Jdt; x>0

képleteket nyerjiik, ahol v = hik/m a részecske sebességét jelenti. Mivel a fenti dramsiiriségek x—t6l
fliggetlenek, ezeket az egyes térrészekben levé nettd részecskefluxusként interpretdlhatjuk, ami jol
Osszeegyeztethetd avval a fenti megallapitdssal, hogy A a beesO, B a visszvert, C pedig az athaladt

részecske amplitudéja. fgy a visszaverddési (reflexids) egyiitthatét az

R= Jvissza _ |B|2
Jpe |A|2”
az 4thaladési (transzmisszids) tényezét a
Js C|?
T=22= Gl |2
Jpe  |A]

képlet definidlja. Megmaradas miatt Jpe = Jat + Jvissza, amibol R+ T = 1 kovetkezik.

R és T meghatarozasa érdekében sziikségiink van a potencidlgaton belili megoldasra, ¥j—re, amely
kapesolatot teremt tr és ¥ kozott. Minthogy a kozépsd tartomédnyban (—a < 2 < 0) a potencidl
konstans, a részecske erémentes térben mozog, kovetkezésképpen szintén impulzussajatallapotban van.

A megoldas ezért az el6zéekhez hasonléan (formélisan) szabad sikhulldm:
wH — Feiax +G€_iax, —a S T S 0,

ahol most az o = \/2m(E — V) /h impulzus attdl fiiggben valds, vagy imagindrius, hogy E — Vj értéke

pozitiv, vagy negativ.

Kapcsolatot a kiilonb6zé térrészbeli megoldasok és amplitidoik koézott azon regularitasi kovetelmény
szolgaltat, miszerint a megoldasoknak és elsé derivaltjaiknak a potencial véges szakadasi helyein meg

kell egyezniiik (1d. 2.2/b fejezet):

Yi(—a) = ¢r(—a), ill. Yi(—a) =y(—a)

és
Y1(0) = ¥m(0), il Yg(0) = Py (0),
azaz
Ae—ika 4 Beika _ Fe—iaa + Gveioza7 ill. k(Ae—ika _ Beika) _ a(Fe—iaa _ Gveiouz)7
és

F+G=C, ill. a(F —G)=kC.
F és G eliminaldsa utan egyszeri szamoldssal a kovetkezo két egyenletet nyerjilkk a szamunkra érdekes
C/A, ill. B/A amplitidé ardnyokra:

9 _ efia(k:Fa) + E o+ k eia(k:l:a)

A A atk ’ (59)

amelyekbol



(kQ - 0‘2)(1 - eiQM) o—i2ak
(k+ a)? — (k — a)2ei2aa ’

B
A

illetve
C 4ketla—Fk)a

A (k+a)? — (k- a)ei2aa

adodik. fgy a szérésra jellemz6 R és T mennyiségek:

2

-1 -1
R= B = [1 + 4ka? ] = {1 + M} (60a)
A (k2 — a?)2sin? aa Vi sin? aa
és -1 _
T c? - (k* — a?)?sin® aa s Vi sin? aa (60b)
A 4k2a2 B 4E(E—Vy)|
Konnyen meggy6zodhetiink arrdl, hogy R+ T =
1, ami a részecske(dramsiiriiség) megmaraddst - f | I }
fejezi ki. 0 I ‘
56 [T ]
E — WV, azaz a« — 0 esetén a sinaa ~ aa K ]l
0.4
sorfejtéssel az dthaladasi valdsziniiség a potencial
&tlétszéségéra jellemszd o
9 1 ° i 2 3 2‘ S 6 1 8
mVpa %
T(E - VO) - {1 + K2 ] 31. dbra. Athaladdsi egyiitthaté a redukalt

energia filiggvényében egy “homalyos”
(mVpa?/h? = 8) potencialgat eset én.

képlettel adhaté meg, ami egy véges, 0 és 1
kozotti értéket szolgdltat. (Latjuk, hogy fizikai vérakozdsunkkal 6sszhangban egy részecske nem tud

athatolni a falon, ha m — oo, Vy — o0, ill. a — 0.)

Az FE > Vj tartomanyban, novekvo E esetén T oszcillal az egység és egy alulrdl ehhez kozelité burkold
gorbe kozott (31. dbra). Tokéletes dthaladdst (zérus visszaverddést) csak aa = m, 27, ... esetén kapunk.

Minthogy ez a megallapitas Vj el6jelétol figgetlen, vonzd potencidlvolgy esetén is van visszaverddés.

A transzmissziés egyiitthaté 0 < E < Vj tartoméanybeli viselkedésének megallapitasa céljabdl

alkalmazzuk az o = i3 helyettesitést, ahol 5 = \/2m(Vy — E)/h?. Ekkor
—1

T= (B < Vo).

& 2 V@ sinh? Ba
il

- AE(Vy — E)

Ez a képlet monoton csokkenést jésol az athaladds valdszintiségére T(E — V) fenti értékétdl zérusig,
amit £ = 0 esetén ér el (1d. 31. dbra, ahol a transzmissziés viszonyokat tiintettiik fel egy meglehetsen

"homélyos” potencidlra, amelynél mVya®/h? = 8).

Amennyiben fSa >> 1, azaz a barrier széles és/vagy magas E—hez viszonyitva, a fenti képlet (a
sinhz = [exp(z) — exp(—x)]/2 definicié miatt) a kovetkezd egyszeriibb és gyakorta hasznalt formdban
irhaté:

N 16E(Vo — E) o—20a

T
‘/02

(B << Vp és/vagy fa>>1). (61)



Az, hogy E < V| esetén is van véges valésziniisége a részecske dthaladdsdnak a potencidlgaton, tisztan
kvantummechanikai effektus és a részecskék hullamtermészetébdl kovetkezik. Ennek az alagiteffektus
néven ismeretes jelenségnek fontos szerep jut a szilardtestek, molekuldk és atommagok tulajdonsiagainak

megértésében (hidegemisszié, spontdn ionizécié, molekuldris reakcidk, a—bomlds, maghasadés, stb.)

6.2.2. POTENCIALCSAPDA, VIRTUALIS ENERGIASZINTEK

Amennyiben a C amplitidéji részecskedram
egy (végtelen magassagi) potenciélfallal taldlja

szembe magédt az x = ¢ helyen (Id 32. 4bra),

akkor err6l a falrdl is torténik visszaverddés,

amely hullim amplituddjat D-vel fogjuk jelSlni.

Tbﬂ J()» -
////fkq

|
T

D
A (58c) egyenlet ezért igy médosul: ——
= X
. . = O 0
Pr(z) = Aetkr 4 Bemike - _q < () 32. 4bra. Potencidlcsapda. Az athaladé

részecskenyaldb amplitidéja (C) sokkal
nagyobb is lehet a beesSéhez (A) viszonyitva.

Y (z) = Cek®  De= % c>2>0 (62a)

a folytonossédgi feltételbdl kapott (59) alatti két egyenlet pedig a kovetkez6 lesz [kihaszndljuk, hogy
wIII(C) = 0]:

E — ge—ia(kia) [O‘ Tk _ pi2ke| _ ,—i2ak ot k7 (62b)
A A aFk aFk
s ebbll az dthatoldsra jellemz6 amplitudd a kovetkezonek adodik:
C 2kae ok
= = ae (62¢)

A isinaaf(a? — k2)ei2ke — (a2 + k2)] + 2kacosaa’

Amennyiben F < Vj, érdemes &ttérni a kordbbi oo = i3 = iy/2m(Vp — E)/h jelolésre, és felhaszndlva az

isinix = —sinhxz = (e~ — €*)/2, cosix = coshx = (e~* + e¥)/2 azonossdgokat, a3 >> 1 esetén a

C idkBeiake—aB

A (32 4 k2)ei2ke + (k2 — (32) + 2ikf3

Osszefiiggés addodik. Az athaladé hullaim amplitiddja tehat altaldban kicsi a bees6éhez viszonyitva.
Azonban, ha a beesé hullam energidja torténetesen olyan, hogy a fenti kifejezés nevezdje kis értéket
vesz fel, akkor az athaladé hullam amplitiddja, ebben a kiilonleges esetben, nagyobb is lehet a
bees6énél. Ilyen specidlis k hullamszam értékeknél a részecske csapdaba keriil: nagyobb valészintiséggel
tartézkodik a potencidlgaton beliill, mint kiviil. Az olyan specidlis energiaszinteket, amelyeknél ez a
jelenség bekovetkezik, virtudlis energiaszinteknek nevezziik. A 32. dbran bemutatott potencidlgatnak

megfeleld virtudlis energiaszintek a
(B2 + k?)eke 4 (k? — B%) + 2ik = 0 + i0
feltételbdl a kovetkezoknek adodnak:

(k% — 8?) + (k* 4 3?) cos 2kc = 0, (63a)



2k + (k* + %) sin 2kc = 0. (63b)

Egy megolddsit ennek az egyenletrendszernek azonnal megadhatjuk, ha 2kc—t (4n — 1)w/2—nek
vélasztjuk (n = 1,2,...), mivel ekkor cos2kc = 0, sin2kc = —1 és {gy a tovdbbi k = [ feltétellel
kielégitheté a fenti egyenlet. Ez utdébbi feltétel az energidra az E = Vp/2 megszoritdst jelenti.
Végeredményben tehat, ha .

7r

k= mVOZZ(n—Z), n:1,2,...

teljesiil, a részecske csapddba keriil. A (63) alatti egyenleteknek t6bb megolddsa is lehet fix V, és
c mellett. Erdekes, hogy a potencidlgat a szélességétdl latszélag fiiggetlen az itt megadott virtudlis
energiaszint értéke. Viszont tudjuk azt, hogy eredményilink csak az af = ak >> 1 feltétel teljesiilése

esetén érvényes.

6.2.3. SZORODAS PERIODIKUS POTENCIALGATON. (FEMEK, FELVEZETOK,
SZIGETELOK MODELLEZESE.)

V(¥
TNy
\o e E
—F—z— —> —F—:)- —_— —{:) > C — |—> C
&
G..Z_. Dl D*—Gﬁ—- Dard =
2y 4 . -
ok wng. D ¢ d=cta ctd 2d ct2d 3d

33. 4bra. Szérédas periédikus potencialgaton.
El6z6 meggondolasainkat kiterjeszthetjiik arra az esetre is, amikor nem egyetlen potencidlgat van az r—
térben, hanem végtelen sok, egyméstdl d = ¢ + a peridédus tévolsagra elhelyezkedve (1d. 33. dbra).

Az ilyen periddikus potencialt a

V(iz+d)=V(z) (64)
eltolasi szimmetria jellemzi, amib6l az kovetkezik, hogy a Schrédinger egyenlet x helyen vett megoldasa,
(), legfeljebb egy v = dllandd faktor erejéig kiilonbozhet az az « + d helyen vett megolddstdl:

oz +d) = yp(z).

Az n—edik periédusra
p(x +nd) = v"p(z)
adédik, amibol a hullamfiiggvényre vonatkozé korldtossdgi feltétel miatt

=1, ~y=e*d



kovetkezik. Végeredményben tehat, periddikus potencidlokhoz a
o(x +nd) = eE™p(z), n=0,1,2,... (65)

un. modulélt sikhulldm megolddsok tartoznak (K valds!).

A lehetséges energiaértékeket — Ugyanigy mint mindig — a hatarfeltételek (itt: folytonossigi

kritériumok) kielégitése révén kapjuk meg. A 33. dbra IL. és IIL. térrészében a megolddsok a
o1 = FeP* + Ge™P* (66a)
orir = Ce™ + De™ ™" (66Db)
formaban irhatok. A két zéna hataran a megoldasoknak és derivaltjainak meg kell egyezniiik:
©11(0) = ¢171(0)

9091(0) = 90911(0)
azaz

F+G=C+D (67a)
B(F —G) =ik(C — D) (67Dh)
A kovetkezd peridédus, a IV4+V zéna megolddsai — (65) miatt — kifejezhet6k az eldzével:

orv(z) = B (z — d) = et [Feﬁ(“’*d) + Ge*ﬁ(“’*d)} (68a)

ov (@) = Ky (z — d) = K4 [Ceik(x—d) n De—ik(m—d)} (68b)

A két megoldas illesztése a

er11(c) = prv(c)
¢r1(c) = v (c)
egyenleteket szolgdltatja, amelyek a (¢ —d = —a)

Cette  Demthe = ¢ifd [Feﬁ(fa) + Gefﬁ(fa)} (69a)

ik (Ce™ — De™*¢) = 'K [Feﬁ(fa) - Geiﬁ(f“)} (69b)

formdban irhaték fel. Ez négy (valds) egyenletet szolgdltat a négy (valds) egylitthaté (F,G,C,D)
meghatarozasara. Trividlistél kiilonbozé megoldast akkor kapunk, ha az egylitthatokbdl képezett

determindans eltlinik, azaz

1 1 -1 -1
I6] —f3 —ik ik
=0, 70
einfﬁa einJrﬁa 7eikc 7efikc ( )
ﬂeinfﬁa 76(3in+6(1 7“{36“66 Z‘kefikc
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amibdl egy kotelezd egyenl6ség fenndllasat nyerjik a k hullimszam kiilénb6zé értékei mellett a K
7effektiv” hulldmszamra:
2 2

20k

20k

k2 2

2cos Kd = e P | cos ke + sin k:c] + efe [cos ke — sinke| = f(k). (71)

Mérmost nyilvanvald, hogy f(k) csak —2 és +2 kozotti értékeket vehet fel:
—2< f(k) =2cos Kd < 2,

ez a feltétel viszont barmely k érték esetén nem teljesiil. Pl., k = nw/c, (n=0,1,2,...) esetén biztosan
nem elégiil ki a fenti egyenlétlenség. Azt kaptuk tehdt, hogy peridédikus potencidlok esetén (is) vannak
megengedett E = h%k?/2m,. energiaértékek, amelyeknek megfelel$ k értékek (71)-et kielégitik, és vannak

tiltott értékek, amelyek esetén (71) nem teljesiil.

I fk, = 1 o0 Kd

£ A% A g B
*Q,. A( ..32 Lfya A
0 a :

_2 = \ 3 K""\TE.

34. abra. A periddikus potencialgatban kialakulé megengedett és tiltott energiasavok.

Ez az eredmény rogton megengedi azt, hogy kvalitative értelmezziik a fémek, szigetel6k mibenlétét.
Képzeljink el egy igen ”hig” fémet, amelyben az egyes atomtorzsek nagyon nagy R tavolsagra
helyezkednek el egymastdl. Az atomtorzs potencidljaban kialakulnak az elfajult €1, €9, .. energiadllapotok
(vegyértéknivok), amelyeket elfoglalhatnak elektronok (1d. 35. dbra). Kozelitve egymdshoz az atomokat,
a valenciaszintek felhasadnak a tobbi atom perturbdlé hatasara, és egy optimalis d racsallandé esetén,
amely mellett az atomtorzsekbol és ezeken kiviili elektronokbdl all6 rendszer energidja a legkisebb,
kialakulnak a periédikus potencidlokra jellemz6 tiltott és megengedett (Aeq, Aeg) energiasdvok (1d. 35.
abra).

11



35. 4bra. Szilardtestek aktiv elektronjaihoz tartozé energianivék (-sdvok) kialakulasa.

Maérmost, ha a Ae; sav teljesen be van toltve elektronokkal, a Aes—hoz tartozd sav pedig tres, tovabba
a két sdv kozti tdvolsdg ("gap”) nagy, akkor az elektronok szdméra a mozgasi lehetéség nyilvanvaléan
korlatozott. Az ilyen anyagok rossz elektromos és hévezeték, azaz szigetelék (I1d 36. dbra). Amennyiben
a két megengedett sav kozti tiltott zéna (gap) kicsi, az alsé betoltott savbol konnyebben gerjeszthetdk
az elektronok az iiresbe, amely altal aktiv, vezetésre képes elektronokat nyeriink — ezek a félvezetok.
Fémek esetén pedig megkiilonboztetiink egy-, ill. kétvegyértékii fémeket. Egyvegyétékii fémek esetén
az elsO nivo csak félig van betoltve elektronokkal s ezért mar kis elektromos tér hatasara kapunk aktiv
elektronokat. Kétvegyértékii atomokbdl akkor lesznek jé vezeték (fémek), ha a két sdv dtfedi egymést,
azaz a két sav kozott nincs tiltott zona és igy az elektronok az €1—es sdvbdl konnyen atkeriilhetnek a

”mozgékony” eo—es sdvba (36. dbra).

£ £
. {E ¢
M0 4
— b m 4, " % \ \ risomn
Aﬁ a AE’{_m Af4 s &(%L . F_Eua',zo'm
szigeteld » félvezeto

vezelo

vezelo

36. &bra. Szilardtestekben kialakuld tiltott zéndk szemléltetése.

A szilardtestfizikaban kiterjedten haszndljak az tn. ”effektiv tomeg” fogalmat. Ennek bevezetése azon

alapul, hogy a periddicitds miatt fennallé exp(iKnd) p(z) = ¢(x + nd) feltétel miatt a K mennyiség
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a csillapitatlanul transzmittdl6dé elektron effektiv hullimszamaval azonosithaté (az impulzus az eltolds
operdtor generatora). Az effektiv hullimszdm nem feltétlenill egyenlé a k fizikai hulldmszdmmal.
Formadlisan azonban felirhatunk egy Osszefiiggést koztiik az m*(k) effektiv tomeg bevezetésével a

kovetkezd médon:
B h2k? B R2K2(k)
2me 2m*(k)

Minthogy K (k) = arccos(f(k)/2)/d értékei —oo és oo kozé eshetnek, az effektiv tomeg értékei is erdsen

vatozhatnak k fiiggvényében.

6.3. HAROMDIMENZIOS SZORAS

Vildgunk harom térdimenzidéval rendelkezik, igy az iitkézési folyamatok valdjaban mindig hérom
dimenziéban jatszodnak le. Az iitkozéseket legkényelmesebben tomegkozépponti koordinata rendszerben
irhatjuk le. Mivel kéttest titkozésekkel foglalkozunk, és az 5.3.1. fejezetben lattuk, hogy a kéttest
probléma visszavezethet$ olyan egytest problémadra, ahol egy (redukélt) tomeggel rendelkezd részecske
E (tomegkozépponti) energidval mozog a (két részecske kolesonhatdsit leiré) V(r) potencidlban, ezért

a kétrészecske litkozéseket gyakran potencidlszordsnak is nevezziik.

A széraskisérletek tanulmanyozasdnak nyilvanvalé szikségességét az adja meg, hogy ezen az tuton
szerezhetiink (kozvetett) informéciét a mikrorészecskék (rendszerek) kozott miikodé erékrdl. Ez az
igény kiilonosen nyilvanvalé abban az esetben, amikor a részecskerendszerek (pl. atommagok, atomok,
molekuldk, klaszterek) alkotérészei kozotti elemi kdlesonhatds nem ismeretes (mint pl. a nukleonok
koz6tt). De hasonlé igény tdmaszthaté olyan esetben is, amikor a rendszerek alkotérészei kozti
erok "egzaktul” ismeretesek, mint pl. az atombeli elektronok kozott, ugyanis az Osszetett rendszerek
kozotti effektiv kolesonhatds elméleti meghatarozasa a kotott allapoti probléma egzakt megoldasat
igényli, ami a gyakorlatban kivitelezhetetlen feladat. Igy tehét sziikségképpen kozelitésekre (modell
feltevésekre, kiilonb6z8 modszerek bevezetésére) vagyunk utalva, és ahhoz, hogy az egyes kozelitések

josagat ellenorizhessiik, kisérleti tapasztalatokhoz kell fordulnunk.

Megjegyzendd, hogy gombszimmetrikus potencidlok esetére ki van dolgozva a kvantummechanikai
szoras inverz elmélete. Az R. G. Newton-, ill. Gel’fand-Levitan- és Marchenko-egyenletek segitségével
a megfigyelt szordsi adatokbdl meghatarozhatjuk a potencidlt minden modell-el6feltevés nélkil. A
kvantummechanikai széras inverz elméletével felsObb éves tanulmanyainkban foglalkozunk, jelenlegi

célunk a szoéraselmélet alapfogalmainak megismerése.

6.3.1. SZORASI HATASKERESZTMETSZET
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Egy széraskisérletben a V(r) kolesonhatdsrdl szolgaltatott alapvetd informécié a szérédé részecskék
kiilonboz6 szogtartoméanyba vald intenzitas-eloszlasanak megfigyelésébol, az in. szogeloszldsbdl nyerhetd
ki.

Egy fixdlt erécentrumon, vagy egy mésik részecskén (in. céltdrgyon, targeton) szérédd részecskék
(I16vedékek, projektilek) irdny szerinti eloszldsat (szogeloszldsat) a szérdsi hatdskeresztmetszet
fogalmanak bevezetésével értelmezhetjiikk. Tegyiik fel, hogy a szérécentrumra Jy aramsir{iségi bombazé
részecskenyalab esik be és a beesési iranyhoz képest ¥ és ¢ polarszogekkel jellemzett d€) = sinvdide
kupszogben idéegység alatt dN részecskét detektalunk. A dQ térszogben szérédd részecskék dN

masodpercenkénti szama aranyos Jp—lal, és dQ2—val:

dN = o(9, ¢)JpdS2, (72a) dN
ahol az aranyossagi tényezot
a szoras differencidlis hatdskeresztmetszetének
nevezzilk. Ebbe a mennyiségbe siirtisodik bele &
3o
minden informéacié a tanulményozni kivant > f —> Z

kolesonhatésrdl, V (r)—rol.

(72a) teljes térre vett integrilja a részecskék teljes szdmat adja mésodpercenként

N =J / o (9, )dQL = Jooior, (72b)

ahol bevezettiik a teljes hatdskeresztmetszet fogalmat,

N

Otot — /O’(’&,(ﬁ)dﬂ = J—O, (72(3)

mint a differencidlis hataskeresztmetszet teljes térre vett integraljat, ami tehat az idGegység alatt

sz6r6dé részecskék szamanak és a beesd részecske-nyaldb dramsiiriiségének a hanyadosa. A differencidlis

hatéaskeresztmetszet szokasos jelolése:

do(9,¢) dN
19 = =
o090 =i = Jeanr
szokdsos egységei: a2 = 2.80 x 107 7cm? (atomfizikaban), ill. 1barn = 10%2fm? = 10~ 24cm?

(magfizikdban).

Megjegyzendd, hogy magfizikdban fontos szerep jut a hataskeresztmetszet labor rendszerbdl
tomegkozépponti rendszerbe vald atszdamolasnak. Elektron-atom {itk6zés esetén a két rendszer

gyakorlatilag megegyezik a tomegviszonyok miatt.

6.3.2. SZORASAMPLITUDO
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A (14) staciondrius Schrédinger egyenletet révidhatdtdvolsdgi (lim, oo V = r~17¢) potencidl esetén
kielégiti a kovetkez6 hatarfeltétel:

ikr

hmwS’AG*”+ﬂw@

T —00

)@Mm+@?mm, (73)

r

ahol A # A(r) egy — csak energidtdl fiiggd — normadlasi allandd, f(¢,¢) pedig az un. szdrdsamplitidd.
Konnyen beldthatd, hogy a (73) alatti hatéarfeltétel tetszdleges f(19, ¢) szérdsamplitidé mellett kielégiti a
Schrédinger egyenletet O (%) rendben [az egyszerliség kedvéért foglalkozzunk csak rugalmas szérasokkal,
amelyekre |k;| = k; tovdbbd hasznéljuk fel a kovetkezd Osszefiiggéseket: U = V/(h%/2u), A, = V2 =
L LR B (hk)2/2m):

r dr? r2

fim [Ar“‘?Q *U(r)} = [Ar+k2 707,—176}14 <eikir+f(ﬂ’¢)eikr>

r

ikr ikr
_ A{ _ g2eikir 4 p2pikir _ op—l-cgikir | Arf(ﬂ,d))e i k2f(19,¢)e B
r r

. ikr e ieor 1 d2 ikr ikr L2 h2
et 0,0 5] = Al - o g o) T T TR gy g
k2 9 eikr o . 9 eik'r‘ _4A o . ik 9 eikr
+ f( a¢) r —Lur f( 7¢)T:|_ |:_ r (6 +f( a¢) 7’)_
k2 9 eik'r‘ k2 g eikr o 1 —_AC . o g eikr 7
K005+ 0,00+ 0() = —acr e (Rt 10,02 )

Igy tehat (73) a lehetd legdltaldnosabb hatérfeltétel, amelyhez a kovetkezd szemléltetés fliz6dik. (73)
két hulldm szuperpoziciéjabdl all. Mindketté kielégiti a Schrodinger egyenletet r — oco—ben O(1/r)

rendben, révidhatétavolsagu potencial esetén.
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37. abra. A bees6 és sz6r6dé6 részecske-hullam, valamint a hasznalt koordinatak szemléltetése.

(73) els6 tagja egy beesd végtelen sikhulldmot (impulzus sajatallapotot) ir le, ami a bombdzé részecske-
hulldmmal azonosithat6. (73) mésodik tagja egy olyan radidlis szdrt hulldmot reprezentdl, amely a
széréas centrumdtdl kifelé mozog, amplitiddja iranyfiiggs, intenzitdsa r2—tel forditottan aranyos (kifuté

gombhulldmnak nevezziik; 37. dbra). Ez felel meg a detektdlandé részecske-hulldmnak.
Az egyenl§ fazisu feliiletek egyenletei:

a) bees6 hulldm esetén
kir — wt = |k;|r cos ¥ — wt = kz — wt = const = a(z,t);

az egyenld fdzisi pontok Osszessége z—re meréleges felilleteket alkot, amely felilletek A\ = 27/k
tavolsagra vannak egymastél, amennyiben a maximumokat, vagy minimumokat tekintjiikk egy rogzitett

t id6pillanat esetén. E felilletek vy = w/k fazissebességgel haladnak a pozitiv z irdnyba;

b) rugalmasan szort hulldm esetén

kr — wt = const = b(r, t);

ez egy olyan gombfeliilet egyenlete, amely w/k = X\/T = vy (fazis)sebességgel T irdnyba terjed 27/k

hullamhosszal.

Magyardzat: Staciondrius esetben a fdzisokhoz mindig hozzdadandé a leszeparalt exp(—+Et) tényezd
fazisa. Tovabbi elemi Osszefiiggések: E = hw = p?/2m = h%k?/2m — w = hk?/2m. Fazissebesség:
dr/dt = d(const/k + wt/k)/dt = w/k = hk/2m = v/2, ahol v a csoportsebesség, amit dw/dk definial.

Az A egylitthaté és az [ szérdsamplitidé fizikai jelentésének megallapitdsa céljabdl kiszamitjuk a
differencidlis hatdskeresztmetszetet mint a detektorndl (r — co—ben) ¥, ¢ = ¢ irdnyban mérhetd fluxus
és a beesd hullambdl szarmazd, szintén mérhet6 fluxus hdnyadosat. A detektorndl észlelt fluxus a
s, szért hullambol, valamint a bejové és szort hullam interferencidjabol ered. Megmutatjuk, hogy az

interferencia tagbdl eredd részecske-hullam fluxusa elhanyagolhaté r — co—ben ¢ # 0 esetén.

Az egységnyi feliiletre es6 fluxust a valésziniiségi aramstirtiség képlete

R
2mi

h
j(r) ¢*Vr1/) - wvrw*} =R <%¢*Vr¢> = jbe +.]sz +.]’L’I’Lt
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rmv 1
mr r3

. . 0.10 ., 1 8
rlglc}o Ve = rlggo (Er 7"81919 rsind 8¢)¢> or

szolgdltatja (dimenzidja:

= Figyelembe vessziik tovabba, hogy

s cmz)

A beesé részecske-hullam aramsiirtiség vektora a @y, (r) = Ae’® ™ beesé hulldmbdl [(73) elsé tagja)

szamolhatd:
) h
Jbe = R (_.q)zevrq)be) .
mi
A Dbejové fluxus, amit k;-ra merdleges egységnyi felilleten detektdlunk (és amivel osztani fogjuk a

detektorndl mérhet6 részecske fluxust) a kovetkezé:
. . " ’\ h —ikir - ik.r hk
Jo = Jve = Joeki = kiR (f|A|Qe kirik,etki ) = |APP= = |A]%.
mi m
A kifuté szért hulldm (1)) dramsfiriség vektora
. oo
Jsz = R (flpszvrwsz>
mi
Ebbél 1 irdanyba a detektorhoz
) . h . e—ik'r‘ o zkr
Jsz =Tjsz =R (|A|2_f (Q) a.. ( )
mi r Or

_ 14 |2fzk 1
m 72

FO)F +0(5) = [APo5 /@) +0(5)

egységnyi feliiletre es6 fluxus érkezik.

Vizsgéljuk most az interferencia tagbdl adddé radidlis dramsfiriiséget (fluxust).

] 3 ” h —ikr cos 9 eikr * eiikr 9 1kr cos
i =Jit = R{ AP femtireoss 2 (@S0 4 S e ||

or or

o 1 o 1
:%{|A|2 h |:k3 f( ) ikr(1—cos ) +,L-k;Cosﬂ;f*(g)e—zk'r(l—cosﬁ)] +0 (T_Q)} ~0,

mivel (hacsak ¢ # 0, elOreszérds esete, amelyet késébb kiilon megvizsgalunk) igen gyorsan oszcillél,
mint r fiiggvénye, amikor r — oco. Tovabba, vegyiik figyelembe, hogy a bejové hullam k; vektoranak

mindig van szérdsa (Ak). Ebben az esetben az oszcillicids tagok elhanyagolhatdk ¢ # 0—ra, mivel

KAk
lim kezkr(lfcos 19)dk,

T—00 k

k+Ak
= lim 1 {keikr(l—cos 19)} ktAk o / * eik'r‘(l—cos 19)dk
r—oo ir(1 — cos ) k %

= lim —/——m—— ! ) {(k?— l)eik’“(l_cosm}kJrAk

r—oo (1 — cos k

1 . .
lim ———— | (k + Ak — 1)t k+AR)(r=2) _ (L _ 1)etk(r—2)
= oo ir(1 — cos?) [( i Je ( Je ]

. 1
= lim -
r—oo i(r — 2)

eFr=) [(k + Ak — 1)e'* —k + 1] = 0.
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Végeredményben tehét, ahhoz, hogy megkapjuk a differenciélis hatdskeresztmetszetet, (72a) értelmében

a szért részecskék dN = j,, x 12 x d§) szdmat el kell osztani a beesé részecskék Jy = jpe fluxusdval és

dQ)—val:

do_ AN d0%e APV e
A0 " TodQ T jped® |A*v |

Azt kaptuk, hogy a szérasamplitidé abszolut érték négyzete megegyezik a differencidlis

o(,¢) =

hatédskeresztmetszettel:
do

dQ

Ez az a fundamentalis Osszefliggés, amely kapcsolatot teremt a tapasztalat és az elmélet kozott.

= 1/(2,9)" (74)

Mint l4tjuk, a differencidlis hatdskeresztmetszet fiiggetlen az A amplitidétél mivel csak "relativ”
valoszintliség irant érdeklodiink mindenkor. Ezért a szérasi hullamfiiggvényt kiilonbozéképpen lehet
"normalni”, attél fiiggéen, hogy miként valasztjuk meg az A "norméldsi” egytitthatét. Ha A = 1
normalast valasztunk, akkor a bejovo hullim megtalaldsi valdszinliségi siirtisége 1 az r-térben. Ha
A=1/yv=1/ Vhk, akor a szérasi hulldmfiiggvényt egységnyi bejové fluxusra normaltuk. ®pe-re
vélaszthatunk hulldmcsomag megolddst is, a feladathoz illeszkedé A(p) normdldsi amplitidé rogzitésével

egyiitt.
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6.3.3. OPTIKAI TETEL.

¥ =~ 0 esetén az interferencia tag nem

hanyagolhaté el. Szamitsuk ki e tagbdl jovo

aramslriséget, amelyet egy 060 nyildsszogl L M
0
kipfeliileten r tavolsagban detektalunk (38. i N_}

Abr a) . 38. dbra. A 50 nyilasszogdl kiip szemléltetése.

A 50 nyilasszogii r20Q teriiletii kipfeliileten at-

haladé részecskék szama O(-%) rendben:

27 60
Gint (60 =~ 0) = 12 / AQine T = 12 / do / dv sin ¥
(9] 0 0

h 1 ; 1 ,
X%{|A|2E {ik;f(ﬂ)ezkr(lcosﬁ) +ik Cosﬁ;f*(ﬂ)ezkr(lcosﬁ)} } )

Az integral kiértékeléséhez figyelembe vessziik, hogy f(€) lassan véltozé fiiggvénye ¥—nak s ezért a
nulla helyen felvett értékével helyettesithetd. Vezessiik be az x = cosd valtozét. Ekkor dr = — sinddd.
Vegyiik figyelembe, hogy

80 ) cos 060 ] ] cos 66 ]
/ 4o sin ﬁezkr(l—cos 9) / dxezk'r‘(l—:c) — _ezk'r' / dxe—zk'r‘x
0 1 1

ikr
ikr 1 —ikrxcosd0 _ € —ikr cos 66 —ikr
— e = e —e ]
—ikr ikr

1. i :
_ezkr(l—cos59) + — = oszc. + —
ikr kr ’ b

ahol az oszcillalé rész elhagyhaté a nem oszcillalé mellet. fgy, folytatva az interferencia tagbol jovo
dramsiirtiség kiértékelését (cos ¥ ~ 1 miatt),

hk ) "

int(0) = lim it (00) = 2772 | AP —R | £(0)— + £*(0)—

int (0) = Jim jine(00) = 27| AP-2R (£(0) 1 + £7(0)

= 2r| AP LR (i1 (0) 17 £7(0)) = ~am |43 (0).

Az interferencia taghdl adodé részecske-hullam jarulék ¢ =~ 0 esetén tehdt aranyos a szérasamplitido

imagindrius részével (¢ # 0 esetén az ebbél a tagbdl adédé dramsiirliség zérus, mint kordbban lattuk.)

Ha a teljes r — oo sugaru gombfeliiletere integraljuk a teljes radialis aramot, j, = jr—t, fluxus

megmaradast kapunk a Gauss tétel kihaszndldsival. Legyen df = #r2dQ) a feliiletelem, ekkor

r2/dﬂjfz/dfj:/d3er:0,
F %

Vj+0p/ot=0

ami a
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kontinuitdsi egyenlet integrélis alakjabdl az [ d3rp(r,t) = [d3r|¥(r,t)|> = 1 norma miatt kovetkezik.
Mérmost, a teljes aramstiriiség harom részbdl tevodik 6ssze: j = jpe + jsz + jint €s a bejovd részecske-
hulldm dramsiriisége nem ad jarulékot a teljes radidlis fluxushoz, ugyanis:
= 1
r? /debef' = r227r/0 di sin 9| A|?v cos 9 = 2mr? | A|*v / ) dx x =0,

ahol a szokdasos x = cos v, dr = —dJ sin 0 helyettesitést alkalmaztuk.

Ezért a teljes fluxushoz csak js. és jin: ad jarulékot, az utébbi csak 6 =~ 0 esetén, mint lattuk, az el6bbi

pedig a (differencidlis) hatdskeresztmetszettel kapcsolatos. [rhaté tehat

. . N 1 h
0= r2/dQ(Jsz ot )i = rQ/dQ|A|2vr—2|f(Q)|2 —4m|AP 3 7(0)

h
= |A? <v0tot - 47r—%f(0)> =0,
m
amibdl nyerjiik a nevezetes optikai tételt:

Grop — 4%% £(0). (75)

Az optikai tétel rendkiviill fontos mind elméleti, mind gyakorlati szempontboél. Kapcsolatot teremt
kisérlet és elmélet kozott. Lehetévé teszi a nem teljes (¢, ¢) szogtartomdnyban végrehajtott mérésekbdl
torténé teljes hataskeresztmetszet meghatarozasat. Ezenkiviil az elméleti modellek, illetve kozelitések

szdmdra is tdmpontot jelent a (75) alatti egzakt Osszefiiggés.
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6.4. SZORODAS GOMBSZIMMETRIKUS POTENCIALON.

PARCIALIS HULLAMOK MODSZERE.

Tekintsiik a ) )
W21 d L2 @
T 4y 2 LV —FE =
2ur erT + 22 +V(r) k; (r)=0
Schrodinger egyenletet, ahol a potencidl csak |r| = r abszolit értékétdl fiigg [|k;| = k, E = (hk)?/2u >

0, u aredukalt tomeg].

Maérmost, tetszéleges wl(:)(r) regularis fliggvény sorbafejtheté az impulzusmomentum sajatfiiggvényei,

a gombfiiggvények szerint

Z Z Clm (K )im (ki 1)Y] ic k)uy(k,r)P(cos ), (76a)

=0 m=—1 =0

ahol a masodik egyenloség jel utani atalakitasban kihasznaltuk, hogy a potencidl csak r-tol fligg, és

ezért — a z—tengelyt a beesés k; irdnydval parhuzamosnak valasztva, valamint a

2 1
Do ) = L Bfeos)

™

Osszegzési tételre figyelemmel, — a magneses kvantumszamra vonatkozd Osszegzés elvégezhetd, és
a hullamfiiggvény csak r—tél és J—tdél fiiggd forméra egyszeritisodik. A szérdsi hullamfiiggvény
(73) aszimptotikus alakjidban felléps f szérdsamplitidé ezért szintén csak ¥ fliggvénye lesz. fgy az
aszimptotikus alak gémbszimmetrikus potencidl esetén

ikr

lim (" (eik%” + f(9) er ) . (76b)

T—00

Behelyettesitve a (76a) alatti kifejtést a Schrodinger egyenletbe, kapjuk a "parcidlis” (azaz: rész)
hullamokra felirt Schrodinger egyenletet:

[ 12 R2I(+1)

il _E -
3 gz g V() B| () =0, (76¢)

amelybdl az

helyettesités utjan nyerjiikk az in. radidlis szérasi Schrodinger egyenletet

BE R
2mdr2 ' 2m 1

V() - E] Ri(r) =0, (76d)

az Ry(r) radidlis hullamfiiggvényre. (Figyeljiik meg, hogy R; most nem fiigg a kotott dllapotokra
jellemz6é n kvantumszamtél, hiszen folytonos spektrum esetében vagyunk; n a hullamfiiggvény
nédusaival, csomépontjaival is kapcsolatos volt — egy szérasi hullamfiiggvény végtelen sok nédussal

rendelkezik, hiszen térben nem lokalizalt.)

(76d) megolddsdhoz ismerniink kell u;(r)—t két pontban. Ez r = 0 és r = oo lesz.
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A hidrogénatom targyaldsédnal lattuk, hogy amennyiben a V' (r) potencidl nem szinguldrisabb 1/r—nél,

akkor az din. indicidlis (az origébeli megoldasok hatvanykitevSire vonatkoz6) egyenletek vizsgdlatdbdl

!

u(r — 0) x {rz1 7‘“eg
r irreg
kovetkezett, ami az Ry(r) = krw(r) radidlis fliggvényre a
I+1

r re
RZ(THO)OC{_Z ,g

T irreg

hatarfeltételt szolgaltatja. A hullamfliggvényre vonatkozé regularitasi kovetelmény miatt tehat az

origébeli hatarfeltétel

ul(O) =

konst. ha 1=0
{ onst., a ) illetve Rl(o) — 0, | = 0, 17 (77)

0 egyébként,

Az r — oco—beli hatérfeltétel megallapitdsa céljabdl vélasszuk el6szor (76d)-ben r—et olyan nagynak,

hogy mind V(r), mind a centrifugélis tag, I(I + 1)/7?, elhanyagolhaté legyen. Ekkor
Ri(r — o0; k) o< kT (784a)

nyilvanvaléan kielégiti az egyenletet (E = h2k%/2m). Jobb kozelitést kapunk, ha ezt az extrém

aszimptotikus alakot kiegészitjiik egy f(r) fliggvénnyel a kovetkezé médon:

Ri(r — oo k) = lim AeFikr+fa f(r)dr’ (78b)

T—00
ahol A és a konstansok. Behelyettesitve (76d)-be, a kovetkezd differencidl egyenletet nyerjikk f—re:

WAD _yy, (78¢)

2
f'+ £ 2ikf = SRV () + =

Mérmost, ha W(r) o =%, akkor a baloldal utolsé tagja, lévén nagysdgrendben a vezetd tag, szintén
r~%—ként tart zérushoz. fgy az exponensben allé integrél
-

lim [ ()"*dr’ = lim 1=~ o'~ (78d)

7—00 a — S Lr—o0

konvergens, ha s > 1, és akkor (78b) szintén (78a) alakjaban irhaté. Amennyiben W (r) exponencidlisan
tlinik el és I = 0, a (78¢) bal oldaldn 4ll6 f'—s tagot is figyelembe kell venni f mellett. Nehézség nélkiil
megmutathatd, hogy ekkor is (78a) az &dltaldnos alak. Az egyetlen kivételre, s = 1 esetére, a Coulomb
szoras targyaldsanal még visszatériink.

A (78a) végtelenbeli hatarfeltételek fizikai jelentése nyilvanvald: e*" az ¢ irdnyba szdrt (kifutd), az e~ *+"
az 1 irdnybdl beesd (befutd) hullamot jelenti. Ez a két hulldm keveredik mindegyik R;(r;k) parcidlis

hullamban nagy r—ek esetén, ami ezért a kovetkezo legaltalanosabb formaba irhaté:
Ri(r — oo; k) = Aysin(kr + 6;), (79)

ahol a két integrdciés allandé, A; és 0; elvben még komplex is lehet. A befuté és kifuté hulldm

keveredési amplitudojat ez a két dllandé hatarozza meg.
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A (76d) radidlis parcidlis szérasi Schrodinger egyenlet R;(r;k) megoldasait tehdt a (77) és (79)
hatarfeltételek egyértelmiien meghatdrozzik (egy komplex szorzdsi alland6tol eltekintve). A megoldds
azonban valds, mivel r = 0—ban valésként indul, és k, V, és [ valos. fgy &—nek is valésnak kell lenni,
A; viszont lehet komplex. 8; valés esetén megmutathaté, hogy a (76a) részecske-hulldmbdl eredd totdlis

radidlis fluxus egy teljes (végtelenbeli) gémbfeliileten zérus:

h .
i o2 [ aoge = i 2 [ aom (o Sl )

<sin(k:7“ +07) 0 sin(kr + o)

_ 2
= 7131()1()7‘ 271'8?2

i

. h o~ ~
, ar . ) /dﬂ smﬁPl(cosﬂ)Pl/(cosﬂ)%Al Ay

T or T

o
_ T12 Tin 72
= 2772|Al| Tlingor R —

<sin(kr +0;) O sin(kr + 51)> R
1=0

ﬂ%%§|fll|25in2(kr+gl)0, ha & =4

ahol A; tartalmazza a (76a)-ban eléfordulé ¢;(k) egyiitthatét is.

Amennyiben o1 valds, a fenti eredmény tehat azt jelenti, hogy a szdérasi tértartomanyon beliill a
részecskéknek nincs forrdsa, illetve ”elnyeléje”. A kifelé szérédott részecskék ezért egyediill a beesd
részecske-hullambél szdrmazhatnak. Komplex potencidl esetén &; komplex és ezért a teljes fluxus az
r gombfelilleten nem tinik el; ezzel reakcidk lefolyasat és rugalmatlan titkozések bekovetkeztét lehet

modellezni (1d. Feshbach-, ill. Watson-féle optikai potencidl formalizmus).

Altaldban nem a végtelenbeli (79) hatérfeltétellel dolgozunk, hanem kihasznédljuk azt, hogy a
gyakorlatban a potencidl egy wvéges rg tavolsdgon tiul zérusnak vehetd. Az ry tdvolsiag viszont még
nem olyan nagy, hogy a centrifugdlis tag elhanyagolhat6 lenne. A (76d) Schrédinger egyenlet ebben az
esetben a Bessel-féle differenciél egyenletbe megy 4t (V =0, E = h?k?/2m) :

[d_Q_Z(l—i-l)

dr? ) + k2] Ri*(r) =0, T >To, (80)

amelyet ”szabad” radidlis Schrédinger egyenletnek is szoktunk hivni. Két fiiggetlen megoldésa a j;(kr)

szférikus Bessel- és az ny(kr) szférikus Neumann-fiigguénynyel kapcsolatos:

: rhr\ V2 1
Ry (kr) = krji(kr) = (T) Jipy (kr)— sin(kr — §l7r), ha 7 — oo,

mhr

1/2 1
5 > J_l_%(kr)ﬂ cos(kr — §l7r), ha r — oc.

Az Ry(r;k) radidlis szorési hulldmfliggvény kifejezhetd R és Rf”eg linedrkombindcidjaként ro—nal

nagyobb tavolsagokra:
R™ = Ry(r; k) = A[R9 (kr) cos & + R (kr) sin 6] =

= Ajkr [jl(kr) cos &; — ny(kr) sin 55}, 7> 10, (81a)
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amelynek aszimptotikus alakja — figyelembe véve j; és n; feltiintetett aszimptotikus tulajdonsagait —

(79)-al ekvivalens forméba irhaté:
(a) T 1 1 . 5. 1
R} = Ri(r — oo k) = Aj[sin(kr — 517‘() cos 0; + cos(kr — Elw) sin 0;] = A;sin(kr — §l7r +4), (81b)

és igy
- 1
wy(r — oo k) = Ay(kr) "t sin(kr — §Z7T +41). (81c)

Ismervén az wu; és R; parcidlis hullamok aszimptotikus alakjat, meghatarozhatjuk a differencialis
hataskeresztmetszetnek az egyes parcidlis hullaimokbdl adédé Gsszetevoit. Ehhez nem kell mést tenni,
mint (76a) és (76b) aszimptotikus alakjait sszehasonlitani. Ennek érdekében a (76b)-ben fellépd e’k

fiiggvényre (sfkhulldmra) alkalmazzuk az ismert kifejtési tételt, egytittal vessziik a limeszt is:

™ — 00 T— 00 T— 00 T — 00

lim ™" = lim e®** = lim ¢*" Y = lim Z (21 + 1)i'j;(kr) Py (cos 0)
1=0

(20 + 1)i' (kr) =L sin(kr — %lﬂ).Pl(COS ).

M

l

Il
o

Ezt behelyettesitjiik (76b)-be és az igy kapott kifejezést egyenlévé tessziik (76a) aszimptotikus alakjaval,
amit (81c) felhaszndldsdval kapunk. Tehdt:

- 1 e
Z (20 + 1)i L sin(kr — ilﬂ)PI(cos ) + f(9)r et
1=0

= Z “Lsin(kr — 1[7‘( + 0;)P,(cos ¥),
=0

ahol most A; tartalmazza a (76a)-ban fellépd c; egytitthatékat is, osztva a (76b)-beli dltaldnos (I—t&l
—ikr

fiiggetlen) A &llandéval. Az egyenlet bal- és jobboldaldn &ll6 e és e fliggvények egytitthatéi
egyenldk kell legyenek, azaz [sinz = (exp(iz) — exp(—ix))/2i]

2ik f(9) + Z (20 +1)i %ilwpl(cos ¥) = Z Al@i(él_%h)Pl(COS )
1=0 =0

és
o0 o0
Z (204 1)i e2”’TPl(cosz9 Z Ale*i(‘sl*%l“)PI(cosﬁ)
1=0 1=0
Minthogy ez igaz 9 minden értékére és a Legendre polinomok ortogondlisak egymasra, az utébbi

egyenletb6l meghatdrozhatjuk az [—edik parcidlis hulldm (aszimptotikus) normalasi egytitthat6jét:
A= (21 + 1)ile™.

Ezt behelyettesitve az elobbibe, kapjuk a kivant Osszefiiggést a szérasamplitudé parcidlis hullamok

szerint kifejtett alakjara:

£(9) = 55 D21+ D5~ 1)Pi(cos)
1=0
= % 2(21 + 1)ei‘sl sin 6; P (cos ¥) (82)
1=0
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ugyanis

1 . _
5(62161 — 1) = sin §;e'.
i

Minthogy P;(1) = 1 barmely [—re, az el6reszérés szérdsi amplitiddja:

(20 4 1) (e — 1)

WE

£(0) = 5o

~
Il
=]

(21 4 1)e™ sin 6y,

I
Bl
WE

l

Il
=]

és ennek imagindrius része (ami az optikai tételben jtszott szerepet):

1

(oo}
EZ (20 + 1) sin 261
1=0

A differenciélis hatdskeresztmetszet a szérasamplitidé abszolutérték négyzete:

1 |— 2
_ 2 _ ’L
o) = |fW)|" = kQ‘l_EO@lJrl) lsm(slpl(cosﬁ)
= — E (2[ + 1)(2[’ + 1) sin d; sin 5l/Pl(COS ’19)]311 (COS 19) COS((S[ — 6l’)(2 _ 5”,),

l = 2
- m}z(zz +1)(S; — 1)By(cos V)| (83)
1=0
ahol az S = ¥ jellést alkalmaztuk. (Potencilszéras esetén ez az ” S—métrix” elem.)

A teljes hataskeresztmetszet ennek teljes térre vett integrdlja. Kihasznalva a Legendre polinomok

ortogonalitasat, kapjuk:

Otot = 27r/ sin ¥ddo (¢ Z (20 + 1) sin 26, (84)
0 (=0

Ezt 6sszehasonlitva az eléreszoras szérasi amplitidé imaginarius részére kapott elobbi képlettel, nyerjiik

4

Otot = ?\ff( )

ami a mar kordbbrdl ismert altalanosan érvényes optikai tétel Ujboli kifejezédése a szférikus
potencidlok specidlis esetére. Az optikai tétel szemléletes fizikai jelentése a kovetkezo. Ahhoz, hogy
szorodas bekovetkezzen, részecskét kell a beesé nyalabbdl eltavolitani, és ez nyilvan a szorasi
hatdskeresztmetszettel ardnyos mértékii. A bees6 nyaldb intezitdsa a szérdsi tartomdny mogott (9 = 0)
kisebb, mint el6tte. A gyengiilés csak a bejové és szérédéd hullam interferencidja révén lehetséges. Az
interferencia tag viszont linedris a szérasi amplitidéban. Tehdt az elOreszérdsi tartomdnyban (¥ = 0,

ahol mindez lejatszddik) a szérdsi amplitidé ardnyos kell legyen a hatdskeresztmetszettel.

A parcialis hullimok mddszerét nyilvan akkor célszerii alkalmazni, ha csak kevés parcidlis hullam ad

jarulékot a szérasamplitidohoz. Ez akkor kovetkezik be, ha
1) a potencial hatétdvolsdga (rg) rovid, vagy ha

2) a szérasi energia (k?/2) kicsi.
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Ugyanis bp = L klasszikusan, ahol b az impakt paraméter, p az impulzus, L az impulzusmomentum,
tehat
(rohk)? ~ Flmas(lmaw + 1).

6.4.1. FAZISTOLAS.

Az el6zéekben lépten-nyomon haszndlt §; = d;(k) konstans neve: fazistolds (phase shift), mivel éppen
a hullamfiiggvény fazisdnak a szabad megolddshoz képesti eltoléddsét jelenti a (79) ill. (81) egyenletek
alapjan. A fazistoldsoknak a széraselméletben centralis szerepiik van, mert mint lattuk, e mennyiség
ismerete elegendd a hataskeresztmetszet meghatarozasahoz. A fazistolas ugyanazt a szerepet jatssza
a szorasi allapotok meghatdrozdasaban, mint az FE, energiasajatérték a kotott allapotok jellemzésében.
Valéban, tobbféle osszefiiggés allapithaté meg az energiasajatértékek és a fazistolasok kozott, a zérus
energidju kotott allapotok, illetve a zérus energidju szérds vizsgalata révén (Levinson tétel, kvantum-

defekt elmélet, stb.).

Mint lattuk, a fazistolds ismerete egy normalédsi dllandotdl eltekintve egyértelmiien rogziti a szorasi
hulldmfliggvény (a szérasi allapot) aszimptotikus alakjdt. A szdérdselméletben (a folytonos spektrumok
tanulményozdsa esetén) mindig ez érdekel benniinket, mivel a hullimfiiggvény aszimptotikus alakja
tartalmazza a szordsamplitidét, aminek abszolut érték négyzete adja a kisérletekkel Osszevethetd

differencialis hatédskeresztmetszet értékeket.

Mérmost az a (latszélagos) ellentmonddsos helyzet &llt el6, hogy tulajdonképpeni célunk, a
mikrorészecskék (mikrorendszerek) kozotti kolesonhatds kifuirkészésére feléllitott elméleti appardtus
mintha nem érdeklddne a hullamfiiggvény kis tartomanyu viselkedése irant, noha a mikrokolcsonhatdsok
nyilvan itt fejtik ki hatdsukat leginkdbb. Természetesen ez nincs igy. Mércsak azért sem, mert a
hullamfiiggvényt egyértelmiien meghatarozza a kocsonhatast tartalmazé Schrédinger egyenlet a két
hatarfeltétellel egyutt. Azaz a hullamfiiggvény aszimptotikus tulajdonsagait, és igy a fazistoldst is, egy

elére megadott potencidl egyértelmiien rogziti.
A fdzistolas differencidlis meghatdrozdsa.

A fazistoldsok a hulldmfiiggvény folytonossdga alapjan V(r > rg) = 0 tipusi potenciél esetén kénnyen
meghatdrozhaték, mivel az aszimptotikus (81a) Rl(a)(r > a) megolddsoknak és els6 derivaltjaiknak
folytonosan kell csatlakoznia az R;(r < a) belsé megolddsokhoz, ill. derivaltjaihoz. Ezen folytonossigi
(regularitdsi) feltételt a logaritmikus derivéltak
d 1 d 1 _(a d ) .
(k) = (% {m ;Rl}),«_ro = (E [1n ;Rl( )])T_TO = (E In [j;(kr) cos §; — ny(kr) sin 51])T_T0 )
egyenlésége révén teljesiil, amibol

kji(kro) — v (k)gi(kro)
knj(kro) — vi(k)ni(kro)’

tand; =

révén kapjuk a kivdnt képletet, ahol / az argumentum szerinti derivaldst jelenti.
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A fdzistolas integrdlis szdrmaztatdsa.

Kiindulunk a (76d) és (80) alatti egyenletbdl, amelyeket a jelolés szerint beszorozva és integralva

[ arreey [ - v ] mi <o,

dr? r2
o d? (l+1
/ dr Rl(T)/ [ﬁ _ ( t ) + kj2:| R;eg(r) =0,
0 A T

két egyenletet kapunk, amelyeket egymésbdl kivonva nyerjik [R]* = rji(kr) és Ri(r — oo) =
Aysin(kr —In /2 +6)))] -

©o 2 2 )
[ i R = [ R OUR )
0 r r 0

A baloldalon parcidlisan integrilva és kihaszndlva az aszimptotikus alakokat, kapjuk a —A;ksind

eredményt. Igy a norma-fiiggetlen végeredmény:

2m

sind; = 2

At /000 ri(kr)V (r)Ry(r) dr.

Osszefiiggés a potencidl és a fazistolds eléjele kozott.

Vizsgdljuk most meg, hogy a ¢; fazistolas el6jelébdl lehet-e kovetkeztetést levonni a potencialra

vonatkozdan.

A regularis szabad megoldas aszimptotikus alakja,

reg . . . 1

R/ (r — c0) = lim rji(kr) = sin(kr — <lm),
r—00 2
amibdl a szabad megoldds nddusainak (csomoépontjainak) helyére
kre, —ln/2=0—rs, =l /2k

adédik. A teljes megoldas aszimptotikdjabdl

Rl(a) = Ry(r — 00) = A;sin(kr — Im/2 4 &)
viszont

k’l’tflﬂ/2+(5l =0—r :lﬂ/2k}7(sl/k’:7’52751/k

adodik.

Mérmost tekintsiik a (39) dbrat, amelyen feltiintettiik a reguldris szabad megolddsokat (szaggatott
vonal) és a teljes megolddsokat (folytonos vonal) vonzé (V' < 0) és taszité (V > 0) potencidl esetére. Az

abrat tanulméanyozva nyilvanvald, hogy §; > 0 vonzo, &; < 0 taszité potencidl jelenlétére utal.

Fontos megjegyezni, hogy d; csak mod m erejéig van meghatarozva, mivel periédikus fiiggvények
argumentumaiban fordul el§. Abszolit értékét 6;(k — oo) = 0 rogziti. Bizonyitds nélkiil megemlitjiik,
hogy e skéldt haszndlva, §;(k = 0) = mym, ahol n; a V(r) potencidl altal az I—ik parcidlis hullimban
létesitett kotott dllapotok szdmét jelenti, amennyiben nincs zérus energidn is kotott allapot (Levinson

tétel).
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Ramsauer-Townsend jelenség.

Vonz6 potencial esetén a fazistolas felveheti a 7 értéket. Ekkor a parcidlis hullim jaruléka a

szérdsamplitidéhoz (82) értelmében zérus. RovidhatStdvolsagi potencidl esetén eléfordulhat tehdt

az az eset, hogy ka ~ L., = 0 miatt (ahol a a potencidl hatétavolsdga) csak az s—hulldm ad jérulékot,

ugyanakkor a potencidl eléggé vonzé ahhoz, hogy dp(k) = 7 legyen. Ekkor a hatéskeresztmetszet

s

zérus: oyor(k) ~ sin? dp(k) = 0. Bz a kvalitativ magyardzata az elektron-nemesgz atomok szérasi

hataskeresztmetszeteiben 0.1 — 0.7 eV kozott megfigyelt minimumnak, amelyet el6szor Ramsauer és

Townsend észlelt a 30-as évek elején (40. dbra).

6.4.2. LIPPMANN-SCHWINGER (LS)
EGYENLET. BORN SOROZAT.

Tekintsiik a
v V)| 0 - B ()

szoérési egyenletet [E = (hk)?/2m] a

) —+ikr
lim ¢y (r) = e 4 [0, )

r—00 r

(85b)

hatdrfeltétel mellett. (A hullimfiggvényen

szerepld (+) index a kifuté aszimptotikdra utal.)

frjuk at a Schrodinger egyenletet a
(V24 k() = B () (85¢)
inhomogén alakba, ahol az inhomogenitési tag,

AP = 22viud e, 85

tartalmazza a kocsonhatast is.

(85¢) formalis megolddsa a Lippmann-Schwinger

(LS) integrdlegyenlet:

; 2
) = e T / dr' G (=)Wl (),

(86)
ahol a G(t) Green-fiiggvényt a

(V2+ER) G (r-1) = §(r—1') = — / o) g

egyenlet definidlja.

Behelyettesitve (86)-ot (85¢)-be,

(87) kihasznéldsdval azonossigot kapunk:

V<0, d,>0
(#)

39/a. abra. Vonzé potencial pozitiv fazisto-

last okoz.

Ry ()
15|
-
///’J;—”C[T)\\\ |

L~ N

a N ~
V>0, d;<0

(a)

39/b. abra. Taszité potencial negativ fazisto-
last okoz.

- ARGON /ﬂ
s {
~-‘~ .
D S
;

-
TTTTTIT

0 [ 0.4 A 1€ E ()

40. abra. Ramsauer-Towsend minimum az
e — Ar széras hataskeresztmetszetében.

(V2 + R () = (V2 + B)er



2m +)

+§ dr's(r — vV (') ki (r') =

; 2m
(kK + K™ + =V () (x) = Fie (x)

Kimutatjuk, hogy a LS egyenlet magdban foglalja a szorasi hatarfeltételeket is. Ehhez elsd 1épésként
kiszamitjuk G(F)(r — r')-t a reziduum tétel segitségével. Alkalmazva (87) mindkét oldalira (V2 + k2)

inverzét, kapjuk

1 / eik (r—r") , 1 eik\r—r |

1 -1,/ ’
() — ) — 2 2\—1 ik’ (r—r') k' = _
GH(r—1') = (V2 +k?) o /e d O

dkl = ————.
—k? k2 47 v — 1’|
Az utolsé integralt komplex konturintegraldsi technikdval lehetett meghatdrozni, olyan utat valasztva,

amely kifuté aszimptotikat biztosit a Green-fiiggvény szaméra.

A Green-fliggvény eme konkrét alakjat beirva a LS egyenletbe, kapjuk:

ik|r—r’|
B ) — kit e (+)
i 0f0) = i o [ TV )
ik;r m eikr /—ikyr’ N () oy — ik eikr
= dr'e V(e )y (x) = ™ + f(U, ¢) " Q.E.D.

Itt felhasznaltuk a kovetkezo Osszefiiggést és definiciot:

lim (klr — /| = kv/r2 = 2rr/ +172) = kry/1 — 2rr' /r2 = kr(1 — v’ /r?) = kr — ke =k — ksr’
r

T—00

Meghataroztuk egyuttal a szérdsamplitudo integrdlis alakjdt is:

—iksr’ o m
Jiites (0:0) = / dr'e” MV ()l () = - s (@ [V o).

m

2mh?
Ebbdl a felirdsbdl vilagosan latszik, hogy a szérasamplitidé annak valdszintiségét fejezi ki, hogy a
sz6r6dé rendszer (target-+1ovedék) a kezdeti (i) kolesonhaté vy, dllapotbdl a végsé (f) nemkolesonhatd,

azaz szabad, ®y, allapotba keriil 4t a V(r) kolcsonhatas eredményeként.

Levezetés nélkiil kozoljik a LS egyenlet parcidlis hullaimu alakjat, amely gombszimmetrikus potencial

esetén érvényes:

o 2
wy(k;r) = g1 (kr) +/0 Gy (r, r’)h—?V(r’)ul(r’)r’Q dr’,

ahol a Green-fiiggvény az [—edik parcidlis hullamban:
Gi(r,r") = kji(kr<)ny(krs),

ahol r~ = max(r,r’),r< = min(r,7’).

A LS egyenlet segitségével konnyen kiépitheté egy, a potencidl hatvényai szerint haladé sorfejtésen

alapuld, kozelito eljarés. frjuk fel a LS egyenletet szimbolikus jel6léssel

T/) = (I)ki + vaa
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ahol GV nemlokilis integréloperatort jelol. A baloldalt folytonosan a jobboldalba helyettesitve, kapjuk
a Born sorozatot:

)=, + GV, + GVGV O, + .. = Y Y.
1=1

A Born sorozatot felhasznalhatjuk (gyenge potencidl, vagy nagy szérési energia esetén) az emlitett
kozelitoé szamitas kivitelezésére. Pl. az elsd Born kozelitést kapjuk, ha 1 helyett 1)pi-et hasznaljuk. fgy

pl. a szérasamplitidé elsd, ill. masodik Born kozelitése

m

m
IB1(0,0) = *W@MV?/JBD =573 (i, [V Py, ),
m m
fB2(0,¢) = —W(‘I’MV (V1 +¥p2)) = 57 (1, |V @u,) + (Pr, [VGV By,)) -

Masik példaként a fazistolds elsé Born-kozelitéses kifejezését irjuk fel. Kiindulva az integrélis

reprezentaciobdl,
o0

20 [ 2 (e )V (1) (1),

sin 5131 =72 ;
6.4.3. COULOMB SZORAS. MODOSITOTT COULOMB SZORAS.

Két, qie és goe toltéssel rendelkezo részecske kozt haté Coulomb potencial

1 qugee?
= 4527
dmeg T

A hulldmfiliggvény aszimptotikus alakja Coulomb szérés esetén:
. (+) _ _ikyr+inln k(r—=z) eik'r‘—in n 2kr
lim " =e + fe(¥)————,

r—00 r
ahol a Coulomb szoérdsi amplitiidé analitikusan ismert:
n (se :
9) = — 21(50—7111'1311119/2),
Jel®) 2k sin? /2
ahol n a Sommerfeld paraméter: n = mqigae®4n/h%keg, amelyben m a két részecske redukalt tomegét
jelenti és 8§ = argD’(1 + in).

A Coulomb széras differencialis hatdskeresztmetszete tehét:

n2

() = |f ) = ——
7e0) = [P = s

Ez a jél ismert Rutherford formula.

A Coulomb széras teljes hataskeresztmetszete végtelen: of,, = co. Ez annak folyoménya, hogy az r~!-es

potencial hosszihatotavolsagi. Még | = oo-ed rendben is mdédositja a parcidlis hullamok fazisait, azaz

az egymastol oo tavolsdgra levo részecskék is hatassal vannak egymadsra.

A parcialis hulldimokra felirt radialis Schrodinger egyenlet Coulomb potencidl esetén

R A R2I(I+1)
T 90 1.2 90 2

2mdr?2  2m r

+ V;(?”) - F Rl(T) =0.

Ennek két linearisan fiiggetlen megoldésa, az origéban reguldris, ill. irregularis Coulomb hullamfiiggvény
1 .
reg. Fi(k;r) — 1 har —0; — sin(kr — §Z7T —nln2kr+6;), har — oo,
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1
irreg. Gi(k;r) — 7! har —0; — cos(kr — §Z7T —nln2kr+6;), har — oo.

Itt a Coulomb szérds altal okozott fazistolast 67 = argI'(l + 1 + in) jelenti. (A szérds végtelen

hatétavolsdgdra utal az aszimptotikus alak argumentuméban el6fordulé logaritmikus tag is).

A fenti megoldasok kozismertek, konfluens hipergeometrikus fiiggvényekkel kifejezheték, kézikonyvekben

megtaldlhaték (1d. pl. Abramovitz).
Osszefiiggés a pozitiv és negativ energidkhoz tartozé megolddsok kozott.

frjuk fel a radidlis egyenletet az aszimptotikus (r — co) tartoményban:

2 2
= ( K2+ mv) R = (—k2 ”k) Ri.
h?
Ennek megolddsa O(1/r?) rendben:

+i(kr—nlnr) o Tnzezkr R

Ry(r — o0) xe e "

ahol az utolsé egyenldség jel utdn a k = ik helyettesitést hajtottuk végre, amely negativ E = k?/2
energidkra val6 attérés esetén sziikséges. Latjuk tehat, hogy a pozitiv energiaju tartomanybdl a negativ
energidjuba val6 attérés sima, ezenkiviil visszakaptuk a hullamfiiggvénynek a kotott allapotok esetén
megismert exponencialisan eltiind aszimptotikus alakjat. Az, hogy ez az dtmenet ilyen sima két
teljesen kilonbozd fizikai jelenség (szords és kotott dllapot) kozott, messze nem magatol értetédd, és a

megoldésok analitikus tulajdonségdt tiitkrozi (1d. S-matrix elmélet, diszperzids reldcidk, stb.).
Moddositott Coulomb szords

Amennyiben a V, Coulomb potencidl mellett még
egy rovidhatdtdavolsagu V is jelen van, médositott A V(ﬂ
Coulomb szorasrol beszéliink. Ebben az esetben
tehat

V=V.+V,

ennek megfeleléen a szérasamplitado: s

A

f:fc+fa

i

s a teljes fazistolds

5 =67 + 6.

_\jo

Részletes, parcialis hullamok szerinti analizissel megmutathaté, hogy

1 & 3
=5 Z (21 + 1) (e%% — 1) Py(cos )
1=0

ahol tehat & jelenti a rovidhatétavolsdgi potencidl okozta fazistoldas (a Coulomb potenciél jelenléte

mellett!).
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A radidlis hullamfiiggvény a rovidhatétdavolsdgi potencidl rg hatétavolsdgan kiviill a Coulomb

fliggvények linearis kombinacidjaként irhaté fel:
Ri(r > o) = Fi(k; ) 4 tan §,Gy(k; 7).
Ebbél is meghatarozhatd, hogy a mddositott Coulomb szérds hullamfiiggvényének aszimptotikus alakja:

1 R
lim sin(kr — §l7r —nln2kr + 67 + d;).

T —00

Rutherford hires szoraskisérletével éppen a mddositott Coulomb szérasnak megfeleld
hataskeresztmetszet értékeket mérte ki, s a tiszta Coulomb szorastél vald eltérésbol kovetkeztethetett

az atommag atomon beliili méretére.
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7. MOZGAS ELEKTROMAGNESES TERBEN

Ebben a fejezetben elektromagneses tér jelenléte esetén vizsgaljuk a részecske mozgdasat. Foglalkozunk
mind az id6ében valtozé, mind az id6ben allandé elektromos és magneses tér elektronra gyakorolt
hatasaval. Latni fogjuk, hogy a klasszikus elektrodinamikaban csupdan segédmennyiségnek tekintett
®(r,t) elektromos és A(r,t) mdagneses vektorpotencidl mérésekkel kimutathaté (nemlokalis) hatdst

gyakorol az elektronra.
7.1. IDOFUGGO PERTURBACIOSZAMITAS.

Amennyiben egy atomot fénnyel besugarzunk, a foton elektromégneses tere eréhatast gyakorol a —e
toltésii elektronra. A maégneses erdhatds az alapédllapotban 1év6 elektronra sokkal kisebb, mint az

elektromos, ezért j6 kozelitésben a fénysugarzas hatasat az elektromagneses tér
= 50 sinwt

elektromos komponense okozza. Az elektronra gyakorolt eré és az ennek kovetkeztében keletkezd
potencialis energia egy r tavolsag megtétele utan a kévetkezéképpen irhaté:

—

—VV=F=—¢£, — V(r,t) = / Fds = Fr = e(EOxac + Eoyy + EOZZ) sin wt.
0

Az elektron energidjdnak operdtora

H = Hy(r) + V(r,1),

ahol Hy meghatdrozza az elektron ¢;(r) staciondrius dllapotait,
Ho(r)pi(r) = Eipi(r),

amelyeket ismertnek tételeziink fel. Az elektromégneses tér okozta V() potenciélis energia iddfiiggd,
ezért az

L 00 (r, 1)
ih BT

allapotegyenlet nem szepardlhaté az r és t koordindtdkban. (A tovdbbiakban az r—fiiggés

= [Ho(e) + Vo] 0.0

explicit feltiintetésétol altalaban eltekintiink, mert r jelolést fogunk hasznalni a futé allapotindex

kvantumszamra.) Bz azt is jelenti, hogy egy W,(t) allapot nem irhaté fel a ;e #F* staciondrius
alakban, energidja nem lesz 6rokké E;. A W,(t) dllapot idébeli véltozdsdnak ismeretére azonban mégis

sziikséglink van az atomszinképek és az intenzitasviszonyok megértéséhez.

A megoldast az id6fiiggd (Dirac-féle) perturbéciészamitds segitségével kapjuk meg.



Mivel a e~ #Ert

U, (t) allapotokat:

staciondrius megoldasok teljes rendszert képeznek, kifejthetjiik szerintiik a keresett

)= cri(t)pre 75, (88)
ahol az allapot nem trivialis id6fliggését a kifejtTéSi egyutthatokra haritottuk at. A megoldast a
¥;i(0) = i
kezdeti feltétellel rogzitjik, ami a kifejtési egyttthatékra a
cri(0) =0psy, T=1,2,...

feltételt szolgaltatja.

A (88) alatti ansatz-ot behelyettesitve az
allapotegyenletbe, nyerjiik: E X

Z i (acrz %Ercrz(t)) O e +E ZCTI E +V ))(pre*%Emt.

Egyszeriisitve, valamint mindkét oldalt balrél

or exp(iExt/h) staciondrius allapotfiiggvénnyel

beszorozva és a térkoordindtakra kiintegralva E

>
E .

kapjuk a kovetkezo Osszefiiggést:
Zih%(gkre%wrbﬁ.)t _ Zcri<¢k|v¢r>e%(Ek7E7.)t'
T at T

Bevezetve a Vip = (ou|Vepr) & wir = ltal  torténd jeszté
sbra. Fén alta orténé  gerjesztés
(Ex — E,)/h jeloléseket és elvégezve a baloldali abra y

osszegzést, kapjuk a kifejtési egyiitthatokat szemléltetése.

meghatdrozé
dcki

dt

1 .
= E Z Vkr (t)cm_ezw;wt (89)

egyenletrendszert, amely ekvivalens az allapotegyenlettel. Az id6éfliged perturbédcidészamitas alapjat
képez6 (89) alatti egyenletet integrdlds utédn szukszcessziv approximdciéval oldhatjuk meg abban az

esetben, ha a perturbélé V (¢) potencidl gyenge (azaz a Vi, (t) matrix-elemek kicsik):
1 K :
i ) =P O+ 537 / Vi (r)e™ 7 el (r)dr. (90)
T

Amennyiben a V(t) perturbécié gyenge (azaz Vi,t/h << 1), a rendszer egy ideig a kiindulé &llapot
kozelében marad. Ezért nulladik kozelitésben az atmeneti valoszinliséget megadé kifejtési egytlitthatét a
kovetkezoképpen vehetjiik fel:
S (t) =01,
Ezt behelyettesitve a (90)-ik egyenlet jobb oldalédba, az dtmeneti amplitiddra elsé rendben a kovetkezd
kifejezést kapjuk: .
CE)( t) = ki + zlh/o Vi (T)e“riTdr.



Tehdt annak valészinfisége (els6 rendben), hogy a t = 0 iddpillanatban E; energidval rendelkezd
allapotban levé rendszer ¢ ideig tarté V(t) perturbacié hatdsdra dtkeriil az Ej energidju allapotba, a
kovetkezd (i # k):
1) ¢, (1) 2 1 ‘ Wk T 2
W (i — k) =g,/ ()| = ﬁ‘ ; Vii(T)e dr| . (91)

Amennyiben Vi; = 0, az atmenet elsérendben tiltott. Ilyenkor az atmenet valészinliségérél a masodrendii

amplitudé ad felvilagositast:

1

t . ) 1 t T i L
D) =i+ /0 Via(r)ettdr + o 3 /O /O Vi () Vs (7)o 7,

amely els6 és masodik tagja i # k esetén zérus, a harmadik tag pedig igen kicsi a kolcsénhatési

matrixelem négyzetének megjelenése miatt.

7.2. INDUKALT ABSZORPCIO ES EMISSZIO.

Alkalmazdsi példaként kiszdmitjuk a fény dltal okozott (indukélt) abszorpcié és emisszié valdsziniiségét
az (1 — k) atmenet esetén, els6 rendben. Az elektron-fény kolcsénhatds révén az elektron z—irdnyd
elmozduldsakor V(z,t) = efyzaxsinwt (perturbacids) potencidlis energidra tesz szert. (Hasonld

meggondoldsok tehetdk az y— és z—irdnyd elmozduldsok esetén.) Ezt beirva a (91) egyenletbe, kapjuk

e2£2 t . 2
WG — k)= ﬁQO”” |zgi | / sinwre*“*7dr
0
2¢2 tq . 4 . 2
_ € hQOm |Iki|2 / Z (ezwr _ e—sz) ezwkdeT
0
8, 1 , 1 , 2
— g2~ (ilwtwr)t 1) . ( i(wgi—w)t 1) . 92
h2 |Zkz| 2(w —i—wki) (6 Q(Wki —w) € ( )

Az indukélt emisszié és abszorpcié valdszinlisége tehat fligg az xp =< ¢rlzp; >= [ drei(r)ze;(r)
matrixelemtol. Minthogy az elektron y és z irdnyban is mozoghat, atmenet az ¢ — k allapotok kozott
csak akkor johet létre, ha valamelyik az x;r, ik, zix koordindta atmeneti matrixelemek kozill nem

zérus. Ez kivdlasztdsi szabdlyok megallapitasat teszi lehetévé, amellyel késébb foglalkozunk.

Konnyen beldthatd, hogy a (92) alatti dtmeneti valdsziniiség id6t6l fiiggd része akkor vesz fel nagy
értéket, ha a mnevez6k zérushoz kozelitenek. Ebbdl a ténybdl kapjuk a Bohr altal heurisztikusan

bevezetet frekvencia feltételeket,
W —w=0 — E+hw=E;

a fény abszorpcio, és
writwx=0 — FE;~FE,+h
az indukadlt fény emisszid jelenségére.

7.2.1. KIVALASZTASI SZABALYOK.



Mint az imént emlitettiik, els6 rendben megengedett atmeneteket az jellemez, hogy legaldbb az egyik

alabbi egyenl6tlenség teljesiil:
Tki 7& 0, Yki 7é 0, Zki 7& 0.

El6szor a harmonikus oszcillator, majd a hidrogénatom esetét vizsgajuk.

a) A harmonikus oszcilldtor kivdlasztdsi szabdlyai.

Elegendd csak az x koordinata matrixelemét vizsgalni:

Tpin = (P | 0n) # 0,

ahol
$n = Cn 6762/2’“71(5)

a harmonikus oszcillator sajétfilggvényeit jelenti a kordbban (1d. 3. fejezet) bevezetett jelolésekkel:

¢ = mw _|D _(mW>(1/4) 1
=4/ hx, w—\/m, Cp = — oIk

Az u, = H, Hermite-polinomra (a Schrodinger egyenlet megoldds sordn) megismertiink egy rekurzids

Osszefiiggést,
U (€) = 281, (€) + 2nun (§) = 0.

Célszerl ezt atirni a kovetkez6 forméba:
Upt1 = 28Up — 2NUp 1,

amelybol az elsé két tag, ug = 1 és u; = 2¢, ismeretében az 6sszes Hermite-polinom leszarmaztathato.

Ezen el6készités utdn a matrixelemet konnyi kiszamolni:

Tn'n = ;%C/r;i/ Unp! (g)gun(g)e*gdg =

In+1 n
2 5n’,n+1 + \/;6n’,n—1] .

1 h ¢, (o] )+ [ h ¢y (o] > | h
— e ’ n _— / _ = e
2V mw cpt Pt |Pnt1 MW Cp—1 P’ |Pn—1 mw

A harmonius oszcillatorra vonatkozé kivélasztasi szabaly, mivel az vy, és zn, matrixelemekre is

ugyanez az eredmény adodik,

n—nzxl. (93)

A harmonikus oszcillator abszorpcidos és emisszids szinképe tehat egyetlen vonalat tartalmaz olyan v

frekvencian, amely pontosan megegyezik az oszcilldtor klasszikus vy = w/2m = 4/ % /27 frekvencigjdval:

:En+1_En:En_ n—1 W

h h T o

.

A valdsagban az idedlis harmonikus oszcillator eset csak kozelitOleg valésul meg, ezért az oszcillator

(vibraciés) szinkép mindig tartalmaz vy mellett halvanyabb vonalakat is (anharmonikus oszcillator).

b) A hidrogénatom kivdlasztdsi szabdlyai.



Az x,y,z operdtorok dtmeneti matrixelemeit most a

Pntm =

=Rt (1)Y?(0,)

hidrogénatom sajatfiiggvények segitségével kell kiszamolni. Az x = rsin cos ¢ irdnyu dtmenet esetén

példaul:

Tn't'm! ,nbm = <<pn’€’m’ |$ @n€m> =

o 2 T
/ drr Ryer (1) Rpe (1) / do / sin ¥dd sin®d cos ¢ Y, * (9, 0) Y, (9, @),
0 0 0

és hasonléan a tobbi, az y = rsinsin ¢, illetve
a z = rcost operdator atmeneti matrixelemeire

vonatkozdan.

Marmost legkénnyebben a ¢—szerinti integralas
végezhet6 el, mivel a ¢ valtozé egyediil az Y,;”
gombfiiggvény exponensében fordul elé. Ezért a
¢—szerinti integralds az egyes matrixelemekhez
vonatkozé kivalasztasi

a kovetkezd, m—re

szabdlyokat rendeli:

27
Tn/t'm’ ,nbm ™~ / ei(m—m/)qb COS¢d¢ 7é 0,
0
(94a)

2
Yt b / 6 sin b dg £0, ha
0

27
Zn/l'm’ mbm "~ / ez(m—m )¢d¢ 75 0, ha m' =m.
0

(94b)

A Y —szerinti
integraldas eredménye a mellékkvantumszamok

kozotti kivalasztasi szabdlyhoz ad jarulékot:
l—1+1, (95)

amely kiszdmitdsdhoz fel kell haszndlni a

m’ = m=l,

£ 4
I B
L
i
P 9

ibra. A harmonikus oszcilldtor kivalasztasi

ha m = m=*l,

szabalya.
} N=oco
i HE=—rt =5

e e o
i T ig{Pasc/zen {
Ly .
[{{{{| Balmer

i ' 'Pung
HHH T

1‘ ‘ ; Brackett
1

i

it

I

il

1

Lymann

(E)
e | o 1l | |

il || &
Paschen Balmer Lymann

abra. A hidrogénatom kivalasztasi szabalyai.

gombfiiggvények explicit alakjat. Megjegyzendd, hogy ezen kivalasztasi szabdly elfogadasa vezetett

korabban a rotacids spektrum ”null-vonal hidny” jelenségének megértéséhez, amely direkt kisérleti

bizonyitékat szolgaltatta az |L|?

= h20(f + 1) képlet helyességének a Bohr féle |L|? = h2¢?

posztuldtummal szemben. A fenti kivdlasztdsi szabdly tehat dnmagédban a rotdcids spektrum kivdlasztdsi

szabdlydt is jelenti egyuttal.



Végiil konnyen beldthaté az is, hogy az r—szerinti integralas a f6kvantumszdmok valtozasdban semmiféle

korlatozashoz nem vezet, azaz tetszéleges
n—-n=0,1,... (96)

atmenet lehetséges a fékvantumszamokat tekintve.

7.3. ATMENETI VALOSZINUSEG IDOBEN ALLANDO PERTURBACIO ESETEN.
FERMI ARANYSZABALYA.

Az eddigiekben a periédikus potencidlok esetét tdrgyaltuk. Lattuk, hogy egy V(¢) & sinwt potencidl (a
fény elektromos potencidlja) altal okozott indukdlt abszorpcié és emisszié jelenségét miként érthetjiik

meg az elsérendil perturbaciészamitas segitségével.

Most az elsérendii, idofiiggé perturbéaciészamitas egy masik alkalmazéasdval fogunk foglalkozni,
nevezetesen avval az esettel, amikor a potencidl (id6ben) dllandd egy bizonyos to = 0 idépillanattol
kezdve. Ilyen esettel taldlkozunk példaul az elektron-atommag szorédasndl, vagy a radioaktiv
bomlasoknal, pl. egy alfa-részecske atommagbdl valé kilokédése esetén. Ilyenkor az esemény
bekovetkezte el6tt egy (id6ben) dllandé potencidld dllapot uralkodik, majd az esemény lezajldsa utdn,
az 4llapotviltozds miatt, egy mésik, (idében) dllandé potencidli dllapotba keriil a végallapoti rendszer.

A spontén emisszi6 is egy ilyen, egy idépontban bekapcsolt, id6fiiggetlen potencial esetével targyalhato.

Tekintsiik az elsérendii id6fiiggd perturbacidészamitas valészintiségi alapképletét:

2
WG — ) = D OF = 55

¢
=12 /Vki(T)ei‘”’”TdT
0

Y

ahol wy; = (Ex, — E;)/h (i # k) a kezdeti és végallapoti energidk kozti kiillonbséggel kapcsolatos.

Amennyiben V (¢)—t egy lépcséfiiggvénnyel irhatjuk le,

- 0, ha t<0
V() = Vo), @<t>={1 A

ahol V = V(r), azaz a potencidl csak idOben &llandd, de hellyel még valtozhat, akkor az atmeneti
valdszintiségre elsé rendben a kovetkezo Osszefiiggést kapjuk:

1 eiwnt _ 1| sin?(wpi/2)t Tt
”,(1) £ = Vii 2 2 i
()= gz Vi I P Ep

1
(i—k = ﬁ |Vki

iwki

Tt 2
= 2o Vial™ felwri/2),
ahol bevezettiik a kovetkez6 jeloléseket:

.2
- sin® at
Vki =< @klv(r)@l >, ft(a) = )

Tolt



és
o= wgi/2.

Mérmost konnyen bizonyithatd, hogy
lim fi(a) = (),
t—oo

azaz
o'}

Jim [ dafi(@)F(a) = F(O)

t — 0o esetén tehdt (azaz, ha a hatds oo ideig tart) az id8egységre es§ dtmeneti valsziniiség

1
. W((Zlk)( : ’ ,?(u.) . sin®«xt
lim - |Vm‘| 0(wki/2) = |V1ﬂ| M Ey—E;) = T ETAN

t—o0
(a d—fliggvény megjelenése az energiamegmaraddst
fejezi ki.)

Az fi(wki/2) figgvény vizsgdlatabdl felvildgositast
kaphatunk arrdl, hogy egy wvéges ideig tartd

kolesonhatds mekkora valtozast okozhat a rendszer

energidjaban. Tartson a perturbacié ¢t = §t ideig.
A 45. &brabdl leolvashatjuk, hogy az f; fliggvény
wri/2 =~ 0 helyen veszi fel legnagyobb értékét, ezért
wir ~ 0, azaz els6 rendben, véges ideig tartd '
allandé perturbacié hatdsara csak kézelitdleg érzédik dora. s fewonif2) figgviny vieliedlee

az energia: FE; =~ Ei. Az energia megvdltozéasa

dwii/2 ~ w/t = 7/0t lehet, ami az &tmeneti valdszinliségfiiggvény maximuma és els§ minumuma
(zérushelye) kozti tdvolsdg. Azaz dwy; ~ 2m/0t, ami azt mutatja, hogy az E; kezdeti energidtél nem

valészinli nagyobb eltérés, mint

0E ~ —,
5t -’

amely 6sszhangban van a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié

AE >
= 2At

képletével.

Ha nem egy élesen meghatarozott ”k” végallapot érdekel benniinket, hanem egy ”k” koriili tartomany,

akkor a valdszintliségeket Ossze kell adnunk (folytonos dllapoteloszlds esetén pedig integralnunk):
2w
Py =) Th= /dEkp(Ek)Fki = W|Vki|2/dEk5(Ek — E)p(Ey),
k
ami kiintegralas utan adja Fermi aranyszabalyéat:

2
Piﬁz k= 7|Vki|20(Ei)- (98)
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Fermi aranyszabalya folytonos eloszlas esetén.

7.4. TOLTOTT RESZECSKE HAMILTON OPERATORA ELEKTROMAGNESES TER
JELENLETE ESETEN

Megalkotjuk az energia operatorat & elektromos és B mégneses tér esetén, amelyek a ®(r,t) skaldr és

A(r,t) vektor potencidlbdl az ismert médon szarmaztathatdk le:
E=-2-_V®, B=VxA.
Egy g = te toltésti és m tomegii részecske mozgasegyenlete elektromagneses térben
mi =F = q(€ +v x B),

amely az elektrodinamikabdl ismeretes

H = 5 (b~ gA(r,0)? +40(r,1)

Hamilton fliggvénybdl szarmaztathaté le. Ebbol akkor kapunk Hamilton operdtort, ha p-t és r-t a
megfelel6 operatorokkal helyettesitjiik:
1 (he 2
H= - (;V - qA(r,t)) + q®(r,t). (99)
Az els6 tag, azaz a kinetikus energiaoperdtor kiértékelésénél a négyzetre emeléskor el6fordul a kovetkezo

két tag,
VA + AV = (VA) + 2AV = 2AV = 2(A, V),



amelynek tovabbalakitasakor kihasznaltuk, hogy Coulomb mértékben fogunk dolgozni a tovabbiakban:

(VA) =0.

fgy a részecske mozgasat a kovetkez6 Schrodinger egyenlet fogja leirni:
o (r,t h? ki - 2
m% = - VAU ) + %A(r,t)V\Il(r,t) + Qq—mAQ(r,t)\I/(r,t) +q®(r, ) U(r,t).  (100)

7.4.1. ALLANDO MAGNESES TER ESETE.

Vizsgéaljuk most meg a részecske mozgasat térben és id6ben éllandd,
B # B(r,t), B = all.
magneses tér esetén. Mindenek el6tt bizonyitjuk, hogy a
B=VxA =dll
Osszefliggés kielégiil, ha a vektorpotencial eléallithatd az

1
A=-Bxr
2

forméaban.
Bizonyitds:
1 = 1
Bi = (V X A)z = §(V X (B X I'))Z = §€ijkaj(B X I‘)k =

1
= §€ijk5j€kstBs7“t = §€ijk€kstBs5jt = §€ijk€ksst =

1

5(1 1-B; + (-1)(-1)B;) = B;, (QED).

(A fenti bizonyitdsndl az Einstein konvenciét haszndltuk: Osszegzés volt értendé minden kétszer
el6fordulé indexre; az utols6 atalakitdsnal az s,j és k—ra vonatkozo Osszegzést végeztiik el, amelynél s

nyilvan csak i lehet, mig j felveheti k értékét, de ekkor k kotelezéen j kell legyen az

1 4,5,k = ciklikusanparos,
€ijk = —1 4,5,k = ciklikusanpdaratlan,
0 egyébkeént.

antiszimmetrikus tenzor definiciés tulajdonsdga miatt.)

A (100) alatti Schrodinger egyenlet jobboldaldnak mdasodik tagjdban szereplé operatort ezért allandé
B = (0,0, B,) migneses tér esetén a kiovetkezOképpen {rhatjuk (¢ = —e):

gy gy Lihg o Likg

= . —q
— (A, V) = 5 Bxr,V)= 5 (rxV,B) = —2m(L,B)
__a _ enl _ 1 ML R — UL
= 2m(LZBZ) = +2mh(LZBZ) = +NBh(Lsz) = (M ,B) = Vmagn.



Tehdt ez a mdsodik tag (a Zeeman effektusndl mdr kordbban mesterségesen bevezetett, a
Schrodinger energiaoperdtorhoz egyszertien hozzairt) mdgneses potencidlis energidrél ad szdmot. Pauli-

féle paramdgneses tagnak hivjuk a tovabbiakban.

A harmadik tag operatoranak kiértékeléséhez a kovetkezd atalakitasokat végezziik el:
2 2 2 232
q° A2 _ 4 2_(1(22 2)_qu 2 2
— A= — B)"=— B*—(r,B)")=—= .
2m 8m (r X ) 8m r (r7 ) 8m (x + y )

Ezt a harmadik tagot Landau-féle diamdgneses tagnak hivjuk.
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A tovabbiakban belatjuk, hogy a diamégneses tag elhanyagolhaté a paramégneses tag jelenléte esetén

(g =—e):

dia _|<3.tag>|_%<x2+y2>B§_
para | <2tag>| = & <L.>B.

e<z’+y?> ead 6
-—— B, =—B,=11x10"B,/Tesl
4 <L,> 4h x 10 [Tesla

1e? ¢B, 1 magnesestér

" 4hcefa? 137 elektromos tér
Mérmost, mivel f5ldi koériilmények kozott még laboratériumban is B, < 10°G = 10Tesla, ezért az
A%—es 3. tag elhagyhaté abban az esetben, ha a 2. tag nem zérus(< L, ># 0). A diamdgnességet lefrd
3. tag pl. csak egyes fémekben és szabad elektrongiz esetén, vagy a neutron csillagok feliiletén valik

Osszemérhet6vé a paramagnesességet leird 2. taggal.

Vizsgéljuk most meg a paramégneses (2.) tag viszonydt az utolsd, az elektromos potencidl taghoz

képest (¢ = —e).

param.  (—q/2m)<L.> B, _(e/2m)hB. aohB _
elektromos < qd > - e?/ay T 2me
2 2 2 2
agh 1 agh me* he ago _6
=Dt S p o W X, = D% B, = 2% 107°B, (Tesla),
2me ag ome B2 2 2 © % (Tesla)

ami azt jelenti, hogy laboratériumi magneses térerésségek mellett a nivok energidja csak kicsit véltozik.

7.4.2. A HIDROGENATOM ENERGIANIVOINAK ELTOLODASA HOMOGEN
ALLANDO MAGNESES TER HATASARA.

Csak a 2. tagot megtartva a (100) alatti Schrodinger egyenlet szepardlds utédn a kovetkez6 alaki lesz

Hwnlml = (HO - %BZLZ) wnlml = Enlmlwnlmlv
e
ahol ) )
h
Hy=———A— k<,
2m r
s igy az energiasajatérték:
E h E
Enlml = —_ - q—Bz mp = — + h/WLml;
n?2  2m, n2
ahol bevezettik az
qh eh
= — =——8B
wi o2m. © 2m.

11



mennyiséget a Larmour korfrekvencia jelolésére. Az m; kvantumszdm megjelenése miatt minden [

mellékkvantumszdmu allapot (2] + 1)—szeresen felhasad (47. dbra). A felhasadds mértéke fliggetlen az

[—t6l, viszont ardanyos a B, méagneses térerdsséggel, s az aranyossagi tényez6 éppen egy Bohr magneton:

up = eh/2m.. B,—t Tesla-ban mérve wy, = 2= B, = 13.6 eV (4x 107 B, [T]). A jelenséget kézinséges

2m

Zeemann-effektusnak hivjuk és kordbban a spin térgyaldsakor taldlkoztunk vele (4. fejezet).

Tovdbbi megjegyzések. A (100) alatti Schrodinger
egyenlet energiaoperatora &allandé B esetén a

kovetkezd alaku:

h2 q q232
— V2 LB+ 222?24+ ¢*)+q®(r, ¢t
T 2me( ,B)+ S (= +y7) +q®(r,1),
(101)

ahol a 2. tag a paramdagneses, a 3. tag
a diamagneses energidhoz ad jarulékot. A
magneses momentum az a vektormennyiség,
amely az energiaoperator B szerinti parcialis
derivaltjaként all eld,

-_ _OH
=B

fgy a paramagneses 2. tag jaruléka allandé mégneses tér esetén a

OH

i

operator varhato értéke:

q

OB 2me

47.

szemléltetése.

L=—up

Abra.

<pg>=-pup<L>/h

1
—-L
h

==

ehB/2me
3

A kozonséges

Zeemann

effektus

ahol a Bohr magneton=pup = eh/2m, = 9.27 x 10724 J/T. (A spint most elhanyagoljuk.) Ha ez a tag

zérus (gémbszimmetrikus allapotok esete), akkor vehetd észre a diamdgneses energiat jelentd 3. tag,

amely atlagosan
. ¢’B

<,u>=——<x2+y2>%—6

4dme,

a
€

mégneses momentumot képvisel, amely az indukdlé B mégneses térrel ardnyos (és azzal ellentétes

irdny).

12



7.5. KINETIKUS ES KANONIKUS IMPULZUS FELCSERELESI RELACIOI

A tovabbiakban kanonikus impulzusnak nevezziik az eddig megismert p impulzus operatort, amely a

koordinata operatorral a jol ismert felcserélési relaciokat elégiti ki:

[ps, z;] = %52-]-, mikézben [z;,2;] =0, [pi,p;] =0.

Tehat a kanonikus impulzus komponensei egymassal felcserélhetdk, azok egyidejiileg elvben mérhetdk.

Kinetikus impulzusnak nevezziik a tovabbiakban a
K=p-¢A

mennyiséget. Vektorpotencial nélkiili térrészben tehat a kinetikus impulzus megegyezik a kanonikus

impulzussal.

A kinetikus impulzus felcserélési szabdlyai a kovetkezok:

(Ko aj] = %o 6 [Ki, Kj] = —RaeipBr.

Tehat a kinetikus impulzus komponensei magneses tér jelenléte esetén nem cserélheték fel egymaéssal.

Ennek messzehaté kovetkezményei lesznek (1d. Landau-nivék).

7.6. A HULLAMFUGGVENY VALTOZASA MERTEKTRANSZFORMACIO HATASA-
RA

Az elektromégneses térben mozgé ¢ toltésii, m tomegli részecskére haté (Lorentz) erd,
mi =F = q(i x B +§),

B-t8l és E-t8l fiigg, a Schrodinger egyenlet viszont a mértéktranszformacié erejéig meghatarozott
A vektorpotencidltél és & skalarpotencialtél. Minthogy ezek a klasszikus elektrodinamikaban csak
segédmennyiségként szerepelnek, felmertil a kérdés, vajon maga a hulldmfiiggvény, U(r,t), fligg-e a
mértéktranszformaciéktol? Tovabba: vajon a toltott részecskék mozgasa csupan csak B-re és g—re, vagy

A-ra és &—re is érzékeny-e?

Mint ismeretes, az

13



Maxwell egyenleteket invariansan hagyd

A A=A+ VA@DD, <I>—>(I>’:(I)—%A(r,t)

potencial-transzformacidkat mértéktanszformdcionak nevezzik, ahol A(r,t) egy tetszOleges skaldr

fliggvényt jelol.

Megmutatjuk, hogy a baloldali (vessz6tlen) potencidlokhoz tartozd

Z_ha\ll(r,t) _ l 1 (ZVqA(r,t))Q +q®(r,t)

= (3 U(r,t) (102)

Schrodinger egyenlet W(r,t) megolddsa és a jobboldali (vesszds, mérték-transzformélt) potencidlokhoz

tartozo
L OV (r,t)
h— — U'(r, t 102’
BT om \ i (x,1) (102)

_ [ 1 <7_iqu’(r,t))2+q<I)/(r,t)

Schrodinger egyenlet W' (r, ) megoldédsa kozotti osszefiiggés a kovetkezo:

U (r,t) = eF 1200 W(r 1),

Bizonyitds: Felhaszndljuk a kovetkezd azonossdgot, amely egy tetszbleges f(r,t) differencidlhaté
fliggvényre vontakozik:

F DY = (V = (Vf))ed )

és
0 o of af 0 of
ren @ _ 9 OF pewy (L g0f | 4O OF ¢
e = G w e < T (6t)e)’

és beszorozzuk a (102) alatti Schrodinger egyenletet balrél e 94t —vel:

[ie%q’\(r’w (EV —qA(r, t)> (EV — qA(r, t)) + en AT g (r, t)} U(r,t)
i i

2m

) 6\11(1', t)
o’

ami, felhasznélva az el6bbi azonossagot, a kovetkezoképpen irhaté tovabb:

— iRl

eR MmO (1)

2 (he - Plasn) +gaen
om \7 Y TR =

(9 i oA
"\ n%oe

)ebsienuces)

azaz
o' (r,t)

U'(r,t) =ih 2

lim (?6 - qA’(r,t))2 + q®'(r,t)

Q.ED
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7.7. AHARONOV-BOHM (AB) EFFEKTUS (1959)

Tekintsiik az elektron (¢ = —e) mozgdsit egy
id6ben allandé mégneses tér [B # B(t)] jelenléte

esetén.

Elképzelhet6 olyan térrész, amelyben B = V x
A =rotA = 0. Egy ilyen térrészben vettiik fel a
48. abra G gorbéjét. Ebben a térrészben B = 0,
amib6l A = 6A(r) kovetkezik, ebbél pedig

A(r) =[] dsA(s). Azaz A #A(t), & = . B =0
Abban a térrészben, ahol B = 0, maga az A Té,k orcg

vektorpotencidl nem szitkségképpen zérus, s igy

a hulldmfiggvényt vagy a (V = ¢2) 48. abra. A G gorbe a B = 0 térrészben.

1 (ho 2 9
%<IV—QA> \I/—I—V‘I/—Zhaqf (103)

A # 0 esetre vonatkoz6 Schrodinger egyenletbol, vagy a mértéktranszformélt s igy vektorpotencial

nélkiili Schrodinger egyenletbdl (V' = ¢®’ = ¢P)

1 (h=\? B
— | = o’ U = ih=—0' 103’
2m<iv) +V ihe (103")

kaphatjuk meg, ahol A’ = A+ V(—A) = 0. Ez utébbi egyenlet nyilvan akkor is érvényes, amikor B = 0
mindeniitt, ezért a (103’) egyenletbdl nyert ¥/—t a magneses tér nélkiili hulldmfiiggvénynek fogjuk hivni
és Wy—lal jeloljiik. Ugyanakkor a (103)-as egyenletbdl ad6dé ¥—t a B # 0 mindeniitt miatt ¥p—vel

fogjuk jelolni. A két hullamfiiggvény kozti Osszefiiggés az el6zdek szerint:
Uy = en NP,

azaz

Up = \Ifoeﬁqf"o dsi(s)

Annak eldontésére, hogy az elektron vajon az A vektorpotencialt, vagy az eréhatassal kapcsolatos B

magneses teret ”érzékeli-e”, Aharonov és Bohm a kovetkez6 kisérlet elvégzését javasolta (49. dbra).
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Forrds

49. abra. Az Aharonov-Bohm interferenciakisérlet szemléltetése felulnézeti metszetben.

Egy elektronforrasbdl szarmazoé koherens elektronsugéar-nyalabot két résen vezetnek keresztiil. A réseken
az elektronok diffraktdlédnak, és interferencia képet hoznak létre a felfogéernyé kiillonb6z6 részein (1d.
1. fejezet). A két rés kozotti, elektronok szédmdra dthatolhatatlan részen egy szolenoidot helyeznek
el, amelyben tetszés szerint tudjdk véltoztatni a mégneses teret. Jollehet az elektronok mindvégig
B= 0 (erémentes) térrészben mozognak, az ernyén észlelt interferenciakép B vdtoztatdsdval véltozik. A

jelenséget a kovetkezOképpen értelmezhetjiik.

Tegylik fel, hogy a 2. rés zarva van. Ekkor az elektron hullamfiiggvénye
Uyp(r) = \plo(r)e%qh dsA(s)

ahol Wip(r) jelenti a B = 0 esetén érvényes hulldmfiiggvényt, az exponensben szereplé vonalintegral

dtja pedig az 1. résen athalad. Amikor az 1. rés van zarva, a hullamfiiggvény
Wop(r) = Wao(r) end /2 dsAE),

alakban {rhat6. Amennyiben mindkét rés nyitva van, a megoldds az el6z6 két hullamfiiggvény

szuperpozicidja:
Up(r) = Uip+ Uop = Wyo(r) en /i 5AE) 4 o (r) e7?)2dsAE) =

(‘1’10(1‘)6“ q[[, dsA(s)— [, dsA(s)] + Wy (r )) er /s dsA(s)

Az exponens szogletes zardjelében allo kifejezés viszont a mégneses fluxus, ugyanis

/ldsA() /dsA fdsA /dexA /de:@B.

Joéllehet az elektron mindvégig a B = 0, azaz magneses tér nélkiili térben mozog, mégis, a kisérlet

szerint, ®p valtoztatdsa interferenciakép véltozdst okoz. Ezt a jelenséget nevezziik AB effektusnak.
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Fizikai magyardzata az, hogy az & és B lokélis hatdsn kiviil létezik még az A (és @) potencidl(ok)nak
is egy kvantummechanikai, nemlokélis hatdsa, ami akkor 1ép fel, ha ®p # n27rg. Ijgy is fogalmazhatunk,
hogy nem az £ és B klasszikus fizikai mennyiségek az els6dlegesek, hanem az A és ®(r,t) potencidlok.
(Geometriai magyardzata az, hogy az elektron szdmdra megengedett tértartomédny nem egyszeresen

Osszefliggd.)

Hatéarozzuk meg az interferencia maximumok és minimumok helyét. Az AB kisérlet elrendezése
hengerszimmetrikus. Hengerszimmetrikus térben a szimmetriatengelyre meréleges szabad mozgést
U ~ exp(ikr)/y/r hullimfiiggvény irja le. Szdmunkra az exponensben &ll6 (ismerds) ikr kifejezés a

fontos most. A teljes relativ fazis (a két hulldm faziskiilonbsége) az erny6nél
Up(ry,re — 00) ~ eilthritf®a—kra) o x

ahol X egy ry — ro—t6l nem fiiggd, egységnyi abszolutértékii fazisfaktort jelol, és r; jelenti az i—dik rés
és az ernyén vald becsapddas kozti tdvolsdgot (r; = |r; — r|). Konstruktiv interferenciit kapunk, ha a

faziskiillonbség n x 27:
4q
h

)\ qq)B (I)B
= (2mn— L) = 5.
"o T2 =g ( ™ A ) A (n—|— h/e)

(Az utolsé dtalakitdsndl a ¢ = —e és h = 27h helyettesitést alkalmaztuk.)

kri 4+ =®p — kry = 27n, n=123,..,

azaz, ha az utkiilonbség

Latjuk tehét, hogy létezik egy karakterisztikus elemi magneses fluxus ®po = h/e = 4.135 x 10711 [T

cm?], amely kapcsolatban 4ll az interferenciakép maximumainak kialakuldsaval.

7.8. FLUXUSKVANTALAS SZUPRAVEZETOKBEN

T, kritikus hémérséklet alatt fémek, félvezeté oxidok,
keramidk szupravezetové valnak, azaz az elektronok
Cooper-parokba rendezédve
ellendlldsmentesen haladnak benniik. A Meissner-
effektus szerint az elsofaju szupravezet6kbol kiszorul

a B magneses tér. A Cooper-parok tehat mégneses

tér mentes térrészben mozognak, dllapotukat a 1o (r)
hullamfiiggvény irja le.

Jelolje tehdt egy tetszéleges r pontban 1g(r)
50. dbra. Fluxuskvantdlés szupravezets gyiiriiben az elektronok kiils6 magneses tér nélkil kapott
hulldmfiiggvényét, ¥p(r) pedig a B mdgneses tér
jelenléte esetén érvényes hullamfliggvényt. A két hullamfiiggvény kozott az el6zbek szerint csak egy,
az A vektorpotencidllal kapcsolatos, egységnyi abszolutértékil fazisfaktor a kiilonbség (¢ = —2e a
Cooper-pérok miatt):

‘I/B (I’) _ \Ifo(r) 6_%26 f:o dsA(S)7
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ahol ro—at a szupravezeté gylirli belsejében vettiikk fel. Ezen ry pontbdl kiindulva, mindvégig a

gylriiben haladva, kérbevihetjlik zart gérbe mentén az r végpontot, hogy tjra a kiindulasi ro ponthoz

érjlink. fgy a szupravezetd gylirtiben (1d. 50. dbra): érvényesnek kell lennie a kovetkez6 egyenléségnek:

Up(ry) = Uo(ry) 67%2@# dsA(s) _ Wo(ro) e*%;?e@B’

amelybdl, az egyértékiiség miatt

2e

2nm = —@B

h

h
— CIDB:n—EnCI)O.

2e

Itt bevezettiik a szuprevaezeté altal bezart magneses fluxus elemi kvantumat, amely szamértéke cgs-

egységben:
h

®g = - =207 x 1077 (G em?) = 2.07 x 1071 (T cm?).
(&

A miégneses fluxus szupravezetd gytiriik okozta kvantaltsigat 1961-ben figyelték meg eldszor. Az effektus

azota nagypreciziés mérési eljarasok részévé valt.

7.9. SZABAD ELEKTRONOK MOZGASA HOMOGEN MAGNESES TERBEN

(LANDAU-NiVOK)

Vegyiik fel koordinata rendszeriink z—tengelyét
a homogén magneses tér altal kijelolt iranyban
(51. 4bra). Ekkor B = V x A miatt az A

vektropotencidl meréleges a z— tengelyre, azaz

irhato:
B = (0,0, B), A= (A;,4,,0).

A kinetikus impulzus

K=mr=p-qA

18
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elektronmozgas szemléltetése.

térbeli



képlete miatt z—irdanyban tovabbra is szabad mozgas jellemz6, a maéagneses potencial csak az
x — y—sikbeli mozgédsra van befolydssal. Az energiaoperator tehat

2
H=H, +2=
2m

A z—irdnyu mozgés sajatfliggvénye a folytonos energiaspektrumba es6 exp(%pzz) sikhulldim. A z—re

merdleges mozgas Hamilton operatora

Hi =+ (@)?+®)?) =

m 1 . . . . h

B - ((m@)® + (mg)?), amely az [md, my]= ;eBz

felcserélési szabaly miatt formalis analdgia fennallasat sejteti a harmonikus oszcillatorral.

Az egydimenziés harmonikus oszcilldtor energiaoperdtorat a koévetkezdképpen is felirhatjuk (v6. 2.

fejezet):

P2 1 1 h
HPO = — 4+ —mw?X? = — (P? + (mwX)?), amelyre a [P,mwX]= —mw
2m 2 2m 1

felcserélési torvény érvényes.

Ha tehat az

e
mw=eB — w=—B=w,
m

megfeleltetést alkalmazzuk (ahol bevezettiik az w, in. ciklotron frekvencidt), akkor az analégia alapjén a
homogén magneses térre meréleges iranyu elektronmozgas energia sajatértékproblémajat megoldottnak

tekinthetjiik, mivel tudjuk, hogy
HO 1
E zhw(n+§), n=0,1,2...,

s ezért

1 eh 1

Tehat z— irdnyu homogén magneses tér esetén az x — y sikbeli mozgas energidja kvantdlt. Ez
annak kovetkezménye, hogy a kinetikus impulzusok nem felcserélheté volta miatt Av,Av, # 0, s
igy nem létezhet egyidejiileg hatarozott v, és v, sebességek altal kijelolt folytonos palyaeloszlds az

elektronmozgas szamara az x — y sikban.

7.10. HOMOGEN ELEKTROMOS TER HATASA AZ ATOMI NiVOKRA (STARK
EFFEKTUS)

Tekintstink egy homogén elektromos térbe helyezett hidrogénatomot. Az elektron mozgdasat leir6 teljes
energiaoperator

H=Hy+V,
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ahol ) )
1
HO p_ - c )
2m  4dmweg 1

a hidrogénatom bels6 allapotat leir6 Hamilton operator és
V=- /(fe)gds —efr=cEz

a z—irdnyultsagu kiils6 E = (0,0,&) elektromos tér hatdsét figyelembevevd (perturbdcids) potencidl.
(F = —VV = qg) E potencidlis energia tényleg kis perturbaciénak tekinthetd, mivel az atomi

elektromos terek nagysagrendje a laboratériumban el6allithatd Eqpor tereknél joval nagyobb, azaz

1 e?
—— >> glabm
4meg aO

Ezért az atomi szintek eltolédasdnak meghatarozasdhoz alkalmazhatjuk az  elsérendii

perturbaciészamitast. Ehhez, mint lattuk a
Znlmn/U'm’ =< wnlm|zwn’m’l’ >

matrixelemet kell kiszdmitani és azt is megallapitottuk kordbban, hogy az m = m/,l = I’ &+ 1,

kivalasztasi szabalyok érvényesek hidrogénatom palyak esetén.

Alkalmazzuk az elsérendii perturbaciészamitas energiaképletét a k = 1—es alapallapot esetén.
E, = (O) + E(l) E1+ < 100|Vb100 > -

Alapallapotban tehdt az elsérendli korrekcié zérus. Ahhoz, hogy a homogén elektromos tér hatdsit az

alapallapoti szintre meghatdrozhassuk, a masodrendii energiakorrekcié dltalanos képletét alkalmazzuk:

(2) Z | < 1/1n|V1/)k > |? Z 252| < Pp1olz¢100 > |2 2&852
1 )

n#k By — n=2 By — En

(E képlet nagysdgrendjét minden szdmolds nélkiil is megérthetjiik: a szdmldlébeli z—matrixelem ~ ag,

mig a nevezdbeli energiatag ~ e2/aq értéket vesz fel.)

Az alapédllapoti szintek eltoléddsét (negativ irdnyba) mdsodrend{i Stark-effektusnak nevezziik.

Osszehasonlitva a dielektrumok polarizalhatésagi képletével

1 9 .
750@52 — ap:§a8
adodik a H-atom polarizalhatésagara.
Amennyiben az n = 2—es f6kvantumszammal jellemzett gerjesztett nivé energiavaltozasa irant

érdeklodiink, az elsérendli perturbacidészamitast kell alkalmaznunk a négy azonos energiaval rendelkezé
|200 >,|210 >,|211 >, |21 — 1 > é&llapotra. Ezen dllapotokat rendre az 1-es, 2-es, 3-as és 4-es indexszel

jelolve, az energiafelhasadds F(1) elsérendii korrekcisjat megadé karakterisztikus matrix

Vi — B Vi2 Vis Via ~EM 0 0
o= | Va o Va-EW Vi Voo | _| Va —E® 0 0
B Va1 Vi Vaz — EW) Vi 0 0o 0-pe® 0 [
Vi Vao Vas Vig — ED 0 0 0 -ED
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mivel a Via, Vo1 matrixelemek kivételével az Osszes tobbi matrixelem eltiinik az [ = 1" £ 1 és m = m/

kivédlasztasi szabalyok miatt. fgy
2
(E(l)) = ViaVar = | < 9ai0|e€ z4hago > |* = 2E217,

ahol az integral

I= / V310 2 Uagodr = / Ro1(r) 7 Roo(r)dr / dfsin 0 Y, () ELEPR —3ag
0 0 vamr

konnyen meghatarozhaté. Tehat a masodik nivéd

m
(1) _
ESY = +3age€ —0 J‘E (120,09 - 12,1,0)
121,21, 121,0> =70 t4 12,1, 1)

energiaval hasad fel. Fizikai értelmezése 12,000 ..
) . ) iy e 0 1(12,00)+12,109)
kézenfekvo, minthogy éppen ekkora energidval 2

rendelkezik egy 3ag hosszusagu e toltési dipolus,

amely az € térben azzal egyezd (+), illetve

ellenkezd (—) irdnnyal &all be. Ez udgy valdsul

meg, hogy az elektromos térrel valé kolcsonha-

tds megsziinteti az eredetileg meglévo forgas- ! A, 0,0)

Le]

szimmetriat, Osszekeveri az azonos mégneses -~ % p- CL3 5
kvantumszdmhoz (m = 0), de kulénbozd 4
impulzusmomentumhoz (I = 0,1) tartozd

allapotokat. Az m = £1-—hez tartozd szintek

nem tolédnak el. (52. 4bra.)

A gerjesztett allapotok dipdlszerti felhasaddsét
elsérendi Stark-effektusnak hivjuk. 52.  Abra. H-nivék felhasadisa homogén

elektromos tér hatdsdra.
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8. RELATIVISZTIKUS KVANTUMMECHANIKA ES
REPREZENTACIOELMELET

E fejezet els6 részében az mg nyugalmi tomegii, feles spinti relativisztikus részecske kvantummechanikai
targyalasaval foglalkozunk. Latni fogjuk, hogy az eddig tanultak csak a kis sebességli mozgas esetére
érvényesek. Igy az elézéekben megismert Pauli-Schrédinger egyenlet a pontosabb lefrdst adé Dirac

egyenlet kis sebességek esetén érvényes hatdresetének tekinthetd csupan.

Elére bocsatjuk, hogy ezen fejezetben végig cgs egységben dolgozunk, valamint alkalmazzuk az Einstein-
konvencidt: Osszegzés értendd szorzatban eléfordulé minden kettds indexre (p,v,... : négyes Osszegzd
indexek; 4, j, k, .. : hdrmas 6sszegzd indexek.) Tovébbd egy feliilhizott nyillal (7), vagy kovérszedéssel
(a) jelolt vektor mennyiség alatt mindig hdrmas vektort értiink, és hasznéljuk a 9/0x = 9, roviditett

irdsmodot.

A fejezet mdsodik részében a fizikai mennyiségeket jelentdé operatorok kiilonbozé reprezentilasaival
foglalkozunk, amelyek koziil eddig csak a koordinata reprezentacidval ismerkedtiink meg behatébban.
Ezzel osszefliggésben megemlitjitk a kvantummechanikai képeket, amelyek az operdtorok (fizikai
mennyiségek) és a Hilbert térbeli dllapotvektorok (fizikai dlapotok) idéfejlédésben jatszott szerepének

megvalasztasat jelentik.

Jegyzetiinkben szorosan kovetjiikk Nagy Kaéaroly ”Kvantummechanika” c. tankonyvében megadott
menetet (IX. fejezet), amelyet tovédbbi elmélyiilést igénylé hallgatéknak figyelmébe ajdnlok, Marx

Gyorgy jol bevalt Kvantummechanika tankonyvével egytitt.



8.1. A DIRAC EGYENLET

A specidlis relativitaselmélet szempontjabol az

L0 p?
h— = HVY H=—
! ot ’ 2m0+v’

(p = mv, m = mg/y/1—v%/c?) Schrodinger egyenlettel szembeni legnagyobb jogos kifogds az,
hogy nyilvanvaléan nem Lorentz invaridns, mivel aszimmetrikus az id6- és tér-koordinatakban; ido-

koordinataban csak elsérendii, mig tér-koordindtakban masodrendii derivaltak szerepelnek benne.

Ezen a nehézségen segiteni lehet, ha kiindulunk a specidlis relativitaselmélet egyik alapvetd

Osszefiiggésébol,
pi+ 05 +p3 +pt = —mie?, (104)
amely az
T =2z p1 = My
T2 =Y  p2 =i
T3 =2z p3 = mas3
Ty = ict P4 =My = iMc = éE

definiciokbol kovetkezik. (Kihaszndltuk a kozismert E = mc? reldciét.)

Az impulzusokra a

Pp— —575— ==

hozzarendelést alkalmazva, a (104) Osszefliggés alapjan a Klein-Gordon egyenletet
—h? (0] + 03 + 03 + 03) ¥ = —h?0,0,¥ = —mjc* ¥,

azaz

1 2.2
(A—;f)@:@gw, (104a)

amely mar Lorentz-invaridns. Viszont idében méasodrendi, ezért ahhoz, hogy az allapotfiiggvényt idében
nyomon kovethessiik, nem elegendd csupan ¥ (¢t = ty) megadésa, szitkség van a derivalt, OU(t)/0t|i=¢,

egy to id6pillanatban valé ismeretére is.

Hasonléan a nemrelativisztikus Schrodinger egyenletnél kovetett eljardshoz (1d. 2.2.c. pont), balrél
U*—gal beszorozva és integrélva a térkoordinatédkra, a Klein-Gordon egyenletbdl is levezetheté egy

kontinuitasi egyenlet:

%erivjzo,
ahol
. 1 h, . .
j=—=(T"'VU — IV
2mg
és
1 & ov* ov
= — (P —Ur— .
p 2m002i( ot 8t)



Minthogy ¥ és 0¥ /0t egymédstdl figgetleniil megadhatd, a fenti egyenlettel értelmezett slirliség negativ

//////

bevétele a leirdsba olyan mddon, ahogy azt a Schrodinger egyenletnél tettiik, elrontand a Lorentz
invariancidt. (A Klein-Gordon egyenlet a kvantumtérelméletben a zérus spinfi részecskék, pl. pionok,

allapotegyenlete).
Dirac nyomén az emlitett problémdkon ugy segithetiink, hogy gyokot vonunk a (104) egyenlet mindkét
oldalabdl. A gyokvondst ugy végezziik el, hogy szimbolikus () operatorok bevezetésével teljes négyzetté
alakitjuk az egyenlet baloldaldt:

—mgc® =pi +p5 + 035 + 05 = (111 + Yap2 + Y3ps + Yapa)” = (Yupu)’. (104)
fgy a gyokvonas eredménye,

1MoC = YDy,
azonnal adja Dirac egyenletét (p, — 70, /1):
(’Yuau + K) U= 07 (105)

ahol kK = moc/h az mg tomegil részecske Compton hulldmszdma. Bebizonyithatd, hogy a (105) alatti
egyenlet Lorentz invaridns (Id. Nagy Kéroly konyv).

Miel6tt a (105) Dirac egyenletet részletekbe menden vizsgdlndnk, felderitjiik a Dirac-féle ”gamma-
operatorok” mibenlétét. Feltételezzik, hogy [v.,p.] = 0,[pu,pv] = 0, de [y,,7] # 0. Elvégezziik a
négyzetre emelést:

Pubp = (Vubu)® = VPt
TY1Y2P1P2 + Y173P1P3 + Y17V4P1P4
+Y2Y1P2P1 + Y27Y3D2P3 + Y2VaP2D4
+Y3Y1P3P1 + ¥372P3P2 + ¥3V4P3D4
+YaY1P4P1 + VaV1P3P2 + Y4Y3D4D3-
Az egyenl6ség akkor és csakis akkor &ll fenn, ha teljesiilnek a kovetkezé szabélyok:

’Yl%‘:17 H:17"'74)

NV + WYV = 0, v =154 (106)

Azok a gamma operatorok, amelyek a fenti tulajdonsiagokat teljesitik, legkénnyebben matrix alakban

(reprezentdciéban) adhatdk meg:

—1 -1 —1

4t . ) V2 1 y V3 - )

v = . . (106a)




Konnyen belathaté a gamma-matrixok hermiticitasa is:

7:_:,)/#) /J/Zla"')47
ugyanis egy A matrix énadjungélt, ha elemeire teljesiil a kovetkezd osszefiiggés: (A1) = A%,

A gamma-matrixok hasonléak a Pauli-féle spinmatrixokhoz, amelyek a feles spinoperator matrix

reprezentaciéjanak felelnek meg: S = %5’, ahol

a-(, ) e (o) o)

A Pauli-matrixoknak is (106)-hoz hasonlé tulajdonsdgaik vannak (négyzetilk az egységmatrix és

antikommutdlnak), igy nem véletlen, hogy a y—matrixok kifejezhet6k a o—matrixokkal.

- —d 1
Y=1 & y V4= 1 )

ahol 1 a 2 x 2-es egységmatrixot jeloli. (Kés6bb, a spin tdrgyaldsdnél fogjuk latni, hogy a gamma- és

o-matrixok kozti Osszefliggésnek mélyebb oka van.)

Visszatérve a (105) alatti Dirac egyenletre,
(VuOu + £1) ¥ =0,

(ahol 1 most a 4 x 4-es egységmatrixot jeloli) megéllapithatjuk, hogy a Dirac-féle dllapotfiiggvény egy

négykomponensii mennyiség,
(G
V2
\I/ =
Vs
(o

¥ nem vektor, hanem spinor, amely egy teljes forgatasra elGjelet valt. A négy komponens jelentésérdl

kés6ébb még sz6lunk.

A kontinuitédsi egyenlet levezetése érdekében sziikség van a Dirac-dllapot (hermitikus) adjungaltjara:
U = (¢, ¥, 95, ¥5)

valamint a Dirac egyenlet adjungaltjara:
(8, 9) ", + k1UT = 0.

Mérmost (9¥)* = JUT, és (940)F = —9,¥T, valamint a gamma-matrixok onadjungaltsiga miatt az

adjungélt Dirac egyenlet, részletesen kiirva:
LUy + Uty + 030 T y3 — 9,0y, + kT = 0.

Az adjungdlt egyenletet még beszorozzuk jobbrdél ~y4-gyel és kihasznaljuk a gamma-matrixok

antikommutacios tulajdonsdgat, hogy azonos el6jelekkel ellatott tagokat kapjunk:

—61@’}/1 — 62\1172 — 83\11’)/3 — 84‘I/’)/4 + kU = 0, (105&)



ahol még bevezettilk a ¥y, = U jelolést is. A tovdbbiakban ezt a médositott egyenletet hiviuk

adjungdlt Dirac egyenletnek és W—t Dirac-adjungdlinak. Roviditett forméba irva:
(8M\Il) Yy — kYU =0 /U = (8#@) Y, ¥ — kU =0,
ahol a jobboldali egyenlet az adjungalt egyenlet W—vel jobbrdl torténd beszorzasa révén keletkezett.

Hasonléan, a Dirac egyenlet és ennek WU—vel balrél torténd beszorzasa révén keletkezett egyenlet a

kovetkezo:

U/ 5, (0,9) + k¥ =0 = Uy, (0,9) + kW = 0.
A két jobboldali egyenletet Osszeadva teljes négyes divergenciat kapunk, amely egy kontinuitasi
egyenletnek felel meg:

O (U, 0) =0 = Uy, (8,%) + (9,7) 7, ¥ = 0.

Bevezetve a p = UT¥ = Vi > 0 valdszindségsiriség(!) és a  j = j = icUqV (harmasvektor)

dramsiriség mennyiségeket, a teljes divergencia egy kontinuitasi egyenlet szokdasos alakjat olti:

% + divj = 0. (107)

A Dirac egyenletbdl tehat kovetkezik a valdszinliségi slriiség megmaradésat kifejez6 kontinuitasi
egyenlet, s igy a Dirac egyenlet a Schrodinger egyenlet relativisztikus altalanositasdnak tekintheto,
annak minden elméleti és filozdfiai kovetkezményével egyiitt. A kovetkez6 fejezetekben éppen ennek az

allitdsnak részletesebb kifejtésével fogunk foglalkozni.

8.2. AZ ELEKTROMAGNESES TERREL KOLCSONHATO RESZECSKE DIRAC
EGYENLETE

Elektromédgneses tér jelenléte esetén a kanonikus impulzusok helyett a kinetikus impulzusokat kell

haszndlnunk (1d. eléz6 fejezet):
q —d —
Pu Hsz;ﬁEAM:KM, pw=1,..,4,

ahol ¢ a részecske toltését jeloli, és Ay = iP. Azaz

h h q
-0 =0, — =A,, =1,...,4,
A
s igy
iq
Ou H@u—%flu, uw=1..4.

A Dirac egyenlet elektromdagneses tér esetén tehat:

|:7;t (8M - %Au) + "'@:| v=0 (108)

Kimutathatd, hogy ez az egyenlet is Lorentz invaridns (1d. Nagy Karoly konyv).



Kivéncsiak vagyunk a H energiaoperdtor alakjara. Ezért dtirjuk (108)-at

ov
h— = HU 1
ih 5 (108a)

formdba, és leolvassuk H alakjit. A negyedik (id6-) komponenst kiilon kezelve, a kovetkez6t kapjuk:

Yi (0= 2 A ) 4 (04— A ) | =0,
he he

Szorozzuk be ezt az egyenletet balrdl hicy,—gyel, valamint vegyiik figyelembe, hogy 94 = 0 /ic, Ay = i®
és k = moc/h. Kapjuk:

(ﬁrm%c% — Y1%itqA; + ?& +q® + 74m002) ¥ =0.
Ebbdl atrendezéssel adodik a kivant egyenlet forma:
ihoy ¥ = (hevayi0; — iqyayiAi + q® + moc®y4) 0.
A relativisztikus energiaoperator alakja tehdt:
H = heyayid; — iquaviAi + q® + moc® . (109)

Gombszimmetrikus elektromos tér esetén [A; = 0, ® = ®(r); pl. egy atomon belilli mag elektromos tér,
amely az elektron mozgdsét meghatarozzal,

N p?

H = +icyavipi + q® 2 = 4+ qd+ ..., 109
+icyavipi + q®(r) + moc®ya v TR (109a)

amely dtmegy a jol ismert nemrelativisztikus (kinetikus+potencidlis energia) Hamilton operator alakba
(bizonyitas késébb). Az irodalomban a +,-matrixok helyett altaldban az o; = iv47; és = 4 matrixokat

haszndljak. Ezekkel felirva a szabad (A, = 0) Dirac energiaoperdtor a kovetkezd alakot 6lti:

H = cayp; + moc?p. (109Db)

8.3. A DIRAC EGYENLET ES A SPIN

Ebben a fejezetben kimutatjuk, hogy a Dirac egyenlet automatikusan szamot ad a feles spin 1étérol.
Emlékeztetiink arra, hogy az impulzusmomentum cserereldciékkal torténd (csoportelméleti) térgyaldsa
ugyancsak utalt a feles impulzusmomentum-kvantumszam létezésére. Ezt késébb a spinnel azonositottuk
a Stern-Gerlach kisérlet kapcsan. A spin kvantummechanikai térgyaldsat a Schrodinger egyenlet
keretében oly mdédon vittiik végbe, hogy az energiaoperatorhoz egyszeriien hozzairtuk a spin operatorat
tartalmazo magneses térbeli potencialis energia tagot. Most latni fogjuk, hogy a Dirac egyenlet minden

tovabbi kiegészités nélkiil tartalmazza a részecske spinjére vonatkozé informaciokat.

Matematikai és csoportelméleti tétel az, hogy centralis erOtér esetén az impulzusmomentum

alland6, megmaradé mennyiség (mozgdsallandé). Mint ldttuk, a mozgédsdllanddk az energiaoperitorral



feleserélhetdk (1d. 3.4. fejezet). Ezért a kérdés az, hogy a palyaimpulzus nyomaték, az L = r x p,
feleserélhets-e a Dirac-féle energiaoperdtorral gémbszimmetrikus kiils§ tér esetén (elegendd csak a

z—komponensre bizonyitani):

dL, i 0 {
= L = (1] = e )

Az energiaoperator gémbszimmetrikus kiils¢ elektromos tér esetén, mint lattuk, harom tagbdl tevddik

ossze:

H = icysyipi + q®(r) + moc?y,. (109a)

A miésodik és harmadik tag zérust ad a felcserélés alkalmaval, mivel nem fliggnek a ¢ azimutdlis

koordinatatol. Az elsé tag felcserélésénél pedig kihasznaljuk a
h
[pi, x5] = 7 0ij; [pip;] =0, [2s,2;]=0

kommutéciés torvényeket, s ezért csak a [H,x1], ill. [H,xzo] felcserélésekkel kell foglalkoznunk. lgy
példaul
) ) h
[H, 1] = icyayilpi, 1] = 10’74’)’1351'1.
Folytatva a levezetést:

dL, dLs i

a - a = 5 [iC’M%ph (351]72 - I2p1)} =

c h h .
=~ {;51'1272 - ;51‘2191} = icys(yip2 — 72p1) # 0.
Ciklikus felcseréléssel hasonld kifejezést kaphatunk a masodik és els6é komponensre.

L id6ben nem allandé volta azt jelenti, hogy a péalyaimpulzus momentum nem a teljes

impulzusmomentuma a Dirac egyenlet altal leirt részecskének.

Jeloljiik a teljes, megmaradé impulzusmomentumot J—vel, és a hidnyz6 impulzusmomentumot S—sel.

A
aJ

i

teljes impulzusmomentum megmaradast kifejezé egyenletbdl az ismeretlen S operator meghatarozhato.

0

Bizonyitjuk, hogy S egy olyan vektor operator, amelynek matrix-értékii komponensei
Si - _Ei; E’L = 71.’7]"7]9; (i7j7 k) = psperm.

kifejezhetOk a Dirac-féle gamma matrixokkal. [Arrdl is meggy6zédhetiink, hogy a 4 x 4—es ¥ matrixok
rendre az Gn. "nagy” Pauli-féle ¥—matrixok, amelyek a ”kis” (2 x 2—es) Pauli matrixok diagondlisba

val6 szupermatrixsza torténé elrendezésébdl kaphatdk meg:

2 (")
0;

ahol a matrixon beliil a "kis” Pauli matrixok szerepelnek. A Pauli-féle 2x2-es szupermétrixos alakkal

torténd szdmolds altaldban hamarabb eredményre vezet, mint a 4 x 4-es y-matrixok hasznélata.



Bizonyitani fogjuk, hogy pl. J3 = L3 + S3 id6ben allandé, azaz

ds,

- —icy4(1p2 — Yop1)-

Bizonyitds. A (109a) energiaoperdtornak megint csak az elsé tagja ad jarulékot a felcseréléshez:

ds, 7 7 h

dt h[ 752] h[lc,y4,)/zp’t; 2 3]

C C .
75[74%101-, Ya] = 75[74%1%-, —iy1y2] =

ic
+§ [Yay1p1 + Yav2p2 + Yay3P3, Y172)-

A tovdbbi kiértékelés érdekében felhasznéljuk a gamma-matrixok (106) alatt ismertetett tulajdonsdgait:
=1 p=1,234, &  YY =NV HFEV
A harmadik tag kommutdtorat a legegyszeriibb kiértékelni, mivel
YaY3Y1V2 = V1727473,

azaz a harmadik tag kommutatora zérust ad eredményiil.
A miésodik tag kiértékeléséhez figyelembe vessziik, hogy

(Y472, Y172] = 1727172 — M1727472

= 1177272 + N = 2N

Végil az els6 taghoz felhasznaljuk, hogy

[yay1s1172] = vz = e

= YaY2 — Y2V4 = —272%4-
A hdrom kommutéator egyiittesen tehat

ic ds,

+5[*272’y4p1 + 2y174p2 + Ops] = Fic[y17ap2 — Y274p1] = —icya[yip2 — Yep1] = I

Q.E.D.

Tehat a J = L + S operdtor mozgédsallandé centralis erétérben, de L =r x p és S = hi/2, (2 =
—ivjvk) kiilon-kiilon nem! Mivel S—rél jéformdn még semmit sem tudunk, joggal meriil fel a kérdés,
hogy mik a sajatértékei? L—mnek mar ismerjilk a sajatértékeit; az egyik modszer a sajatértékek
meghatarozéasara éppen a felcserélési torvények alkalmazasdval tortént. Ezért kérdéstinket ugy is

megfogalmazhatjuk, hogy milyen felcserélési torvénynek tesznek eleget S komponensei, azaz

[S:,S;] =7
Elegendé az els6 két komponensre szamolni:
h? h?
[Sz, Sy] = [S1,S2] = 1[21722] = —Z[Vﬂsﬁm’h]



h? h?

= —1(727373% — Y3717273) = —Z(vzw - M172)

h? n.o h . , ,
= +77172 = +3Z(*Z’}/1’}/2) == +5h223 = hiSs = ihS..
(Ezt az eredményt azonnal megkaphattuk volna a Pauli-matrixokra vonatkozé cserereldcick

felhasznalasaval.)

Tehat S az impulzusmomentum felcserélési szabalyait elégiti ki, ezért sajatérték egyenleteit rogton
felirhatjuk az
S%y = h*s(s + 1)y, s=0,
és
S, =hmgp, mgs=—s,—s+1,....,s —1,s.
alakban. Viszont a felcserélési torvény altal megengedett lehetséges s kvantumszamok koziil csak az

s = % van Gsszhangban a gamma matrixok tulajdonsagaival. Ugyanis S, = gE;g 1évén,

1
Yy = -1

-1

A Y3 matrixnak viszont egységnyi abszolut értékii A = 2mg sajatértékei vannak. A

(Es =Ny =0
sajatérték egyenletbdl
1-—A
1= 9 9
0=det|Xs — A\ = 11 =(1-XN(1+XN"— ==L
—1-A

Ezért ms = :l:% lehet csak, azaz s = % sajatérték van csak Osszhangban a gamma matrixok
tulajdonsagaival.

Megallapithatjuk tehat, hogy a Dirac egyenlet olyan részecske relativisztikus hullamegyenlete, amelynek

spinje feles. A Dirac egyenlet a fermionok kvantummechanikai allapotegyenlete.



8.4. AZ ELEKTRON SAJAT MAGNESES MOMENTUMA

Emlékezziink arra vissza, hogy a Schrodinger egyenletbe mesterségesen raktuk be az elektron
spinjébdl szarmazé MS méagneses nyomaték és egy B kiilsé magneses tér kolesonhatdsabél szarmazoé

V,Eagn = —(MS5,B) mégneses potencidlis energiat tartalmazé tagot. Kérdés az, hogy a Dirac egyenlet

vajon tartalmazza-e ezt a magneses potenciallal kapcsolatos informaciét.

Mégneses tér esetén a p kanonikus impulzus helyett a p — ¢A/c = K kinetikus impulzussal dolgozunk.
(Tovabbra is cgs egységet haszndlunk, innen a ¢ megjelenése, valamint a B = rotA mégneses indukcié
vektort Gauss egységben mérjiik.) Mdgneses tér jelenléte esetén a Dirac egyenlet, amint azt (108) alatt

lattuk, a kovetkezéképpen irhato:

[% (a,t - %Au) + K] U= 0.

A gombolyli zaréjelben a négyes kinetikus impulzussal aranyos mennyiséget szokdsos médon D, —val

jeloljik, s igy a Dirac egyenlet kompakt alakban irva:
(YuDy + k)Y = 0. (110)

Célunk az, hogy a Dirac egyenletet nemrelativisztikus, p? operdtort is tartalmazé, Schrodinger egyenlet
alakra hozzuk, s ebbdl leolvassuk a méagneses potencidl-tag 1étét, vagy nemlétét. Szorozzuk meg ezért

az egyenletet balrdl a (y,D,, — k) operatorral:
(YuDy — K)(vwDy + k)T = 0.

Azaz

(YuDuy Dy — K*)¥ = 0. (111)

Most az els6 hdarom indexre vonatkozdan kihasznéljuk a 7. fejezetben a kinetikus impulzusok felcserélési

reldcidéirdl tanultakat:

iq

[Di, Dj] = P

By, (i,],k) = péros permutacié
és
Bk = (V X A)k = EijkaiAj.
Ezaltal a bonyolult négyzetes operatort a kovetkezdéképpen alakithatjuk tovabb:
YuYvDyuDy — k?=D?+ D2+ D3 + D3 — K>
+7172D1D2 + 21 D2Dy
+7173D1D3 + 371 D3 D1
+7174D1 D4 + yay1 Do D1

+72v3D2D3 + y372 D3D2
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+7274D2Dg + vay2Da Do

+737aD3Da + vay3Da D3 =

D} + D3 + D3 + Dj — K?
+7172[D1, Da] + m173[D1, Ds]
+7174[D1, Da] + v2v3[ D2, D3]
+7274[D2, Da] + v374[D3, D4).

A tovabbi kiértékelés érdekében megvizsgdljuk azokat a tagokat, amelyekben -4, ill. D4 szerepel.
Példaul:
Y174[D1, D4] = v174(D1 Dy — Dy D)

_ iq 1o 4 (Ly ., 4 _lq _
= {(81 hcAl) (icat+ hcq)) (icat+ hcq)) (61 hcAl)} -

=17 | 7= (01, @] = 755 (A1, 0]

hc?
q 0P 104, q q .«
= - —+—-——) == &= ——=ix7€E
N (6301 + c O he 11TAC1 he' Tt
ahol felhasznaltuk az
E=_Vd— 104
c Ot

Maxwell-egyenletet, és bevezettiik a 4 matrixszal kapcsolatos ¥} matrixot a kovetkezd definicidval:
. a .
E; = T4 = ( 7 > ., (i=1,2,3).
(Emlékeztetiink arra, hogy a "nagy” Pauli matrixok kapcsolata a gamma matrixokkal:
5= —iyve = < g 5 ) ,  (ijk) = péros permutécio.)
Folytatva a négyzetes operator kiértékelését:

Y. DuD, — K =

2, 9. 9 s &
DD, — K"+ ﬁ(E,B) - z%(E’,g).
Tehdt a (111) alatti "négyzetes” Dirac egyenlet a kovetkezd egzakt formdba irhaté at:
4

(DpDy — ""2)‘1’ + e

(5,B) —ii(f’,f)} T = 0. (111)

(Az els6 tagban felismerhetjiik a Klein-Gordon egyenletet, mig a mésodik tag tartalmazza a spinnel

val6 kolesonhatdsbol szarmazé informdciot. )

11



Most tériink 4t a nemrelativisztikus, kisenergiaju esetre. Az energia a D4 operatorral kapcsolatos.

Elvégezziik a kozelitést.

. 2 2 2
10 q 1 L0 q
D= (0, - La) = (=2 4+ Lg) =(—(-inz)+Le) =
4 (84 he 4> <icat+hc ) (hc( ! 0t>+hc )
1 2 1 moc\” H —¢®\?
(50)2(_H+qq)> :(hc)z(H"LmOcQ_eq’)Q:( e ) (H : )

moc\ 2 H' —q® moc\2  2mg,
~ (TO0)T (1 40 —97) = (—) N0 g o) ~
( h ) ( + moc? ) TR ( a®)

_ (moc\2% | 2mg h o o 2mo (RO M2
~ (%) +F(_€5_q@)_“ ~ 72 \Gar %) =D

(Itt a H' = —29, helyettesitést alkalmaztuk.)

A (111) alatti "négyzetes” Dirac egyenlet, amelyet a kovetkez&képpen is irhatunk:

(D? + D2 — k)T — hi [(i, B) — (S, 5)} v =0,
c
az el6bbi kozelités elvégzése utdn a kovetkezd alakot olti (¢ = —e):
2mo (R era S h?
2 4o [1vg v Y2 _ v
(D - (Z_at eq))) v - [(E,B) i(S ,5)}\1/ 0. / T
A jelolés szerint elvégezziik a beszorzast, és —ihd,—t atvisszilk a tuloldalra:
ﬁ — ﬁe — — 3\ a\]:j
—L D’ (5.B)—i(,8)] | w=in". 112
(-5 -t + e [(58) —i(2.6)] ) w —inS; (112

Ez viszont éppen a Pauli-Schrodinger egyenlet (1d. 4.5.3. fejezet) a szigletes zdrdjelben megjelend
mésodik tagtol eltekintve! Errél a tagrdl viszont kimutathatd, hogy a potencidlis energidt jelentd

e® taghoz képest elhanyagolhaté, mert annak (v/c)?—szerese. A szogletes zdrdjel elsé tagja éppen a

spinmozgdshoz tartozé magneses térbeli potencidlis energia tag (1d. 4. fejezet): anagn = —(M% B),
ahol a spin-mégneses momentum M¥® = —2up1S = —upY, up = eh/2mge. (A Vn%agn magneses

potencidlis energist a D2 = (8; + ieA; /hc)® operatorbdl szdrmaztathatjuk le [Id.7. fejezet].) Most mér
csak azt kell beldtni a 4. fejezethez vald teljes Osszhang érdekében, hogy a ) operator sajatértéke

+1 lehet csak. Ebbdl ui. kovetkezne, hogy a sajat magneses momentum B barmely irdnyara nézve:

ol = +up.

Bizonyitds. Kiindulunk a definiciébol:

. 21 V273
Y=\ X | =—i| vmm
>3 Y12

A z—irdnyu komponensrol mar belattuk, hogy sajatértéke 1. Most belatjuk X1 —rél is:
%1 — Al =0,
hiszen

Y=

12



és igy

M- - -D)=N -1\ -1)=N-1)2*=0—\=+1.

Hasonléan, |32 — A| = 0—Dbdl szintén kovetkezik: A + 1.

8.5. AZ ELEKTRON SZABAD MOZGASA (4,=0).

Kiindulunk a (105) alatt megismert Dirac egyenletbdl:
(YuOu + k) ¥ = 0.

Kézenfekvo feltenni a kérdést: vajon a szabad Dirac egyenletnek is vannak sikhullam megoldasai?
Tehat:
U = Cexp(ik,x,)

megolddsa-e a Dirac egyenletnek dllandé (z,-fiiggetlen)

Ch
Co
Cs3
Cy

C =

amplitadok és k,,, (u =1, ...,4) allandék mellett? Amennyiben k,— rél kideriilne, hogy éppen a négyes
hullamszam-vektor komponenseivel egyenld, akkor a fenti megoldas tényleg a Schrodinger egyenletet is
kielégit6 kordbban megismert sikhullim megoldds lenne (amely a valésidgban eléfordulé hulldmcsomag-
megoldds extrem kozelitése). Ugyanis
U = Cexp(ik,z,) = Cexp <}—.Lpuxu> =Cexp <E(PX +p4£ﬂ4)>
= Cexp (—(px +-F zct)) = Cexp (—(px — Et)) .
h c h
Behelyettesitve ezt a feltételezett megoldast a Dirac egyenletbe, kapjuk:
Ch
CQ ip,x
(’)/131 + Y202 +7383+’y4(94+n) erPr¥r — (),

Cs
Cy

Kihaszndlva, hogy C' komponensei a négyes térben allanddk, elvégezhetjiik a derivaldsokat:

Cy

h C
(y1p1 + Yop2 + ¥3p3 + Yaps + ;f@) C’i =0.

Ca

1

h

13



Homogén lineéris egyenletrendszert kaptunk C),—k meghatdrozésara. Trividlistdl kiilonbozé megoldés

akkor és csakis akkor van, ha
i h
7 det "yﬂpu + ;n‘ =0.

Részletesen kiirva:

—P1 —P2
L det [z hn + p2 +
b1 D2
b1 —DP2
—Pp3 P4 K
. h
+i p3 + Y22 +2 K _
p3 —P4 ? K
—p3 —P4 K
pat+ ik 0 —ips  —ip1 — p2
1 0 Pa+ %H —ip1 + p2 ips3 2 2 2 2 2 2
= — ) ) = pi + p5 + p35 + p; + mye” = 0.
| ips +ipr+p2 —pa+ 2k 0 P1v Pz T Ps TP Mo

P1 — P2 —ip3 0 —pa+ Lk
Ez viszont éppen megegyezik a (104) alatti alapGsszefliggéssel. Tehat p,—t azonosithatjuk a négyes
impulzussal.
Vizsgaljuk a negyedik komponenst:
D4 = z%

Négyzetre emelve )
E
—p2 = — = pl+mi? = FE?*=¢ (p2 + mgCQ) )

GyOkot vonva az energia négyzetébol,

E = +c\/p? + mdc2. (113)

kapjuk azt a nevezetes Osszefiiggést, amely messzemeno kovetkeztetések levonasat teszi lehetové.
Minthogy az impulzus abszolit értéke szabad részecske esetén 0 és +oo kozott tetszélegesen véltozhat,

(113) azt jelenti, hogy a részecske szabad (kinetikus) energidja —oo is lehet (1d. 53. dbra):

—00 < E< —moc® és moc® < E < +oc.

14



\ X%/y.‘ :
/<>/ // / /2; g (m%);ge

53. abra. Szabad részecske lehetséges energiaja és

a pargerjesztés szemléltetése.

Az (113) egyenlettel kapcsolatban néhdny lényeges megdllapitast tehetiink:
i) Az energia nem korldtos alulrdl;
ii) A szabad részecske teljes energidja negativ is lehet.

Az 1) megéllapitdsbdl az kovetkezik, hogy nem létezik a nemrelativisztikus Schrodinger egyenlet
targyalasanal tanult Rayleigh-Ritz-féle variaciés elv. Nem alkalmazhatjuk tehdt azokat a kényelmes
moébdszereket, amelyek az energia korlatossagan alapulnak. Nagysebességli elektron mozgasok esetén
(ilyen taldlhaté a nehéz atomokban is) a legtobb kvantumkémiai médszer cs6dot mond. [A probléma
szép illusztréldsit és egy kivezetd 1t felvdzoldsat taldlhatjuk meg a J.Chem.Phys. 80, 4333, (1984)
cikkben.]

A ii) megéllapitasbdél az kovetkezik, hogy minden részecskének van egy vele egyezd tomegli, de
ellentett toltésti antirészecske parja. Ez a kovetkezé médon lathaté be. Az alapvetd Einstein relacio, az
E = —cy/p%+ m%c2 =m/c? osszefliggés a negativ energidju részecske tomegére m’ < 0 negativ értéket

jelent. Vegylink ekkor egy pozitiv és negativ tomegi elektront:

15



tomeg toltés

m' =me >0 —e

m = —-me <0 —e

Ilyen rendszer létezése esetén azt tapasztalndnk, hogy az azonos toltések taszitdsa miatt a negativ
tomegi részecske nem tavolodna a pozitiv tomegi elektrontél, hanem éppen vele egy irdnyba mozdulna

el. Ilyen egyirdanyba haladé elektron ”vonatokat” viszont eddig még soha nem figyeltek meg.

A probléma megoldésdra Dirac feltételezte 1927-ben, hogy az m’ = —m,. < 0 tomegli elektronallapotok
mind be vannak toltve az engedélyezett Pauli nivékon. Ez az tn. Dirac tenger, amelyet a vakuummal
azonositunk. Vékuum dllapotban minden fizikai mennyiség (tomeg, toltés, stb.) értéke zérus, és minden
fizikai mennyiség értéket ehhez képest figyeliink meg. Ha példdul elektromégneses gerjesztés révén egy
negativ energiaju és igy negativ tomegii elektront felgerjesztiink a pozitiv energiaju tartomanyba, akkor
az a jOl ismert, pozitiv tomegli elektronként fog mérémiiszereink szamara megjelenni. A Dirac tengerben
viszont hidnyzni fog ez a negativ tomegii és toltésli elektron, s igy a vakuum szerkezetében tovabbi
véltozds figyelheté meg: egytittal egy hidny, "lyuk” is keletkezik, amely 0 —m’ =0 — (—m.) = m, > 0
tomeget és 0 — (—e) = +e toltést képvisel. Ezt az egyiittes folyamatot hivjuk pérkeltésnek (1d. 53.
dbra.). Az elektron tomegével azonos, de t0ltésével ellentétes, szimultdn keletkezd részecskét pozitronnak

nevezzilkk. Anderson 1932-ben tortént pozitron felfedezése a Dirac egyenlet nagy diadala volt.

Ezen megjegyzések utan térjink vissza roviden a szabad mozgés targyaldsahoz. A teljes megolddshoz
a U hullamfliggvényben szereplé C' amplitidé meghatdrozasara is sziikség lenne. Utalunk Nagy
Karoly Kvantummechanika c. konyvének IX. fejezetére, ahol a szamolds részletezve van, itt csak a

végeredményt foglaljuk Gssze.

A részletes tdargyalasbol kideriil, hogy az allapotfiiggvény elsé két komponense az in. "nagy”, a masik

ketté pedig az un. "kicsi” komponens, ami v/c—szerese a nagynak:

P1 ~1
| e | ~1
V= s || ~v/e

Yy ~uv/e

Miésrészt, v ~ ¢ extrém relativisztikus esetben megmutathaté, hogy a szabad részecske spinje
és impulzusa egymadshoz képest csaknem parhuzamosan all be: a spin és momentum egymashoz
viszonyitott bedllasat helicitdsnak (csavaroddsnak) nevezziik és a
.5
h==P
p

operdtor vérhat6 értékével jellemezziik (amelyet h—val jeloliink). A szdmoldsokbdl kideriil, hogy az
adédé négy fiiggetlen megoldast az energia £ > 0,F < 0 és h = +1,h = —1 négyféle parositasaval
jellemezhetjiik.

Nemrelativisztikus kozelitésben csak az els6 két komponensnek van szerepe:

‘I/E7h%|:z;:|
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A Dirac egyenletet csak erre a két komponensre redukélva (a nemrelativisztikus kozelités elvégzése

utdn) éppen a (44) alatti Pauli egyenletet kapnénk vissza.

Megjegyezziik, hogy a Dirac egyenletnek akkor is van megolddsa, ha az mg nyugalmi témeg nulla.
Szabad tér esetén:

Y,0, W = 0. (114)

Ez a Weyl egyenlet, amely példaul a szabad neutrindk viselkedését irja le.

8.6. A H-ATOM KVANTUMELMELETE A DIRAC EGYENET ALAPJAN.

A pontos spektroszképiai kisérletek megmutattak, hogy a hidrogénatom szinképe Osszetettebb, mint
azt a Schrodinger egyenlet (Bohr képlet) alapjan véarjuk. Az elektronnak spinje révén sajit mdgneses
momentuma is van és ez kolcsonhatdsba 1ép a palyamomentummal ardnyos mégneses momentummal.
fgy, az Un. spin-palya kolcsonhatds miatt a szinkép finomszerkezetet mutat, amely a Dirac
egyenlettel leirhaté. Mint lattuk, a Dirac egyenlet természetes médon tartalmazza az elektron spinjével
kapcsolatos informécidkat is. A Dirac egyenlettel torténd targyalas megmutatja, hogy a hidrogénatom
energiaszintjei nemcsak az n fokvantumszamtdél fiiggnek, hanem az ¢ mellékkvantumszamtél és a j teljes

impulzusmomentum kvantumszamtdl is (j = £+ 1/2).

Kiindulunk a Dirac egyenlet (108a) alatti ih0; ¥ = HWY¥ alakjdbdl, ahol H a (109) alatti Dirac
Hamilton operdtort jeloli. Minthogy a hidrogénatom probléméjaban a potencidl konzervativ (A(r,t) =
0,P(r,t) = ¢(r)), s6t gombszimmetrikus, ezért szepardlhatjuk a hulldmfliggvényt a szokdsos mdédon:

U(r,t) = ¢(r)exp(—iEt/h). A megoldandé probléma tehdt a kovetkez6képpen irhaté fel:
(H— EY(r) =0, H = hcy7d+ ed+ moc s (115)

Vezessiik be

5 = —iFy
vektoroperatort (amelyet az irodalomban dtaldban &@-val jelolnek) a

i = =15k,
(ijk =péaros permutdcié) mintdjara. Konnyl beldtni, hogy

{35, 25} = 2445,
valamint, hogy Y és X kozott az Osszefliggés:
=%, 5= M7

Az itt bevezetett v5 operatornak a tobbi vy, operatorhoz hasonlé tulajdonsaga van:

VsV = —W¥sr =1
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A feladat tehét a
H= ci’p + moc®yy + ed(r)

Hamilton operatorban el6fordulé PN p operator gémbi polarkoordindtakba valé felirdsa. Felhasznaljuk
az ismert Osszefliggést:

(Sa)(Eb) = (ab) + (%, [a x b)),
ahol a és b két, tetszoleges vektor operdtor. Legyen a=r és b=L:

— — —

(5r)(SL) = (rL) 4+ i(Z, [r % [r x p]]) = i(E, r(rp) — r’p) = i(%,r)(rp) — ir?(Ep),
ahol felhasznaltuk az a x (b x ¢) = b(ac) — (ab)c dsszefiiggést. Igy tehat

ir?(Xp) = i(Xr)(rp) — (Zr)(XL).

Atalakitva:

- - SL)
E/ — E/E E ( —
(X'p) = ( T) <(7010)+Z .
s, <7—?vr 1B AL AT (116)
7 T Tr r

1. i,
s,/ (—m(a,. o)+ ;((EL) + h)) .
Tehat
H = c3'p + moc®ys + ed(r) =

1 ; =
—ichS, (0, + =) + %2;(2L) R+ moctya + ed(r) =

!’

. ) ic
—zchE/ﬁpT + ?ET’MQ + moc®ya + ep(r),

ahol bevezettilkk a v4Q = SL+ & jelolést. Marmost beldthaté, hogy az ) operator felcserélheté az
energia operdtorral: [H, )] = 0. Ugyanis

2,9 =0, [w.Q=0, [p—Q=0.

Masrészt

- - - ha\? K2
0?2 = (XL +h)? = (XL)? + 2h(XL) + 1% = <L + 52) +

ugyanis

(L) = (SL)(3L) = (L,L) + (%, L x L) = L? — A(%, L)

és $2 = 3. Tehét S = h%/2 miatt

h? h?
92:(L+S)2+ZEJ2+Z.
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A sajatértékegyenletet rogton felirhatjuk:

N =
N W
| Ot

. 1 .
Py =R2GG+ D+ gy G =

azaz

1
Oy, = Bk e, K =(j + ) =120

avagy

1
Qe = Bk, k= (+5) = £1, 2,43, .

Mivel H felcserélhet6 -val, van kozos sajatfiiggvény rendszeriik. Ezért a keresett energiasajatérték

egyenlet:
E-1—ed(r) 1 —moc?y + ichZ,.'%p,. - %zmhk b = 0.

Felhasznalva a

—1 1
—1 1
E 7/ 9 ’74 - _1 ?
) -1
i (0
/ _ 1 _ ¢2
27,74 - 7/ b 1/} - ,‘p3
i Py

konkrét eléallitasokat, a hidrogénatom sajatérték probléméja a kévetkezéképpen irhaté fel:
(E — eg(r) — moc®)1(r) + he(0, +r~1)s(r) + hekr™topz(r) = 0, (%)

(E — eg(r) — moc?)iha(r) + he(0, + 1~ )a(r) + hckr ™ py(r) = 0,
(B = ed(r) + moc®)ys(r) — he(0y + 1~ )b (r) + hekr™ 4y (r) =0, (%)
(E — eg(r) + moc?)iha(r) — he(0, + 1~ o (r) + hckr ™ qpa(r) = 0.

Elegend6 csak a két (*)-gal jelolt egyenlettel foglalkoznunk, mivel az alattuk 1évd egyenletek egyszerii
1< 2, 3 < 4 egyidejli (és megengedett) helyettesitéssel ezekbdl megkaphatdk. Mds széval, a 11,13
komponensekre vonatkoz6 egyenletek ugyanazt az eredményt adjak, mint a 5,14 komponensekre
vonatkozdék s igy csak két komponenssel kell foglalkoznunk. A sz0g- és spinvaltozok szeparaldsa utan

visszmaradé radidlis komponenseket f(r), g(r)-rel jelolve, azaz a

U — 1 f(r)Ejmjms (19; 2 5) = \Ill
T g(T)Gljmj ms (197 2 S) U3
eloallitast a Dirac egyenletbe vald helyettesités utan a két megmaradd csatolt radidlis egyenlet a
kovetkezo:

(B~ eo(r) — moe?) £ (1) + 1“9 hek 4 1) g0 = 0,

(E — ed(r) + moc?)g(r) — hc%ﬁjﬂ) + he(k + 1)%f(7’) =0.

E csatolt radialis egyenletrendszer az ed(r) = —e?/r, E = hw, moc? = hwo, e?/hc = a = 1/137 jelolések
bevezetése utan ugyanigy a Sommerfeld-féle polinom maodszerrel oldhaté meg, mint a nemrelativisztikus

esetben. Eldszor az aszimptotikus megolddst hatdrozzuk meg: f.(r) = go(r) = exp(—pr), ahol
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B = yJwi —w?/c. Majd a teljes megoldast ezen aszimptotikus megoldds és két ismeretlen polinom
szorzataként vessziik fel. A regularitdsi kovetelmény miatt a polinomoknak véges fokszamuaknak
kell lenni, valahol meg kell szakadni az Osszegzésnek. E megszakadas kovetkezményeként az FE

energiasajatértékekre csak az

a? —1/2
E =moc® |1+ 117
0 (n' + VA2 — a2)? (117)
sajatértékek adédnak n’ = 0,1,2,... sajatértékek mellett. Mint ldtjuk, az energiasajatérték most

a k =j4+1/2, 5 = ¢+1/2 kvantumszdmoktdél is fiigg, valamint tartalmazza az o = 1/137
finomszerkezeti alland6t. Felhasznélva a kis x esetén érvényes 1/4/1+ 2 =1— %:c + %:cQ — ... sorfejtést,
az energiasajatértéket jo kozelitéssel az

2 4
3 1
E:mOCQ[l—a— a ( i —)], n=n"+j+=, I-

-2 (- 117
202 2pt \j+1 4 (1172)

N =

képlettel adhatjuk meg.

A zérdjelben 4ll6 els6 tag a relativisztikus targyaldsbdl adédé nyugalmi energia jaruléka. A mésodik
tag a Schrodinger egyenletbdl adédd Bohr-féle energiakifejezés. A harmadik tag megjelenése szolgaltat

magyarazatot a hidrogénatom finomszerkezetére, amely tehat teljesen relativisztikus eredetii.

A sajatfiggvények meghatarozasat is magabafoglalé részletes targyalds irdnt érdeklédéknek figyelmébe

ajanljuk Marx Gyorgy, illetve Nagy Karoly Kvantummechanika tankonyveit.
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8.7. A SPIN-PALYA KOLCSONHATAS

Az el6z6 fejezetben emlitést tettiink az elektron spin és pdlyamozgdsa révén keletkezO mégneses
momentumok kolcsonhatasardl, amely a finomszerkezetet okozta az hidrogénatom szinképében.
Most ezen spinpalya kolcsonhatasnak altaldanosabb targyaldsat adjuk. Megvizsgaljuk, hogy a
nemrelativisztikus kozelités esetén milyen formaban jelentkezik a spinpalya kolcsonhatdasbdl adodé

energiaoperator.
Tekintsiik a

H = cS'p +moc?ys + V(1)
energiaoperdtort (A =0,V (r) = qp(r).)

A Y/ matrix kifejezhetd a 2 x 2-es Pauli matrixokkal:

#(s %) (i) () ()

Vélasszuk le az energidbdl a nyugalmi energidt: E = mgc? + E’. A Dirac egyenletet a 2 x 2-es matrixok

megjelenése miatt atirjuk a kévetkezd mddon:
E -1 2 om=0, v={ %), gu=(Y), —( ¥, 118
( + moc )1/1 T/) ( wb 1/} wQ T/)b w4 ( )

1

A H-Dbeli v4 = miatt (ahol 1 a 2 x 2-es egységmatrixot jeloli) a kovetkezd csatolt

-1
egyenletrendszert kapjuk ¥, és ¥, meghatarozasara:

(B = V(r)ha = c(GP)1hs,

(E' 4 2moc? — V(r))hy = ¢(5p)ta.

Ez utébbibdl kifejezhetjiik ), —t:
Up = (B’ + 2moc® = V(1)) e(dp)da,

és behelyettesithetjiik az els6 egyenletbe:

-1

E'pg = [c(c_f'p) (E' + 2moc® — V(r)) c(Gp) + V} V.

Ez egy Schrodinger tipust energiasajatérték egyenletre hasonlit. fgy a V potencialis tag melletti
bonyolult tag a kinetikus energiaoperatort jelenti, amelyben az inverz operatort sorba fejthetjiik

[(1+2)"'=1-2z(z] << 1) felhaszndlasdval] a kovetkez8képpen:

-1

[C(Ep) (B"+2moc® — V(r)) c(p) + V} —

{c(&’p)(ZmocQ)*1 (1- %
mocC

[ p*  prE V() 1

)e(ap) + V} =

_ 14 -
2mo 4mic? V) +
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Felhasznélva (116)-ot a Dirac egyenletbdl végiil is a kovetkezd egyenlet szdrmaztathaté le:

2 4 2
PPy VO L LAV = B

C4Am2 dr Or | 2m2r dr

2mg  8mc?
Amint latjuk, az els6 és harmadik tag a szokdasos kinetikus és potencidlis energiaoperatorral egyezik
meg, ami a nemrelativisztikus Schrodinger egyenletben szerepel. Ezért a mellettiik megjelen6 tagok a
spin konzisztens targyaldsa és a relativisztikus targyalasmod kévetkezménye. Az utolsé tag a spin-palya

kolesonhatasbol eredd energiajarulék.

Most belatjuk, hogy az utolsé tag, az un. ’spin-pdlya kolcsonhatas’ tag, a mégneses momentumok
révén megvaldsulé magneses potencidlis energidval ardnyos. A 4. fejezetben lattuk, hogy a spinhez, ill.

palyamomentumhoz tartozé mégneses nyomaték

eh 1 1
ML= — “L=-—pup-L
2moc h HEG =
M = 72%18
h

Ezért az utolsé tagot a kdvetkezbképpen is irhatjuk
11dV
— -2 MS,ML).
e2r dr (
V(r) = —e?/r esetén latjuk, hogy a spin-palya tag r~3-mal ardnyos és a benneszerepld konstans,

valamint az el6fordulé effektiv (Bohr-rddiusz) tavolsdgok miatt kicsi V(r)—hez képest.
8.8. REPREZENTACIOELMELET
8.8.1. FOLYTONOS ES DISZKRET REPREZENTA CIOK.

Tekintsiik az
(E—H)|p) =0

staciondrius Schrodinger egyenletet, ahol H = H(x;,p;, %;,...) az energiaoperator, amely fiigg az
koordindta, impulzus, spin, ... operdtoroktdl, |¢) pedig a kvantummechanikai rendszer E energidji

allapotat jellemzi.

A kvantummechanika axiomai kozé tartozik az, hogy a fizikai mennyiségekhez absztrakt operatorokat, a
fizikai allapotokhoz pedig Hilbert-térbeli absztrakt allapotvektorokat rendeliink. Kérdés az, hogy miként
"reprezentdljuk” (jelenitsiik meg, tegyiik hozzdférhet6vé a szdmoldsok szdméra) ezeket az absztrakt
mennyiségeket. A vélaszt a 3. fejezet elején egyszer mar megfogalmaztuk: barhogyan, csak arra kell
iigyelniink, hogy az egyes ”reprezentalt” operatorok kielégitsék a kvantummechanika alaptorvényét

jelent6 felcserélési relaciokat, nevezetesen
. h .
i, 2] = 205, 4,7 =1,23.
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A reprezenticidelmélet alapjit az az allitds (Riesz-Fischer tétel) képezi, hogy az egyes Onadjungalt
operdtoroknak wvan teljes sajatfiiggvény rendszere (ez a bézis) és e szerint “reprezentdlunk”: az

operatorokat matrixelemeikkel, az allapotokat pedig a kifejtési egytitthatokkal.

Vannak folytonos és diszkrét reprezentaciok, attdl fiiggden, hogy milyen operator sajatallapot rendszere
szerint akarunk reprezentdlni. (A diszkrét reprezentdciét szoktdk matrix, vagy n—reprezentdciénak
is hivni.) Van e kettd kombindcidjabél ad6dé tn. vegyes reprezentdcié is, amikor az operdtor

sajatértékspektruma diszkrét és folytonos (ilyen pl. a hidrogénatom energiaoperatordnak a spektruma).

Az x—reprezenticiéban (vagy koordindta reprezentdcidban) a bézist az &|z) = x|z) sajatérték egyenlet
Osszes |r) sajatdllapota adja. Bar a 3. fejezetben foglalkoztunk maér ezekkel a sajitéllapotokkal és
megéllapitottuk réluk, hogy (z—reprezentdciéban) a Dirac-delta disztribiiciékkal azonosak, erre a
konkrét eldllitdsra most nem lesz sziikségiink, csupan a norma kifejezését kell ismerniink. (Folytonos

spektrum esetén ez is Dirac-delta.)

Magét az & absztrakt operdtort az |z) bézison vett matrixelemével reprezentdljuk koordindta
reprezenticiéban:
/|A

(o' |%]z) = x{a|x) = 26(2" — x),

ahol felhasznaltuk a sajatértékegyenletet és a norma kifejezését.

A p—operator matrixelemeinek definiciéja az x—reprezentdaciéban:

oty = (| Ly = PO s
(@pla) = (| 3 - le) = T 500’ — a),

ugyanis csak {gy teljesiil a [p, ] kommutédtor operdtor métrixelemeire a felcserélési reldcié:
A A h /
(@'l[p, 2|z} = —o(z — ).

A |¢) absztrakt dllapotvektor kifejtheté az x—reprezenticidhoz tartozé absztrakt |z) dllapotok szerint,

mivel azok teljes rendszert alkotnak ()~ = ffooo dz, ¢ = c(x)) :
[y = Zcﬂm), ahol ¢, = (z|y) = ¢¥(x).

Ez azt jelenti, hogy az absztrakt |¢) dllapotvektorhoz egyértelm{i médon hozzdrendelhetd a ¢, = ¢(x)
folytonos szdmsorozat (fiiggvény). Tehdt az eddig &llapotfiiggvénynek, hulldmfiiggvénynek nevezett
mennyiség nem més, mint az absztrakt [¢) dllapotvektor koordindta sajatallapotok szerinti kifejtésének

egylitthatéi (fliggvényei).

A (H — E)|¢p) = 0 absztrakt sajatérték egyenletbél szdmokat (matrixelemeket) nyerhetiink, ha képezziik
az (x| absztrakt allapottal alkotott skaldrszorzatét: (x|H — EJ)) = 0. Felhaszndlva az 1 = )__, [2/)(a|

teljességi relaciot, a kovetkezd Gsszefiiggést nyerjilk a fenti matrix elemre:

(@|(H(p,2,..) = E) Y |a)(a'[) = Y (a|H(p, &, ..) = Ela’) (@' |¢)

x/

_ /°° dm’(H(%%,x’,...)—E)5(CE*93/)1/1(93/)

I
N
=
<
gl

&
8
\
=
N—
=
B
I
(e
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Tehat a stacionarius Schrodinger egyenlet nem més, mint a fenti operator sajatérték egyenlet koordindta

reprezentdciébeli alakja. (Ezért hivjdk néha az z—reprezentdciét Schrodinger reprezenticionak.)

Az p—, vagy impulzus reprezentdciéban a bdzist a plp) = p|p) sajitérték egyenlettel meghatdrozott
lp) sajatdllapotok adjdk, amelyekkel a 3. fejezetben foglalkoztunk. A p operdtor diagondlis a
p—reprezentacidéban:

®'Iplp) =p-3(p" —p)-
Ahhoz, hogy a [p,Z] = h/i operdtor egyenléség fenndlljon, az I operdtor p—reprezentaciébeli

matrixelemét a kovetkezOképpen kell valasztanunk:

i Op

¥'|2lp) = (f—iﬁcﬂp' p)) ~

Ekkor ugyanis
h
o(p" —p).

1

#'llp, £]Ip) =

A teljesség kihasznélasaval felirjuk a Schrodinger egyenlet impulzus reprezentacios alakjat:

0= (p|H — El) = (p|H — E|>_ [p)p'|¢) = > _(plH(p, &, ...) — Elp')(p'|v))

p/

/gﬂ<H@g h 9 ”JE)MpﬂW@q

“iow

— (0. -2 5 )~ E) vl =o.

Példaként irjuk fel a harmonikus oszcilldtor (HO) probléma energiaoperédtorat:

]52 52'2

om T oM

ahol M~1 = D = mw?, a direkciés eré. A megfeleld Schrodinger egyenlet impulzus reprezentaciéban:

2 2 92
P hs 0
— ———— —F =0
(2m 23 02 ) ¥(p) =0,
r—reprezentaciéban:
x? h? 02
— - ————-F =0.
(QM 2m 0z? ) ¥(e)
A HO probléma z— és p—reprezentdcidbeli szimmetridja szembeszokd (v6. hatérozatlansagi reldcid).
Maésik példa legyen a linedris potencidl, a V = —kxz problémaja. A Schroringer egyenlet
p—reprezentaciéban i
P hk O
— 4+ ———-F =0
(2m T )w(m ;

mig x—reprezenticidban

~ 2m 0a?

Ennek a példanak az érdekessége az, hogy p—reprezentaciéban van analitikus, zart alakban irhaté

( h282—kx—E>w@):O

megoldas, mig xr—reprezentaciéban nincs. Tehat néha célszeriibb impulzus reprezentaciéban dolgozni.

Az eddigi reprezentaciék folytonos spektrumhoz tartozé operdtorok sajatallapotai szerinti

reprezentaciék voltak. Most megismerkediink a diszkrét-, vagy matrix-reprezentaciokkal, amelyeket

24



n—reprezentdcicknak is szoktak hivni. Az n—reprezenticié |n) bézisa tetszéleges, diszkrét spektrumot
szolgdltaté operdtor sajitéllapotaiként all el6 (ilyenek pl. a HO energiadllapotok). Az &—operétort az
(n'|Z|n) = zpry, matrixelemekkel, a p—operdtort az (n'|p|n) = pp/n, matrixelemekkel reprezentéljuk oly
médon, hogy a [p,x] = (h/i) - 1 matrix egyenléség teljesiiljon. Egy |¢) fizikai allapotot pedig a

C1
C2

) =Y el — |

szamoszloppal reprezentaljuk, ahol ¢, = (n|y). Az 1 = >, [n/)(n'| teljességet kifejezd (operdtor)

Osszefliggést felhaszndlva, a Schrodinger egyenlet:

0= (n|(H = E)$) =Y _(nl(H = E)n)(n'[) = Y (Hun — ESuns)ew =0,

n' n'
azaz

(H-—E-1)c=0.
Itt H most az energiamatrixot jeloli, 1 pedig az egységmatrixot.

Konkrét diszkrét reprezentidciénak az egységnyi tomegli és korfrekvencidji HO bazisdllapotokat

valasztva (|n) = ©H79)) megmutathaté, hogy

és

0
Ebben a reprezentacidoban tehat
1 0 V2 0 -1 0 V2 0
o 0 10 V6 k0 -1 0 V6
PX=XP=9 1l —v2 0o 1 o 2% —v2 0 -1 0
0 —v6 0 1 0 —v6 0 -1
h
=1
7

Azaz teljesii] a felcserélési relacio.

Az energiaoperator is kiszamolhat6. Egységnyi tomegli és egységnyi korfrekvencidju oszcillator

energiaoperatora az adott HO reprezentdcioban

10 0

2 2 2
H:%+%=h 0 1+% 0
0 0 2+13

diagonalis. A diagonalis elemekben felismerjilk a HO sajatértékeit.
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Meg kell még vizsgdlnunk a norma, teljesség és a kiillonbozd reprezenticidk kozti ”atjaras”

(transzformédcié) kérdését.

Norma. Folytonos spektrumhoz tartozé reprezentacié esetén:
(xla') = d6(x — ),

diszkrét reprezentacié esetén pedig

(nn’y = Gpp.
A norma reprezentacio fliggetlen, mivel az egy matrixelem, azaz szdm.

Teljesség. Kiindulva a kifejtési tételbol

) = 3 ealn) = 3 Inben = 37 In) (),

latjuk, hogy a teljesség kifejezddik az egységoperatorban:
(oo}
1= )l = [ delo)al,
n — 00
ahol az els6 Osszefiiggés a diszkrét reprezentacidkra, a masodik pedig a folytonos reprezentaciok esetére

vonatkozik. (Vegyes reprezentdcié esetén a masodik egyenléség jel helyett + 4ll.)

Minthogy a teljességet kifejez6 egységoperdtor — 1évén operator — reprezentaciotél nem fliggetlen,
vizsgaljuk meg, milyen matrixelemeket kapunk z—reprezentaciéban a folytonos, ill. diszkrét

reprezentaciok teljességét kifejez6 egységoperatorra.

Az x—reprezentdcid teljességét kifejezd egységoperator matrixeleme z—reprezentaciéban

o0

(x1]z") = Z(x|x”)(w”|x') = / da"6(z — 2")o(z" — 2') = 6(xz — 2');

x!! —0o0

az n—reprezentacio teljességét kifejez6 egységoperator matrixeleme az x—reprezenticiéban:
(@[t]2') =Y (aln)(nfa’) =Y da(@)in(a’)" = d(x —2'),
n n

amely eredményt mar a 4. fejezetben megismertiik.

A teljességet kifejezd egységoperdtorok n—reprezentacidbeli matrixelemei is mindkét esetben

megegyeznek a normaval:

ity = 3 (nf)aln’) = / Ao () (&) =

x

n|l|n’) = nn"Y(n"|n')y =Y Gpnrbnin = npr.
(nitjn’y = " (n]

n// n//
Két reprezentécié kozti ”atjards” (transzformécid) unitér operdtorokkal, ill. matrixokkal lehetséges.

Definicio: Unitér operdtorok azok az operatorok, amelyek nem valtoztatjadk meg egy skaldrszorzat
értékét, azaz

{cldy = (Uc|lUd)y = (UtU¢|d) - UTU=1—-U"=U"1—-UU" =1.
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Matrix reprezentaciéban az unitér feltétel:

(n|1jm) = bpm = (n|UU|m) = Z<HIU+|k><k|U|m>

= (k|U|n)* (k|U|m) = ZUankm

k
Itt kihasznaltuk, hogy az adjungalt operator matrixa egyenlé a transzponalt matrix komplex

konjugéljaval: Ut = (UT)*.

Unitér matrixra példa: legyen A = A*, ekkor

. 1
U=el= Z E(ZA)TL’
n=0
=1 . ,
Ut = Z ﬁ(—i/ﬁ_)n — AT _ —iA
n=0

Vizsgdljuk meg &ltalanosan, hogy milyen kapcsolat van két diszkrét reprezentdcié kozott. Tartozzon
ehhez a két reprezentdcidhoz az |w,) és |nm,) bézisdllapot sorozat. Egy tetszlleges fizikai allapot

kifejthet6 ezen bazisallapotok szerint és a kifejtési egyiithatdk egyértelmiien jellemzik az allapotot:

= Z am |Thm) = an|wn>

Azaz
ai
az
|¥) ;
Ui
illetve
b1
— b
|1) ’
w
A kérdés az, hogy az allapotfiiggvény ezen

kétféle reprezentdcidja kozott mi a kapcesolat, azaz hogyan fejezhetd ki b, = (wm|t)) egyiitthatd az
am = (Mm |1} egylitthatéval. A kapcsolat megtaldldsa érdekében fejtsiik ki az |w,,) bézisfiiggvényeket az

|7n)—ek teljes rendszere szerint:
|wm) = Z wlnnr), ahol  Up . = (u|wim) = (wimn|na)™.

Az adjungéltja:

(wm| = Z<77n”|Umn”-

n'

Ezzel

"

b = (W) = Z<77n”|Umn”|w> = Z Uppnsr (M [90) = Z Upinr Gy,

n

azaz b = Ua.

Most bizonyitjuk, hogy U unitér:

(Wnlwm) = 6nm = Z (N |Upirr mn/|77n = Z Unn”U;m’(Sn”n’

n'n' n'n'
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= Z Unn//(U+)n’m5n”n’ = Z Unn’(UJr)n’m = 5nm QED

n'n’

Folytonos reprezentaciok kozti transzforméciot a
[9) =D v(@)z) =Y v@)p)
x P

egyenl6ségbol adodd

transzformécids képlet adja, ahol az
_ 1 +px
(zlp) =U(p,z) = ﬁeh )

(folytonos) unitér matrix éppen a koordindta reprezentdciébeli impulzus sajatfiggvény (1d. 4.2 fejezet).

Most azt vizsgaljuk, hogy az operdtorok kiillonb6z6 reprezentacioi kozott mi a transzformacio. frjuk fel
a

(H = E)|l¢) =0

M a?”

absztrakt Schrodinger egyenletetet az 7a” és ”b” egyiitthatd sorozattal jellemzett n, ill. w
reprezenticiéban:

H"Ma = Ea, H“b = Eb.
A kérdés tehéat az, hogy miként fejezhetjitk ki H —t H) —vel?

Mivel
b=Ua, ahol UTU=1,

irhatjuk:
H“Ua = EUa.

Ezt U~! = Ut —szal beszorozva, kapjuk:
U 'H“Ua = Fa=H"a,
Tehdt a tanszformdacit szintén az U unitér matrix (operdtor) biztositja:
H" = U 'H®U = UTHWU.

Szamitsuk most ki egy O operdtor p—reprezenticidbeli (p|O|p’) = O(p,p’) és x—reprezenticidbeli

(x|O|z") = O(x, z') matrixelemei kozti transzformaciot.
]_ . 0
Op.p') =Y Ut (p.2)0x, 2" U, a') = / dz / da’ e e ERO(, '),

Legyen O = . Ekkor O(z,2’) = §(x — a’) - . Ezért

1 R W 1 . N
(plzp’) = /dz/dz'ﬁe_’(m_p sz —a) -z = /dxﬁe_’(p_p Jz/h g
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= %maip' el =PIy = ?6%5(20 —p) = *%6%5(11*17’),
ahol az utolsé egyenl8séget parcidlis integrdldssal kaptuk, és tObbszor is kihasznédltuk a §(z) =
[ exp(ikz)dk/2m ismert GOsszefiiggést. Igy az = operdtor p—reprezenticiGban —(h/i)(d/dp) lesz.
Amit kordbban csak ”kitaldltunk”, hogy a felcserélési relacié teljesiiljon, most "kijott”, altaldnos

reprezentacidelméleti tételek felhasznaldséval.
8.8.2. KVANTUMMECHANIKAI KEPEK.

Mindeddig olyan kvantummechanikai “képben” (dbrdzoldsban) dolgoztunk, amelyben az alapvetd
(&, p, ...) operdtor 7all” (idétél fiiggetlen),

da 0

o7
és az id6flggést az dllapotfiggvény U(t) hordozta az
Ov(t))

S = bl (e)

ih

allapotegyenlet révén, amelynek megoldaséat a

(W (to)) = )

kezdofeltétel egyértelmiien meghatarozza. Ilyen absztrakt operdtorokra példa a h energia, az X

koordindta, a p impulzus, vagy az L impulzusmomentum operétor.

Minthogy csak a matrixelemeknek van fizikai jelentésiik, elképzelheté mas ”szereposztas” az dllapotok

és operatorok kozott. Tekintsiink ugyanis egy matrixelemet
A(t) = (T (8)]aP2(t))
és definidljunk egy id6fligg6é unitér operatort a kovetkezéképpen:
W () = U(t, ko)) = Uk, o) ko)),

amelybdl U(to,to) = 1 kovetkezik. Behelyettesitve a fenti definiciét a Schrodinger egyenletbe, ¢y = 0

kezd6 idépillanatot valasztva és kihasznélva a |¢) kiindulé dllapot tetsz6legességét, az U operdtorra az

vy

mozgasegyenlet adodik, amelynek adjungéltja, az energiaoperator onadjungdltsaga miatt (}AL =ht a

Hilbert tér elemein), a kovetkezd:
dU™(t) -
ih = -U*(t)h.
h— (t)
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Az elsé egyenletet UT—szal balrél, az adjungalt egyenletet U—val jobbrdl beszorozva, majd az igy nyert

egyenleteket Osszeadva a kovetkezd Osszefliggést kapjuk:

m%:wt) — —U(t) hU(t) + U(t) AU (t) = 0.

Maésrészt Ut (tg) = 1, tehat U™ (to)U(to) = 1, és igy az eléz8 eredményiinkbdl tetsz6leges iddpillanatra
is
Uttu(t) =1,

amellyel az U(t) operdtor unitaritdsit bizonyitottuk.

Ezzel az id6fejleszté unitér operdtorral eléallithatunk a Schrodinger képbdl olyan kvantummechanikai
képet, az in Heisenberg képet, amelyben az operdtorok ”mozognak” (idéfiiggdk) és az dllapotok 7 4llnak”

(id6fiiggetlenek):

A(t) = (W1 (D)]a%2(t)) = (U(p1]al (H)p2) = (o1|[UF ()aU (t)p2) = (1] A(t)p2).
Kérdés, mi a dinamikai egyenlet a most kapott id6fiiggd A(t) operatorra?

%Et) _ %(UJF(t)dU(t)) - %[Uﬂt) haU(t) — Ut () ah U ()] =

% U (AU () U (H)aU () — U (H)al (¢) Uﬂt)ﬁU(t)} = %[ﬁ(t)/i(t) - A(t)ﬁ(t)]

Megkaptuk az id6fiiggd operatorokra vonatkozé mozgasegyenletet, amelyet érdemes Gsszefoglalva tjra
kiirni: .

dA(®)  ira 2 N i .

O _ XTaWmAW) — A | }:-{H A }

= = < [HOAW) - AW A )] = 3 |H@®), A®)

Az energiaoperator mozgéasallando, mivel

dljt(t) LA A @) ~ B0 =0

N

azaz H (t) = h =4llandé id8ben, s igy a 3. fejezetben megismert

dO i A as
= +[h0 - Oh]

& =il

kvantummechanikai iddderivdlt definiciészerii bevezetésének oka nyilvanvaléva valik. Egyben latjuk a

Hamilton operator kitiintetett szerepét, amelynek dllandosagabdl

AU

irhat6, amelynek megoldédsa

U(t) = e~ nH(t=to)

Megjegyezziik még roviden, hogy van még egy ”vegyes” kvantummechanikai kép is, az in. kélcsonhatdsi
(vagy Dirac) kép, amelyben mind az operdtor, mind az &llapot mozoghat. Ennek fontossiga a

perturbacié szamitas teriiletén mutatkozik meg. Ekkor a H teljes energiaoperator felbonthaté egy
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Hj ismert és egy K "kolcsonhatdsi” (gyenge) részre, amit perturbdcicként kezeliink: H = Hy + K. Az

operatorok mozgasat Hy korméanyozza:

mig az allapotot K hatdrozza meg:

Osszefoglaldsképpen:

Schrédinger kép Heisenberg kép Dirac kép

5 =0 St = R0 AW] + 250 S = [Ho AW)] + 55
ih 20 (t) = h(t) % =0 ihZy(t) = K(t)

A(t) = (T (8)]als(t)) | A(t) = (p1|A(t)e2) A(t) = (1 ()| A()a(1))
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