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Bevezeto:

A jegyzet a BME VIK els6 éves villamosmérndk hallgatoinak késziilt a Jelek és rendszerek 1 targyhoz.
Tartalma nagyjabdl lefedi a tantargy keretében elsajatitando tudast, segitséget ny(jt annak megismerésében, és
mintapéldakon keresztiil mutatja be azt. A bemutatott mintapéldakhoz hasonlo példakkal fogunk talalkozni a
gyakorlatokon is, a szamitasok értsiikk meg, és gyakoroljuk megfelelé6 mértékben!

A targy erbteljesen épit a Matematika A1 és A2 targyak keretein beliil elsajatitand6 tananyagra.
A matematikai levezetések sok esetben nem keriilnek részletes targyalasra.

A jegyzet hibakat tartalmazhat. Kell6 forraskritikaval olvassuk, és a gyanus dolgoknak jarjunk alaposan uténa a
valdsagnak! A jegyzet nem helyettesiti az el6adasokat és a gyakorlatokat, ezeken az aktiv részvétel erdsen ajanlott.
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Amit mar tudnunk kéne (roviden)

J6 ha tudjuk:

Megallapodas szerint az aramokat haromszogbe végz6do, mig a fesziiltségeket sima nyillal jeloljik.
Ohm torvény:

A fesziiltség és aramerdsség hanyadosa allando, és ez az allando az ellenallas.

Formalisan: R = U/I

Ellenallasok soros kapcsolasa:

u
Soros kapcsolés esetén az ellenallasok drama megegyezik, : R1 R?2
fesziiltségiik az ellenallasukkal aranyos. —D ] ]
i = il = iz _D ul _D u
1 1 2
1 2
u=u +u
Soros kapcsolasok esetén az ellenallasok 6sszeadddnak:
Reredé = R] + l{2
Soros kapcsolas fesziiltségosztast végez:
— % Rl
o R] + R2
Ellenallasok parhuzamos kapcsolasa:
u

Parhuzamos kapcsolas esetén az ellenallasok fesziilstége megegyezik,

aramuk az ellenallasukkal forditottan aranyos.

i u
1
u=u =u —‘D ! *——

i = i] + iz
Péarhuzamos kapcsolasok esetén az ellenallasok 6sszeadodnak: =

R *
Rered(’:’ = Rl X RZ = ! Rz

Rl + RZ
Soros kapcsolds aramosztast végez:
o R
ip=1i* 2
Rl + R2



Jelek

Def.: Fizikai jelenségek matematikai leirasat valtozénak nevezziik.
Def.: Fizikai valtozok szamunkra fontos részeinek matematikai leirasat jelnek nevezziik.

A fizikai valtozok szamunkra jellemzden az aramok és a fesziiltségek lesznek, jelek pedig, az ezeket leir6 fliggvények.

A tovabbiakban folytonos idejii és értékii,determinisztikus jelekkel foglalkozunk, melyeket matematikai fiiggvényekkel
adunk meg.

Jelek osztalyozasa:
—  Idejiik szerint:

—  Diszkrét idejii jelek ( Jele: fTk])
—  Csak diszkrét idopillanatokban vannak értelmezve

— Folytonos idejii jelek ( Jele: f(t) )

— Folytonos értékkészletti fiiggvénnyel leirhat6 jelek

- Ertékiik szerint:

— Diszkrét értékii jelek ( Kvantalt jelek )
— A fiiggvényérték csak meghatarozott értékeket vehet fel.

— Folytonos értékii jelek
— A fliggvényértek tetszoleges értékeket vehet fel.

—  Meghatarozhatosaguk szerint:

—  Determinisztikus jelek:
— Minden id6pillanatban meghatarozhato az értékiik.
— Elvileg megadhatoak, de gyakorlatilag nem biztos, hogy pontosan mérhetdek is.

—  Sztochasztikus jelek:
—  Azonos eljarasokat végezve kiilonboz6 eredményekhez jutunk
—  Bar megadni nem tudjuk 6ket, tulajdonsagaik azonban vannak.

Diszkrét idejli Folytonos ideji
tt £t
Diszkrét értékii y
'[.i]....].t. e
it £t
Folytonos értékii E Ly N : /\




+o0

Def: Jel energidja definici6 szerint: E;=[ [f(t)]* dt

-0

T2

Def.: Nem periodikus jel teljesitménye: Lim [ [f(t)] dt
T— -T2

Mas szempontok szerint is osztalyozhatjuk a jeleket:

—  Belép6 jelek:
— Minden jel belépd, melyre igaz, hogy f(t) =0hat<0

—  Paros jelek:
— Egy jel paros, ha f(t) = f(-t)

— Paratlan jelek:
— Egy jel paratlan, ha f(-t) = - f(t)

— Korlatos jelek:
— Egy jel korlatos, ha [f(t)] <K , ahol K <+c0
— Egy jel korlatos, ha minden t idOpillanatban az értéke véges érték.

— Véges idében korlatos jelek:
— Egy jel véges idében korlatos, ha létezik olyan t, amelyre igaz, hogy [f(t)| <K ha |t| <T
ahol K <0 és T — o

—  Abszolit integralhaté jelek:
— Egy jel abszolut integralhato, ha a jelet leiro fliggvény abszolitértékét -co-t6l +oo-ig integralva véges
eredményt kapunk.

— Véges energiidju jelek:

— Egy jel véges energidjt jel, ha definicid szerinti energidja véges.

—  Véges teljesitményii jelek:
— Egy jel véges teljesitményii jel, mennyiben definicid szerinti teljesitménye véges.

— Véges idejii jel:
— Egy jel véges idejii, ha 1étezik olyan T idGintervallum, amelyen kivil a jel értéke 0.



Specialis jelek:

Egységugras ( Jele: (t) )

— Figgvény, melynek értéke 0, hat<0és 1,hat>0.

— &(t) =0, ha t<0 és g(t)=1, ha t=0
— A t=0 iddpillanatban els6faju szakadasa van.

Exponencialis jel:

—  Exponcenialis fliggvénnyel leirthato jel.
- pl:f(t)y=¢"

Egységugras és exponencialis jel szorzata:

— At<0 intervallumon a fiiggvény értéke 0,
a t> 0 intervallumon exponencialis fliggvénnyel
leirhat6 fliggvény.

— pl:f(t)=A*gt) *e*

Periodikus jelek:

—  pl: f(t) = A * cos(w*t) o




Haloézatok és rendszerek

A halézatok dsszekapcsolt elemekbdl allnak, és ezek az 6sszekapcesolasok dsszekapcesolasi kényszereket szabnak meg.
Halbézatok par tipusa:

Jelfolyam-tipusu halézat:
— Ajel adott iranyba halad és minden egyes komponensen valami torténik vele.

Kirchoff-tipust halézatok:
— A komponensek két valtozdoval irhatok le.
—  Parhuzamos a fesziiltség és aram iranya.
— A komponensek kétpdlusok lehetnek, és ezeket a kétpolusokat kotjiik 6ssze csomopontokban.

Ilyen tipusu halézatoknal két dolgot irhatunk fel:
—  Elemek karakterisztikéja.
- Osszekapcsolasi kényszerek.

Minden rendszer rendelkezik egy bemenettel (gerjesztés, jele: u) és egy kimenettel (valasz, jele: y).
Adott gerjesztés hatasara minden rendszer egy valaszt ad, melyet egy fliggvénnyel irunk le: y = w(u)

Def.: Egy rendszer gerjesztésvalasz stabilis, ha minden véges, korlatos gerjesztésre véges, korlatos valaszt ad.

Rendszerek osztalyozasa:
—  1do szerinti osztalyozas:

— Folytonos idejii rendszer:
— Folytonos idejii gerjesztésre folytonos idejii valaszt adnak.

- u(t) ésy(t)

—  Diszkrét idejii rendszer:
—  Diszkrét idejli gerjesztésre diszkrét idejii valaszt adnak.
- u[k] és y[k]

—  Vegyes:
— Vagy a gerjesztés vagy a valasz nem folytonos idejti.

= u[k] és y(t) vagy u(t) és y[k]

—  Meghatarozhatosag szerint:

— Determinisztikus rendszerek:
—  Determinisztikus gerjesztésre determinisztikus valaszt adnak.

—  Sztochasztikus rendszerek:
—  Sztochasztikus gerjesztésre sztochasztikus valaszt adnak.
—  MP: mikrofon — hangszoro

— Vegyes rendszerek:
—  Determinisztikus gerjesztésre sztochasztikus valaszt adnak vagy forditva.



Folytonos idejii determinisztikus rendszerek osztalyozasa:

— Linedris rendszerek:
- Hayi=w(w)és y.=w(un,) akkor y=w(ciu;+comn) és y=ciyi + cy»

— Idoéinvarians rendszerek:

— Hay(t) = w{u(t)} akkor yi(t) = w{u(t-t")} és yi(t-t') = y(t-t"

— Kauzilis rendszerek:
— Minden rendszer akkor és csak akkor kauzalis, ha minden belépd gerjesztésre (u) belépd valaszt (y)
ad.

— A nem kauzalis rendszerek ,,megjésoljak’ a gerjesztést, igy ezek nem realizalhatoak.

Halé6zat altal reprezentalt rendszer:
Barmely halézatbol rendszert kaphatunk, amennyiben kijeloliink egy gerjesztést (jellemzden egy forrast) és
egy valaszt (példaul egy fesziiltséget).

Telegen tétel:

Olyan haldzatok esetén, amelyekre a Kirchoff-féle vagastorvény és huroktdrvény teljesiil, ha két haldzat
izomorf grafokkal irhatoak le, akkor:

b

Z [i’k*u”k}: 0

k=1

i'x : az els6 halozat egy adott aganak arama.

u"y : a masodik halozat ugyan ezen aganak fesziiltsége.

Megf.: Ha mindkét halozat szerepét ugyan az a haldzat tolti be, akkor az u*i szorzat az adott &g teljesitménye, és a
Telegen-tétel értelmében a teljesitmények eldjeles dsszege zérus, ami megfelel az energiamegmaradas torvényének!
Def.: Adott halozat regularis, ha a halozatra helyesen felirt egyenletek egyértelmiien megoldhatok.

Def.: Strukturalisan nem regularis a haldzat, ha fesziiltségforrasokbol hurkot vagy aramforrasokbodl vagast tartalmaz.

Megf.: Mivel idedlis fesziiltség €s aramforras nem létezik, ezért nem foglalkozunk nem reguldris hal6zatokkal.



Kétpolusok

Kétpolusok tulajdonsagai:
Karakterisztika:
— Az aram (i) ¢és a fesziiltség (u) kapcsolatanak megadasa:
—  Implicit: f(u,1)=0
—  Explicit: f(u) =i vagy f(i)=u
Teljesitmény:
- P=uvu*i

Munka:
t

- W(t,t)= jZP(t) dt = w(t2) — w(t))

1

Munkafiiggvény:

- W)= [ Pt)dt

Kétpolusok energetikai osztalyozas:
— Passziv kétpolusrol beszélhetiink, ha w(t) > 0 minden idépillanatban.
—  Aktiv kétpolusrol beszéliink, ha az adott kétpdlus nem passziv
—  Veszteségmentes kétpolusrol beszéliink, ha Lim,_,.. W(t) =0

— Non-energikus kétpolusrol beszéliink, ha P(t) = 0 minden iddpillanatban.
— Anon-energikus kétpolus minden esetben passziv!



Kétpolusok osztalyozasa:

— Forrasok:
—  Kétpolusok, melyek arama vagy fesziiltsége adott, és fliggetlen.

-
—  Fesziiltségforras: 2
us ‘ |

— Aramforras: H

usl IS
u

— Rezisztiv kétpélusok:

Kétpdlus, melyek fesziiltsége ¢és drama egyértelmiien meghatarozza egymast, tehat u(t) = f(i(t) ) .
Adott iddpillanatban a fesziiltség csak az aramtdl fiigg.

Adott iddpillanatban az aram csak a fesziiltségtdl fiigg.

Tipikus példa az ellenallas:

Karakterisztika: i’_:l——

u=R*1i L

— Linedris kétpolusok:
— Hau, =1(i)) és w, = f(i») akkor u=f(cii; + co) = u=cu; + W
— Tipikus példa az ellenallas.

—  Passziv kétpélusok:
—  Egy kétpolus passziv, ha w(t) > 0 minden id6pillanatban.
—  Tipikus példa az ellenallés.

— Kauzalis kétpélusok:
— Egy kétpolus kauzalis, ha u(ty) csak i(t)-t6l fiigg, ahol t < tx
—  Tehat a fesziiltség csak a korabbi aramtdl fiigg.
— Tipikus példa az ellenallas.
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Kirchoff-torvények:

— Aramtdrvény (csomodponti térvény):
— Minden csomodpontra az aramokat eléjelesen iranyitottan dsszegezve az eredmény zérus.

n
— Y 1=0 minden csomdpontra.
k=0

—  Megegyezés szerint a csomopontbol kifolyd aramot tekintjiik pozitivnak.

— Linedrisan fliggetlen egyenletrendszert kapunk, ha egy csomopont kivételével mindre felirjuk az
egyenleteket.

— n darab csomépont és b darab €l esetén n-1=r fliggetlen egyenletrendszer kaphato.

—  Fesziiltségtorvény (huroktorvény):
— Minden hurokra a fesziiltségek el6jeles Osszege zérus.

— Y u=0 minden hurokra.
k=0

—  Hurokrendszer linedrisan fliggetlen, ha a minden hurok tartalmaz olyan élt, ami
a tobbiben nem szerepel.

— n darab csomépont és b darab él esetén b-n+1=m fiiggetlen egyenletrendszer kaphato.

— Kirchoff-egyenletek teljes rendszere:
—  Osszesen 2*k darab fiiggetlen egyenlet kaphato, mely a kdvetkezékbol all:
—  k darab karakterisztikus egyenlet.
— n-1 darab csoméponti egyenlet.
—  b-n+1 hurokegyenlet.

— Minden hal6zat egyértelmiien megoldhato ezekkel az egyenletekkel!

Halo6zatok helyettesité grafja:

Amennyiben egy hal6zat csomdpontjainak egy graf csucsait, a kétpolusoknak pedig egy graf éleit feleltetjilk meg, a
haldzatot bizonyos szempontokbol helyettesitd grathoz jutunk.

Definialhatunk a grafban hurkot (kort), vagast, valamint feszitéfat, melyeket a Szamitastudomany alapjai cimii targybol
mar ismeriink, s amelyek a tovabbiakban segitségilinkre lesznek.

Fiiggetlen hurokrendszer generalasa:

Valasszunk egy feszit6fat a helyettesit6 garfban. A kivalasztott éleket fadgaknak, a ki nem vélasztott éleket kotéagaknak
nevezziik. Minden kotéaghoz valassszunk egy hurkot, melynek az adott kdtéagon kiviil minden éle faag.

Ha ezt minden kotéaghoz megtessziik, akkor fiiggetlen hurokrendszerhez jutunk.

Fiiggetlen vagasrendszer generalasa:

Valasszunk egy feszit6fat a helyettesitd grafban. Minden faélhez keressiink egy vagast, ami csak az adott faélet
tartalmazza, ezen kiviil pedig tetsz6leges szamu kot6élet tartalmaz.

A Kirchoff-torvények teljes alakja:

— Minden hurokban a fesziiltségek 0sszege zérus.

— Minden vagasra az dramok 0sszege zérus.
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A szuperpozicio elve:

Ha egy halozatban csak fliggetlen forrasok vannak, akkor alkalmazhatjuk a szuperpozicio elvét.
Tobb forras esetén az egyes forrasok kiilon-kiilon figyelembevételével kapott eredmények 6sszege adja meg az eredd
aramokat és fesziiltségeket.

Csak akkor érdemes hasznalni, ha a feladat elemi mddszerekkel megoldhaté minden kiilonallé forrasra!

Az egyetlen aktudlisan vizsgalt forras mellett az dsszes tobbit dezaktivizalni kell.
Aramforrasok helyettesitése szakadas, fesziiltségforrasok helyettesitése rovidzar.

A szuperpozicié a rendszerek linearitasat hasznalja ki!

MP: R1

| S |

R2

4

us Cj e
% N

R1 b) R1
| S —
llS
R2 R2

& USJ/(

—

N+
R3

Mindig pontosan 1 forras hatasat kell vizsgalnunk, mig a tobbi dezaktivizalva van.
Az eredeti halozat fesziiltségeit és aramait az egyes részeredmények 0sszegeként kaphatjuk meg.

Az a.) esetben egy egyszerii halozatot kell vizsgalnunk, melyben egy parhuzamos tag van sorosan kapcsolva egyetlen
ellenallassa.

A b.) esetben az R, ellenallas kiesik, igy egyszerii soros kapcsolassal kell szamolnunk.

Az egyes esetekben meghatarozhatjuk az ellenallasok fesziiltségeit €s aramait, a részeredmények eldjeles dsszegeként
kapjuk meg az eredeti hdlozat jellemzdit.

Gyakori hiba az eléjelek figyelembevételének elhagyasa!
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Csomoponti potencialok modszere:

Csokkenthetjiik az ismeretlenek szamat, ha a csomépontok potencialjat vezetjiik be ismeretlenként.

Ekkor n csomodpont esetén n-1 szamu ismeretlent kapunk, mivel egy csomdpont potencialjat 0-nak valaszthatjuk.
A modszerben tovabb csokkenthetjiik az ismeretlenek szamat minden egyes fliggetlen fesziiltségforrasnal, ugyanis
megallapithatjuk a fesziiltségforras két sarka kozti potencialkiilonbséget, igy egy ismeretlen elég a két csomopont
potencialjanak leirasahoz.

A csomoponti torvényeket a potencialok €s az ellenallasok segitségével irjuk fel.
A moédszer nem-linedris halozatok esetén is miidkoik, mivel nem hasznalja ki a szuperpozicio elvét.

Ismeretleneke minimalis szama: n — 1 — x, ahol n a csomo6pontok szama, x pedig a fliggetlen fesziiltségforrasok szama.
A potencialokat rendszerint @-vel jeldljik.

A moédszer ismerete rendkiviil fontos, gyakorlatok alkalmaval tanuljuk meg megfelel6en a hasznalatat!

MP:
R1 9,
¢,=0 O o .
+

R2

s ¢, - Usz

US1 Cj ¥

&
¢,-U

sl

4 csomopont talalhato a haldézatban, igy 3 csomdponti potencialt kell bevezetniink, a negyediket 0-nak valaszthatjuk.
Valasszunk olyan csomopontot 0 értékiinek, ahova sok €l fut be.
Azonban van két fiiggetlen fesziiltségforras, tehat az ismeretlen csomoponti potencidlok szamat 1-re csokkenthetjiik.

A csomoponti torvényeket kell felirnunk a ki €s befoly6 aramokra a potencialok és az ellenallasok segitségével.
R=U/I, tehat I=U/R, ahol a fesziiltséget két potencial kiilonbségeként irhatjuk fel.

(-U,)~(9,~U)

@0 — Ui -Iq=0
R,
(O P % +1,=0
3
(0,-U)-9, (¢,-U_ )-(9,~U))
¢ —Ug: + —1,=0
R, R,

Ismerjiik az R és U, értékeket, valamint tudjuk, hogy ¢, = 0 . Igy ismeretlen szamunkra a fesziiltségforrasok
arama és a @, potencial, amiket a 3 egyenlet felhasznalasaval konnyedén kiszamolhatunk.

A fesziiltségforrasok aramanak ismeretlenként vald felvételét elkeriilhetjiik egy triikkel:
Ne a fesziiltségforras aramat vegyiik fel, hanem a vele sorba kotott ellenallas aramat.
Tehat példaul I, helyett felvehetjiik az R; aramat: I (¢,—U,)—(0,-U,)

sl R

3
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Hurokaramok modszere:

Csokkenthetjiik az ismeretlenck szamat, ha fiktiv hurokaramokat vezetiink be.
Az egyes aramokat ekkor a hurokaramokkal kifejezhetjiik.

Hurokaramok felvételénél a csomoponti torvények automatikusan teljesiilnek.
Mivel a modszer kihasznalja a szuperpozicio elvét, ezért csak linearis hald6zatokon miikodik!

Ha egy aramforrason csak egyetlen hurok megy at, akkor annak a huroknak az arama pontosan megegyezik az
aramforras aramaval. A huroktdrvényeket a hurokaramok és az ellenallasok segitségével irhatjuk fel.
Ismeretlenek minimalis szdma: b —n + 1 — x, ahol b az élek szama, n a csomdpontok szama, x pedig a fliggetlen
aramforrasok szama. De ezt csak akkor érhetjiik el, ha minden aramforrason egyetlen hurok megy at!

A hurokaramokat j-vel jeldljik.

MP:

i lISZ

R3

Nl i

El6szor is hatarozzuk meg, hogy hany fiiggetlen hurok van: b-ntl1=5-4+1=2
Ezek megtalalasahoz fel kell rajzolnunk a halozat helyettesité grafjat, és valasztanunk kell egy feszit6fat.

Minden a feszit6faban (piros élek) nem szerepld élre (fekete élek) kell egy
hurok, amelyet csak az adott fekete

¢l és barmennyi piros €l hatarol. A hurkok irdnyat mi valaszthatjuk meg.
Ugy valasszuk a feszit6fat és a hurkokat, hogy minden dramforrason
lehetdség szerint 1 hurok menjen at, mivel igy annak a huroknak az arama
megegyezik az aramforras aramaval.

frjuk fel a hurkokra a huroktorvényt az aldbbiak ismeretében: R = U/I tehat U = R*I

14

j1= L és J,= 1y, mivel mindkét aramforrason pontosan 1 hurok megy at.
Ji: (i -j2*Re+ji*Rs - Uy =0

2 P2*Ri+(G2—j)*R.+Up =0

Az egyenletekbol adodik Uy, Ug.

Az ellenallasok aramai a rajtuk atfolyo hurokaramok el6jeles 0sszegei.
Azokat a hurokaramokat, amelyek aramat ismerjiik, nem sziikséges felvenniink ismeretlenként, amennyiben
nem kérdezik az dramforrasok fesziiltségét, teljesitményét.




Helyettesito generatorok és teljesitményillesztés

Helyettesit6 generatorok tétele:
Minden kétpolus, amely lineéris elemek dsszekapcsolasabol all, helyettesité Thevenin vagy Norton generatorral.

Thevenin generator: Rb _|[3,

Valo6s fesziiltséggenerator, mely all egy idedlis fesziiltségforrasbol és egy soros
belsé ellenallasbol.

-+
A generator karakterisztikaja: U=Ry*I+ U uo
Ha a halozat kizarolag fliggetlen forrasokat tartalmaz, az R, megegyezik a
dezaktivizalt halozat ellenallasaval.
Norton generator:
Valos aramforras, mely all egy idedlis aramforrasbol és egy parhuzamos belsé | .
ellenallasbol. L
Norton generator karakterisztikaja: I=-I,+ LR *U
: o)l |2
Ha a halozat kizarolag fiiggetlen forrasokat tartalmaz, az R, megegyezik a
dezaktivizalt halozat ellenallasaval.
Linearis halozatok esetén két méréssel meghatarozhatjuk a helyettesité generator paramétereit:
Thevenin generator paraméterei: Nortongenerator paraméterei:
Uresjarasi fesziiltség — u =u, Uresjarasi fesziiltség — u = R *i;
Rovidzarasi aram — i=u,/ R, Révidzarasi aram — i =i,
Teljesitményillesztés:
Tetsz6leges kétpolus esetén hatarozzuk meg Ggy a lezaro ellenallas értékét, hogy R, teljesitménye maximalis

legyen. Mivel a tetszbleges kétpolushoz meghatarozhatjuk a Thevenin vagy a Norton helyettesitoképet, igy elég, ha
ezen helyettesitések esetén megoldjuk a problémat:

Rb it
— 13—
+

Rt

uo|(_

W

Meghatarozhatjuk a terheld ellenallas teljesitményét az R, fliggvényében:
PRt =W * it = uo* Rt/(Rb+Rt) * uo/(Rb+Rt) = u02 * Rt/(Rb+Rt)2

A teljesitményfiiggvény fliggetlen valtozdja R, , melynek fiiggvényében derivalva, és a derivaltat 0-val egyenldvétéve
adodik a teljesitményillesztés feltétele: R¢ =R,

u2

—0
4*R

b

Ekkor a maximalis teljesitmény u, és R, fiiggvényében: Puax=

15



Csatolt kétpolusok

Csatolt kétpolusnak neveziink 2 darab kétpolust, ha valamilyen tulajdonsagaik kozt kapesolat all fenn.

Idealis transzformator:

.
Rajzjele a kdvetkezo: u § u

A két pont a tekercs felett az aramok irdnyat jeloli, mivel egy rajzon a két tekercs egymastol tavolra is keriilhet.
Az idealis transzformatort egy attétel jellemzi, melyet 1:n vagy n:1 formaban szokas megadni.

Az idealis transzformator karakterisztikaja:

u = 1’1*112
i; =-i2/n

Ideélis transzformator energiaja:

P=u/*,; +w*i,=0 Az ideélis transzformator nonenergikus!
Transzformatort hasznalhatunk impedanciaillesztésre példaul, egy idealis transzformator a mogé kotott
ellenallast n’-szeresére noveli.

Az idealis transzformator annyira idealizalt, hogy egyenarammal is miikodik!

Fesziiltségvezérelt fesziiltségforras:

VCVS
. . . + +
Rajzjele a kovetkezd: u, >< <> u,

AR

Olyan fesziiltségforras, melyet egy szakadason mért fesziiltség vezérel.
Ez a szakadas lehet példaul egy ellenallas két polusa kozt mérheto fesziiltség.

Karakterisztika:

u = (1*111

i1:0

16



Fesziiltségvezérelt aramforras:

Aramvezérelt fesziiltségforras:

Aram vezérelt aramforras:

17

5 VCCS,

Rajzjele a kovetkezd: u, >< §

Olyan aramforras, melyet egy szakaddson mért fesziiltség vezérel.
Ez a szakadas lehet példaul egy ellenallas két pdlusa kdzt mérhetd fesziiltség.

Karakterisztika:

L=g*u
i1:0

Rajzjele a kovetkez6: 1, l <> u,

Olyan fesziiltségforras, melyet egy rovidzaron mért aram vezérel.
Ez a rovidzar lehet példaul egy ellenallas utan 1évo szakasz, melyen az ellenallas arama folyik keresztiil.

Karakterisztika:

u=r * il
ll1:0

Rajzjele a kovetkezd: u

Olyan aramforras, melyet egy rovidzaron mért aram vezérel.
Ez a rovidzar lehet példaul egy ellenallas utan 1évo szakasz, melyen az ellendllas arama folyik keresztiil.

Karakterisztika:
iz = H * i]
= O

Energetikai szempontbdl a vezérelt forrasok aktiv elemek, lehetnek termeldk és fogyasztok is.
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Girator:

i i,
1 &
> <+
Rajzjele a kovetkezd: = E> =
u ) u,
Karakterisztika:
Uw=r *i1
u= - I'*iz
Energia szempontjabol a girator nonenergikus!
i i,
Hasznalhatjuk példaul ellenallasillesztésre: — e
b _r )
i R, ag. ot a
u, J ra 2
——

Idealis erosito:

.. u
Rajzjele a kovetkezo:

Az idealis erdsitd 1ényegében egy kiilonleges karakterisztikaju, fesziiltség vezérelt fesziiltségforras.
Karakterisztika:

llo:()
i():()

Az idealis erdsitd kimenetérdl nem tudunk nyilatkozni!

Az idealis erdsito aktiv elem!

Rt



Csatolt kétpolusokat tartalmazo aramkorok analizise

Csatolt kétpolusokat tartalmazo haldzatok analizise ugyan ugy torténik, ahogy eddig barmely esetben.

Felirhatjuk rajuk a Kirchoff-egyenletek teljes rendszerért, megoldhatjuk hurokaramokkal vagy csoméponti
potencialokkal a feladatot.

A csatolt kétpolusok szamanak megfeleléen 2*n darab egyenlet a kétpolusok karakterisztikus egyenleteibdl szarmazik!

MP:

v 7,

R1

_l_

R4

Us

Csomoponti potencialok modszerével 5 egyenletiink volna, hurokaramokkal azonban 3 is elég lesz.
Ettol fiiggetleniil a feladat gond nélkiil megoldhato a csomdponti potencidlok segitségével is!

k=]
ji: U+ §*Ry Fw + (i-j3)*Re =0
Jo Uy +*Ry+us =0
Js Us + (j31)*Ra + j3*R3 = 0

Ismeretlenek: j,, js, i, Us, Us , viszont csak 3 egyenletiink van, sziikségiink lesz a girator karakterisztikus egyenleteire:

Ug= I'*is
Us= - I'*i6

Viszont igy is €s is is bekeriilt mint ismeretlen, melyeket viszont kdnnyedén kifejezhetjiik ji, j», j; segitségével:

is :jz
16 = J3

Az egyenletrendszer megoldhato.

Hasonlo feladatok a gyakorlatokon el6 fognak fordulni, gyakoroljuk be 6ket!
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Idealis erositot tartalmazo halozatok analizise

Idealis erdsitot tartalmazo halozat analizise szinte minden esetben a csomoéponti potencidlok médszerével torténik.
0 potencialnak kell valasztanunk az er6sitd also kimeneti labat. A kimenet arama megegyezik az ezen labon folyo
arammal. A kimenetre egyenletet nem irhatunk fel!

RS

U, ®

UO(j

®
©,=0

Valasszuk meg a megfeleld ¢, potencialt, mely az erdsitd alsoé labahoz tartozo csom()pontl legyen!

Az idedlis erdsitd karakterisztikdjabol tudjuk, hogy i, = 0, tehat az R; ellenallason nem folyik at &ram, ami azt jelenti,
hogy a hozza tartozo potencial is @, . Tovabba tudjuk, hogy u, =0 , gy
tudjuk, hogy R, ellenallés jobb oldalan is @, a potencial.

A maradék két potencial koziil a bal oldali a forrasfesziiltséggel megegyez6 potencial, mig a jobb oldali a keresett érték.

R, arama konnyedén meghatarozhato: i, = Uy/R;
R, drama éppen megegyezik R; aramaval, mivel a bemenet iranyaba i, = 0.

Erre a @-vel jelolt csomopontra felirhatjuk a csomoponti torvényt:

(0-U) (OU)+
R R

1 2

Ebbdl atrendezéssel adodik az Ux/ Uy = R,/ R, Osszefiiggés.

0=0

Erdekesség képpen nézziikk meg, mi torténik, ha rovidre zarjuk a kimenetet:

U.a RS e U-" R, ellendllason tovabbra is U /R,
aram folyik 4t. Azonban R, ellenallas
& mindkét oldala azonos potencialon

van, igy rajta nem folyik aram, i,
definicid szerint 0, igy nem teljesiil a

. csomoponti térvény. Nem regularis

+ halézatot kaptunk .
uo(])
L -
=0
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Kétkapu karakterisztikak

Kétkapunak neveziink két egymashoz rendelt kétpolust (amely barmiféle kapcsolasbol felépiilhet), amennyiben 6ket
egyetlen egy modon, 1-1 kétpdlussal zarhatjuk le. Ekkor a kétkaput bemenetének €s kimenetének fesziiltsége €s arama
teljesen jellemzi, mig egy 4 polus esetén a teljes jellemzéshez 3 fesziiltség és 3 dram meghatarozésa sziikséges.

Kétkapukat tehat mindig egyféleképpen, 1-1 kétpolussal zarhatjuk le. Semmilyen mas lezaras nem megengedett!

A lezart kétkapuk halézatot alkotnak.

Hibrid tipusu karakterisztikak:

1. Impedancia karakterisztika:

w=Ry*ii+Rip*ip il i
w=Ry *1;+Rp *1i, —> 42_
oO—— . F— o
Kétkapu
2. Admittancia karakterisztika: u, J/ X, X, luz
i[ = G11 * U + G12 * Uy o XZI Xzz

L=Gy*w+Gn*u

3. Hibrid karakterisztika:

u=H, *i;,+H,*uw
L=Hy *i,+Hx *u,

4. Inverz hibrid karakterisztika:
h=Knp*w+Kp*i,
w =Ky *u +Kp *1p
Lanc tipusi karakterisztikak:
Hasznos lehet sorba kotott kétkapuk esetén, ha az &ram referencia iranyat nem a kétkapuba befolyonak, hanem a

kétkapubol kifolyonak valasztjuk. Ez a lanc referencia irany.

1. Lanc karakterisztika:

w=Ap*wmtAn*i 07[ Kétka
H=An*wm+An*i, Py
4 . . U] X]l X]2
2. Inverz lanc karakterisztika
XZI XZZ
(@

w=B; *u +Bpn*i
1, =By *u; + By * 1

A lanc tipusu karakterisztikaknak pont a megforditott aramirany a lényege!

21



Kétkapu paraméterek meghatarozasa

Csak halézatra tudunk halézati egyenleteket felirni, igy a kétkapukat valamilyen mdédon le Kkell zarnunk!

»Extrém lezarasok” moédszere:

MP:
Hatarozzuk meg egy adott kétkapu impedanciakarakterisztikajat:

A keresett karakterisztika a kovetkezo:

w=Ry*i1+Rp*1,
Ww=Ry *i; +Rn *1,

Az R értékeket szeretnénk meghatarozni Gigy, hogy a ki és bemeneteket rovidzarral vagy forrassal zarjuk le.
- Zarjuk le a kimenetet szakadassal és a bemenetre helyezziink fesziiltségforrast.
Ekkor i,= 0 és u, ismert, igy R, meghatarozhato:
R]] = U1/ i]
- A bemeneten helyezziink el szakadast a kimeneten pedig egy aramforrast:
Ekkor i,= 0 és 1, ismert, igy R;» meghatarozhatd:
Rlz = / iz
Az eljarast folytatva a karakterisztika 6sszes paraméterét meghatarozhatjuk. Ehhez azonban 6sszesen 4 mérést
kell elvégezniink, ami pazarlas.
A modszer csak akkor hatékony, ha egyetlen paraméterre vagyunk kivancsiak.
,»Jozan lezarasok” modszere:
A kapukat dram és fesziiltségforrasokkal zarjuk le, és felirjuk a halozati egyenletek egy teljes rendszerét, majd az
Az u, és u,-t meghatarozzuk i, és i, fliggvényében, amihez minden mas ismeretlent az egyenletek segitségével ki kell
kiiszobolniink.
A kovetkez6 lezarasokkal kapjuk az idedlis egyenletrendszereket:
R meghatarozasahoz a kimenetre és a bemenetre is aramforrast helyezziink.
H meghatiarozasahoz helyezziink dramforrast a bemenetre és fesziiltségforrast a kimenetre.

G meghatiarozasahoz a kimenetre és a bemenetre is fesziiltségforrast helyezziink.
K meghatarozasahoz helyezziink fesziiltségforast a bemenetre és aramforrast a kimenetre.

Megj.: Nem minden kétkapu rendelkezik az 6sszes tipusu karakterisztikaval!

Megj.: Ha létezik legalabb 2 karakterisztika, akkor egyikb6l a masik szdmithato!

Megj.: Kétkapukra vonatkozo példak esetén elsd dolgunk, hogy felirjuk a kétkapu karakterisztikajat.
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Reciprocitas és szimmetria kétkapuk esetén

A reciprocitast és a szimmetriat két méréssel vizsgalhatjuk.
Zarjuk le egy fesziiltségforrassal a kétkapu primer oldalat (ekkor U, = u;), és egy rovidzarral a szekunder oldalt.
Mérjiik meg a primer és a szekunder oldali aramokat (i; és 1,).

i i

—ID <]L

f//m\\ u g u
D, 1l Kétkapu J/ 2

Cseréljik meg a mérés €s a gerjesztés helyét és végezziik el ujra a méréseket.

HI\L Kétkapu \Luz w:( >

AlL: Reciprok a kétkapu, ha az elsé esetben mért i, megegyezik a masodik esetben mért i, rammal.

All: Szimmetrikus a kétkapu, ha reciprok és az elsé esetben mért i; megegyezik a masodik esetben mért i, arammal. I

AllL: Aramforrassal és szakadassal valo lezaras esetén is vizsgalhato a tulajdonsag, ebben az esetben a fesziiltségeket
kell mérniink.

All: Ha a kétkapu csak idealis transzformatorokbol és ellenallasokbél épiil fel, akkor minden esetben reciprok.

All: A girator, az idealis erdsit6 és a vezérelt forrasok jellemzéen nem reciprokok.

Reciprocitas meghatirozasara szolgald alternativ mérés:

1. Primer oldalt zarjuk le i; arama aramforrassal, mérjiik a szekunder odali rovidzaron atfolyd aramot (i»).

2. Szekunder oldalt zarjuk le u, fesziiltségli fesziiltségforrassal, mérjiik a primer odali szakadas fesziiltségét (u,).
# _ _& , akkor reciprok.
1 u

S N

Ha teljesiil, hogy

A mérés megforditva is végezhetd.
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Reciprocitas és szimmetria meghatarozasa a karakterisztika ismeretében:

Amennyiben ismerjiik az adott kétkapu valamely karakterisztikajat, abbol konnyedén meghatarozhatjuk, hogy reciprok
¢és szimmetrikus-e.

MP:
Hatarozzuk meg impedancia karakterisztika esetén a reciprocitashoz sziikséges feltételeket.

Els6é mérés esetén aramforrassal zarjuk le a primer oldalt, melynek drama i, és a szekunder oldali szakadason mérjiik a
fesziiltséget. Ekkor a kovetkezoket tudjuk:

u = Rll*is + Rlz*iz
W = Ry *is + Ro*is
iz = 0

Masodik mérés esetén cseréljiik meg az el6z6 mérés elrendezését, tehat a szekunder oldalon legyen az aramforras, és a
primer oldalt zarjuk le szakadassal. Ekkor a kovetkezoket tudjuk:

u = Rll*il + Rlz*is
w = Ry *1y + Ry *i
i] = O

A kétkapu reciprok, ha az els6 esetben mért u, és a masodik esetben mért u; megegyezik.
Fejezziik ki tehat u,-t az elsd, és ui-et a masodik mérésbol:

u = Ry ¥
u; = Rypp*ig

Ebbdl egyértelmiien latszik, hogy u; és u, akkor lesz egyenld, tehat a kétkapu akkor lesz reciprok, ha|R» = Ry,|.

Vizsgaljuk meg milyen feltételek mellett lesz szimmetrikus a kétkapu

Ehhez az sziikséges, hogy az els6 esetben mért u; megegyezzen a masodik esetben mért u,-vel.
Fejezziik ki tehat az elsé mérésbol u;-et, €s a masodik mérésbol u,-t:

u; = Ry*ig
W = Ry *ig

Ebbdl egyértelmiien latszik, hogy u; és u, akkor lesz egyenld, tehat a kétkapu akkor lesz szimmetrikus, ha Ry = Ryl

Levezetés nélkiil nézzilk meg az 6sszes karakterisztika esetén a feltételeket:

Reciprocitas Szimmetria
Rix=Ry Rii =Rz
G, =Gy G =Gz
Hi, =-Hy detH=1
K =-Ky detK =1

detA="/_1 An="/ Ay

detB="/_1 B, ="/Bu

*/_: Lanc referenciairanynal +, szimmetrikus referenciairanynal — .
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Energetikai megfontolasok kétkapuk esetén

Def.: Adott kétkapu teljesitménye P = u;*i; + u,*i,

Def.: Adott kétkapu passziv, ha P> 0.
Def.: Adott kétkapu nonenergikus, ha P = 0.

AllL: Adott kétkapu aktiv, ha nem passziv és nem nonenergikus.

A karakterisztikakat behelyettesitve a P =u,*i;, + u,*i, 0sszefiiggésbe, konnyedén levezethetjiik a passzivitas feltételeit
barmely karakterisztika esetén.

MP:
Impedancia karakterisztika esetén az alabbi feltételek adodnak a passzivitasra:

Ry, Ry >0 és 4*R;1*Ry, > (Ri; + Ry))?

AlL: Minden hibrid tipust karakterisztikaval rendelkez6 kétkapu esetén a kétkapu passziv, ha teljesiilnek az alibbiak:

X1, Xo2 > 0 €s 4%X,1% X0 > (Xip + Xp1)?
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Kétkapuk helyettesito kapcsolasai

Reciprok kétkapuk T helyettesité kapcsolasa:

AlL: A reciprok kétkapuk helyettesithetdek a kovetkezé minimalis elemszamu kapcsolassal:

Ra Rc

A kapu karakterisztikédja alapjan kell megadnunk az
R, R, és R ellenallasok értekét, hogy megkapjuk a

Rb

helyettesitést.

MP:
Hatarozzuk meg egy kétkapu impedancia karakterisztikaja alapjan a T helyettesitését.

A karakterisztika:

u; = Ry*i; + Rip*i,
u = Rui*i; + Rn*iy

Mivel a helyettesitésre egy impedancia karakterisztikat szeretnénk 1 ' 1
meghatarozni, ezért célszerii volna aramforrasokkal lezarni. l
U, T|1
1

Rb
I\)G
%
4
R

Ezek utan irjuk fel a lezart helyettesitésre a karakterisztikat:

u = (Ra + Rb)*il + Rb*i2
w = Ry*1; + (Ry + Ro)*1z

Ezt kell egyenlévé tenniink a mar felirt karakterisztikaval, amely az R; tagokat tartalmazza.
Az Rj-kre a kovetkezok adodnak:

Ri=R.+Ry
Ro=Ry =R,
Rr=Rs+ R

Miutan Rj értékek adottak, ez egy 3 ismeretlenes egyenletrendszer, melynek 1étezik megoldasa R,, R, és R-re.

Ry, =Ri
R.=Ru-Rp
R.=Rxn—-Ry;.
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Reciprok kétkapuk II helyettesité kapcsolasa:

AlL: A reciprok kétkapuk helyettesithetéek a kovetkezé minimalis elemszamu kapcsolassal:

Gb

— . |
| I— |

A kapu karakterisztikaja alapjan kell
o megadnunk az G, G, és G_ vezetések ertéket,
(D hogy megkapjuk a helyettesitést.

Ga

MP:
Hatarozzuk meg egy kétkapu admittancia karakterisztikaja alapjan a T helyettesitését.

A karakterisztika:
L=Gn*w+Gp*uw

L=Gy*w+Gu*uw

Admittancia karakterisztika esetén fesziiltségforrasokkal kell lezarnunk a helyettesitd kapcsolast.

Ezek utan irjuk fel a lezart helyettesitésre a karakterisztikat

u2

[
e
+
Ga
Gce
N
M*‘

i = (Ga+Gb)*u] + (-Gb)*uz
i = (-Gp)*uy + (Gp+Go)*u,

Ezt egyenldvé téve a megadott karakterisztikaval és az egyenletrendszert megoldva:

G.=Gu+Gn
Gy, =-Gn;
Gc=Gn-Gn

Mint a T, mint a IT helyettesités értékeit meghatarozhatjuk a fentebbi moédon barmely hibrid karakterisztikaval
rendelkez6 kétkapu esetén.

Eléfordulhat olyan eset, ahol se T, se IT helyettesitést nem tudunk felirni. ><
Tipikusan ilyen az idedalis transzformator, vagy a mellékelt rajzon szerepld bugyuta kétkapu. l
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Szimmetrikus kétkapuk helyettesitése:

AllL: Szimmetrikus kétkapu T helyettesité kapcsolasdban R,=R. .
All.: Szimmetrikus kétkapuk IT helyettesité kapcsolasaban G.= G. .

Ra

Rb

Ra

Szimmetrikus kétkapukra 1étezik masik két fajta helyettesitd kapcsolas is:

Rb
(] W]
e A
Rb
— -t
Gb
—————
(4] 0]
U] @
Gb

© ©
O O
R.=Ry;-Rp
Ry=R»n+Rp
G.=Gu-Gn2
Gb = Gzz + G12

Ezen helyettesitd kapcsolasok azonban nem minimalis elemszamuak.
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Nem reciprok kétkapuk természetes helyettesité kapcsolasa:

MP:
Nem reciprok kapukat mar nem tudunk annyira egyszertien helyettesiteni, vezérelt forrdsokra van sziikségiink.
Impedancia karakterisztika esetén a kdvetkezé modon néz ki a helyettesités:

L R11 R22
L—"":""—J, R12*i2  R21 *i1+4”'|:""—[

Pl <P

A kovetkezo karakterisztikaval rendelkez6 kétkaput szeretnénk helyettesiteni:

=Ry *ii+Rp*1,
Ww=Ry *1; +Rp * 1,

A primer oldalon az Ry, ellenallason i, pontosan R, *i; fesziiltséget ejt, mig az aramvezérelt fesziiltségforras fesziiltsége
pontosan Ri>*1,, igy tehat a kettd 6sszege adja az u;-et, ami meg is felel a karakterisztikanak.
A fentebbi gondolatmenet a szekunder oldalon is megfeleld.

MP:
Nézziik meg admittancia karakterisztika esetén a természetes helyettesitést:
i i,

R G12*u2 G21*ui
u, : _ ‘ g u,
o v v o

A kovetkezo karakterisztikat szeretnénk elérni:

=Gy *w+Gp*uw
=Gy *u+Gu*u

Nézziik az elobb hasznalt gondolatmenetet forditva:

Az 1, aram a Gy, *u, aram és a Gj,*u, aram 6sszege. G, *u, aram konnyedén eléallithatd, ha egy Gy, értékii vezetést
parhuzamosan kotjiikk u;-el. A Gi,*u, dramot pedig egy aramforrassal allithatjuk elé, amelyet az u, vezérel, és amely egy
G, aranyossagi tényezdvel rendelkezik. A szekunder oldal pont ugyan igy allithato eld.

MP:
Allitsuk el6 egy hibrid karakterisztikaval rendelkez kétkapu helyettesitését.

b H11 | L
TH12*u2  H21*i1

ul P <

A kovetkez0 karakterisztikat szeretnénk eldallitani:

H22

w=Hp*i,+Hp*u,

L=Hy *i,+Hx *u,
Csak kombinalnunk kell az impedancia és az admittanciakarakterisztikak esetében mar meghatarozott kapcsolasokat.
A primer oldal ugy viselkedik, mintha impedancia karakterisztikank volna, a szekunder oldal pedig olyan, mintha ott

admittancia karakterisztikank lenne.

Az inverz hibrid karakterisztikaval rendelkez6 kétkapu helyettesitéséhez a fentebbi kapcsolast kell megforditanunk.
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Nem reciprok kétkapuk hibrid T helyettesité kapcsolasa:

Nem reciprok esetén hasznalhatjuk a T helyettesitést, de ki kell egésziteniink a haldzatot egy vezérelt forrassal is.
A forras megvalasztasanal tobb lehetdségiink is van, de nem valaszthatunk példaul olyan halozatot, ahol a vezérelt
aramforrast sajat arama vezérli, ugyanis az ilyen aramforras egy ellenallasként mtikodik.

Nézziik az alabbi esetet:

i Ra Rc
e =

W

Hatarozzuk meg a karakterisztikajat a fentebbi halozatnak:

u = Ra*il + Rb*(i1+i2) + I'*il
u = R.*i, + Rb*(il + iz) +1r¥*1;

Az egyenleteket rendezve:

0= (Ryc+ R+ 1)) + o

s =/(Ry + DFiy +|(ReHRo) i

11 és 1, szorzdit kell egyenlévé tenniink Ry-kkel.

Riu= (Ra + Ry +1')
R =R,

R21 = (Rb + r)

R22 = (Rc+Rb)

Ekkor egy egyenletrendszerhez jutunk, melynek megoldasa:

R.=Ri—Ry
Ry =Ry,
R.=Rxn—-Rp
r=Ry—Rp
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Nézziik az alabbi hibrid T helyettesité kapcsolast:

i x
'~ Ra Rc )
—_— L/\ {]
— I {1
+
- P
l.11 D: IJll

frjuk fel a helyettesités karakterisztikéjat:

u = (R, + Rp)*iy + Ry*1,
w = (Ry+r)*i; + (Re + Ry)* iz

Ismét egyenléve kell tenniink a szorzo tényezoket a megfelel R;; értékekkel, majd az egyenletrendszer megoldasa utan a
kovetkezo6 értékek adddnak:

R.=Ru- R
Ry =R
R.=Rxn—-Rp
r =Ry—Rp

AllL: Amennyiben létezik impedanciakarakterisztika, létezik (hibrid-)T helyettesités.
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Nem reciprok kétkapuk hibrid IT helyettesité kapcsolasa:

A TI kapcsolast, akarcsak a T-t, tudjuk hasznalni nem reciprok kétkapuk esetén is, de mint a T-nél, itt is kiegészitésre
van sziikséglink. A vezérelt forras helyét most is elég sokféleképpen valaszthatjuk meg.

MP:

Nézziik az alabbi kapcsolast példaul, és hatarozzuk meg a paramétercket admittancia karakterisztikanak megfelelden:
<
=3
*

Ismét irjuk fel a helyettesités karakterisztikajat
i1 = G,*uy + Gp*(u-up) + g*uy
iz = GC*U,Z + Gb*(uz-ul) - g*u1
Rendezniink kell az egyenleteket:

= (Ga +Gpt+ g)*u1 + (-Gb)*uz u
= (‘Gb - g)*u1 + (Gc + Gb)*uz

Az admittancia karakterisztikaval egyenl6vé téve és az egyenletrendszertmegoldva, ahogy azt mar joparszor
megcsinaltuk mas esetekben, a kdvetkezo eredményt kapjuk a kérdéses paraméterekre:

Ga =G + Gy
Gy = -Gi2

G.=Gn+Gp
g = G- Gy

MP:
Nézziink meg egy masik helyettesitést is:

i
;D‘ G b <}
A helyettesités karakterisztikaja:
*
ui
il = Ga*ul + Gb*(U.rU.Q) 1 (U ':—) g
i, = g*uy + G*up + (u-u11)*Gy ! (.D (D u
A karakterisztikat rendezve:

il = (Ga+Gb)*u1 + (-Gb)*U2
i = (-Gp + 2)*u; + (GAGyp)*u,

(=)

A rendezett karakterisztikat ismét egyenldvé tessziik az admittancia karakteriszikaval, a kovetkezé megoldast kapjuk:

G. =Gy + G
Gy = -Gz

Gc = Gzz + Glz
g = Gy - Gz

AlL: Amennyiben létezik admittanciakarakterisztika, létezik (hibrid-)IT helyettesités.
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Lezart kétkapuk jellemzése

Adott kétkapu esetén tobbféle tulajdonsagot kell jellemezniink.
Zarjunk le egy tetszoleges kétkaput a primer oldalon Thevenin generatorral, a szekunder oldalon pedig egy ellenallassal.

Kétkapu

Ekkor az alabbi kérdéseket tehetjiik fel:
—  Mennyi a primer oldalrol nézve a bemeneti ellenallasa a kétkapunknak?
— Milyen thevenin generatorral helyettesithetjiik a halozatot a szekunder oldalrdl nézve?

— Milyen transzfer jellemzékkel bir a halozat?

Fesziiltségatviteli jellemzok: H, = Uiearss / Ui
—  Aramatviteli jellemzok: H; = i/ )

— Impedanciaatviteli jellemz6k: R; = Uiepiras / 11

Admittanciaatviteli jellemzok: G, = fiezns / Wi

A transzfer jellemzok mindig csak meghatarozott lezaras mellett érvényesek!
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Jellemzok megallapitasa a karakterisztikak ismeretében:

MP:

Hatarozzuk meg a fent felsorolt tulajdonsagokat egy impedancia karakterisztikaval adott kétkapu esetében:

A bemend ellenallas meghatarozasa:

34

Ismerjiik a kapu karakterisztikajat:
u = Ry*i; + Rip*i,
u; = Ry *i; + Rp*in
Megallapitasokat tehetiink a korabbi ismereteink alapjan:

—  Tudjuk, hogy a szekunder oldali fesziiltség a terhel6ellenallés és a szekunder oldali &ram szorzataval
megadhato.

w=-Riix

—  Tudjuk, hogy a primer oldalrol lathaté ellenallas a primer oldali fesziiltség és a primer oldali aram
hanyadosa.

Rbc = / i]

A karakterisztika masodik egyenletébdl fejezziik ki 1;-et, majd az atrendezett egyenletbe irjuk be az elsé
észrevételiinkbol adddo egyenletet, hogy megkapjuk ir-t 1; fliggvényében.

Az igy kapott egyenletet helyettesitsiik be a karakterisztika els6 egyenletébe, majd osszunk i;-gyel.
Ekkor a kovetkez6 eredményt kapjuk:
R]Z*RZI

Ree=u /11 =Ryj— =———
R +R,



A szekunder oldali helyettesités meghatarozasa:

Hatarozzuk meg a helyettesité Thevenin generatort.

Kétkapu l u, luuresjzirzisi =

Helyettesité generatorhoz két mérést kell elvégezniink.

Els6é mérés célja, az liresjarati fesziiltség meghatarozasa.
Ismét a rendelkezésiinkre all az impedancia karakterisztika, ezzel dolgozhatunk.

u; = Ri*i; + Rip*i

u, = Rar*i; + Rp*iy
Fel kell irnunk a primer oldalra egy hurokegyenletet, amely a kovetkezé modon néz ki:

Roi] +ll1 —u0:0
Mivel a szekunder oldal nincs lezarva , ezért tudjuk azt is, hogy i, =0
Tehat az egyenleteink a kovetkezOkre modosulnak:

u =Ry

u; = Ryi*i,

Roi] +ll1 —u0:0

A hurokra felirt egyenletbe helyettesitsiik be az els6 egyenletet, majd fejezziik ki i;-et.
Mivel az iiresjarasi fesziiltség megegyezik ur-vel, ezért az u,-re felirt egyenletbe helyettesitsiik be azt, amit i;-re
kaptunk. Ekkor a kovetkezd dsszefliggéshez jutunk:

Wiiresjarasi — U2 = Ra *uo/ (Ro + Rll)

Masodik mérés célja a rovidzarasi aram meghatarozasa:
A karakterisztika és a felirt hurokegyenlet most is a rendelkezésiinkre all.

u; = Ry*i; + Rip*i,
W = Ry *i; + Rp*iz
Roi] +u1—u0=0

A szamitas annyiban modosul, hogy jelenleg rovidzarral zarjuk le a szekunder oldalt, igy nem i,, hanem u, lesz
0, és tudjuk, hogy a rovidzarasi aram megegyezik -i,-vel.

Az egyenletrendszert addig kell alakitatnunk, mig meg nem kapjuk i,-t.
A sikeres rendezés utan az eredmény:

ir&vidzérz’is = iz =Ry / (R11R22 —RipRy + RzzRo) * Uo

A két eredménybdl meghatarozhatjuk a Thevenin generator u, fesziiltségét és R, belsd ellenallasat:
A generator u, fesziiltsége megegyezik u, értékével: U = Uy = Uiresjirasi
Az R, belsé ellenallas megegyezik az u, fesziiltség és a rovidzardsi &ram hanyadosaval. Ry, = U/ irsviazarasi
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Atviteli tényezk meghatarozasa:
Tudjuk, hogy a transzferellenallas a kovetkezoktol fiigg:

Rtranszfcr =W / i1

Kétkapu luz l U,

Most is induljunk ki a karakterisztikakbol:

u; = Ry*iy + Rix*is
u, = Ry *1; + R*iz

A karakterisztikdk mellett tudjuk u, értékét is Ohm térvénye alapjan:
U =1u; = -LR,

Ez utobbi egyenletet irjuk be a karakterisztika masodik egyenletébe:
W = Ry*i; —w/R * Ry,

Ebbdl kifejezhetjiik uo-t és oszthatunk i,-gyel. Ekkor meg is kapjuk a keresett dsszefiiggést:
Rl*RZI
Rt T R22

U2/11:
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Kétkapuk osszekapcsolasa:

Sorba kapcsolt kétkapuk:

Pont az ilyen esetek miatt definialtuk a lancreferenciairanyt és a lanckarakterisztikéakat.

Amennyiben a kétkapuk rendelkeznek lanckarakterisztikaval, az eredd karakterisztika matrixszorzasként konnyedén
megkaphat6.

u]lii AlA A" AT, luz

' U " " A:A‘*A"
—t AZI A22 AZI A22

Strukturalis kétkapuk:

Ezek olyan kétkapuk, amelyek a kiilsé szemlélé szamara lathato kétkapun beliil biztositjak a kapuk viselkedését.
Ez esetben az ered6 karakterisztikat matrixdsszegzésként kaphatjuk meg.

i i
—> R S E—— —

R 11 R 12

— Rlzl R'zz R

ul u2

_D q_
R"n Rnlz ' "
R" R" R=R'+ R

21 22
+— —
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Dinamikus haldzatok:

Dinamikus halézatokrol kell beszélniink, amikor a fesziiltségek és aramok pillanatnyi értéke nem elegendéek mar a
halozatok jellemzéséhez.

Dinamikus kétpolusok:

— Kapacitas: i C

— Karakteriszika:

t
ut)=1/C* [i(t)dt U
Jellemzden egy masik formajat fogjuk haszndlni a karakterisztikanak:

i(t)=C *u(c)

— Induktivitas: . |_

—  Karakteriszika:

i(t)= 1/L * J u(t) dt e

-0

Jellemzden egy masik formajat fogjuk hasznalni a karakterisztikanak:

u(t) =L *i(t)

Energetika:
— Akapacitas és induktivitas teljesitménye:
pet) = U * i = C * u* ug = % (%% C * ugt)?)
pe) =uw *iL=L*i*i'= % (Y2 * L *i(t)?)
—  Akapacitas és induktivitas altal tarolt energia:
t
We(®)=[ p(t) dt =% * C*uy(t)?
t
Wi(t) =] p(t)dt= % * L *i(t)
AllL: Valos esetben WL> 0 és W.> 0, tehat ezek a kétpolusok passzivak.

AlL: Idedlis esetben ezek a kétpolusok nonenergikusak.
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Csatolt dinamikus kétpolusok

—  Csatolt kapacitas iﬂl i

C11
@]

— Karakterisztika

i1 =Cpn *ug' + Cpp * ue
io=Cy *uy' +Cx * ue'

A C,, és Cyp, az tigynevezett sajatkapacitasok, mig a C, és C,; az ugynevezett csatolt kapacitasok.
A reciprocitas feltétele a Ci, = C,1, amely valds esetben sziikségszertien teljesiil.
Valos esetben Ci, és C,; negativak.
—  Energetika:
—  Teljesitmény:

p)=u *1i; +u* e (1/2*C11 U’ + %2 *Cun*ug’ + Cio* g * ue)

—  Térolt energia:

W= 1/2*Cn*uc12 + 1/Z*sz*ucz2 + Cp*ug* ue

— A csatolt kapacitéas passziv, ha Cy; * Cy, > C)?

A csatolt kapacitasok a valosagban passziv és veszteséges elemek!

Két csatolt kapacitashoz realizalhatd IT helyettesito kapcsolas, amely nem tartalmaz csatolt kapacitasokat:

3 -C12 = -C21 i

_D. .ﬂ_
Cio=Ci+Cyp,
Cyp=Cp+Cp

' C10
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Csatolt induktivitas

i iy
—> <3
—  Karakterisztika ® b
~ N
up =L * i+ Lo * ity - N
L1 - 11 . .le 12 . .LZ' u, AR u, 1
u =Ly * iy + Ly * i1 \r <:>
Ly=Ly

A Ly és Ly, az Gigynevezett sajatinduktivitasok, mig a L, és L,, az ugynevezett csatolt
induktivitasok.
A reciprocitas feltétele az L, = L,;, amely valos esetben sziikségszeriien teljestil.

Valos esetben L, és L, lehetnek akar pozitivak, akar negativak.
A pontoknak szerepe van, a referenciairanyokat hatarozzak meg, hogy a csatolt induktivitasok eljele
megegyezzen a megadottal.
—  Energetika:
—  Teljesitmény:
p(t) = w*i; + i, = d/dt (Yo Li*in? + % Ly*in® + Cio*ip*in)
— Tarolt energia:
W= Y Ly*i2 + % Ly*in? + L™ ¥
— A csatolt induktivitas passziv, ha L;, * Ly, > L)’

A csatolt induktivitasok a valésagban passziv és veszteséges elemek.

K¢ét csatolt induktivitashoz realizalhatod T helyettesitokép, amennyiben a csatolt induktivitasok
harompdlust alkotnak, azaz a két tekercsnek egy-egy pontja azonos potencialon van.

i, i, i i,
Y . 2 L10 120 _
3 3 -
ol ™
- N —
U, —l ! —I o, I h®
R
<:> NP4 g LA
Lp=Lly —l
& & *

Lio=Lu-Lp
Ly=Lx-Lp



Halozatszamitasi feladat

A halozatszamitas célja a kétpolusok aram és fesziiltségfiiggvényeinek megadasa a 0 <t < oo intervallumon.
A feladat megoldhatosagahoz adottak kell legyenek a kovetkezok:

— Halozat strukturdja

— Karakterisztikdk a 0 <t < oo intervallumon

— Gerjesztések idofiiggése a 0 < t < oo intervallumon
— A halozat el6élete a -0 < t < 0 intervallumon

Regularitas:

A helyesen felirt egyenletek tetszdleges forrasmennyiségek esetében
egyértelmiien megoldhatok, és véges idében véges forrasmennyiségek eredményeként véges idében véges
fesziiltség és aramértékeket kapunk.

Kovetkezmény:
Regularis halozatok esetén a kapacitas fesziiltsége €s az induktivitas d&rama véges iddben véges gerjesztések
esetén folytonos fliggvénnyel irhato le.

Véges idoben véges gerjesztések esetén a kondenzator fesziiltsége és az induktivitas Arama nem ugorhat.

Kezdeti érték probléma:
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Véges idoben véges gerjesztésekre nem ugorhat sem a kapacitas fesziiltsége sem az induktivitas Arama.
Ha ezen értékek adottak a t = -0 iddpillanatban, akkor a halozat eléélete adottnak tekintett!

A halozat ekkor helyettesitheto a t = +0 idopillanatban egy rezisztiv halézattal, amely a kapacitasok helyett
fesziiltségforrasokat, az induktivitasok helyett pedig aramforrasokat tartalmaz, ahol a forrasmennyiségek
megfellelenek az adott induktivitasok és kapacitasok aramainak ¢€s fesziiltségeinek a t = -0 id6pillanatban.

Ha a t = +0 id6pillanatbeli rezisztiv helyettesit halozat regularis, akkor az eredeti halozat is regularis.

A t= 0 iddpillanatot rendszerint valamilyen valtozashoz, példaul egy kapcsold be vagy kikapcsolasahoz
rendeljiik hozza.

Allandésult gerjesztés esetén, az egyensily beallta utan (t = ) a kapacitast szakadassal, az induktivitast
rovidzarral helyettesithetjiik.

A kapacitasok és induktivitasok helyettesithetéek a t = t, idépillanattol egy forrassal, és egy energiamentes
induktivitassal, vagy kapacitassal.

Tekintstik a karakterisztikajukat:
"
Ue |
To

t ta tat +oo
u(t) = é*_f (0 dt=é*_£ i(t) dt + é* [ dt+ é* [ i) dt

tat

u,=u, 0 Energiamentes kapacitas
>
t ta- tat +o0 .
: o 3
i(t) = %* [ ui(t) dt= %* | u(t) dt+ %* [ u(t) dt+ %* [ u(t) dt |
-0 -0 ta- tat+
iL 0= iua_ 0 Energiamentes induktivitas P




MP:
Adott a kdvetkezd halozat, melyrdl tudjuk, hogy egyensulyi allapotban van.
A t =0 id6pillanatban a kapcsolot zarjuk.

Hatarozzuk meg a kiindulasi (t = -0) és a kezdeti (t = +0) értékeit a bejeldlt i aramnak.

K
R L R
—{ - —ONN— ¥ * L
>
1L
- -
C) Us1 o u, Lo () Us?2

i T
v -

A Kkiindulasi értékek meghatarozasa:

Tudjuk, hogy a t = -0 iddpillanatban a kapcsold nyitva van, és a halozat allandosult allapotban van.
Ekkor helyettesithetjiik a hal6zatunk egy rezisztiv halozattal, ahol az indutivitast rovidzar, a kapacitast
szakadas helyettesiti.

t= -0 helyettesités:

R R
—=

+

Cj Ust o (D|us2

Ekkor kdnnyedén meghatarozhatjuk az i aramot, és ezek mellett meg kell hataroznunk az induktivitas aramat,
¢s a kapacitas fesziiltségét is:

i=uq /2R
iL: Ui /2R
Ue = Ug
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A Kkezdeti értékek meghatarozasa:

Tudjuk, hogy a tekercs drama és a kondenzator fesziiltsége nem ugorhat, igy éket a t = +0 id6pillanatban egy
aramforrassal és egy fesziiltségforrassal helyettesithetjiik, melyek forrasmennyiségei megegyeznek a t = -0
id6pillanatban felvett értékekkel. Ez lesz segitségiinkre a kezdeti értékek meghatarozasakor.

Fontos azonban, hogy a t = +0 iddpillanatban a kapcsolé mar zarva van!

t= 10 helyettesités:

u (-0)

ﬂ e I
o N T O P v

Us1

\

i

Ekkor konnyedén meghatatorozhatjuk a keresett értékeket:

iL=uq/2R
Ue = Ug

i=u(-0)/R=un/R Ez az érték ugorhat!
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MP:
Adott a kovetkez6 halozat, mely egyensulyi allapotban van.

: . . . . | |—. ,
Vizsgaljunk kikapcsolasi jelenséget, a gerjesztés: | ] ] ——

Usg(t)=uo hat<0 és uyu(t)=0 hat>0

A valasz a C, kondenzator arama. ‘__"__,_:_
) I i

us()l bl “ci—— 5

A t = -0 pillanatban a halézat nyugalomban van, igy helyettesithetd egy rezisztiv halozattal:

r

Ekkor a halozat adottsagait és a girator karakterisztikajat kihasznalva meghatarozhatjuk a kiindulasi értékeket:

) e =0
Ui (-0) = u,/2
U(-0) =u,/2

Tudjuk, hogy a kondenzatorok fesziiltsége nem ugorhat, igy dket a t = +0 iddpillanatban egy-egy fesziiltségforrassal
helyettesithetjiik, melyek forrasmennyiségei megegyeznek a t = -0 idopillanatban felvett értékekkel.
Ez lesz segitségiinkre a kezdeti értékek meghatarozasakor.

A girator karakterisztikajat kihasznalva meghatarozhatjuk
az i, értéket a t = +0 id6pillanatban.

N
O
=)
+ /—\ u_ 19 r u/2 Ez semmiben nem kiilonbozik az eddigi halozatszamitasi
U o—— |—e° problémdktol, hasznalhatjuk a csomdponti potencidlok
modszerét példaul.
2*r .o i, =2
i $icl
Y ( ()lum = uc1(-0)
0
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Linearis, invarians rendszerek allapotvaltozos leirasa:

Allapotvaltozés leirasa csak rendszernek lehet, igy a halozatunkon ki kell jeldlniink egy gerjesztést
¢és egy valaszt !
Allapotvaltozék:

Allapotvaltozoknak nevezziik egy rendszer valtozoinak egy olyan halmazat, amik eleget tesznek a kovetkezéknek:

— Ha ismertek az allapotvaltozok értékei a t = t, idOpillanatban, és ismert a rendszer leirdsa a t > t,
intervallumon, és ismert a gerjesztés a t > t, iddintervallumon, akkor megadhatok az allapotvaltozok
értékei a t > t, idSintervallumon.

— Ha ismertek az allapotvaltozok értékei a t = t, idOpillanatban, és ismert a rendszer leirasaat=t,
id6pillanatban, akkor megadhat6 a rendszer valasza a t = t, idépillanatban.

— Az éllapotvéltozok szdma minimalis, tehat n-1 valtozot tartalmazé halmaz nem tehet eleget az el6z6
pontoknak.

Az allapotvaltozokat x(t) vektorral jelolhetjiik, ahol x = (X, X2, X3 ... Xs)

Allapotviltozés leiras normalalakja:

X' =é*x + B*u

y=C"*x + D*u

A: n*n-es matrix
B: oszlopvektor
C": sorvektor

D: konstans

x: allapotvaltozdkat tartalmazoé vektor.

u: gerjesztés (késobb gerjesztésvektor)
y: valasz

Két allapotvaltozos esetben a leiras igy értelmezhetd:

A11 AIZ
A21 AZZ

A= B=

X'"=An*xi+tAp*x,+b *u
X' =An*xtAR*x+bh*u

y=C1*X1+C2*X2+d*u

Ha a rendszer barmely paramétere lehet valasz, a kapacitasok aramai és az induktivitasok fesziiltségei lesznek az
allapotvaltozok!
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MP:

Nézziik, hogyan hatarozhatjuk meg az allapotvaltozos leirashoz sziikséges egyenleteket.

—___ 5 A megbeszéltek szerint az allapotvaltozé a
i kapacitas fesziiltsége és az induktivitas
. arama:
R1 o
T—‘:'__\MN” | i Allapotvaltozok: i , u,
e L |
us I O & Ahhoz, hogy rendszerrdl beszélhessiink, ki
|1 kell jeldlniink a gerjesztést és a valaszt!

Gerjesztés: u,
* , .
Vilasz: i
A keresett egyenletek a kdvetkezok:

Az egyenleteket nem kapjuk meg egybdl, fel kell venniink egy egyenletrendszert, melyet megfelelden rendezhetiink.
A mar megtanult médszerek tovabbiakban is miikddnek, igy vegylink fel csomoponti potencialokat, és irjuk fel a
csomoponti egyenleteket.

u, R3 u A csomoponti egyenletek:
o— +—= :
i u: uc_us-l-C*u’-i-&—i=0
) [ 1{3 c R2 L
. R1 b

u+L*'—u
[ L s

5 L l u AL " TR =i,
D] 7O [

A valasz kifejezése:

i=(u—u)R,

-

Felvettiik az egyenletrendszert. A feladatunk, hogy ugy rendezziik az egyenleteket, hogy azokbdl meghatarozhassuk az
A matrixot, a B és CT vektorokat és a D konstanst.

A keresett alak:

XI'"=An*xi+tAp*x,+b *u
X' =An*xitAn*x,+b*u

y=C1*x1+C2*xz+d*u

Az egyenletrendszer rendezése utan kapott eredmények:

, 11 1., -l 1 1 1 1
u'=-Cowp ForR) et TR orp T -(c*r,*C*R) C C*R,
A B
1 R 1 & X 1
iL':f*uc'i'fL*iL'i'r*us L L L
B 1 1 |
o TT % %3 2ok - =
TR, TOTRE T c | . 0] D[L]

46



Az allapotvaltozos leiras megolasa részekre bontassal

Az éllapotvaltozos leiras normalalakjanak meghatarozasa mar ismert.
A feladatot a kdvetkez6 egyenletrendszer megtalalasaig meg tudjuk oldani:

Konnyen lathato, hogy a probléma differencial-egyenletrendszerre vezet. A differencial-egyenletrendszer megoldasat
nem vezetjiik le, fogadjuk el, hogy a tovabbiakban vazolt megoldasok miikddiknek.

Amit mar tudunk:

—  Meghatéaroztuk az egyenletek normal alakjat.
— Adott x(-0) értéke, melybdl meghatarozhatjuk x(+0)-t.

—  Véges gerjesztés esetén x(+0) = x(-0), mivel az allapotvaltozok értékei nem ugorhatnak.
— Adott a gerjesztés a t > 0 iddintervallumon.

Az altalunk keresett érték az y(t) a t > 0 idéintervallumon.

Konnyen belathatjuk, hogy y(t) meghatarozasahoz x(t) értékét kell ismerniink a t > 0 intervallumon.
Ha az ismert, akkor y(t) a harmadik egyenletbe behelyettesitve adodik.
Igy a tovabbiakban x(t) meghatarozasa lesz a céliink.

Igazolhatd, hogy az allapotvektorok felbonthatoak egy gerjesztett és egy szabad osszetevére:

X =Xg T X¢

1. Szabad megoldasok meghatarozasa
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A szabad megoldasok meghatarozasanal azzal a feltételezéssel éliink, hogy a gerjesztés 0.
A kovetkez6 egyenlet megoldasait keressiik:

X't = AXx¢

Osszes lehetséges megoldast akkor kapjuk, ha meghatarozzuk a |A — AE| = 0 karakterisztikus egyenlet
megoldasait (az A matrix sajatértékeit) és minden sajatérték egyszeres.

A sajatértékek lehetnek valosak vagy konjugalt komplex gydkparok:

Ha A; = a+j*b, akkor Ay =a—j*b

Ekkor a megoldas:

X = M1*81 * C)L-]*t + Mz*Sz * e”—z*‘ + ...+ Mn*Sn * ek—"*‘
Ahol Si-k az A matrix A; sajatértékeihez tartozo sajatvektorai, M, ... M, pedig tetszdleges konstansok, melyeket
szabadon megvalaszthatunk, és mint azt 1atni fogjuk, ezek megfeleld megvalasztasara sziikségiink is lesz a

helyes megoldas megtalalasahoz.

Elsérendii rendszerben, ahol egyetlen dinamikus kétpolusunk van, az A matrix egyetlen elemet tartalmaz.
Ekkor egyetlen A értékiink lesz, mely konnyedén meghatarozhato, A = A.

A A sajatérték helyett gyakran a & = -\ csillapitdsi tényez6t vagy a t ="'/, idédllandoét hasznaljuk.



2. Gerjesztett megoldas

A kovetkez6 egyenlet megoldasait keressiik:
X, = Ax, + Bu
A gerjesztett 0sszevez0 megadasara nem létezik altalanos modszer.
Azonban ha a gerjesztés egyszeril fliggvénnyel irhatd le, akkor az tigynevezett probafiiggvények segitségével

meghatarozhatjuk a gerjesztett 6sszetevot tigy, hogy hasonld alakban keressiik, ismeretlen egylitthatokkal.

Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott fliggvényekkel leirhatod gerjesztés esetén a gerjesztett dsszetevot (x,)

milyen alakban kell keresniink:

Gerjesztést leir6 fiiggvény:

Gerjesztett 6sszetevo probafiiggvénye:

fo

Fo

fo+fi*t+.. £ *t

Fo+F *t+ .. F, *t"

fi * cos(w*t) + f, * sin(w*t)

F, * cos(w*t) + F, * sin(w*t)

fo * e Tt

F, * e vt

H*e ™ («y=2)

Fo*e "'+ F *e 7"t

Amennyiben a gerjesztés egyszerti fliggvények dsszege vagy szorzata, a valaszt is hasonld alaku fiiggvények
Osszegeként vagy szorzataként kell keresniink. Ezt sokszor ki fogjuk hasznalni.

Nézziik az x, meghatarozasat konstans gerjesztésre:

Konstans gerjesztés esetén a valaszt is konstans fliggvény formajaban kell keresniink.

Tudjuk azonban, hogy a konstans fliggvény derivaltja 0, igy az egyenlet bal oldalan a 0 érték all.
Az A matrix, a B vektor és az u gerjesztés értékei ismertek, az x, vektort szeretnénk meghatarozni.

0=Ax,+Bu
Rendezziik az egyenletet:

-Bu =Ax,
Matrixokat tudunk invertalni, és tudunk veliik szorozni is, csak figyeljiink, melyik oldalrél szorzunk!
Szorozzunk bal oldalrol az A matrix inverzével, ekkor az x, el8tti A'*A tényez0k egyszer(isitik egymast, az E
egységmatrixot eredményezve, amelyet ki se kell irnunk.

Az x, tehat meghatarozhato a kovetkezo egyenlettel:

X¢ =A"'(-Bu)

3. Kezdeti érték beallitasa:
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Az utolso teendénk, hogy megvalasszuk az M konstansokat.
Az M,, M, ... M, konstansokat tigy kell megvalasztanunk, hogy a megoldas eleget tegyen a kiindulasi
feltételeknek:

X(+0) = x{(+0) + x,(+0)



MP:
Nézziik meg egy elsérendil rendszer esetében az allapotvaltozods leirds megoldasat:

8 i
e L A gerjesztés:

¥ u(t) = &(t)

i

P

0

Allapotvaltozos leirasa csak rendszernek van, igy ki kell jeldlniink a gerjesztést és a valaszt.
Legyenek ezek az u; forrasfesziiltség, és az R ellenallas u, fesziiltsége.

A keresett alak:
X'=A *x;,+b*u

y=C*x, +d*u

A kiindul6 egyenletek a csomdponti torvényekbdl:

Hi00_

L*'—u _
R L

uV:R*iL

Az allapotvaltozoés leiras normal alakjat a kiinduld egyenletekbdl konnyedén megkapjuk:

. .o 1
iL'=—*i+ *Fu

L L

Uy = R*IL

A normal alakbol meghatarozhatjuk az A métrixot, a B és C" vektorokat és a D konstanst.
Elsérendii rendszer esetén ezek mind konstans értékek.

A= R/L
BZI/L
C"=R
D=0

Hatarozzuk meg az A matrix sajatértékeét:

[A—AE|=0
R B A sajatérték meghatarozasa 1*1-es matrix esetén egyszerti,
L A=0 elsérendl rendszer esetén egyetlen sajatértékiink van.
_R
AL

Hatarozzuk meg a sajatértékhez tartozo sajatvektort:

As=1s
Ry R

L
s=1

Elsérendii rendszerben a sajatérték mindig 1.

*g
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A szabad megoldas meghatarozasa:

X = M1*Sl * eM*l = 1\/[1>k 1* CR/L*l

M, tetsz6leges konstans, és ahogy azt mar targyaltuk, a kezdeti értékek beallitasanal kap majd konkrét értéket.

A gerjesztett megoldas meghatarozasa:

X, =AXx, + Bu

A gerjesztés g(t) fiiggvénnyel irhato le, ami konstans fliggvény, igy a valaszt is konstans fliggvény formajaban
kell keresniink.

A konstans fiiggvény derivaltja 0, az egyenlet bal oldalara ez keriilhet, az A matrix, B vektor és a gerjesztés
értékei pedig ismert, ezeket helyettesitsiik be az egyenlet jobb oldaldba:
R, .1,

Ozf*xg"‘L &(t)

A t> 0 id6pillanat utan alkalmazva a korabban levezetett Gsszefliggést, miszerint:

X, = A’'(-Bu)
I
¥TRL R
-l

TR

A kezdeti érték beallitasa:

A kiindulasi és kezdeti értékek meghatarozasaval mar foglalkoztunk.
Most meghatarozasuk nagyon egyszert, hiszen a haldzat gerjesztése 0 volt a t < 0 iddintervallumon, mas forras

nincs, tehat az dsszes aram ¢és fesziiltség, igy az allapotvaltozoink értéke is 0 a t = -0 id6ppillanatban.
Tudjuk, hogy az allapotvaltozdink nem ugorhatnak, igy értékiik a t = +0 pillanatban is 0.
Ezt a tudast alkalmazva az egyenleten:

X(+0) = x{(+0) + x(+0)

0 =x4(+0) + x,(+0)

Helyettesitsiik be a korabban kiszamolt értékeket:

0=M*1* guticoy ]
R

Egyetlen egy érték van az egyenletben, amit nem hataroztunk meg, ez pedig az M, konstans.
Ahhoz, hogy az egyenlet teljesiiljon, az M, konstansnak a kovetkez6 értéket kell felvennie:

M, * | % RGO = i
1
M*1* 1= R
M= L
R

A megoldas tobb allapotvaltozos rendszerben sem kiilonbozik. Az egyenletrendszer amit vektorokkal és matrixokkal
irtunk fel, valojaban tobb egyenletre tagolhatd, ahogy azt mar lattuk két allapotvaltozo esetén.
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Dirac-delta disztribucio és altalanositott derivalt

A bekapcsolasi és atkapcsolasi jelenségek fontos szereppel birnak a ,, adlozatok életében ™.

A gerjesztésben az ilyen esetek pillanat szer(i véges ugrasok, azonban ha a valasz a gerjesztés derivaltjatol fiigg, akkor
az ugrasok pillanataban végtelen valtozasok keletkeznek.

Az ugrassal rendelkez6 fliggvények derivalasahoz be kell vezetniink az altalanositott derivalt fogalmat is.

1
Definialjunk egy négyszogimpulzust, amelynek magassaga H, szélessége pedig H .
Ezen négyszdgimpulzus alatti teriilet H * '/ = 1.

Ha H — 0, akkor '/ — oo, igy egy olyan végtelen értéket kaphatunk, amelyet tudunk integralni,
¢és amely integaltja pontosan 1, amennyiben az integralasi tartomanyba beleesik a 0 idépont.

Az igy definialt impulzust dirac-deltanak nevezziik, és d(t)-vel jeloljiik.

A definialt disztribicionak szamunkra hasznos tulajdonsagai vannak:

— Hao(t—t)=0 akkor t#1
- 3(t)=0 hat#0

() = 1

o(t-t) = 1 csakis akkor,haa<t <t<b

S Je—t

Mire tudjuk ezt hasznalni:
- Jfw*s() =

- _:ij(t)*a(t-r )= f(r)

Altalanositott derivalt:
A dirac-delta ismeretében mar definialhatjuk az altalanositott derivalast, mely olyan fiiggvényekre is alkalmazhato,
melyek elso faju szakadassal rendelkeznek.

Def.: f fliggvény altalanositott derivaltja az a fiiggvény, melyet integralva megkapjuk az eredeti fiiggvényiinket.

t
fit)= Ol f'(r)dt — Ekkor f'(t) az f(t) altalanositott derivaltja.
Az altalanositott derivaltnak a tovabbiakban hasznos forméaja: £'(t) = &(t)*f'(t) + o(t)*f(+0)

Els6faju szakadassal rendelkez6 fiiggvények esetén minden véges ugrasnal az ott felvett értéket szorozni kell
dirac-deltaval, ekkor kaphatjuk meg a derivaltfiiggvényt.

MP:
Ha az f fiiggvénynek t,-ban szakadasa van:

t t

fity=| £'(v)+8(t)*f(to) dt = | f'(r)dt+ f(to)

-0 -0

MP:
Az egységugras altalanositott derivaltja: €'(t) = 8(t)

t t
J8(t)dt =0, hat<0 és  Jd(t)dt=1,hat>0

Ezek az értékek pedig pontosan az egységugrasnak felelnek meg.
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Vizsgalojelek:

A rendszerszamitas Iényege, hogy meghatarozzuk a valaszt tetszdleges gerjesztésre.
Azonban vannak nevezetes gerjesztések, melyekhez definidlunk nevezetes valaszokat.

Ugrasvalasz:

Def.: Egy rendszer ugrasvalasza az a valasz, amit az g(t) gerjesztésre ad.
Jele: g(t)

Formalisan: y(t) = g(t) , ha u(t) = &(t)
Ugrasvalasz vizsgalatanal a kovetkez6 hasznos megallapitasokat tehetjiik:

x(-0)=0
x(+0) = x(-0)

Rendszer ugrasvalaszat mar korabbi példaban is meghataroztuk. Minden valasz ugrasvalasz volt, ahol
gerjesztést az g(t) fliggvény irta le.

Impulzusvilasz:
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Def.: Egy rendszer impulzusvalasza az a valasz, amit a 5(t) gerjesztésre ad.
Jele: h(t)

Formalisan: y(t) = h(t) , ha u(t) = d(t)
impulzusvalasz vizsgalatanal a kovetkez6 hasznos megallapitasokat tehetjiik:

x(-0)=0
x(+0) # x(-0)

Nézziik ez hogyan lehetséges:
X'=A*x+B*u
A gerjesztéslink azonban a dirac-delta, amelyhez képest az A*x értéke elhanyaholhatoan pici:
x'EB*3(t) a t=0 pillanatban.
Mindkét oldalt integralva a kdvetkezo eredményt kapjuk:
x(+0) = x(-0) + B
Az azonban mar megallapitottuk, hogy az x(-0) érétke 0, tehat tovabb egyszeriisodik az egyenlet:
Dirac-delta gerjesztés esetén a gerjesztett Osszetevordl is nyilatkozhatunk és nyilatkoznunk is kell:

A szabad Gsszetevo és az M konstansok meghatarozasa a mar ismertetett modszerrel torténik.
A vélasz meghatarozasa a korabbiakhoz hasonléan az y = C™*x + D*u egyenletbe behelyettesitéssel adodik.

[valasz]
[gerjesztés]
[id6]

Az impulzusvalasz dimenzidja a kovetkezo:

Az ugrasvalasz ismeretében az impulzusvalaszt az ugrasvalasz altalanositott derivaltjaként kapjuk meg!



Elsorendi rendszerek analizise

Ezekben az esetekben egyetlen allapotvaltozonk, azaz egy energiatarolonk van a hal6zatunkban.
A problémaval mar foglalkoztunk, azonban csak a kiindulasi és kezdeti értékeket vizsgaltuk, most a valaszt is meg

fogjuk hatarozni.

AllL: Egy allapotvaltozos rendszer esetén a valaszt meghatarozhatjuk a kovetkezd egyenlet segitségével:

y(O) =y + (y(+0) -y, ) * e

Ahol y,, a valasz abban az esetben, ha t — o, T pedig az id6allando.

MP:
Nézziik a bizonyitast egy konkrét példan bemutatva:
R iy
—>
= s

L

o

Egyetlen hurokegyenletet kell felirnunk az
allapotvaltozo meghatarozasahoz:

*: i1 —
—uS+R 1L+L 1 0

Az egyenletet rendezve a kovetkezd alakhoz jutunk, mely az allapotvaltozos leirds normalalakja:

. R, . 1
i'= = Fipt+t—*u

L L

1. A szabad megoldas meghatarozasa:

=M, *S; *et'=M*1*¢

R/L*t

2. A gerjesztett megoldas meghatarozasa konstans gerjesztés esetén:

0=A*x, +B*u - X =
i,=us/R

3. Kezdeti értékek beallitasa:
X(+0) = x4(+0) + X4(+0)

iL(+0) = ipd(+0) + ir,(+0) =M *

A'(B*u)

1 +u/R  — M=i(+0)—u/R

Az allapotvéltozo értéke tehat: i = (i(+0) —us/R) * e® " +u,/R

Konnyen belathatéak az alabbiak:  i(+0) i e’ i

L
Egy éllapotvaltozoés rendszerben az idéallandé: 1= 5— vagy t=C*Rereas

eredd

Rereas @ dinamikus elem kivételével keletkezd kétpolus ellendllasa a dinamikus elem helyérdl nézve.

R ib
e T e VUV Ty
L

o =) (

R 1L

+

R .
)l us e
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MP:
At =0 id6pillanatban a kapcsolot zarjuk. Hatarozzuk meg az u fesziiltséget a t > 0 intervallumon.

L K 2R

J,is % ui -

*

A korabban meghatarozott képlet a kdvetkezd:

y(O) =y + (y(+0) -y, ) * e

Hatarozzuk meg az u fesziiltséget a t = +0 és a t — oo idépillanatban:

Tudjuk az i,-t a -0 idOpillanatban , €¢s amennyiben a gerjesztés véges,
ez nem ugrohat, tehat a +0 idépillanatban is a 0 értéket veszi fel.
Ebben az esetben az induktivitasunkat a t = +0 -ban egy szakadassal tudjuk helyettesiteni.

K 2R

Magatol értetddo, hogy ebben az esetben az u
fesziiltség 0, mivel nem folyik 4t az ellenallason
aram.

u(+0)=0

t — oo esetén az induktivitas arama nem valtozik, ekkor a fesziiltsége 0, igy egy rovidzarral helyettesithetjiik:

K 2R

Ebben az esetben az u fesziiltséget egy
aramosztas utan kaphatjuk:

: 0 o
be |J° |

Hatarozzuk meg a t idéallandot:

Csatolt kétpolusok hianyaban hasznalhatjuk a T = L/ Rereqs Osszefliggést.
Ehhez azonban meg kell hataroznunk a dezaktivizalt halozat bemend elleanallasat:

. f 2R

| R

eredd
" I3 rer o — *P
% x Egyszerli szamitas utan:

Mindent tudunk most mar a valasz meghatarozasahoz a t > 0 id6tartomanyban:

u(t) = R*iy/2 + (0 — R*i/2 ) * ¢ oL
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Masodrendii rendszerek vizsgalata

A kovetkezokben vizsgaljunk masodrendii rendszereket.
Magatol értetddod, hogy a allapotvektorunk két allapotvaltozot tartalmaz.
_|x®
x(t)= xa(t) }

Ekkor a normalalakban szerepld matrixok ¢és vektorok a kdvetkezé méreteket oltik:
A:2x2 B:2x1 C:1x2 D:1xl
A szabad megoldast mar sokszor megtargyaltuk:

Xd(t) = My S et + M,*S el

MP:
A masodrendii rendszerek vizsgalatanal legyen a mintapéldank a soros rezgdkor:

—
+ L Gerjesztése: u forrasfesziiltség
D Lo
T Vilasza: i =i, 4ram

Példaul a kovetkezo kiindulasi egyenletrendszert irhatjuk fel:

uy(t) = R¥i(t) + L*i'(t) + uc(t)
i(t) = C*u.'(t)
i = iL

A kiindulasi egyenleteinkbdl rendezés utan a kovetkez6 egyenletrendszerhez jutunk, mely megfelel a normalalakkal
szemben tamasztott kdvetleményeknek, és amelybdl kiolvashatjuk A, B, CT és D értékeit:

i =i - Fue+ g

uc' = l/c * iL

I*iL
R0 1
L
A= B= C'= [1 ; 0] D= [O}
1
— 0
C 0

frjuk fel a karakterisztikus egyenletét az A matrixnak és hatarozzuk meg a sajatértékeit:
|A—AXE|=0
A kovetkezo egyenletet kapjuk, oldjuk meg a masodfoku egyenlet megoldoképletének segitségével:

-R + 2/T2__4
LR, L1 M L NRYL =Y
WAL * =0 — Ay 5
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Két valds gyok adddik:

A1 és A, megadott paraméterek esetén konnyedén szdmolhatoak, melyek utdn az S, és S, sajatvektorokat is
kdnnyedén megkaphatjuk.

Ebben az esetben a szabad megoldas:
Xf(t) = Ml*Sl*e“*‘ + 1\/[2*SZ*GM*t
-1

Definidltuk az idéallandét, amelyet 1-val jeloliink: T, = 0

1

Egy n-ed rendii rendszernek n darab id6allandoja van, a |cgnagyobb idéalland6 a dominans idéallandé.
A szabad megolast megadhatjuk az idéallandok segitségével is:
Xf(t) — Ml*sl*e-t/gl‘i, Mz*sz*e-t/rj

Koréabban tobbszor emlitettiik, hogy a haldzat nyugalomban van.
Rendszerint a t = 5t iddpillanat utan mar elhanyagolhatoan tér el a halozat az egyensulyi allapottol.

Konjugalt komplex gydkpar adédik:

Ebben az esetben A, = ¢ /. jo alakban kapjuk, ahol jo a komplex szam képzetes része
Konjugalt komplex gyokparrdl 1évén szo6 tudjuk, hogy egymas konjugaltjai.

M =*
Ebben az esetben S sajatvektorok is egymas konjugaltjai lesznek.

S;=Sy*
Az M, és M, szabadon megvalaszthat6 konstansoknak ebben az esetben egymas konjugaltjainak kell lenniiik!
Matematikai jartassagunk révén helyettesithetjiik ket a kovetkezé modon:

M, = M| * & és M,=|M,| * i’

frjuk fel a szabad 6sszetevd elsé egyenletét , és helyettesitsiink be a fentebbi észrevételeknek megfelelden.
Kiemelések utan a kovetkezo értékeket kapjuk:

iLf(t) =gt * |M1| * G * ej*p * ei*m*t + (Slx*) * e-j*p * e-j*w*t

Mivel konjugalt komplex gyokparunk volt, ezért az dsszegiiknek valosnak kell lenie.

Matematika A1 targybdl méar megtanultuk a kovetkezot: 2*cos(x) = &™ + 3™

Vegyiik észre, hogy az altalunk meghatarozott egyenlet is tartalmazza a cosinus fliggvényt, mely a cos(ot + d)
alakot 6lti altalanossagban

Az e°™ érték lesz a burkoldja a cosinus fliggvények, igy egy exponencialisan lecsengé cosinusz fiiggvényt
kapunk valaszul.

-1 .
A o-t csillapitasi tényezonek nevezziik. A kdvetkezd Osszefliggés érvényes: |1 = 5 - Rezk)

Amennyiben az ellenallas értéke 0, a sajatértékekre a A1, = /. /ye = /. j* @ érték adodik.
Ekkor nincs csillapitasi tényez8, a rendszer nem csillapodik, hanem T=2a*VL*C periédusidével rezeg.



3. Kettds gyok adodik:

Ekkor a példanknal maradva:
7\41 = 7b2 =- R/Z*L
A szabad 6sszetevO ekkor a kovetkez6 alakot Olti:

Xdt) =M; * S*eM+ M, * S *t*eM

Aszimptotikus stabilitas:

Ebben a témakorben azt vizsgaljuk, hogy hogy viselkedik a halézat, ha a gerjesztés 0, és t — oo, tehat kikapcsolas utan a
rendszerben vajon beall-e az egyensuly?

A szabad megoldas altalanos alakja:
N
Xt(t) = Z M; *S; * eh™t
=1

A gerjesztett megoldas értéke 0, mivel a gerjesztés 0.

Nézziik, hogy a sajatértékek fiiggvényében mi torténik a rendszerrel, hat — oo :
—  Ha A <0 akkor ¢'"' exponencidlisan tart 0-hoz.
—  Ha A > 0 akkor e*'"' exponencidlisan tart végtelenhez.

- HaXi=A\n* és Re(M) <0 akkor "' exponencialisan oszcillalva tart 0-hoz.
- HaXi=An* és Re(M) > 0 akkor e'"' exponencidlisan oszcilldlva tart végtelenhez.

Def.: Egy rendszer asszimptotikusan stabilis, ha a t > t, iddintervallumon 0 gerjesztés hatdsara, a rendszer

allapotvaltozoinak értékei a 0-hoz tartanak, amennyiben t — oo.

All: Rendszer aszimptotikusan stabilis akkor és csak is akkor, ha minden A-re: Re(A) < 0
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Az allapotvaltozos leiras megoldasa matrix-fiiggvényekkel

A matrixfiiggvények olyan matrixok, amelyek fliggetlen valtozot tartalmaznak.
Levezetések nélkiil, nézziik meg, hogyan hasznalhatunk matrixfiiggvényeket a megoldashoz.

Cayle-Hamilton tétel:
Minden matrix kiegyenliti a sajat karakterisztikus egyenletét.
Koévetkezmény: n*n-es matrix esetén A barmely hatvanya el6éllithato az A' ... A" hatvanyok linearis kombinéciojaval.

Lagrange matrixok:
Ha minden A sajatérték kiilonbozo, és egyik sem 0, akkor az A matrix hatvanyat felirhatjuk a kdvetkez6 modon:

kz)hlk*L1+...+7\ank*Ln

Ahol az L; matrixok az ugynevezett Lagrange matrixok, melyek meghatarozasa a kovetkezé modon torténik:

A szamitas ellendrzéséhez hasznaljuk a i Li = E Osszefiiggést!

Egyszeres, nem 0 sajatértékek esetén a matrix-fiiggvények felirhatoak a Lagrange matrixok és az f fiiggvények

segitségével, igy definialhatjuk matrixfliggvények derivaltjat és integraltjat.

Amennyiben A; = A,y a matrix hatvanyait egy picit mas alakban kell felirnunk:
A= * L+ LA H ARk H

Matrixfiiggvények definialasa:

A matrixfiiggvényeket az adott fliggvény Taylor-soranak segitségével definidlhatjuk.
M= Yio” (A*)/k! =E+A*t+ A /2+ A/ 6+ ...+ A™t"/n! + ...

A Cayle-Hamilton tételt és a Lagrange matrixokat felhasznalva a kovetkez6t irhatjuk fel:
e = Zizl“[xio * LJ + Zi=1"@wl * L * t] + Y W FL R 2J+

Ha atcsoportositjuk a tényezoket, akkor a kovetkezd alakhoz jutunk:

e‘”‘*‘ = L1 * zk:ln Xlk/k' * tk + Lz * zkzln sz/k' * tk + ...+ Ln * Zkzln M‘/k' * tk

Eszre kéne venniink a kovetkezot:
Zkzln }\.,k/k' * tk — e)»i"t
fgy egyszeres sajatértékek esetén a matrixfiiggvényiink a kovetkez6 alakot olti:

=L * e+ Ly* e 4+ .+ Ly * ™

A matrixfiiggvények nem képezik szerves részét a tananyagnak, nehéz hozzajuk fizikai magyarazatot kotni.
Iz1és szerint vagy a matrixfiiggvényeket, vagy az dsszetevokre bontast tanuljuk meg megfeleld szinten!
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Impulzusvalasz megadasa matrixfiiggvényekkel

Az impulzusvalasz meghatarozdsanal ismert a haldzat eldélete, és ismert a gerjesztés:

x(-0)=0
u(t) = 3(t)

Ismételjiik at az allapotegyenletiinket:
x'=A*x +B*u
y=C" *x + D*u

Az allapotegyenletnek meghataroztak a kiindulasi allapotot is figyelembe vevo megoldasat, mely a kdvetkez6:
x(t)= e * x(-0) +_£ e * B*y(t)dt

Mivel impulzusvalaszmeghatarozasanal x(-0) = 0, igy az egyenlet tovabb redukalodik:

x(t) = ({ e * B *u(t)dr :_OI e * B * §(1) dr

A valasz kifejezésébe ezt kellene behelyettesiteniink:
h(t)= CT*e* * B+ D*3(t)

x(t)= e * B

Egyszeres, nem 0 sajatértékek esetén:

L - . A-?x,k*E
i= S(t) IZ(:) )\Ii _ >\.k

N
h(t)=et) * Y CT* L, * B * "

i=0
Milyen értékii a valasz, ha van pozitiv A?
Exponencidlisan ndvekszik és a végtelenhez tart, kivéve, ha CT*L;* B=0

Ha minden A; valés és negativ, akkor minden A;-hez hozzarendelhet6 egy T idéallando:

T =

> =

Ha hi=Xu*=2a+j*b
e * cos(b*t + @)

_ -1
T ==
a

Ha az utolsé elétti és az utolso sajatérték kettos:

)

-
et = Z [em Li} + et Hop + et Hy,

i=1

n-2 R * ®
h(t) _ S(t) * Z [e}q*t CT * LJJF CT * exfn t s Ho, + CT * t*e}Ln t % Ho
i=1

x(t) = e * x(-0) = 3 & L, * x(-0)
i=0
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Linearis invarians rendszerek valaszanak kifejezése az impulzusvalasszal

Az impulzusvalasznak fizikai tartalmat nehéz tulajdonitani, ugyanis dirac impulzust nem tudunk eldallitani, felmeriilhet
tehat a kérdés, hogy mégis mire tudjuk hasznalni?

Linearis invarians rendszerek esetében egy gerjesztésre adott valaszt az impulzusvalasszal ki tudjuk fejezni, és ezt
fogjuk megnézni a tovabbiakban.

A dirac-delta impulzust mar definialtuk, definialjuk a kdvetkezdket:
_g(t)— &(t-T)
or(t) = T
pr(t) = &(t) — &(t-T)

dr(t) = 1/T * pr(t)

Ekkor u(t) kozelithetd:
u(t) = 2 u(k*T) * pr(t-k*t)
u(t) = Yi=w” u(k*T) * Sr(t-k*t)

Limy_o hr(t) = h(t)

Invarianciabdl kovetkezik:

u(t)-re adott valasz: y(t) ~ Yi=w” u(kT)* T *hr(t-kt)

Y u(kT)* T *8r(t-kt) = T—0 = _J* u(t )* h(t-t ) dr

Konvoltcié tétel:
Ha ismert egy linearis invarians rendszer impulzusvalasza, akkor tetszéleges gerjesztésre adott valasz:

y(t) = /" u(t )* h(t-t ) dr

AlL: Bizonyithato, hogy minden rendszer kauzalis akkor és csak is akkor, ha az impulzusvalasza belépd, azaz a t <0
iddintervallumon az impulzusvalasszal értéke 0.

y(t) = /" u(t )* h(t-t ) dt = oJ* u(t )* h(t-t) dr = o[ u(t )* h(t-t) dr

Az els6 egyenldség akkor igaz, ha a gerjesztés belépd gerjesztés.
A masodik egyenldség akkor igaz, ha a rendszer kauzalis, azaz belépd gerjesztésre belépd valaszt ad.
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MP:
Vizsgaljunk egy linearis, invarians rendszert, melynek impulzusvalasza a h(t)= e(t)* A, * e, és adjuk meg a valaszat,
amennyiben a gerjesztés a u(t)= g(t)* U, * e

A vélasz megadasahoz nyilvanvaloan a konvolucio6 tételt kell alkalmaznunk:
y(t) = ..J* u(t )* h(t-t ) dt

Mivel mindkét tényezoben &(t) szerepel, ezért az integralas als6 hatara 0 is lehet, és mivel az impulzusvalasz belépd,
ezért t <t esetén értéke 0, tehat az integralas felsd hatara t is lehet, mivel ez utan mar konstans 0 fiiggvényt
integralnank:

y(t) = o] u(t )* h(t-t) dr

Helyettesitsiik be a megadott impulzusvalaszt és gerjesztést:
y(t) = e(t) * of Uy * e * Ay * e 9 dr

Azokat az GsszetevOket, melyek nem tartalmaznak t-t, kiemelhetjiik az integral elé, ahogy azt mar maskor megszoktuk.
Hasznaljuk fel az exponencialis fliggvény ismert tulajdonsagait

y(t) = 8(t) * Up * Ao * BEH* ' B8 dr = e(t) * Uy * Ag * e * [“9" faw)]' = e(t) * Up * Ag * e*" /(a-u) * (¢“" - 1)

Stabilitas:
Definidljunk stabilitassal kapcsolatos fogalmakat, melyek egy részével mar talalkoztunk:

— Aszimptotikus stabilitas:
—  Def.: Adott rendszer aszimptotikusan stabilis, ha a magarahagyott rendszer allapotvaltozoi 0-hoz tartanak.
— AlL: rendszer akkor és csak is akkor aszimptotikusan stabilis, ha minden sajatérték valés része < 0

—  Gerjesztés-valasz stabilitas:
— Def.: Rendszer gerjesztés-valasz stabilis, ha minden véges gerjesztésre véges valaszt ad.
—  Tétel: rendszer gerjesztésvalaszstabilis akkor és csak akkor, ha a h(t) abszolut integralhato, azaz:
A7 h(t) dt << oo
— AlL: Aszimptotikusan stabilis rendszer gerjesztés-valasz stabilis. Az allitas visszafele nem teljesiil.

— Halézat stabilitas:
— Def.: Halozat stabilis, ha a hal6zatbdl kaphaté minden rendszer aszimptotikusan stabilis.
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Nemlinearis halozatok:

Azokat a halozatokat nevezziik nemlinearisnak, amelyekre nem igaz a szuperpozicio elve, tehat a haldzatszamitasi
madszereink koziil a szuperpozicidé nem hasznalhatd ezen anyagrészben.

Az eltérés az eddigiektdl annyi, hogy a karakterisztikakat nem linearis fiiggvényekkel irhatjuk le ezentul,
igy az analitikus szdmolas sok esetben lehetetlenné valik, kozeliteniink kell a megoldast.

Nemlinearis karakterisztikak:
Nemlinearis karakterisztikak megadasat tobbféle modon is megtehetjiik:
- Képlettel: fiiggvények segitségével megadjuk az adott elemre jellemz6 karakterisztikat.
- Tablazattal: tdblazat segitségével pontonként megadjuk az adott karakterisztika Osszetartozo értékeit.

- Grafikonnal: grafikonon abrazoljuk az adott elemre jellemz6 karakterisztikat.
- Szakaszonkeént linearis kozelitéssel: a karakterisztikat szakaszonként linearis fiiggvényekkel kozelitjiik.

Nemlinearis rezisztiv elemek:

A nemlinedris rezisztiv elemek a valésaghoz kozelebb allnak, mint idealizalt, leinaris tarsaik.
A nemlinedris elemeket rajzokon feliilvonassal jeloljiik.

Nemlinearis ellenallas:

Implicit karakterisztika megadasa: . le
fluy, in) =0
plj a*uN2 + b*uN*iN + C*iN2 = 0 m
Uy
Fesziiltség vezérelt aramkarakterisztika megadasa:
iN = I(uN)

pl: iy = a*un® + b*uy

Aram vezérelt fesziiltségkarakterisztika megadasa:
uN = U(IN)

pl: uy = a*in® + b*iy

Az ilyen elemekre altalaban teljesiil a kovetkez6: 1(0) = U(0) =0
A didda példaul egy nemlinedris rezisztiv elem.
A karakterisztikdjat megadhatjuk mint &ramvezérelt fesziiltségkarakterisztika vagy mint fesziiltségvezérelt

aramkarakterisztika példaul:

iN: IO * (eU/Ut_ 1)
uy = Uy * In(in/Is + 1)
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Nemlinearis csatolt rezisztiv elemek:

Implicit karakterisztika megadasa:
fi(uni, ing, Uno, in2) =0
fz(uNl, iNl, Una, iNz) =0

I

O (M

pl: a*uni + b*un*ing + c¥ing® = 0

d*uN12 + C*U,N]*iNz + f*iN22 =0
Fesziiltség vezérelt aramkarakterisztika megadésa:
int = Il(um, U—Nz)
Ine = Iz(uNl, uNz)

pl: ixi = a*uni® + b*un,
e = C*uN22 + d*un
Aram vezérelt fesziiltségkarakterisztika megadasa:
UunNy = U1(iN1, iNZ)

une = Uz(im, iNZ)

pl: Uni — a*ile + b*iNZ
Un2 = C*iN22 + d¥ing

Nemlinearis dinamikus elemek:

A nemlinearis dinamikus elemek a valosadghoz kozelebb allnak, mint idealizalt, leinaris tarsaik.
Rajzokon a nemlinedris elemeket egy feliilvonassal jeloljiik.

Nemlinearis kapacitas:

A kapacitast nemlinedris esetben a toltése (q) jellemzi.

Al

Karakterisztika: in. =q
U(q) = uxe

Ahol U egy nemlinearis fliggvény.

Nemlinedris kapacitasok esetén az allapotvaltozod a kapacités toltése lesz.

A C kapacitasnak itt is adhatunk értelmet, azonban ebben az esetben nem konstans,

hanem fesziiltségfliggd érték lesz: ine = C(une) * dune/dt

Nemlinearis induktivitas:
Az induktivitast nemlinearis esetben a fluxusa ( V) jellemzi.

Karakterisztika: u. =¥
I(\P) = iNL

Ahol I egy nemlinearis fiiggvény.

Nemlinearis induktivitasok esetén az allapotvaltozo az induktivitas fluxusa lesz.

Yt

Az L induktivitasnak itt is adhatunk értelmet, azonban ebben az esetben nem konstans,

hanem aramfiiggd érték lesz: un = L(ine) * dine/dt
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Eddig nem nytltunk hozza az 6sszekapcsolasi kényszerekhez,

Nemlinearis csatolt dinamikus elemek:

Nemlinearis csatolt kapacitas:

Karakteriszitka:
iql = Q1'
iq2 = q2'

Qi = Qi(ugi, ug)
Q2 = Q2(uq1, ug)

Nemlinearis csatolt induktivitas:

Karakteriszika:
uy = V'

uy, = V'

Y, = El(i\m, i\{'z)

Y, = iz(i‘m, iwz)

Nemlinearis dinamikus elemek altal végzett munka:

eredményekhez juthatunk:

Kapacités:

csak a karakterisztikak bonyolodtak.

3 K
| - |q2
uql 'L'l.qJ
i i
¥ P2
—
¥

w(ts, t2) = ol ug*iy dt = 4J% u*(dg/dt) dt = gu /% uy dq

Induktivitas:

W(tl, tz) = 11,[t2 Uw*i\y dt = llj.lz lw*(d‘{l/dt) dt = \P(LM)J\P(L\PZ) i\y d‘{l
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Nemlinearis egyenletrendszerek:

Miel6tt az egyenletrendszerekrdl beszélnénk, vezessiink be par jelolést:

—  b: 4gak szama

—  byr: linedris, rezisztiv elemek szama

—  byp: linearis dinamikus elemek szama b=b +b +b +b
. R . , , LR LD NR N

—  bar: nem linearis rezisztiv elemek szama

—  bnp: nemlinearis dinamikus elemek szama

D

—  Segédvaltozok: Uy, Iq
— Kanonikus valtozok: Us,is;Un,in;q, W Une, Ine; Ue, I
- Allapotvaltozok: q,¥;u,iL

— Egyenletek teljes rendszere: 2*b darab egyenletet tartalmazo egyenletrendszer.

— Redukalt egyenletrendszer: bir + bip + bap + bar darab egyenletet tartalmazé egyenletrendszer, mely a
linedris elemkarakterisztikakat mar behelyettesitve tartalmazza.

— Kanonikus egyenletrendszer: egyenletrendszer, melyben csak nemlinearis paraméterek szerepelnek
ismeretlenként.

A nemlinaris elemek kezeléséhez segédvaltozok haszndlata sziikséges, ezen segédvaltozok a nemlinedris
induktivitasok fesziiltsége és a nemlinedris kapacitadsok dramai.
A kirchoff egyenletekbe nem kertiilhet bele a q toltés és a ¥ fluxus, kizarélag ezeknek derivaltjai.

Az i,=q' és auy ="' linedris egyenleteknek szamitanak, azonban a rezisztiv nemlinearis karaterisztikak nem!

Kanonikus egyenletrendszer:

A felirasa nem nehéz, analitikus megoldast azonban nem adunk ra , numerikus modszereket fogunk
alkalmazni .

Fontos megjegyezni, hogy adott kanonikus egyenletrendszer tobb forméban 1étezhet!

A valasz formajat a nemlinearis karakterisztikdk hatarozzak meg.

A kanonikus egyenletrendszer valtozoi:
- Allapotvéltozék: Xa 5 Xw
— Nemlinearis dinamikus elemek segédvaltozoi: w

— Nemlinearis rezisztiv elemek valtozoi: uy ; in
—  Gerjesztések: us

Az éllapotvaltozos leiras normalalakja:

[i:_’]: Kox K w+K u+K i +K u b, + by, darab
0= Kya Xa + Knw W + Ky iy + Kyi iy + Kns 1 bar darab

Xy = Fy (W) bap + bar darab
Fx (uy, in)

V=KaXa T Ko W+ Ko un + Ky in + K u Valasz kifejezése
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MP:

= e
Kanonikus valtozok:
Uy, Uy iN’ q, ', Uyer iNL’ iL

i}; R Allapgtvéltozék:
TN q, ¥, 1,
- :' . o _ I:l . *
H .
] Lis

RONENCENE ¢

frjuk fel a kanonikus egyenletrendszert:
A:
Az allapotvaltozok derivaltjai kifejezve a kanonikus valtozokkal (kivéve q, ) :
¥'=u, — Ry — i)
q =in+iL—iw
il ="/L* (un+ Ry —ir))

B:
A nemlinedris ellenallasokra felirt egyenletek:

Uy = U — Uq

C:

Nemlinedris rezisztiv és dinamikus karakterisztikak kifejezve a kanonikus valtozokkal (kivéve q, ¥) :
Y ="Y(iN)

q=Q(uy)

D:

A valasz kifejezése.
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Numerikus modszerek

A nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa a legtobb esetben analitikusan komoly probléma.
Numerikus modszereket kell alkalmaznunk a (kozelitd) megoldas megtalalasahoz.
Az alabbiakban roviden tanulmanyozzunk par ilyen numerikus megolast.

Elorelép6 Euler-moédszer:

A modszer arra épiil, hogy elsd derivaltakkal kozelithetiink egy
fliggvényt.Valasszunk egy 1épéstavolsagot , 15[
és egy kezdépontot .

Vizsgaljuk meg a fliggvényiink derivaltjat a kiindulasi pontban,
majd amig el nem érjiik a kovetkezd pontot, addig a fliggvényt
kozelitsiik a kiszamolt derivalttal. Ha elértiik a kovetkezd
1épést, akkor szamoljuk Ujra a fiiggvény derivaltjat ebben a
pontban, és az 1j meredekséggel rajzoljuk tovabb a -
fiiggvénylink. ' 1 1 1

1or

05r

A példan is lathato, hogy az eljaras rendkiviil egyszerii, de nem tal pontos.

Grafikus megoldas:

A mddszer nagyon személetes és egyszertien alkalmazhat6 abban
az esetben, ha egyetlen egy nemlinearis rezisztiv elemet an b /
tartalmaz a halézatunk. Ekkor a nemlinearis elemet eltavolitva

egy kétpolus adodik, amelyet helyettesithetliink Thevenin vagy 150 /
Norton ekvivalenssel (generatorral). p

1f T

A generator karakterisztikajat (mely egy linearis karakterisztika) T
egy grafikonon abrazolva a nemlinedris karakterisztikaval, 5t e
megkereshetjiik azok metszéspontjat, s a metszéspont jelenti

szamunkra a megolast. 1 2 'i 4
A moédszer természetesen pontos megolast nem adhat, azonban megfeleld6 mértékben kozelitheti azt.
A helyettesit6 generator karakterisztikajat az u = u, — R*1 egyenletli egyenes testesiti meg, melyet
munkaegyenesnek is szokas nevezni.

Szakaszonkénti linearis kozelités:
A fliggvényt kozelithetjiik, ha szakaszokra bontjuk, és minden egyes szakaszony linearis fliggvényekkel

helyettesitjiik. {gy minden szakaszon lineris fiiggvényekkel szamolhatunk, mely nem okoz nagy nehézséget.
Minél kisebb szakaszokra bontjuk a fiiggvényiink, annal pontosabb megoldast kapunk.

"‘_ r r
/ ! \ Jelen példaban 6 szakaszra osztottuk a
i N karakterisztikat.
Lsr 70\
i AR A Minden szakaszra meghatarozhat6 a
i / B \\ szakaszon érvényes linearis kozelités, igy
1.0 \/ 3 ) analitikusan is szdmolhatunk.
a 4
05k ! 2 B 5
o L N
[ Lo : | 6 i
- 1 L . 1 1 1
1 2 3 4 5
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Iteracios modszerek:

Az dsszes problémank visszavezethetd az f(x) = 0 egyenlet megoldasara, igy csak ezen problémara kell megoldast
talalnunk.

A 1)
Beskatulyazas: L ®
G 1
Valasszunk véletlenszer(ien két pontot a fliggvényen. )
Amennyiben azt tapasztaljuk, hogy a két pontban o
meghatarozott fliggvényértékek eldjele eltéro, a két pont L "'.‘
kozt, szakaszfelezések utjan probaljunk eljutni a S ".ﬁ'\
tengelymetszethez. L 4 ). /\ — \/—/\—\‘ o
i oY 04 06 08 10
A véletlenszer( valasztast algoritmizalhatjuk kiilénboz6 5 | |
elvek alapjan. -2 : 3) “'a.____‘. !

A modszer nem stabil! Nem minden kezdeti értékre talal megoldast, és nem biztos, hogy megoldasra vezet!

Newton modszer:

Valasszunk véletlenszerlien egy pontot, majd hatarozzuk meg ezen pontban az érinté egyenletét.
Keressiik meg az érintd x tengely metszetét, és a metszethez hatarozzuk meg a fiiggvényértéket, majd

hatarozzuk meg az ezen fliggvényértékhez tartozo érinté egyenletét is. Az eljarast rekurzivan folytassuk, amig
kelld pontossagu eredményhez nem jutunk.

Az eljaras beskatulyazasnal jelentOsen hatékonyabb, és stabilabb, azonban a megoldas itt sem garantalt.

Az altalanos rekurziv 1épés:

fx)
£'(x)

Xi+] = X —

Newton-Rhapson eljaras:

A Newton modszer altalanositasa tobb dimenzids esetre.
A problémat tobb dimenzidban is az F(x) = 0 problémara vezethetjiik vissza, am itt F: R" — R™ fiiggvény.

Az altalanos rekurziv 1épés:

F(Xi) + F'(X;)*(X,-H - X,‘) =0
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Egyetlen nemlinearis elemet tartalmazo rezisztiv halozatok analizise

Minden egyetlen nemlinearis rezisztiv elemet tartalmazo6 haldzat analizise visszavezetheté egy Norton vagy
Thevenin generatorbol és egy nemlinearis elembdl allé halozat analizisére, ha a nemlinearis elemet eltavolitjuk,
és az eltavolitas utan maradt kétpdluson elvégezziik a Thevenin vagy Norton helyettesitést.

Innentdl csak a lezart generator problémajaval kell foglalkoznunk.

MP:
Adott a nemlinearis karakterisztika:

u=2i2+4i -6 hai>1
u, =0 ha iN<l

us = 50V (

Grafikus megoldas szerkesztéssel:

uN

i

50

40

30

20 P -

____.-"'
10 -
-'-F-- 1 1 1L lN
1 2 3 4 5

Az analitikus megoldas:

A megoldashoz egyetlen hurokegyenletet elég felirnunk, igy két ismeretlenes egyenletrendszerhez jutunk:

1. un— 2iN2 + 41N — 6 ha iN>l
uN = 0 ha iN<1
1I. -us + Ro*iN +un = 0

Helyettesitsiik be a hurokegyenletbe a karakterisztikat és a megadott értékeket:
-50 + 2ix +un =-50 + 2in + [ 2in* +4in—6]=0

A masodfoku egyenletet megoldva:

. -3/ N9+112 § .
R vagy

A -7 nyilvanvaléan nem jo megoldas, mert ekkor az uy 0 lenne, és ellentmondasra jutnank. A rossz megoldas
megjelenését az okozta, hogy a teljes szdmegyenesen parabolaként kezeltiik a nemlinedris karakteriszikat.
Az iy =4A 0Osszhangban van a grafikus megoldassal is.
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Munkaponti linearizalas, masnéven Kisjelii analizis

Tekintsiink egy olyan halozatot, amelynek gerjesztése egy konstans érték kdzelében, relativ pici amplitudoval
valtozik.

MP: u(t)=U +u(t) — u(t) = 100V + 2V*cos(w*t)

Ebben az esetben a konstans értéknek megfeleld munkapontban a halézatot helyettesithetjiik egy linearis halézattal.

Igy a szamitast két részre bonthatjuk, eldszor egy konstans gerjesztésii nemlinearis halézatot kell analizalnunk, majd a

linearis helyettesité halozatot kell vizsgalnunk melynek gerjesztése viszont a periodikus dsszetevo.

A megoldas a két kiszamolt valasz 6sszege lesz, ami csak kozelitd érték, azonban ha a konstans értékhez képest a
periodikus gerjesztés amplitudoja kellden pici, a megoldas megfeleld pontossagh lesz.

A moédszer a szuperpozicid elvét alkalmazza, mely nemlinedaris esetben nem teljesiil, azonban megfeleld koriilmények
mellett mégis hasznalhato.
Munkaponti stabilitas:

Egy rendszernek tobb munkapontja 1étezhez, hogy mely munkapont alakul ki az fiigg a gerjesztéstdl, és az adott
munkapont stabilitasatol.

A munkapont akkor és csak akkor stabilis, ha a munkapontban linearizalt rendszer aszimptotikusan stabilis.
A nem stabilis munkapontok ki sem alakulhatnak.
A stabilis munkapont 1étrejohet, de 1étrejotte nem garantalt.
Munkaponti linearizalas lépései:
1. Munkapont meghatarozasa:

A gerjesztés a konstans gerjesztés, igy a linearis és nemlinearis kondenzatorokat szakadas a
tekercseket rovidzar helyettesiti. Az analizist egy nemlinedris rezisztiv halozaton kell elvégezniink.

2. Linearizalas a ,,dinamikus” paraméterekkel:
Ellenallas dinamikus ellenallasa: Ry = du/di | munkapontoan vizseitva
Kondenzatr dinamikus kapacitasa: Ca = dq/du | munkapontban vizsgilva
Tekercs dinamikus induktivitasa: Ly = dW/di | munkapontban vizsgilva
3. Linearizalt haldzat analizise:
Linarizalt dinamikus halozat analizise a gerjesztés valtozo dsszetevojével.
4. A valasz meghatarozasa:
A linearizalt halozaton alkalmazzuk a szuperpozicio elvét:  y(t) =Y + y(t)

A valasz a munkapontban pontos, és a munkapont kdrnyezetében megfelelé pontossagu.

70



MP:
Az 6sszes egyetlen egy nemlinearis elemet tartalmazd eset visszavezethetd egy lezart helyettesitégeneratorra, igy a
megolast is csak ilyen példan vizsgaljuk. Hasznaljuk példaul a csomoponti potencidlok modszerét.

RO ] Gerjesztés: u(t) = 10V + 0.2 * cos(w*t)
Nemlinearis karakterisztika:

u, = 10%i 2+ hai >0
u, =0 hai <0

u(t) (

Munkapont meghatarozasa:

A valasz a bejelolt u fesziiltség.

Ebben az esetben a gerjesztés a konstans érték: u(t) = 10V

10 RO U, A csomoponti egyenlet:

u, - 10
20 =iy — u, =-20%i + 10

A nemlinearis karakterisztika:

u = 10% 2+

Mivel a nemlinearis karakterisztika masodfokt polinom, igy analitikusan megoldhato a feladat.
Az egyenletrendszer megoldasai:
in=-2.5A — uy = 60V Ez azonban nem felel meg a karakterisztikanak!

in=0.4A — uy =2V Ez a megoldas helyes.

Hatarozzuk meg a dinamikus helyettesitést a munkapontban: Rq=un/in=2V/ 0.4A=5Q

A vélasz a munkapontban az uy fesziiltség: Y =2V

Munkaponti linearis helyettesités:

0.2V * cos(o*t)

cQ

Ezen halozat analizise rutin feladat.
A valaszt hatarozzuk meg egyszerl fesziiltségosztas segitségével :

y(t)=0.2V * 2‘% * cos(o*t) = 0.04V * cos(w*t)
A teljes valasz:

y(©) =Y +3(t) =2V + 0.04V * cos(o*t)
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MP:
Hatarozzuk meg a stabil és instabil munkapontokat:

RO L

' ' | : J;l C = InF
+ L=1mH
u(t) () - ‘ 14
O u(t) = 20V + 0.1V*cos(w*t)
.

Ismert a a nemlinearis ellenallas karakterisztikaja:

1 . ,
U= — ha 1N>0 cS U.N>0

Iy

Hatarozzuk meg a koherens egységrendszert is:

[V, mA] — [kQ, nF, mH]

A munkapont meghatarozasa:

A dinamikus elemek helyettesithetdek konstans gerjesztés esetén. Jelen példaban helyettesités utdn egybol
Thevenin generatort kapunk, mely a nemlinearis ellenallassal van lezarva.

RO
PRl T L
) |

u(t) (

RN

Egyetlen csomoponti egyenletre van sziikségiink:

-20
L + iN =0
1
Ismert a nemlinearis rezisztiv karakterisztika:
1
uN = —

Iy

A kapott egyenlet tehat:
20-1*in=1/1y
Atszorzas utan masodfoku egyenletet kapunk, igy ismét meg tudjuk oldani analitikusan:
in=0.05mA ¢és ix=19.95mA

Az ¢l6z6 példaban a megoldasok koziil az egyik nem volt valds, most azonban mind a két megoldas megfeleld.
Hogy melyik alakul ki, az a munkapontok stabilitasatol és a gerjesztéstol fligg.
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A linearizalt halézat a munkapontban:

Ahelyett, hogy elvégeznénk a dinamikus értékek kiszamolasat mindkét kiilonb6z6é megoldéashoz,
paraméteresen szamolunk tovabb, de természetesen tokéletes megoldas az is, ha a két kiillonbozo értékkel két
kiilon halozatot analizalunk.

Az eredeti halozat nemlinedris ellenallasat helyettesitsiik egy linearis vezetéssel (Gk) és analizaljuk az igy
kialakul¢ linearis, masodrendii dinamikus halézatot, melynek gerjesztése mar csak a szinuszos komponens!

RO L

u(t) (

0.1V * cos(o*t) Py

Az allapotvaltozos leirasbol megkaphat6 az A matrix, az egyenletek felirasatol és rendezésétdl tekintsiink el:

-G, 1
A | C C
-1 R
L L

Ebbdl felirhatjuk a karakterisztikus egyenletet:
N G *R+1 _

L*C 0

G, R
Rt (ot

A Hurvitz kritérium alapjan 6sszesen két feltételt kaphatunk a stabilitasra, amely esetiinkben csak 1:
GK > -lmS
A linearizalt haldzatban Gy értékét konnyedén meghatarozhatjuk:

-1 .,

GK: le / duN | munkapontban vizsgalva = u 2 | munkapontban vizsgalva =-1IN
N

Helyettesitsiik be a fentebb kiszamolt értékeket a végeredménybe, és nézziik melyik felel meg a kritériumnak:
in=0.05mA Gk =-0.0025mS > -1mS Ezen munkapont tehat stabil.

in=19.95mA  Gg=-398.0025mS <-1mS Ezen munkapont nem stabil.
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MP:

R1 i, RN
0.1kQ o
—
+ = _
= o~
u(t) C) I— g -l
*

Nemlinedris kapacitas karakterisztikaja:

q=Q(u) = 0.3 *u, + 0.004* u.?
Nemlinearis ellenallas karakterisztikaja:

uy = U(in) = 0.5%iy*? ha iy > 0 egyébként 0.
Gerjesztés:

u(t)=20Vhat<0
u(t)=22Vhat>0

Hogy jon ez ide?
Konnyedén észrevehetjiik, hogy a gerjesztés felirhat6 a kovetkez6 formaban is:
u(t)= 20V + 2V*g(t)
Igy mar alkalmazhatjuk a munkaponti linearizalast.

A munkapont meghatarozasa:

A gerejesztés a konstans 20V, végezziik el a helyettesitéseket:

N g
T

"=
=
%
N
\_/+

Y
S
<

®

»-—

Helyettesités utan a Thevenin-helyettesitést nem kell elvégezniink, egybdl generatort kapunk.
Ekkor egy csomoponti egyenletet €s a nemlinearis ellenallas karakterisztikdjat felhasznalva meghatarozhatjuk
az iy értekeét:

in=0.2A ha ix<0 Ez nyilvanvaléan nem valds megoldas.
in = 0.5%i*? + 0.1*iy -20 ha ix>0 Ez j6 megoldas.

Utobbi egyenlettel tovabb kell szamolnunk, a numerikus eljaras eredménye:
in=11.25 mA
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A munkaponti helyettesitések meghatarozasa:

Az el6z6 pontban kiszdmoltuk iy értékét, szamoljuk ki mellé ux-t is a karakterisztika segitségével, mivel
a kapacitas fesziiltsége megegyezik az uy fesziiltséggel!

in=11.25mA — uy = 18.87V A karakterisztikabol leovlasva.

Ekkor a dinamikus értékek:

Rd = duN/diN | munkapontban vizsgilva — 250 kQ

Ca= dq/duc | munkapontban vizsgiva — 4.50 H,F

Igy megkaptuk a lineais helyettesité halozat paramétereit.

3. A linearizalt halozat analizise:

Megkaptuk tehat a linearizalt halozatot, mely ismét egy masodrendii, dinamikus halozat.
Egyetlen fontos dologra kell csupan figyelniink az analizis soran, hogy a gerjesztés a 2V*g(t) !

Ha valaszt is kijeldltiink volna, akkor el6szor a konstans gerjesztésre kéne meghataroznunk azt, majd a
helyettesitett linearizalt hal6zatnak a kétszeres ugrasvalaszat kéne meghataroznunk a gerjesztés mivoltabol
kovetkezben.

Ezek mindegyik rutin feladat, itt tovabb nem targyaljuk.

4. A valasz meghatirozasa:

A vélasz a két meghatarozott valasz 6sszege lesz.

A gerjesztésbodl kovetkezden iy munkapont alakul ki a rendszerben!
A linearizalt hal6zat valaszat gyakran tranziens megoldasnak nevezziik.
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Szinuszos allandosult allapot

Az olyan linearis rendszereket, amelyek gerjesztésének idéfliggvénye szinusos fliggvénnyel irhato le, szinuszos
rendszereknek nevezzik.

Amplitadé: U
u(t) =U * cos(o*t + ) Frekvencia, mas néven korfrekvencia: ©
Kezdéfazis: ¢

A vélasz meghatarozasanal fontos, hogy linearis, invarians rendszereket vizsgaljunk.

A vélaszt allandosult allapotban szeretnénk meghatarozni, amelyhez elébb definialnunk kell az allandosult allapotot
szinuszos gerjesztések esetére.

Konstans gerjesztéseknél mar volt sz6 allanddsult allapotrdl, azonban most picit mas jelentést kell adnunk ennek.
Nem magatol értet6dd, de fogadjuk el, hogy szinuszos gerjesztés esetén a halézatban minden aram és fesziiltség is
szinuszosan fog valtozni. Innentdl kezdve van értelme allandosult allapotot definialni.

Periodikus gerjesztés esetén allandésult allapotaban van a rendszer, ha minden fesziiltségre és aramra igaz
az, hogy a periodikus gerjesztés periodusidejével eltolva, értéke nem valtozik, tehat:

u(t) =u(t-T)
i(t) =1(t-T)

Allandésult allapot akkor kovetkezhet be, ha a vélasz szabad Gsszetevéje lecsengett.
Ebbol kovetkezik, hogy szinuszos allandosult allapot csak gerjesztés-valasz stabilis rendszernél fordulhat elé.

Képzeljiink el egy olyan szituaciot, ahol végtelen idovel az adott idopont eldtt bekapcsoltunk egy gerjesztés-valasz
stabilis rendszert , és véges
iddben analizaljuk azt. Ekkor az inhomogén egyenletrendszer egy megoldasat keressiik a végtelen sok megoldas koziil.

Az allandosult allapot meghatarozasara szolgald feltételeknek megfeleld ekvivalens kezdeti érték problémat
készithetiink. A kezdeti érték problémat pedig egyértelmiien megoldhatjuk.

Kanyarodjunk vissza az allapotvaltozos leiras normalalakjahoz:

x'=Ax + Bu
y=C"x +Du

A kezdeti érték probléma a kdvetkezd volt:
Adott x(-0) és u(t) a t > 0 intervallumon.
Periodikus gerjesztésre a kdvetkezok adottak:

u(t) a -oo <t intervallumon.
u(t)=u(t-T)

Ko&nnyen belathato, hogy a két probléma ekvivalens.
Utobbi feltétele, hogy y(t) = y(t-T), ami csak akkor teljesiilhet, ha x(t) = x(t-T)
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A megoldas meghatarozasa matrixfiiggvényekkel:
Amennyiben a gerjesztés véges, az allapotvaltozo folytonos lesz, ezért a -0 és +0 innentdl nem lesz megkiilonboztetve.
X(T) = e * x(0) + ([T "™ * B * u(1) dt
Allandésult allapotban:
x(T) =x(0)
x(0) = e * x(0) + ({T e™ * By(t) dt
x(0) (E—eMT) = OIT er™ * By(1) dt

T
x(0) =(E—-eT)! g e*™ * By(t) dr

Megoldas meghatarozasa prébafiiggvényekkel:

Az éllapotvaltozos leiras masodik 1épését eddig csak konstans fiiggvényekre hasznaltuk, azonban a probafiiggvények
szinuszos esetben is megoldasra vezethetnek.

A kovetkezoket kell tenniink:
1. Megvizsgaljuk a rendszer stabilitasat.

2. Prébafliggvényeket hasznalunk, akar csak konstans gerjesztés estén.

MP:
1 allapotvaltozos rendszer esetén a megoldas a kovetkez6 format 6lti:

x'=a*x + b*u

y=c*x +d*u

u(t) =U * cos(o*t + )
Tudjuk, hogy egyensulyi allapotban a haldézat minden értéke szinuszos, igy az allapotvaltozo is:

X = X, *cos(@*t) + xp*sin(m*t)
Ekkor a derivalt:

x'=-0 * X, *sin(0*t) + © * x,*cos(w*t)
Felirva az egyenletet:

-0 * x,*cos(0*t) + o * xp*sin(w*t) =

= a*x,*cos(m*t) + a*x,*sin(w*t) + b*cos(@)*U*cos(w*t) — b*sin(p)*U*sin(m*t)
Latszolag két ismeretlent tartalmaz az egyenlet (Xa, Xp), azonban valojaban ez két egyenletet jelent.
Megoldast akkor kaphatunk, ha a szinusz és coszinusz fiiggvények egyiitthatoi kiilon-kiilon megegyeznek.

A trigonometrikus azonossagok ismeretében X, és x, konnyedén meghatarozhatoak.

A megoldas mikodik, de nem ezt fogjuk hasznalni!
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Komplex szamitasi mod
A kezdeti érték problémaval nem fogunk tobbet szamolni, mivel tilsagosan bonyolult, sokkal egyszeriibben eredményre
fogunk jutni a komplex szdmolasi modot hasznalva, azonban ne felejtsiik el meghatarozni, hogy a halézatunk stabilis-e!
Elevenitsiik fel, hogy hogyan is tudtunk leirni komplex szamokat:

U=a+jb=U*¢"?

Néhany fontos azonossag:

ei"a + gi*a
cos(a)=———F——
()=
. el — ed"
sinfay= —————
(@)=

i = cos(a) + j*sin(a)

)= Uye'™

Im &
Fazorok:
A fazorabra a komplex szdmok abrazolasara szolgal. N \ T(0) = I, 9)
A komplex szamokat ezentll a kovetkez8 modonon jeldljik: U & .
Az U -et egy vektorként fogjuk értelmezni a komplex szamsikon. »
Re

Egy vektort a hosszaval és egy szoggel tudunk jellemezni, ez a komplex szamoknal is miikddni fog.

Legegyszertibben ugy képzelhetjiik el a fazorokat, hogy a tengelyeket allonak tekintjiik és elképzeljiik a vektorokat,
amik a korfrekvenciajuknak megfeleléen korbe forognak.

Mivel a halézatunk invarians, ezért tetsz6leges iranyba felhetejiik az elsé vektorunkat, csak a vektorok kozti fazisszogek
Iényegesek szamunkra!

Kapacitiv jellegii a fazorabra, ha az aram megeldzi a fesziiltséget. Im Ellendllas:
Induktiv jellegii a fazorabra, ha a fesziiltség megel6zi az aramot. u

A kondenzator fesziiltsége €s arama kozt 90 fokos faziseltolas talalhato, i
a fesziiltség késik az aramhoz képest.

Az induktivitas fesziiltsége és arama kozt szintén 90 fokos faziseltolas talalhato,
az dram sier a fesziiltséghez képest. Im Induktivitas:

u

A fazorabra el6nye, hogy akar meg is szerkeszthetjiik segitségével a megoldasokat. '
1
Im .
Kapacitas:

u
Energetikai megfontolasokat végezve arra a megallapitasra juthatunk,
hogy a fesziiltség és aram fazisszoge akkor haladhatja meg a 180 fokot, R<

ha az aram és a fesziiltség egy termel6hoz tartozik.
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Komplex csucsértékek mint idofiiggvények

Bizonyithatd, hogy a szinuszos idéfliggvényeinknek egyértelmiien megfeleltethetdek komplex csticsértékek!

u,(t) = U, * cos(w*t + ¢,) <=> I:Ja =U, *e™
ub(t) = Ub * COS(O)*t + (Pb) <= Ub = Ub * e’*“"’

u(t) = Re( T, * ™)
up(t) = Re( Uy, * &™)

Ezzel a megfeleltetéssel az id6fiiggd egyenleteinket komplex egyenletekre cserélhetjiik!

Komplex cstcsértékek derivalasa:

Uy(t) = uy(t) =- o * U, * sin(*t + ¢.) = U, * © * cos(o*t + ¢, + 1/2)

g

U= * U, * &' * ¢ = jre* U,

Bizonyithatd, hogy minden komplex csucsértékre teljesiil: U= j*m*ﬁ

Bizonyithato, hogy id6fiiggvények lineéaris kombindcidjanak egyértelmiien megfeleltethetd az dket reprezentald
komplex csticsértékek linearis kombinacioja.

Jegyezziik meg a kovetkezot, mert gyakran hasznalt 6sszefiiggés lesz: -j ="/
MP:
Tekintstlik az alabbi egyenletet:

x' = a*x + b* U*cos(o*t + )

Feleltessiik meg U*cos(w*t + ¢)-nek U-t. N
Tudjuk, hogy x sinusos, feleltessiink meg neki X-et.

Ekkor az egyenlet a kovetkez6 képpen modosul:
J*o*X =a*X + b*U

fgy a megoldast konnyedén meghatarozhatjuk:

b
-a+tj*o

X = * =X * el
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Impedancia

A mar megismert elemek karakterisztikait szinuszos gerjesztés esetén allandosult allapotban komplex szamokkal
kifejezhetjiik, amelynek segitségével a szamitast visszavezethetjiik rezisztiv halozatok analizalasara, és komplex

egyenletek megoldasara:

Viszgaljuk meg a mar ismert elemek karakterisztikait:

- Ellenallas:
u(t) = U*cos(o*t +o) <=>~G
i(t) = [*cos(w*t+p) <=1

R=uwi=0/T=2 |

- Induktivitas:

i(t) = U*cos(o*t+p)
u(t) = L*di/dt = L*o*j*cos(o*t+o+m/2)

wi=U/T=j*o*L=2
- Kapacitas:

u(t) = U*cos(o*t+o)
i(t) = C*du./dt = C*0*j*cos(w*t+p+m/2)

- I |
uw/i=U/I = Fo*C

=Z

- Csatolt induktivitas:

Karakterisztika
u =Ly * i+ Lip * i
u, = Loy ¥ i)' + L * iy

Szinuszos gerjesztés esetén:
U] :j*(,O*Ll*Il +j*(,l)*M*Iz
U, =j*o*L*L, + j*o*M*,

- Csatolt kapacitas

Karakterisztika
ia=Cp *uy'+Cp2 *u
io=Cyu *u' + Cpp * ue'

<=T
<= U="L*o* *1

<=>U ~
<=T=C*o*j* U

A karakterisztika nem valtozik kiilondsebben:

E zj*m*cl*gl ""j*CO*Cu*gz
12 :j*O)*Cz*Uz +j*(0*C]2*U1

- Egyéb csatolt kétpolusok:

Az impedancia jeldlése:

Z

iy
<
[ ]

od

o

« 33

Lp=Ly
C,=Cy
= u,

Az idedlis transzformatoron kiviil minden rezisztiv csatolt kétplous karakterisztikaja valtozatlan, az i
aramot [ az u fesziiltséget U helyettesiti a karakterisztikakban.
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Az impedanciat az alabbi modon irhatjuk fel:
Z=R+j*X
R-t rezisztancianak, mig X-et reaktancianak nevezziik.

A rezisztiv elemek impedancidja tisztan valos, mig a dinamikus elemek impedancidja tisztan képzetes.
Az elemek 6sszekapcsolasaval érhetjiik el a kiilonb6z6 komplex értékeket.

MP:
Hatarozzuk meg az induktivitas és kapacitas rezisztancidjat és reaktanciajat.

Induktivitas:
Z=R+j*X=0+ j*o*L

Konnyedén megallapithatjuk, hogy R=0 és X. = o*L

Kapacitas:

Z:R+j*X:O+l/j*w*C

Koénnyedén megallapithatjuk, hogy R =0 és Xc ="/«

Amennyiben az elemeinket a haldzatban impedancidjukkal helyettesitjiik, egy fiktiv rezisztiv halézathoz jutunk, ahol
minden fesziiltség és aram komplex érték.

Belathatd, hogy ezen haldzatokon az 6sszes mar megtanult hal6zatszamitasi modszer alkalmazhato, igy komplex
egyenletek megoldasaval a valasz meghatarozhato.

A helyettesitett hal6zatban minden hal6zati elemet impedanciaja helyettesit, az id6fiiggvényeket pedig a komplex
csucsértékek reprezentaljak.

Fizikai jelentést a képzetes résznek nem tulajdonitunk, csupan a szamolast egyszerisitjiik a komplex értékekkel.
Ebben az esetben, mivel az idofiiggvények dsszegének megfeleltethetéek a komplex cstcsértékek osszegei, a Kirchoff
egyenletek formaja nem valtozik meg, az agtérvények a rezisztiv haldézatoknal megismert format oltik.

Fontos megjegyezniink, hogy a korfrekvenciat adottnak és konstansnak tételeztiik fel.
Amennyiben a rendszernek tobb, akar kiilonboz6 korfrekvencidju gerjesztése van, a szuperpozicio elvét hasznalva
hatarozhatjuk meg a megoldast, azonban elsddleges feladatunk mindig a stabilitas meghatarozasa!

Helyettesitogenerator adott korfrekvenciara szinuszos gerjesztés esetén is meghatarozhato.

Numerikus szamolasnal figyeljlink a komplex szamok visszavaltasara.
A tg(o) a foértéket adja vissza. Végig kell gondolnunk azonban, hogy a szam melyik siknegyedben van, és ennek
megfelelden korrigalnunk kell a fazisszoget!

Idéinvarians rendszerek esetén egy fazisszoget szabadon megvalaszthatunk, ennek megfeleléen valdjaban csak
faziskiilonbségeket mondhatunk meg, abszolut fazist nem.

Az esetek jelentds hanyadéaban a forras fazisat fogjuk 0-nak vélasztani. Ettdl tobb forras esetén, illetve akkor, ha
valmailyen megfontolasbdl egy masik fazist szeretnénk 0-nak valasztani, természetesen eltérehetiink.
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MP:
Hatarozzuk meg az alabbi kétpolus impedanciajat, ha koherens egységrendszerben adottak az alabbi értékek:

L=05 C
c=12

R=0.1 .

o=0.5 R

Helyettesitsiink az impedanciakkal, és ahogy mar emlitettilk minden megismert modszer miikodik, a soros és
parhuzamos kapcsolasokkal torténd szamolas is:

joC Az egyenlet:

— T R e
o + 1/, _ 4+ ot
J(DL Zeredo _](DL ( R X /JU)C) JO‘)L R + 1/_

joC

Mar csak a komplex szamokkal kell megbirkdznunk, de elébb helyettesitsiink be, mert tigy konnyebb tovabbszamolni:
Zereas =j*0.25+(0.1/j%6 ) / (0.1 + i)

Ilyenkor gyakori triikkk a nevez6 konjugaltjaval szorozni, ahogy azt mar Matematika A1 targybol megtanulhattuk.
A szamolast analitikusan is tovabb folytathatjuk, azonban sok szamologép képes komplex szamokkal szdmolni.
A példa kedvéért most meghatarozzuk analitikusan a végeredményt, a tovabbiakban azonban a szamologép altal
meghatarozott értékekre fogunk hagyatozni.

0.1/. . 0.1 0 1 _ 1 0.01/6 + 0.1 . 0.01 P
sk S i T Y 6 g AT S _ 6% 736 Sk *j
025+ ity = 025+ Ly Ly Moo T 2SS 00735 025 gty
=0.0735+; * 0.206
Az impedancia induktiv jellegti ,igy

helyettesithet6 egy ellenallassal és egy induktivitassal:

R L
Y
A helyettesité paramétereket konnyedén meghatarozhatjuk:
Az ellenallas értéke megegyezik az impedancia valds részével
R = 0.0735

Az induktivitas értéke aranyos adott korfrekvencian az induktivitas képzetes részével: j*o*L =j * 0.206
Ebbdl az adott korfrekvencidhoz tartozo helyettesitd paraméter:

L=0.412

Természetesen parhuzamos helyettesités is 1étezik, azonban a replusz miivelettel szamolni joval nehezebb, igy ezt a
helyettesitést nem végezziik el, de ugyan ilyen logika alapjan realizalhato.
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MP:

iL Koherens egységrendszerben adottak az
4 adatok, valamint tudjuk:
L=2
U=t % U=u, =100
omplex
o =50

Valasszuk a forras fazosszogét 0-nak, €s rajzoljuk meg a fazorabrajat az dsszes aramnak és fesziiltségnek.
Helyettesitsiik az elemeket impedanciajukkal, és alkalmazzuk az ismert halozatszamitasi modszereket.

A helyettesitést most nem rajzoljuk le. Egybdl az egyenleteket irjuk fel:

B U B 100 B
~ R+Rx(joL) _ 100+ 100 x (j*50*2)

f ..=0.6-02j

U,=U-1, *R=100— (0.6 — 0.2§)*100 = 40 + 20j

L=U,/R= 401+0200 —0.4+02]

IL:II *Iz :02*04_]

Jol 1athatd, hogy miikodik az dramosztas, a fesziiltségosztas, a fesziiltségek és aramok Osszeadhatoak és kivonhatoak.
Az egyetlen nehézséget a komplex szamokkal valé szamolas jelenti a feladatokban.

Rajzoljuk meg az aramok fazor abrajat:

Im

0.2

0.1

-0

-0.2

—0.3

—0.4

A megoldast a vektorok ismeretében akar meg is szerkezthetjiik.

A megoldas megkeresése el6tt nem vizsgaltuk, hogy a renszeriink gerjesztés-valasz stabilis-e, ez azonban
nyilvanvaloan teljesiil egy passziv és nonenergikus elemkbdl felépiil6 rendszer esetén.
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Specialis kapcsolasok

Soros rezgékor:

o[

& 1 R

;HL_KWV\___':,k

Nézziik milyen egyenleteket irhatunk fel:
U=U.+ UL+ Uz U, £ I=1=1,U,
///
Ur =1*R 7
U]_ =1 * _]O)L U
Uc.=1/joC
U

Konnyedén megrajzolhatjuk a fazor abrat is a rezgékorhoz.
Megfeleld paraméterek mellett példaul a fentebbi kapacitiv jellegli fazorabrat kaphatjuk.
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Rezonancia:
Vizsgaljuk azt a haldzatot, ahol az induktivitas és a kapacitas reaktancidja megegyezik, azaz:
1/ o*C — o*L
Ebben az esetben a rezgdkor akkor is képes rezegni, ha magara hagyjuk.
Konnyedén meghatarozhatjuk az ehhez sziikséges rezonanciafrekvenciat is az el6z6 egyenletbdl atszorzassal:
1
VL*C

A rezonanciafrekvencian a kondenzator és az induktivitas fesziiltsége ellentétes iranyu és egyenld nagysagu,
igy ereddjiik zérus. Ekkor tehat a rezgdkor fesziiltsége kizarloag az R ellenallastol és az I aramtol fiigg. Idealis
esetben a veszteség 0, igy az ellendllassal nem kell szamolnunk. A gyakorlatban azonban minden rezg6kor
veszteséges.

Amennyiben meghatarozzuk az idealis soros rezg6kor ered6 impedancidjat, a kovetkezo képlet adodik:

Z=j*o*L+

J*o*C

Amennyiben megkeressiik az impedancia minimumat, azt tapasztaljuk, hogy a soros rezgokor
impedanciaminimuma a rezonanciafrekvencian adodik.

A 0 és végtelenhez tarto korfrekvenciak esetén vagy az induktivitas vagy a kapacitas szakadasként viselkedik,
igy ebben az esetben a rezgdkor impedanciaja végteleniil nagyra nd.

A soros rezgdkor a rezonanciafrekvencia alatt induktiv jellegli, mig rezonanciafrekvencia felett kapacitiv
jellegli impedanciat mutat.

Josagi tényezo:
A josagi tényez0 megadja a képzetes és a valos teljesitmények aranyat.
Ertékét rezonanciafrekvencian szokéas megadni, és Q-val jelolik.

o*L 1
R ~ R*o*C




Parhuzamos rezgokor:
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C
_i }_
L
—VV,
G
2 Ol ——
| BN
10
IC
I
Nézziik milyen egyenleteket irhatunk fel: B I
Q G
1= IC + IL + IG U
Is =U*G \/]L
IL=U/joL
I.=U * _]OJC

Konnyedén megrajzolhatjuk a fazor abrat is a rezgdkorhoz.
Megfeleld paraméterek mellett példaul a fentebbi kapacitiv jellegli fazorabrat kaphatjuk.

Rezonancia:

Vizsgaljuk azt a haldzatot, ahol az induktivitas és a kapacitas reaktanciaja megegyezik, azaz:
l/w*c = *L

Ebben az esetben a rezgdkor akkor is képes rezegni, ha magara hagyjuk.
Konnyedén meghatarozhatjuk az ehhez sziikséges rezonanciafrekvenciat is az el6z6 egyenletbdl atszorzassal:

1
VL*C
A rezonanciafrekvencian a kondenzator és az induktivitas fesziiltsége ellentétes iranyu és egyenld nagysagu,
igy ereddjiik zérus. Ekkor tehat a rezg6kor fesziiltsége kizarldag az R ellendllastol és az I aramtol fiigg. Idealis

esetben a veszteség 0, igy az ellendllassal nem kell szamolnunk. A gyakorlatban azonban minden rezgékor
veszteséges.

Amennyiben meghatarozzuk az idealis parhuzamos rezgdkor (G = 0) eredé impedanciajat, a kovetkezé adodik:

Lw

=
1-w?LC

Ha behelyettesitjiik a kiszamolt képletbe a rezonanciafrekvencia értékét, azt kapjuk, hogy az impedancia
végtelen, ebben az esetben tehat a rezgbkor szakadassal modellezhetd.

Josagi tényez6:
A josagi tényez0 megadja a képzetes és a valos teljesitmények aranyat.
Ertékét rezonanciafrekvencian szokas megadni, és Q-val jelolik.

_o*C _ 1
Q= G G*@*L




Hidkapcsolasok:

Wheatstone-hid:

zZ Z
L= L= |
Z Z
Lo | L 24l
U

A hidat akkor nevezziik kiegyenlitettnek, ha a kézépre kapcsolt galvanométer, ami egy nagyon érzékeny
arammérd berendezés, 0 aramot mutat. Ez akkor kdvetkezik be, amikor a Z; és Z, impedanciak a fesziiltséget
pont ugyan olyan aranyban osztjak, mint a Z; és Z4 impedanciak, képlettel: Z, / Z, =75/ Z4

Természeten mivel impedanciakrol van sz0, az aram és a fesziiltség mindenhol szinuszos, igy 6ket a komplex
csucsértékekkel reprezentaljuk.

A hid alkalmas ismeretlen impedancia meghatarozasara amennyiben a masik harom impedancia nagy
pontossaggal ismert, és koziilok az egyik allithaté nagysagu.

Schering-hid:

[R ]

A Schering-hid nagy pontossagu, valds kapacitas meghatarozasara szolgal (olyan frekvencian, ahol a kapacitas
helyettesité modellje még megfelelé pontossagu).

Amennyiben a Galvanométer 0 d&ramot mutat, a két kozéps6 csomopont potencialja megegyezik.

Ekkor felirhatjuk a hid kiegyenlitettségének egyenlétét:

Zx/ZZZZ3/Zl

Amelyet atrendezve megjapjuk az ismeretlen Zx impedanciat.
1 / k

ZX = Z3 * Zz/ Z] = R}*C]/Cz + CJ:*RI

3

Owen-hid:

Egy haramdik tipust méréhid az Owen-hid is, melynél szintén a hid kiegyenlitettségébdl vezethetdek le a
kétpdlus paraméterei.

Fontos megjegyezni, hogy az dsszes ilyen mérohid csak megfeleld frekvenciasavban miikddik, ahol a helyettesités
kell6 pontossaggal megegyezik a gyakorlattal!
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%Il)):bszér emlitve volt, hogy szuperpozicioval szamolhatunk.

Tételezziik fel, hogy az alabbi fesziiltséget szamoltuk, és rajzoljuk meg a fazorabrajat:
U(t) =20 * sin(@*t) — 10 * cos(w*t)

Els6 dolgunk, hogy a sinus fliggvényt cosinus fliggvényre cseréljiik:
20 * sin(w*t) = 20 * cos(w*t — /2)

Ekkor mar meghatarozhatjuk a komplex csticsértékeket:

U(t) = 20 * cos(o*t — /2) — 10 * cos(w*t) =20 * "™ + -10 * "

A komplex cstcsértékeket mar csak fel kell rajzolnunk és meg kell szerkeszteniink a megoldast:

U=V 10 +20

Re
¢ =m + arctg(20/10)

MP:
Hatarozzuk meg a kijel6lt U valaszt. Az értékek koherens egységrendszerben adottak.

Us l(j 8 Ul |ﬁ

A gerjesztés 25V-os, szinuszos fesziiltség, a korfrekvenciaval paraméteresen szamoljunk.

A feladatot oldjuk meg a csomodponti potencialok mdodszerével, azonban hogy egyszeriibb dolgunk legyen, elébb a
sorbakapcsolt tekercset és ellenallast helyettesitsiik egyetlen impedanciaval.
Minden mast is helyettesitsiink impedancidjaval.

8] 50+j*0.1*®

s

Egyetlen csomodponti egyenletet kell felirnunk az U
& fesziiltségre:
Us
~U-25 _
50+ %0, 1% o —+U/25=0

Az egyenletet mar csak meg kell oldanunk:

U-25
50 +j*0.1%e

100

¢

+U/25=0

625 * 75 — 62.5%*®
752 +0.01%e?)

U=
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MP:
Bonyolitsuk a feladatot vezérelt forrassal. Hatarozzuk meg a bejelolt U fesziiltséget.
A gerjesztés adott korfrekvenciaja szinuszos gerjesztés, melynek csucsértéke 50V.

i oy o

Mivel vezérelt forras van a rendszerben, ezért szuperpozicidt nem alkalmazhatunk.
Ennek megfeleléen hasznaljuk ismét a csomdponti potencialok modszerét.
Az egyyszeriisités érdekében a tekercset és a vele parhuzamosan kapcsolt ellenallast ismét egy impedanciaként

kezelhetjiik.
U, 100 i . S U

| g uc

* &

Itt mar nem elég egyetlen potencialt felvenniink, az egyenletrendszer:

UV, L gne s YU
100 <o 50 +j*L*o
U-U

© 1+ U/25+g*U, =0

50 +j*L*o

A komplex egyenletrendszer két ismeretlent tartalmaz, U-t és U, -t, tehat megoldhato.
A megoldastol tekintsiink el, a nevezben 1évo komplex szdm konjugéltjaval valo bovités utan mar egyszerti.

MP:
Hatarozzuk meg az alabbi giratoros kapcsolas bemend impedanciajat adott korfrekvencian.
I, 1
_D q_

AP @ (|l= 7

A kapacitast az impedanciaja helyettesiti, a girator karakterisztikajat kihasznalva meghatarozhatjuk a Z = U/I, értékét.

Meghatarozhatjuk az U, fesziiltséget, és igy a kondenzatoron atfoly6 aramot: U,=1*U —  -L=r*U**0*C
Meghatarozhatjuk U ismeretében az I, dramot: - I, = - (-U/r)

Tehat: Ur = r*U*j*0*C => Z =U/ =ir2 *C i*oo * > * C mar induktiv !

A girator tehat kapacitiv jellegti impedanciat induktiv jellegiivé alakit, és forditva.
Nyomtatott aramkorok esetén ez hasznos, kapacitast ugyanis konnyti késziteni, de induktivitast nem.

88



Teljesitmény allandosult szinuszos allapotban
Szinuszos gerjesztésnél, allandosult allapotban a pillanatnyi teljesitménynél sokkal 1ényegesebb lesz az egy periddusra
juto teljesitmény atlaga.

Allandésult allapotban minden aram és fesziiltség szinuszos, viszont rendkiviil fontos észrevétel az, hogy az adott
kétpolus arama és fesziiltsége valamilyen faziszoget zar be egymassal!

u(t) =U * cos(o*t + @)
i(t)=1%* cos(w*t+ p)

A teljesitményt korabban is az aram és a fesziiltség szorzata adta, ezt most sem valtozik:
p(t) =u(®)*i(t) = U * I * cos(o*t + @) * cos(w*t + p)

Ahhoz viszont, hogy ezt a képltet hasznalni tudjuk, sziikségiink lesz a trigonometrikus azonossagok ismeretére, €s a
kovetkez6 alakra kell alakitanunk:

p(t)="%*U*1* cos(p — p)*[1 + cosQ*w*t + 2*@) | + ¥ * U * | * sin(@-p)*sin(2*w*t + 2* @)
A fentebbi alakbol mar kiolvashatdéak a szamunkra hasznos képletek, de ne ilyedjiink meg, nem ilyen formaban fogjuk
hasznalni Oket.
Hatasos pillanatnyi teljesitmény: P="2* U * I * cos(¢p — p)*[1 + cos(2*w*t + 2*@) ] [P1=W
Meddé pillanatnyi teljesitmény: Q =2 * U * [ * sin(¢p — p)*sin2*@*t + 2*¢) [Q] =var

A hatasos teljesitmény és munka most is hasonl6 kapcsolatban all, mint eddig:

oS

tZ
wi(ty, t) = tI p(t) dt = tJ Yo% U * 1% cos(p — p) * [1 + cos(2*¥m*t + 2*¢) ] dt
A levezetést most is elhagyva:
wt—t) ~ (b—t)*%*U*1*cos(p -p)

A hatasos teljesitmény az egy periddusra vett hatasos pillanatnyi teljesitmény atlaga.
t

T >
P="/r* | p(t)dt= J Ya* U *1* cos(p— p)*[1 + cos(Q*¥o*t +2*¢) | dt="%* U * I * cos(p-p)
0

1

Az integralasoknal nagyon sokszor kihasznaljuk, hogy egy peridduson integralt szinuszos fiiggvény integralja 0, sét,
szamunkra gyakran az is elég, ha elhanyagolhatdan kicsi érték.

A latszolagos teljesitmény:
S=%*U*{I*) [S]=V*A

A cos(p — p) a teljesitménytényezd, melyet gyakran A-val jeloliink.
A=P/[S|

Def.: Az effektiv érték (négyzetes kozépérték) meghatarozza azt az egyenaramot, amely egységnyi id6 alatt azonos
munkat végez, mint a vizsgalt valtakozo6 dram.

LM et

T N el 2
Uers V T Jo
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Teljesitményszamolas allandosult szinuszos allapotban

Az elébbiekben felirt bonyolult egyenletek utan nézziik meg, hogyan szamolhatunk egyszeriien.

A komplex szamitasi mod tovabbira is a segitsélinkre van, és nagyban megkonnyiti helyzetiinket.

Ahogy azt mar megszoktuk, most is rendeljiikk hozza az u(t) és i(t) idéfiiggvényeinkhez az 6ket reprezentaldo komplex

csucsértékeket.

Ekkor a latszolagos teljesitmény az alabbi alakot Slti:
S=y*U*(I*)= P+jQ

Minket ennek a vektornak a hossza érdekel, amikor a latszolagos teljesitményrdl beszéliink, igy a kovetkezokre jutunk:
S=15]

Figyeljiink arra, hogy a * operator egyes helyeken szorzast jelent, mig mas helyeken konjugalast!

A tovabbiakban is teljesiil a teljesitmények 0sszegére vonatkozo6 tétel, azaz:
2Qi=0
SPi=0
Kétpolusok teljesitménye:
Tekintsilink egy tetsz6leges kétpolust, melynek impedanciaja a kdvetkezo:
Z=R+jX
Ezen kétpolus telesitménye a fentebb targyaltak értelmében:

S=wn*U*(U/2")=%*0P/@Z*=%*UVY@Z*)=%*TP*1Z

Ahogy azt mar megéllapitottuk a hatdsos teljesitmény a latszolagos teljesitmény valos, mig a meddd
teljesitmény a latszolagos teljesitmény képzetes része lesz. Erre vonatkozolag példakat is fogunk latni.

Teljesitményillesztés:

A teljesitményillesztés probléméjaval mar korabban is talalkoztunk, most azonban szinuszos gerjesztés esetén
kell meghataroznunk a terheléimpedanciat tigy, hogy azon a lehet6 legnagyobb teljesitményt kapjuk.

Zb

Levezethet6, hogy a teljesitmény akkor lesz maximalis, amikor a lezaro
impedancia és a bels6 impedancia valds része megegyezik, és amikor a
=+ képzetes részek egymas ellentettjei.

S+
Zt

Us K

Tehat: P - Z=(2%)

max

Ekkor a maximalisan atvihet6 teljesitmény:
2
P = Y
max 8*Rb
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Atviteli tényezo és karakterisztika szinuszos halézatokban

Linearis, invarians, gerjesztésvalasz stabilis rendszerben o korfrekvenciaji szinuszos gerjesztés esetén

a rendszer atviteli tényezoje a valaszt jellemz0 idofliggvéy komplex csticsértékének és az id6fliggd gerjesztés komplex
csucsértékének hanyadosa.

A definicié bonyolultan hangzik, azonban a dolog lényegesen egyszertibb, csupan ki kell szdmolnunk a
valasz/gerjesztés hanyadost az adott, feltételeknek megfelel6 rendszerben, és megkaptuk az atviteli tényezot.

Masként megfogalmazva, az atviteli tényez6 olyan konstans, amellyel megszorozva a gerjesztést, megkapjuk a valaszt.
Az atviteli tényez6t H-val jeldljiik, és komplex érték, mert a gerjesztés és valasz egymashoz képest fazisban eltolodhat.
Az atviteli tényez6 csak adott o korfrekvencian értelmezett.

Az atviteli tényezOnek lehet dimenzidja: 1, Ohm, Siemens

Az atviteli tényez6 meghatirozasa az allapotvaltozos leirasbol:

x'=Ax + Bu
y=C"x+Du

Ha az idofiiggvényeket helyettesitjiik, akkor a mar ismert derivalasi szabaly miatt az alabbi egyenlet adodik:
j*o*X = A*X + B*U — X =(*o*E—A)y' *B*U

Amennyiben a fentebi képletet behelyettesitjiik a valasz kifekezésébe:
Y= [CT[(j*(o*E ~A)'* B+ D} * 0

Ebbdl az atviteli tényez6t a gerjesztéssel vald atosztas utan azonnal meg is kapjuk:

H=Y/0=C"(*o*E~A)' * B}t D

Atvitelit karakterisztika:
Az atviteli tényez6 megértése utan az atviteli karakterisztika mar nagyon kénnyen emésztheto.
Annyi a dolgunk, hogy a korfrekvencidval mint paraméterrel szamolunk, és ekkor megkapjuk minden egyes
korfrekvencidhoz a hozza tartozo atviteli tényez6t. Ez 1ényegében egy fiiggvény, mely egy valos értékhez, a
korfrekvenciahoz, egy komplex értéket, az adott korfrekvencian érvényes atviteli tényez6t rendeli.
A tovabbiakban a kdvetkez6 jelolést fogjuk hasznalni: HG* o)
H(G*®)=C" *0o*E-A)'*B+D
Ez a fiiggvény egy tortfiiggvény, melynek a szamlaIOJa legfeljebb n-ed foku, és amelynek nevezdje

mindenképpen n-ed foku

Az atviteli karakterisztika tulajdonsagai:

- H(*o) = (H(j*o))*
-  H(*w)=K(n) * el o®)

Ahol:  K(w) az amplitudoékarakterisztika: K(w) =] H(j*o) |
o(w) a faziskarakterisztika: o(w) =arg{H(G*w)}
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Az atviteli karakterisztika abrazolasa:

Atviteli karakterisztika valos szamok halmazabol képez a komplex szamok halmazéba.

Hogyan abrazoljunk egy ilyen fiiggvényt?

Kézenfekvonek tlinik, hogy abrazoljuk két kiilon diagramon a valds és a képzetes részt.

Ismerjiik azonban a polar koordinatas leirast, igy egy, a tovabbiakban jobban hasznalhat6 abrazolasi modot is
hasznalhatunk, abrazoljuk kiilon diagrammon az abszolutértéket, egy masik diagramon pedig a fazist.

Tehat kiilon kell abrazolnunk a K(w)-t és a p(w)-t.

Tegyiik fel, hogy kiszdmoltuk az alabbi atviteli karakterisztikat egy halozathoz:
HG*0)=4/(10 +j*0*2)
Allitsuk el6 a K(o)-t:
K(0)=4/V10*+ 4*w 2
Allitsuk el6 a ¢(w) fiiggvényt:
¢(ow) =arg{4 /(10 + 2*j*w)}
Az argumentumot ebben az esetben gy kell érteni, hogy a szamlalo konjugaltjaval bévitiink,
kiszamoljuk a komplex értéket A + jB alakban, és vessziik az arctg(B/A) értéket, majd kompenzalunk
annak megfeleléen, hogy a vektor melyik siknegyedbe esik, mivel az arctg fliggvény, csak a foértéket adja

vissza.
Ekkor egy korfrekvenciatol fiiggd arctg fiiggvényt kapunk, amelyet dbrazolhatunk

A fiiggvényeket abrazolhatjuk, ha meghatarozzuk a fliggvények par pontjat. Hasznaljuk fel a paros és paratlan
tulajdonsagokat.

Egy koordinatarendszerben dbrazolva a két fiiggvényt:

—
- | ~—
/,—/ 0.3t s
// I \‘“n\\
— 0.2 ~—
0.}
.
\L\
—4 -2 I 2 4
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Bode és Nyquist diagramok

Bode-diagram:

Elonyos lehet, ha a klasszikus abrazolas helyett attériink logaritmikus skalakra. Ennek fizikai tartalma van, amelyet itt
nem targyalunk.

Az amplitadokarakterisztika helyett vezessiik be az alabbi karakterisztikat:
k(o) =20 * Ig( K(») )

A karakterisztika jellege nem valtozott, csupan transzformaltuk. Innentdl kezdve a skalazas logaritmikus lesz.
Hasznaljuk az ugynevezett Bode-diagramot, mely a komplex fiiggvénylinket két diagramon, logaritmikus beosztassal
abrazolja.

A Bode diagram egy nagyon fontos tulajdonsaga, hogy a karakterisztikankat, ha szorzatokra bontjuk, amely szorzatok
Bode-diagramjait kdnnyedén meghatarozhatjuk, akkor az ered6 Bode-diagram a szorzatok diagramjainak dsszege lesz.
Ez a tulajdonsag abbol szarmazik, hogy a szorzatok logaritmusa 0sszeg alakban irhato fel, a komplex szamok szorzasa
esetén pedig a faziszogek 6sszeadodnak.

igy elemi Bode-diagramok segitségével bonyolultabb karakterisztikakat is megrajzolhatunk.

Természetesen ezt sem kézzel fogjuk megtenni altalaban, hanem szamitdogépes segitséggel.

A diagrammro6l bévebben a Jelek és Rendszerek 2 targy keretein beliil tanulni fogunk.

Bode Diagram

Magnitude {dB)

Matlab altal kirajzolt Bode-diagram:

Phasze {deg)

-135

-1a0n
- 10 10
Frequency (radfsec)

Nyquist diagram:

A Bode-diagramtdl eltéréen a Nyquist-diagram a fliggvényt polar
koordinatarendszerben abrazolja.

Err6l az abrazolasmodrol is részletesen fogunk beszélni, példaul 0
stabilitas-vizsgalatra hasznalhato.

Fontos megjegyezni, hogy a fentebbiek negativ frekvencidkra is értelmezve vannak, aminek egyenlére nem latjuk
értelmét, de a tovabbiakban fontossa fog valni.
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Szinuszos gerjesztésu kétkapuk vizsgalara:

A korabban targyalt kétkapukhoz képest két fontos valtozast kell eszk6zdlniink:
—  Akétkapuk beliil nem tartalmazhatnak fliggetlen forrast.
—  Akétkapuk tartalmazhatnak dinamikus elemeket.

Amennyiben a gerjesztés cos(o*t + @) alaku, a kétkapukat ugyan ugy jellemezhetjiik karakterisztikaikkal ahogy azt mar
megszoktuk, azonban ebben az esetben az értékek komplex értékek lesznek.

Apro6 valtozas, hogy az impedancia-karakterisztika jele ebben az esetben Z, mig az admittancia-karakterisztikat Y-nal
jeloljiik.

MP:
Impedancia-karakterisztika:

gl:le*j\l/+le*TZJ
U2=ZZI*II+ZZZ*E

Lanckarakterisztikak esetén ne feledjiik a lancreferenciairanyokat!

Reciprocitas és szimmetria:

A reciprcitas és a szimmetria pont ugyan ugy értelmezhetd, mint eddig, a feltételek sem valtoznak.

Passzivitas:

A passzivitas picit megvaltozik.
Passziv a kétkapu, ha a hatasos teljesitmény nagyobb, mint 0.

A kétkapu oldalainak hatasos teljesitménye:

Py = Re((%* Ui * (%)
P, = Re((%* U, * (h%))

P=P +P,
A fentebbi képletbdl levezethetd a passzivitas feltétele:
Zij = R + J*Xj;

A kétkapu passziv, ha Zl], Zzz >0 és 4*R|]*R22 > (R12 + R2|)2+ (X12 - Xz])z

Szimmetrikus kétkapuk hullimparaméterei:

Hullamimpedancianak nevezziik azt az értéket, amellyel a szimmetrikus kapu szekunder oldalat lezarva, a kapu
primer oldali bemend impedanciaja éppen megegyezik a lezaras impedanciajaval.
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MP:
Hatarozzuk meg az alabbi halozat atviteli karakterisztikajat:
A gerjesztés U, a valasz a bejeldlt U fesziiltség.

L =01 R2

-~ ™M
i Ul DC

[[100 ]

s

A feladatot konkrét szamértékekkel mar egycser megesinaltuk csomoponti potencialokat alkalmazva.
Most az atviteli karakterisztika meghatarozasahoz hasznaljunk egyszert fesziiltséosztast:

U=U;*25/(25+ (50+j*0*0.1) )
Az egyenletbdl az atviteli karakterisztika egyetlen egy atosztassal adodik:
H(G*w)= U/U;=25/(75 Hj*®*0.1)
Hatarozzuk meg az amplitado és faziskarakterisztikakat:
K(w) = [HG*w)| =25 /75 +**0.01
o(w) = arg( HG*w) ) = arg( 25/ (75 +j*0*0.1))
A szamitasunk ellenérzésére nevezetes pontokban rezisztiv halozattal helyettesithetjiik a halézatunkat.
Amennyiben a korfrekvencia 0, a tekercs rovidzarként, a kondenzator pedig szakadasként viselkedik.
A fentebbi halézatunkban ekkor a bejeldlt U fesziiltség fesziiltségosztassal Uy/3 értéknek adodik.
Ha a korfrekvencia értékét behelyettesitjiik a meghatarozott egyenletbe, a megoldasunk helyes egy adott frekvenciara.
Amennyiben a korfrekvencia a végtelenhez tart, a tekercs szakadasként, a kondenzator pedig rovidzarként viselkedik.

A fentebbi hdlozatunkban ekkor a bejelolt U fesziiltségre a 0 érték adodik.
Ha a korfrekvencia értékét behelyettesitjilk a meghatarozott egyenletbe, a megoldasunk helyes egy adott frekvenciara.

MP:
Szamoljuk ki az alabbi kétpolus teljesitményét, R, L és az I aram fliggvényében:

S0 SREEREE, W

Szamoljuk ki a kétpolus ered6 impedanciajat:
Z=R+j*o*L

A latszolagos teljesitményre vonatkozoé képletet felirva:
S=hL*U*(I*)=%*Z*1)*I*)=%*[IP*Z="%*R**+ 1% * j*@*L* I

Konnyedén meghatarozhatjuk a latszolagos, a hatasos és meddo teljesitményt, valamint a teljesitménytényezot:
S=WBL*R*P+%*j**L* > VA
P=%*R*[ Y

Q=" *j*e*L* I’ var
A= P/S= R/(R+j*o*L)
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MP:
Hatarozzuk meg a forras teljesitményét az alabbi halozatban:

R1

=l - - = >

I l A forras 100V cstcsértéki, szinuszos gerjestés.
O

+

USK) T R,=R,=/_ =100

R2

Hatarozzuk meg az ered6 impedanciajat a halozatnak:

- * _y ok 1 %10
10 * 5 *10 j .
= Zered('S:RlJ’_(RZXl/j(oC):10+10+_j* 10 =10+ 1_] :15-5_]

USKD

Zeredd

Figyeljiink arra, hogy az aram iranya ellentétes a fesziilség iranyaval, mivel az egyetlen forras csak termel6 allapotban
lehet, igy teljesitménye negativnak kell, hogy adddjon.

Az aramot tovabbra is meghatarozhatjuk, mint a fesziiltség ¢és az impedancia hanyadosa:

C 1001545
“15-5 0% sy s

-I= Us / Zered6 = 6 + 2_]
frjuk fel a teljesitményre vonatkozo osszefiiggést:
S=»%L*U*I*)="%*100*-(6—2j)= -300+ 100j

Konnyedén leolvashatjuk a hatasos és a meddo teljesitményt:

P=-300 W
Q=100 var

A forras hatésos teljesitménye mindenképpen negativnak kell, hogy adodjon, mivel teljesitményt ad le.
Az ilyen jellegti példanal ellendrizhetjiik szamitdsainkat, a hatasos és meddo teljesitmények dsszege 0-t kell
eredményezzen!

R2

R1
Maradjunk a példanal és hatarozzuk meg az R, ellenallas teljesitményét is. N =
A rajta es6 teljesitmény mindenképpen pozitiv kell legyen, mivel nem termelhet. i l
O i
Us
Egy egyszeri aramosztot felirva az ellenallésra: T
R x'/ ¢
U,=U* 52—~ =30-10]

R+R x )
1 2 joC
A teljesitményre vonatkozo Gsszefiiggést felirva, és kihasznalva, hogy I =U/Z:

30-10 _

— 1/ % —10%) *
S =% * (30 - 10j) 0

50
A masik ellendllas teljesitménye:

S=1* (100 — (30— 10j)) * ( ( (100 — (30 — 10j))/10 )* ) = 250

Az ellenallasoknak valoban csak hatasos teljesitménye lehet, és Osszegiik valoban 300W, tehat az eredményiink nem
biztos, hogy rossz.
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