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valdszinliségi vektorvaltozo

Definicié: Legyenek Xl, . ,Xn val. valtozok. Ekkor az
X=(X,....Xn): Q> R"

fuggvényt valoszindségi vektorvaltozonak hivjuk.

Definicio: Az X val. vektorvaltozo (egyiittes) eloszlasfiiggvénye az

FX :R" — [0, 1}

F&(xl. .o ,(Un,) :]P)(X]_ < LTy ,Xn < fvn,)

vektorvaltozos, skalarértékd fuggvény.




Val. vektorvaltozo, példa

Példa: Valasszunk egyenletesen véletlenszerlen egy
pontot az egységnégyzetben. Jeldlje (X? Y) a pont
koordinatait. Mi (X Y) egyuttes eloszlasfuggvénye?

Fixyyzy) =PX <z,Y <y) =

%
1 hax>1,9y>1 ;
Forras: www.mathworks.com/help/stats/
T ha O < T < J_ y > 1 copulas-generate-correlated-samples.html
=9 Y ha0<y<l,xz>1 =max (O,min(l,x))
vy haO<ay<l - max (O, min(1,y))
0 egyébkent



Val. vektorvaltozo, példa

Példa: Aladarral és Bélaval csetellink.
Ha nincs meccs: egymastol fliggetlen, Exp(6) eloszlas szerint valaszolnak.
Ha meccs van: Aladar dupla annyi id alatt reagal, Béla feleannyi idd alatt.

|

Annak az esélye, hogy ma meccs van: £

Kérdés: mi a valaszid6k egyuttes eloszlasfiuggvéenye?

X : Aladar valaszideje U,V ~ Exp(6)

Y : Béla valaszideje 2 ha meccs van,

M = {meccs van} 2= 1

X=U-Z Y=V/Z

egyebkent.




Val. vektorvaltozo, példa
Fixy)zy) =PX <z,Y <y)=PU-Z <z, V/Z<y)=

=PU-Z<a,V]Z<y|MPM)
+P(U-Z <x,V]Z <y | M)P(M)

1 4
=PU-2<2,V/2<y)z+PU <2,V <y):
)
1 4 (z,y>0)
= P(U < §)1P>(v < 2y)=+P(U < 2)P(V <y)z
J
1 4

“02)(1 — e OW)- 1 (1 — 70T (1 — )2

> 5

=(l—e




Egyuttes strlseégfuggveény, def.

Definicié: Legyen X = (Xl, Ce ,Xn) val. vektorvaltozo. Egy

fx :R" —[0,00)
fuggvény az K (egylittes) sdrusegfiggvénye, ha

In X
/ . / fx(z1,...,zp)dzy. . dep = F (1,...,2n)
J —00 J —00

tetszéleges T1,...,Ty € R esetén.

Definicio: Az X val. vektorvaltozot folytonosnak hivjuk, ha [étezik egylttes
surlségfliggvénye.




Egyulttes sfv,, valoszinldségek

. L n o
Allitas: Legyen X val. vektorvéltozod, és H CR"™ Jordan-mérhets.

P e H)= [ fylah

Ekkor

Megjegyzések:

e Jordan-mérhetd ~v van térfogata.
e \esd dssze: egy dimenziods allitas

a P(a, < X < b) mennyiségrél.

Forras: scipython.com/blog/
visualizing-the-bivariate-gaussian-distribution/




Egyuttes sfv.,, meghatarozas

Allitas: Legyenl — (Xl, C. ,Xn) val. vektorvaltozo. Ha Y
folytonos, akkor az alabbi fliggvény a slriségfiiggvénye lesz:

Opy .. Oz, Fx(x1,...,2y) ha ez létezik,

fx(@1, ... @n) 0 egyebkent.

Megjegyzések:
e A derivalasok sorrendje tetszbleges.
e Feltesszik, hogy létezik a slrdségfliggvény (nem pedig kovetkeztetjluk).

P.ha X = (XlaXQ) és X1 = X9 akkor X nem folytonos.




Egyuttes sfv.,, meghatarozas

Példa: Mi az esélye, hogy Aladar eldbb ir vissza, mint Béla?

T o0 1 ¢ e 4
Fixy)ay)=1-e 7)1 —e" 2y)5 +(1—e ") (1 —e Gy)g
x 1 o end (@Y >0)
Wy F xy)le,y) :(1—6_62)126_12y;+(1—e_63’)66_6y;
J O

fixy) (@ y) =0:0yF x y)(@,y) =

, )1 . w
=3e " 12e Y=+ 6e 7 - Ge Y=
J J




Egyuttes sfv.,, meghatarozas

Példa: Mi az esélye, hogy Aladar eldbb ir vissza, mint Béla?

. )1 . -
fixy)@ y) = 3¢5 . 127 1H_ 4 670 . 60V
(X,Y) : -

PX <Y)= / fix vz, y)dedy =
JH{r<y}

I Ry v 121 5w —Gy
— / / (36_ v 12e 2 +6e 57 . 68_6y—) dzdy
o Jo O O

> _ 3.1 1oy 1 621Y . el
:/ ({36 317]0.126 129;+{66 G‘U] - be Gy;)dxdy: 0,44
0

) 0 )

(z,y > 0)




Egylttes sfv., karakterizacio

Allitas: Legyen f R — [0, oo) . Ekkor

o0 o0
/ / flzy,...,zp)dxy ... do,=1
J —00 J —o0

pontosan akkor teljesul, ha Iétezik Xval. vektorvaltozo, aminek
sur(iségfiggvénye éppen

(Vesd 0ssze: egy-valtozos surdségfiggveny karakterizacio.)




Marginalis eloszlas, definicio

Definicié: Ha X — (XI? o 7X'n.) val.
vektorvaltozo, akkor az _X; eloszlasat az X
1-edik margindlis eloszldsanak (avagy
peremeloszlasanak) hivjuk.

Allitas: Ha X folytonos val. vektorvaltozé, akkor

X; is folytonos, és a stiriiségfiiggvénye: Forrés: wolfram.com.
Visualize Marginal Distributions

o0 00

in(:L’.Zj) — . . fX(:l?h . o ,:L’n)d:l?l .« . (1{1:.2;_1(1:17.2;+1 . . .dfl;’n
J —0O0 J —0O0




Marginalis eloszlas, példa

Példa: Béla valaszidejének eloszlasa,

=S /_ f(X,Y)(x? y)dx —

(03 —12y1 6w —Gy2
= 3e” 12 =467V . e Y= )dxa
Jo 5 §

)
12 1o 24 |
e 14y —3% o0 —GJ —6:1: o0
=€ - }0 T - - ]0
12 24
= —¢€ 12y -+ —e_Gy Név: kevert exponencialis eloszlas
D D




Val. valtozok egyittes fliggetlensége

Definicio: Az X IEEERR X n val. valtozok (egylittesen) fliggetlenek, ha az
{Xl < xl}, « o ey {X'n,_ < :En}

események fuggetlenek minden T1,...,Tn € R esetén.

Megjegyzések:

Példakat lasd még: két-valtozds, diszkrét esetnél.

Tipikus példa: fuggetlen kisérletek (szamszerd) eredményei.

Intuitivan “6sszefiiggd” val. valtozokrol is kiderilhet, hogy fuggetlenek.
Ahogy események esetén is, fliggetlenek részhalmaza fluggetlen.



Flggetlenséq, karakterizacio
Allitas: Az Xl: ‘e ey X, val. véltozék pontosan akkor fiiggetlenek, ha

F(Xl,...,X.n)(xla cy ) :Fxl(xl) T FX.,,,(fUn)
tetszéleges X1, . .., Ty € R esetén.

Allitas: Az Xl: .o ,Xn folytonos val. valtozok pontosan akkor
fuggetlenek, ha (Xl, Cee X-n,) folytonos val. vektorvaltozo, és

fox o xp)@ o) = fx (x1) .- fx, ()

tetszleges T1,...,Ty € R esetén.




Flggetlenséq, karakterizacio

Példa: Igaz-e, hogy Aladar valaszideje fluggetlen Béla valaszidejétdl?

|

j?X:Yv(QQZD ::SB_SL -126_l2y;

+ 6707 . e Y=

r

V) 5
3 . 24 . 12 24 .
fx(x) = 56—3:1, +— e VTt (y) = = —12y —Gy
_ - 1% 4+ == o

: 991 : !
fx(@) - fy(y)# 3e7%. 126_1295 +6e 0. 66_63/5




Konvolucido

Emlékeztetd:

2

1 § 1 6
Legyenek X ésY fiiggetlen val. valtozdk, amik eloszldsa egyenletes

az {1’ 2,.3,4.5, 6} halmazon. Mi X" + Y eloszlasa?

(X+Y =7} ={X =606,Y =1} U{X =5,Y =2}U
u{X—4Y—3}u{X: =
U{X =2Y =5} U{X =

P—‘CJO




Konvolucio, példak

Definicié: Legyenek X és Y fliggetlen val. valtozdk.
Ekkor X + Y eloszlasat azX és Y konvolicisjanak hivjuk.

Példak:
e A binomidlis eloszlas fliggetlen indikatorok 6sszege.
e Ha a két valtozo Geo(p) eloszlasu, akkor az 6sszeg
“negativ binomialis”.
e Ha a kétvaltozo U(0;1) eloszlasu, akkor az 6sszeg
“haromszog eloszlasu”.
e Ha tobb fliggetlen U(0O;1) eloszlasu valtozot adunk

ossze: Irwin-Hall eloszlas.

ISAN
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Diszkrét konvolucio

Allitas: Legyenek X ésY fiiggetlen, diszkrét val. valtozék, amik értékei
nemnegativ egészek. Ekkor

k
PX+Y =k =) PX=iPY=k—i) (VkeN)
=

Megjegyzések:
e A jobb oldalon az eredeti valtozoknak csak az eloszlasa van.
e Altaldnosithaté egész szdmos esetre.
e Haajobboldalra P(X =1, Y = k — 1) keril, akkor
fuggetlenség nélkil is igaz.




Diszkrét konvolucio

Bizonyitas:

POX+Y =) =B( | (X =i}n{y =}) =

1+j=k

P({X =i} n{Y =k—})

M-

1=0

> ||

P(X =i)P(Y =k — i)

1=0




Diszkrét konvolucio, példa

Példa: Legyenek X és Y fiiggetlen val. valtozok,
Pois(\)és Pois( ) eloszlastak. Mi X 4 Y eloszlasa?

k
PX+Y =k) = P(X=0)PY =k—i)=
1=0
k—1 k

k :
A\l ) M _ k! : :
— _ H_ —(Ap) : i, k—i
%i!e k—aq) ¢ Z%k!-z’!-(k—i)!/\’u

- e—</\+ﬂ~)i(A + ) = X +Y ~ Pois(\ + p)




Folytonos konvolucio
Allitas: Legyenek X ésY fliggetlen, folytonos val. valtozdk. Ekkor a
o0
2 / fx(@)fy(z —z)dx
J —00
fuggvény az X -+ Y s(rlségfiiggvénye.
Megjegyzés:

e Ha ajobb oldalra f(X?Y)(CU; < 517) keril, akkor fliggetlenség
nélkil is igaz.




Folytonos konvolucio, példa
Példa: Legyenek X és Y fiiggetlen, EXp()\)

eloszlasu val. valtozok. Hatarozzuk meg

X -+ Yeloszlasat.
fx+v(7) / fx(x)fy(z —x)de = (2 > 0)

:/ )\e_)‘x)\e_)‘(z_x)dxz)\26_/\3/ lda
J O J ()

2 _\2 . Lo ) .
= \2e7*? 2 = nem exponencidlis Nev: gamma-eloszlas




Erdekesség: végteleniil oszthaté

Megfigyelés:

e Poisson-eloszlasu val. valtozok felirhatok tetszéleges, véges sok
fuggetlen, Poisson-eloszlasu konvolucidjaként.

e Nem-nyilvanvald, de egy geometriai eloszlasu val. valtozo is felirhato
tetszbleges, véges sok fuggetlen, azonos eloszlasu konvolucidjaként.

lgaz-e ez mindig? Nem, az egyenletes eloszlas ellenpélda.
Név: végtelenll oszthatd.

Ez egy nevezetes eloszlas-osztaly: csak ezek allnak el figgetlen val.
valtozok 6sszegeinek hatareloszlasaiként.



KOszonOm a figyelmet!




