Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Potzarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2018. majus 14.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékd megoldasanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatdnak tekintheték.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
gy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az atmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybél a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra
tobb, egyméastol 1ényegesen kiilonbdzo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhat6é pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldéis vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithets, akkor a legtébb
részpontot éro megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldasi kisérlet kozott van helyes
és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az ttmutatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

1. Legyen G egyszert, Osszefiiggs, sikbarajzolhato graf. Mutassuk meg, hogy ha G-bdl toroljik két
éldiszjunkt (vagyis kozos élet nem tartalmazo) feszitfajanak éleit, akkor a kapott graf biztosan nem
lesz Gsszefiiggs.
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Ha G n csicsi, egyszert, sikbarajzolhatd graf, akkor az el§adason latottak szerint legfeljebb 3n — 6

éle lehet. (2 pont)
G barmely feszitéfajanak n — 1 éle van, (2 pont)
igy ha két éldiszjunkt feszitdta éleit toroljiik G-bal, akkor annak élszama (2n — 2)-vel cs6kken, (2 pont)
vagyis legfeljebb n — 4 lesz. (1 pont)
Tudjuk, hogy egy Osszefiiggs, n csicsu grafnak legalabb n — 1 éle van (pl. mert van feszit6faja — e
megjegyzés hianyaért ne vonjunk le pontot), (2 pont)
igy a maradék graf biztosan nem osszefiiggs. (1 pont)

2. A Kj3 teljes paros grafba behtizunk két nem csatlakozo élet gy, hogy a kapott G graf egyszeri
legyen. Hatarozzuk meg G kromatikus szamaét.
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Legyen a paros graf két osztalya A = {a,b,c} és B = {z,y, z}. Az 4j éleket vagy A-n, vagy B-n beliil
kell behizni, kiilonben a graf nem maradna egyszerd (hiszen az A és B kozti élek mind szerepelnek

G-ben). (1 pont)
Mivel az 1j élek nem csatlakozok, egyik osztalyba sem huzhatunk be kett&t (mivel 3 csiicson nem
lehet két fiiggetlen élet behtizni). (1 pont)
Tegyiik fel (anélkiil, hogy az az altaldnossag rovasara menne), hogy az ab és zy éleket huztuk be. A
kapott grafban van egy 4 cstcsu klikk, melyet az a, b, x,y pontok alkotnak, (2 pont)
igy a keresett kromatikus szam legalabb 4. (2 pont)

4 szinnel vald jo szinezést nem nehéz megadni: az a,c csicsokat szinezziik 1-esre, az x,z pontokat



2-esre, b-t 3-asra, y-t pedig 4-esre. (2 pont)
A graf kromatikus szama igy legfeljebb 4, (1 pont)
a fentiek figyelembevételével tehat pontosan 4. (1 pont)

Ha valaki magyarazat nélkiil lerajzolja a kapott grafot és (helyesen) meghatarozza a kromatikus szamat,
az az utolsé 8 pontot kapja meg.

3. Egy 20 cstucesu faban 11 cstes foka 1 és a maradék 9 csiics foka is azonos. Hatdrozzuk meg a fa
élkromatikus szamat.
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Legyen a maradék csiicsok foka x, a fa csiicsainak fokszamosszege ekkor 9z + 11. (
Ez a szdm azonos az élek szdmanak kétszeresével, (
vagyis 38-cal, hiszen minden 20 cstcst fanak 19 éle van. (2 pont
Innen x = 3 adodik. (

(

A fak paros grafok, 1 pont
hiszen nincs benniik paratlan kor. (1 pont
Kénig tétele szerint minden paros graf élkromatikus szama azonos a maximalis fokszammal, a kereset

élkromatikus szam tehat 3. (2 pont

4. Dontsiik el, hogy az alabbi graf intervallumgraf-e.
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A graf intervallumgraf lesz, ennek beldtasiéhoz meg kell adni egy alkalmas intervallumrendszert. Ha ez
szerepel, akkor adjunk 10 pontot.

5. Adjunk meg az alabbi halozatban egy maximalis folyamot és egy minimalis s-t vagast.

(3 pont)



Az {s,d, e} csiicsok és a tobbi csicsok kozott futo élek alkotta vagas kapacitasa szintén 22. (3 pont)
Mivel tetszGleges folyam értéke legfoljebb akkora lehet, mint tetszGleges vagas kapacitasa, ezért a 22
kapacitasi vagas bizonyitja, hogy a 22 értékd folyam maximalis és a 22 értékd folyam bizonyitja, hogy
a 22 kapacitasi vagas minimalis. (242 pont)

A folyam maximalitdsa mellett lehet annak megmutatasaval is érvelni, hogy a 22 értékd folyamhoz
tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mér nincs javito ut. Az utols6 2+2 pont annak jar, aki
(érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam maximélis és a megadott vagas minimélis. (De sem ,a
Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis” mondat — tovabbi kiegészités hijan — nem tekintendd
(érdemi) indoklasnak, sem az algoritmus puszta futtatasa.)

6*. Adjunk meg olyan grafot, melybdl tiz alkalmas élet torolve a kromatikus szam tizzel csokken és
hatarozzuk meg az ilyen grafok csticsszamanak minimumét.

S SR SR S

Ilyen graf lesz példaul a 20 csticsu teljes graf. (1 pont)
Ebbél tiz fiiggetlen élet tordlve ugyanis a kromatikus szam 20-r6l 10-re csokken. (1 pont)
A tiz él torlése utan kapott grafban a torolt élek végpontjai kaphatjak ugyanazt a szint, igy a kromatikus
szam legfeljebb 10, (1 pont)
masrészt még mindig van a grafban 10 méretd klikk, igy 10 szinre sziikség is van a szinezéshez.

(1 pont)
A keresett minimélis csticsszam a 20 lesz. Lattuk, hogy 20 cstcs méar elég, (1 pont)

most belatjuk, hogy ennél kevesebb viszont nem. Legyen a torlések utani graf GG, ehhez tiz alkalmas
élet adva az eredeti grafot kapjuk vissza, melynek a kromatikus szama x(G) + 10 kell legyen. (1 pont)
Ha az eredeti grafnak (és igy G-nek is) legfeljebb 19 csticsa volna, akkor a torolt élek kozott lesz két
olyan, melyeknek van kozos csicsa. (2 pont)
Ha G egy jo szinezésében ezt a csiicsot egy 1j, addig nem haszndlt szinnel szinezziik, és ugyanezt
tessziik a bevett tovabbi 8 él valamelyik végpontjaval is, akkor az eredeti graf egy jo szinezését kapjuk
X(G) 4 9 szinnel, ami lehetetlen. (2 pont)



