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1. a) Irjuk fel az aldbbi linedris programozasi feladat dudlisét. (A felirds hasonl6 alaku legyen,
mint a primdl feladat felirdsa, vagyis ne métrixos alakot hasznaljunk.)

b) A primaél feladatot egy LP szolver programmal megoldva azt kaptuk, hogy a célfiiggvény
(példaul) a véltozok kovetkez6 értékeire veszi fel a maximumat: z; = 1, 29 = 2, 3 = x4 = 0.
Adjuk meg a dudlis feladat egy, a célfiiggvényt optimalizalé megoldasaban az y; dudlis valtozé
értékét.
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2. Adjunk meg egy olyan kéttermékes folyam feladatot, amit linearis programként modellezve
az alabbi feladatot kaphattuk; vagyis rajzoljuk fel a feladathoz tartozé iranyitott grafot, ezt
egészitsiik ki minden olyan (numerikus és nem numerikus) adattal, ami a folyamfeladat kitiizé-
séhez sziikséges és azonositsuk a valtozok szerepét a feladat leirdsdban. (A lineéris programban
a valtozdk szamozéasa x1-t0l xg-ig teljesen véletlenszerii, nincs semmilyen Osszefiiggés a valtozd
indexe és a feladatban betoltott szerepe kozott.)

max{x; + ro — T4 — X5}
ha
r3—x1 =0
Teg— X9 =0
$1+{E6 <4
T3+ Ts <3
To+ x4 <2
r1,%9,...,T5 > 0

« sz

olyan lefutdsa az alabbi grafon, melyre a kdzépso sorban 1évé harom cstiics egy osztalyba tartozik
a kimenetként kapott paros grafban?

« /ey

ritmusnak olyan lefutdsa a 3. feladat grafjan, melyre az optimum kétszeresénél kisebb értékii
megoldast kapunk?

5. Egy probléma bemenete az (n,aq,as,. .., a,) pozitiv egészekbdl allo szamsorozat. Dontsiik
el, hogy az alabbi 1épésszamu algoritmusok koziil melyek polinomidlisak.

a)

b) log(al - aby ... al)

n
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Altaldnos alapelvek.

A pontozédsi atmutatod célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az
utmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak fébb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa
azok alkalmazdsa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a
megoldasban valoban szerephez jut).

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gon-
dolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Ha egy megol-
do egy feladatra tobb, egymastél 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az
egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldésrészlet helyes vagy helyes-
sé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban
tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibéat tartalmazé is, tovabbéd a dolgo-
zatbol nem dertil ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éro
megoldaskezdeményt értékeljik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmuta-
toban leirttol eltéro jo megoldéas természetesen maximalis pontot ér.

Az 1. feladat megoldasa.
a) A megadott linedris programban a valtozék nemnegativitasa is szerepel a feltételek kozott,
ezért érdemes azt max{cz : Ar < b,z > 0} alakinak tekinteni, ahol

33 =15 2 0 3
A= 1 -1 9 71, 6=]0],

—2 1 1 2 0 (2 pont)
c= (1 0 5 9).

(Amint lathaté, a feltételek kozott szerepld 2z — xo — x3 — 224 > 0 egyenlStlenséget helyette-
sitettiik a (—1)-gyel val6 beszorzottjaval.)
Most a dudlist a tanult min{yb : yA > ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:
min{3y; }
ha
3By1 +y2 —2ys > 1
—15y1 — Y2+ Y3 > 0 (4 pOIlt)
21 + 92 +y3 > 5
Ty +2ys > 9
120,92 >0,y3 >0

A dudlis felirdsdért jaré 4 pontbél minden lényeges elvi hiba (igy példdul egyenlétlenségek
helyett egyenletek szerepeltetése, a nemnegativitasi feltételek elmaradasa, a célfiiggvény hianya
vagy minimalizalds helyett maximalizalas el6irasa) 3 pont levonést jelentsen.

b) A megadott primal megoldést a célfiiggvénybe helyettesitve kapjuk, hogy a primal feladat
maximumértéke 1. (1 pont)
Mivel a feladat szovegébdl kideriil, hogy a primal feladat rendszere megoldhato és a célfiiggvénye



felillrél korlatos a megoldashalmazén (hiszen a feladat megad egy maximumhelyet), ezért a
dualitastétel feltételei teljesiilnek, igy az alkalmazhato. (1 pont)
Kovetkezésképp a primal feladat minimumértéke is 1. (2 pont)
Ebbdl tehat egy, a célfliggvényt minimalizadlé dualis megoldasban 3y, = 1, vagyis y; = %

(2 pont)
A primél feladatot felfoghatjuk max{cx : Az < b} alakunak is és erre hasznélhatjuk a dudlis
eredeti definicié szerinti alakjat, vagyis a min{yb : yA = ¢,y > 0} alakot. Ekkor a véltozdk
nemnegativitasat el6iré négy egyenlétlenség is az Az < b rendszer része, vagyis A-nak és b-nek 7
sora van. Ennek megfelel6en a dudlis egy 7 valtozos linearis program — ami azonban a tanultak

szerint ekvivalens a fent kapottal (és erre is igaz, hogy egy optimalis megolddsdban y; = %)

A 2. feladat megoldasa. Mivel a kéttermékes folyam feladatban minden élhez két valtozo
tartozik (az atfolyé mennyiség az elso, illetve masodik termékbdl), ezért a grafnak harom éle
van. (1 pont)
A (nemnegativitasi feltételektdl kiilonb6zé) harom egyenl6tlenség nyilvan a kapacitas feltétele-
ket irja le. Ezekbdl tehat megtudjuk az élek kapacitasat: c(e;) = 4, c(eq) = 3 és c(e3) = 2 (ahol
az éleket sorra eq, e, e jelolik). (1 pont)
Tovabba az is kideriil, hogy e;-hez az x, és xg, eo-hoz az x3 és x5, illetve es-hoz az xo és x4
valtozok tartoznak (de az egyelére nem, hogy melyik valtozé melyik termék mennyiségét méri).
(1 pont)

A két egyenlet a folyammegmaradasi feltételeket irja le. Tartozzon az elsé az 1-es termékhez, a
masodik a 2-es termékhez (de persze a termékek szamozasa érdektelen). (0 pont)
Az egyenletekbdl adédik, hogy x; és x3 az 1-es termék mennyiségét méri a megfelel6 éleken, o
és xg pedig a 2-es termékét. (1 pont)
Mindebbdl pedig mar egyértelmiien beazonosithaté a valtozok szerepe:

€1 €2 €3

l-es termék: x1 x3 14 (1 pont)
2-es termék: x5 T5  T9

Mivel (példaul) az 1-es termékre csak egy folyammegmaradasi feltétel van felirva, ezért a graf-
nak csak egy s;-t6l és t1-t6l kiilonbozé csicsa van; jelolje ezt v. Igy tehdt G harom csticsu.
(1 pont)

Az x3 — 1 = 0 egyenletbél megtudjuk, hogy ey kilép v-bél, e; pedig belép v-be. (1 pont)
(Forditva is lehetne, de a feladat megoldasa ugy is érdemben azonos maradna).

A célfiggvénybol megéllapithatjuk, hogy x; — x4 az 1-es termék s1-bdl t1-be széllitott mennyi-

sége, x9 — x5 pedig a méasodik termék sp-bél to-be szallitott mennyisége. (1 pont)
Igy e; kilép s1-bdl, es pedig belép si-be. (1 pont)
Ebbdl mar felrajzolhato a graf:
v=t,
ey & (1 pont)
s, s,=1,
€

Mivel a masodik termék so-bdl to-be szallitott mennyisége xo — x5, ezért es kilép so-bdl és eq
belép so-be. Ebbdl tehdt s, = ;. (1 pont)

Mivel a 2-es termékre vonatkozé folyammegmaradasi egyenlet x5 — zo = 0, ezért a 2-es termék
szempontjabol sy kozbiilsé cstcs (mert ebbdl 1ép ki ey és ebbe 1ép be e3). gy tehét ¢ty = v.

(1 pont)
Ezzel tehat a kéttermékes folyam feladat megadasa teljes, amit valoban a megadott linearis
programozasi feladatot eredményezi.
Bar a fenti megoldés részletesen leirja, hogy az LP feladatbol hogyan kovetkeztethetok ki a



kéttermékes folyam feladat paraméterei, nem elvaras egy teljes értékii megoldastél sem, hogy
ugyanezt megtegye, mert a feladat csak egy (lehetséges) olyan folyam feladat lefrdsat kéri,
amibdl a megadott LP feladat szérmazhat. Igy maximélis pontszamot ér az, ha valaki lefrja a
fenti folyam feladatot és megmutatja, hogy abbdl valéban a széban forgd LP adddik.

A 3. feladat megoldasa. Az algoritmus a cstcshalmaz tetszoleges két csoportba osztasa
utan megvizsgalja, hogy van-e olyan csics, melynek tobb szomszédja van a sajat csoportjaban,

mint a masikban, és ha van ilyen cstcs, akkor azt athelyezi a masik csoportba. (2 pont)
Az algoritmus ledllasakor tehdt minden cstcsnak legfeljebb annyi szomszédja lehet a sajat
csoportjaban, mint a masikban. (2 pont)

Ha a kozépso sor harom csticsa egy csoportba tartozna az algoritmus leallasakor, akkor koziiliik
a bal széls6 cstcs alsd és fels sorban 1évo szomszédai a fentiek szerint a méasik csoportba kell
tartozzanak. (2 pont)
Ugyanez a helyzet a kozépso sor méasik két elemével is, (2 pont)
igy az egyik csoportot a kozépsé sor, a masik csoportot az Gsszes tobbi cstics alkotnd. (2 pont)
Ez azonban lehetetlen, hiszen ekkor a felsd sor kozépso elemének két szomszédja lenne a sajat
csoportjdban és csak egy a masikban, igy a kérdéses lefutds nem létezik. (2 pont)

A 4. feladat megoldasa. Az algoritmus a graf egy nem bovitheto parositasat valasztja ki és
ennek végpontjait adja meg kimenetként. (2 pont)
A fenti pontok nem a széveg leirasdért jarnak, hanem akkor, ha valaki ennek megfelelen kisérel
meg eljarni. Persze le lehet irni azt is, hogy ezt a nem bdvitheté parositast hogyan keresi az
algoritmus, de erre most nincs sziikség.

Az optimum értéke 4, (0 pont)
mert a kozépsd cstcs szomszédai 4 elemti lefogd ponthalmazt alkotnak, (1 pont)
ennél kisebb lefogé ponthalmaz viszont nincs a grafban, mert (pl.) az alabbi dbran vastaggal
jelolt élek 4 éll parositast alkotnak, (1 pont)

és barmely lefogd ponthalmaz legalabb akkora, mint barmely parositas. ( )
Olyan kimenetet kell tehat keresniink, ami kevesebb, mint 8 cstcsu. (1 pont)
Ehhez olyan nem bovithet6é parositast kell megadnunk, ami legfeljebb 3 élii, ( )
egy ilyen lathat6 az alabbi abran. ( )

Ez a parositas csakugyan nem bdévithetd, hiszen az &ltala le nem fogott pontok fiiggetlen
ponthalmazt alkotnak, a kérdéses lefutéds tehat létezik. (1 pont)

Az 5. feladat megoldasa. A bemenet mérete N = |logn| 4+ 1+ |loga;| + 1+ [logas| + 1+
...+ [loga,| + 1. (Nem baj, ha valaki az egészrészeket és plusz 1-eket elhanyagolva adja meg



a méretet és késObb is ezt hasznalja.) (2 pont)

a) Megmutatjuk, hogy a 1épésszam nem polinomidlis. (0 pont

Ehhez elég azt megmutatni, hogy pl. n = 1,a, = a; = 2* esetén nem lesz polinomidlis a
1épésszam. (2 pont)
A bemenet mérete ekkor N = k + 2. (1 pont)
A 1épésszam {/a, = 2F = 2V=2 ami exponencidlis N-ben, (1 pont)
igy csakugyan nem polinomidlis. (1 pont)
b) Megmutatjuk, hogy a lépésszam polinomiélis. (0 pont)

log(al - ay -...-ay) =nlog(a; -as-...-a,) =n(loga; +logas + ... +loga,) <

N(loga, +logay + ...+ loga,) < N2

(4 pont)
A lépésszamot igy feliilrol tudtuk becsiilni a bemenet méretének egy polinomjaval, amivel az
allitast belattuk. (1 pont)



