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Kepleri palyak

* A kepleri palyak geometriai eredete egy
egyenes korkup és egy sik metszeteként
|étrejovo sikgorbeék

* A palyak altalanos egyenlete
Ax*+ Bxy+ Cy*+Dx+Ey+F =0

A, B és C kotelez6en nemzérus értekek

* Attdl fliggben, hogy a masodfoku
egyenlet diszkriminansa milyen értéket
ad, lehetnek kiulonféle palyaalakok
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melléek-

csucspont
csucspont

fél kistengely

Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0 Y S — No 9
. . s 2 F5 / ! / Fi
¢ E”|pSZ|S eseten B < 4‘AC kozeppontl linedris excentricitds
e Az ellipszis pontos kerillete: e = 22 :
Tat1p
B 1\%2 5, [13\%e* [135\%e® ' < >,
K =2na [1 B (E) €~ (2-4) 3 (2-4-6) 5 | Jel nagyiengely
* e = 0,2-nél lesz a masodrend( tag 0,01, vagyis a hiba 1%, ha csak a K = 2na

Excentricitas 0,0167 0,0554 0,2056 0,2488

* A harmadik tag e = 0,2 esetén mindossze 0,000075.
e A Pluto esetén a hiba még igy is minddssze 1,55%.
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Kepleri palyak
Ax* 4+ Bxy+ Cy*+Dx+Ey+F =0
e ahol B? = 4AC

* Kupszelet, melynek excentricitasa 1, valamint
egyik fokuszpontja a végtelenben van

* Fél nagytengelye ezért végtelen hosszusagu

szimmetriatengely

fokuszon|dtmeno

- hur —
: L :

' fokusz

................................

cstcspont

direktrix

2023. 04. 05.



Beneda Karoly: Fizika (irmérndokdknek Palyak

Kepleri palyak

Ax* 4+ Bxy+ Cy*+Dx+Ey+F =0
e ahol B®> > 4AC

* Mivel a kozéppont a gorbe tertletén
kival fekszik, igy magyarazhato a
negativ fél nagytengely

a : fél nagytengely

C . linearis excentricitas

C/ a . excentricitds

2023. 04. 05.
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Kéttest probléma

* Amennyiben egy (reszkdz a Fold koril kering, néhany tizezer
kilométeres felszin feletti magassagig a Nap €s mas égitestek vonzasa
elhanyagolhato

* Ebben az esetben nem tobb-, hanem kéttest-problémardl beszéliink

* Ez a bolygdk Nap korili mozgasara is igaz, mert ezek tomege egyrészt
elhanyagolhato a Napéhoz képest, masrészt pedig jelentds tavolsagok
vannak az egyes bolygok kozott

* A kéttest-probléma mar analitikusan is megoldhato, ezaltal ez
tekinthetd az égi mechanikai vizsgalatok kiindulopontjanak
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Kéttest probléma — mozgasegyenletek

* Vegylk egy tdmegpontot (P;) egy nem forgo koordinata-rendszerben
(P, kozépponttal), amire csak a tdmegvonzas hat
* Ekkor a mozgas egyenlete:

d’r  y(my +my)
dez2 rs
* Amennyiben m;, >»> m;, hasznalhatjuka u = ym,

szerint szamithato gravitacios mutatot.
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Kéttest probléma — mozgasegyenletek

* A P, test mozgasa a P, koril ugy zajlik, hogy a mozgas sikja tartalmazza
a P, pontot, es a mozgas egy kupszelet lesz, melynek egyik
fokuszpontja a P,.

* A P, test trajektériaja az alabbiak szerint hatarozhaté meg:

_p _ H*/u

" 14+ecosf 1+ecosh

r

ahol
o p: fékuszon atmend, nagytengelyre merdbleges hur fele (semi-latus rectum)
o e: numerikus excentricitas
o H: fajlagos (tomegegységre vonatkoztatott) perdilet
o 0: valédi anomalia
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Kéttest probléma — mozgasegyenletek

* A sebességet a Vis Viva egyenlettel hatarozhatjuk meg barmely

kupszeletre:
2 1
2 — - —

* Ennek specialis esetei a korpalya-, ill. parabola (szokési) sebesség:

: 2
vy =\/§,m.vp = /7“

e Korpalya esetén a = r, parabola esetén g = oo,
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Kéttest probléma — mozgasegyenletek

s s s s . Forras: Cornelisse: Rocket Propulsion and Spaceflight
* Tavolsag és sebesség diagrammok Dynamics, p. 364,
6 5
| (a) o | (b)
K e=5 =
= 5| - >
@ 2
5 3
o 4 >
5 f,:"-’ e=5
2
2 2
1
1 05
1 g 0.2
0 0 I —
0 30 60 0 120 150 180 0 1 2 3 [A

2023. 04. 05. True Anomaly § (deg) Distance r/ 55’ 11



Beneda Karoly: Fizika (irmérndokdknek Palyak

Kéttest probléma — mozgasegyenletek

* A radialis sebesség differencialas utan: /
no.
v, = —esinf \

H
e A tangencialis sebesség:
PB4+ ecos)
Vg =— = — e CoS
) ° T r T H
e Utirdnyszog (—90° <y < 90°):
U, e sin 6

tany = — =
4 Vg 1+ ecosO
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Kéttest probléma — mozgasegyenletek

e Utirdnyszog a valddi anomalia fliggvényében:

w
o

Flight Path Angle ¥ (deg)
(8]
o

30 o _,,/ 05
/ / ’
/
/ Z 0.2
/ e
o i
0 30 60 a0 120 150 180

Forras: Cornelisse: Rocket Propulsion and Spaceflight Dynamics, p. 365. True AﬂOﬂ\ﬂl)’ ) tdeg)
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mozgasegyenletek

* Kihasznalva a szo6gek szinuszara, ill. koszinuszara vonatkozo azonossagot
(sin? x + cos?x = 1) a @-val egyszer(sithetiink:

1\2 ey 2
ot +(vo-) = (%)
Vo b

Vo
* Ez egy — suga ru Ellipse Parabola Hyperbola

kornek az egyenlete, P

amit hodografnak

nevezink

arc sin
¥
v a Vi

2023. 04. 05. Forras: Cornelisse: Rocket Propulsion and Spaceflight Dynamics, p. 365.
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Kéttest probléma — mozgasegyenletek

* A teljes sebességvektor két masik komponensre is felbonthato, egy hurral
parhuzamos és egy sugarra merdleges 6sszetevore:
U, (78 ue
~ sin(180°—60) sinf@ H y

Ur Ur U
Vg

()

tan(180° — ) ~ % " tan6 H v
* Ezek nagysaga alland6 a palya mentén —
* A v; komponensnek az iranya is

vn=v9+

V
v, ¢

Forras: Cornelisse: Rocket Propulsion and Spaceflight
Dynamics, p. 366.

Major Axis F Pericenter
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Palyahaborgasok alapjai

* A kéttest-probléma soran elhanyagoltuk a palyat , birtoklo” égitesten kivil
minden mas hatast, amely az Greszkozre hat, tovabba a tomegpontként valo
kezelés is rejthet hibakat (pl. Hold, mascon)

* A valosagban azonban szamos olyan hatas érvényesul, amelyek az idealis
kupszelet kepleri palyahoz képest a valdsagos palyat megvaltoztatjak

o A Fold lapultsaga

o A Fold tomegének egyenl6tlen eloszlasa
o A Fold légkorének zavaro hatasa

o Tovabbi égitestek gravitacios vonzasa

o Sugarnyomas

o Elektromagneses hatasok
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Palyahaborgasok alapjai

* Az altalanos n-test probléma egy rogzitett XYZ koordinata-
rendszerben vizsgalhato, gyakran azonban szamunkra
egy, ehhez az inercia-rendszerhez képest nem forgo, dez\n
a gazda bolygd tomegkozéppontjaba helyezett
referenciara szeretnénk vonatkoztatni

* Legyen az xyz koordinata-rendszeriink origdja
a P, égitest

Forras: Cornelisse: Rocket Propulsion and Spaceflight
Dynamics, p. 355.
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* Valasszuk szét a gravitacios vonzasokat a P, es P, valamint a P; és a tObbi P,
testek koz6tt, igy az inercia-rendszerben P, mozgasa: ,

d?R; My **m] 1
dt2 VTB"”‘”Z A

* A fenti egyenletben a Z]- **minden j-re vonatkozo
0sszegzeést jelent, kivéve a j =i ésj = k eseteket.
* Hasonloan, P, mozgasa az inerciarendszerhez képest:

dZRk ‘ml- **m]
2 =V—3"ki+Vz 3 Tkj
dt Ties

Forras: Cornelisse: Rocket Propulsion and Spaceflight
Dynamics, p. 355.
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Palyahaborgasok alapjai

* Vonjuk ki egymasbadl az el6bbi egyenleteket:
i = R — Ry, ésrij =1y — 1y
* Ezt visszahelyettesitve:

2
drg; m; + m; N . i —Tki Tkj
dez ~ ¥ 3 i TV m; 3 -3
ik I ij Kj

* Ha viszont a P, pozicidjat a P -hoz viszonyitva vizsgaljuk:

d?r; my +m; ri—1; T

* % ] L J

+y ri+y E mi| ————=5
j

2 3
dt r; T r;

Palyak

Forras: Cornelisse: Rocket Propulsion and Spaceflight
Dynamics, p. 355.
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Palyahaborgasok alapjai

dzri+ymk+mir-—yz**m- T T
dt? r3 t _ J r3 r3
J

l l ]
* Lathato, hogy az egyenlet jobb oldala tartalmazza a P; testek P;-re gyakorolt, P,
koral kifejtett vonzasait.
* A zarojel elsé hanyadosa a P; gyorsulasa a P, testek vonzasa miatt
* A zarojel masodik hanyadosa a P,, vagyis az origo gyorsulasanak ellentettje
* Mivel a P,-ra vetitett eredGre vagyunk kivancsiak, ezért a kiilbnbség lesz a fontos
* Vezessuk be a zavaras potencialjat:

s 1 r;: Tj
Ri - _)/Z My r3 B r3
J Y

J
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P3

* Ebben az esetben az el6z6 egyenlet igy is irhatd, ahol V; a P. koordinatainak
xyz rendszerben vett gradiense:
d?r;  my +m;
dt2 r3
* Mivel R; nem csupan a P, koordinatainak fuggvenye, hanem a P;-ké is, ezért

az R. potencial altal leirt mez6 nem konzervativ. Emiatt igen bonyolult
altalanos perturbacioszamitast végezni az égi mechanikaban.

vahaborgasok alapjai
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Palyahaborgasok alapjai —harmadik test okozta

perturbaciok

e Az altalanosbdl a specialis felé eltérhetlink pl. egy olyan esetben, amikor
egy Fold korul keringd miholdra mas, kozeli égitestek altal gyakorolt
hatasat vesszik egyenként figyelembe.

* llyenkor van tehat egy miiholdunk, melynek tdémege m_, amely a Fold
(ennek tdmege m,) korll kering | satellite B
r, tdmegkozépponttdl mért | Y Dynamics, p. 357.
tavolsagban. A zavaro égitest
m_ tdmeggel r, tavolsagban van.

Disturbing
Body
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Palyahaborgasok alapjai —harmadik test okozta

perturbaciok

* A f6 gyorsulas a kdzponti égitest miatt:
m, + mg

Am =Y >
Ts

* A zavarasbol szarmazo gyorsulas pedig:

a, = ym (Tsd Td) (Tsd Td)
d — d|\>3 3]\ 3 3
\ \Tsa Ta Tsa T4

* Elvégezve az egyes miveleteket a gyokjel alatt:

1 1 2cosa

Qg =YMy |7+ 27—~

\Tsd Tq Tsald
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Palyahaborgasok alapjai —harmadik test okozta

Satellite Forras: Cornelisse: Rocket Propulsion and Spaceflight

perturbaciok i ovmeic, 367

rq —Ts COSf

* Az abra tanusaga szerint: cosa =

Tsd
césr2 =12+ 15— 2r,;rgyc0sf |
* Ezeket helyettesitstuk be az el6z6 egyenletbe: = ) srbng
1 1—pcospf
ag =ymg |1+ -—— ~7 — 2 >
\ (1=2pcosf +p%) (1—-2pcospB + p?)2

litp = = < 1
d

* A p szerint sorba fejtve és a masodrend(ien kicsiny tagokat elhanyagolva:

s
ag = ymy r—sg\/l + 3cos?f
d
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Palyahaborgasok alapjai —harmadik test okozta

p e rt U rb é CI Cl) k Zavaro égitest

 Ezaltal a zavaro és f6 gyorsulasok
viszonyanak maximuma:

3 Nap 332.946 3,48-10° 1,6-107

Agq 5 Mgy [ Ts Merkur 0,056  1,83-103 1,8-10™"

A, m, \1y Vénusz 0,815 9,03-10? 2,2-107°

. , , ’r Hold 0,0123 9,1 3,3-10°°

* Vagyis a zavaro hatas a mdhold -
4 . . Mars 0,1107 1,29-10° 1,0-107°
palyasugaranak harmadik I 3179 13910° ey
hatvanyaval aranyosan novekszik.  saurnusz 95,2 2 83.10° 8 410
* Jol latszik, hogy a legnagyobb Uranusz 146  6,11-10° 1,310
megzavarast a Nap és Hold tudja  Neptunusz 172 1,02:10° 3,310
gerjeszteni, a tobbiek legalabb 10* Pluto 011 1,01-10° 2,1-107°
a CentauriA  3,6-10° 9,68-102 8,0-:10722

nagysagrenddel kisebbek.

2023. 04. 05. 25
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Jellegzetes Fold koruli palyak
* Magassag szerint:
* Alacsony Fold koruli palya (Low Earth Orbit, LEO): 160-2.000 km felszin
feletti magassag
e Kozepes Fold koruli palya (Medium Earth Orbit, MEO): 2.000-35.768 km
k6zOtti apogeum magassag
* Geoszinkron palya (GSO): keringési id6 egy sziderikus nap, vagyis 84164
masodperc (de a palya alakjara és inklinaciéjara nincs megkotés)
* Geostacioner palya (GEO) 35.768 km palyamagassag
* Magas Fold kordli palya (High Earth Orbit, HEO): az apogeum magassag
nagyobb, mint a GEO palya magassaga
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Jellegzetes Fold koruli palyak

* Inklinacio szerint:
* Egyenlit6i palya: 0° inklinacio (mert az Egyenlitd sikja a referencia)

90

2023. 04. 05. 27
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Jellegzetes Fold koruli palyak

* Inklinacio szerint:
» Kozepes inklinacioju palya: 0-90° (prograd, el6re halado,
leggyakoribb palyatipus)

-75

-90
-180 -165 -150 -135 -120 -105 -90 -75 -60 -45 -30 -15 0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150 165 180

2023. 04. 05.

Palyak

28
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Jellegzetes Fold koruli palyak
* Inklinacio szerint:
* Polaris: 90° (gyakorlatban kb. +5°-on bellili mar polarisnak szamit)
e Specialis eset a Nap-szinkron (Sun-synchronous Orbit, SSO), amikor az Egenlité
folotti athaladas mindig a napnak ugyanazon orajaban torténik, emiatt az arnyékok

ugyanugy allnak, megfigyelésre kifejezetten alkalmas

90

60

-30
-45

-60

-90
2023 04 05 -180 -165 -150 -135 -120 -105 -90 -75 -60 -45 -30 -15 0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150 165 180
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Jellegzetes Fold koruli palyak

* Inklinacio szerint:
* Retrograd: 90°-180° (visszafelé halado, ritka, tobblet hajtéanyag)

-90
-180 -165 -150 -135 -120 -105 -90 -75 -60 -45 -30 -15 0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150 165 180
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Jellegzetes Fold koruli palyak

* Excentricitas szerint:
* Fajlagos palyamenti energia< 0

e Korpalya v?  Gmy,
 Elliptikus €= Ckin T €por = 5~ T

 Hohmann ellipszis
* Geoszinkron transzfer palya (GTO)
* Nagy excentricitasu palyak
* Molnyija-palya: 63,4° inklinacidju, fél sziderikus nap (43082
masodperc) keringési idejl palya. Az (reszkodz keringésének
jelentOs idejét a kijelolt terilet felett tolti (kéemmdholdak,

telekommunikacio)
* Tundra-palya: 63,4° inklinacio, keringési id6 egy sziderikus

nap (86164 masodperc), pl. ez is geoszinkron

Forras: Flores-Burhani-Fantino: A method for accurate
and efficient propagation of satellite orbits: A case study
for a Molniya orbit. Alexndria Engineering Journal, 2021

April
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Jellegzetes Fold koruli palyak
* Excentricitas szerint:
. v: o Gmy
E=€rint Cpot = -
kin pot 2 r
e Hiperbolikus (fajlagos palyamenti energia > 0)

* 1-nél nagyobb excentricitas = az (reszkoz a szokési sebességnél gyorsabb,
végleg legy0Ozi a Fold vonzerejét, a végtelenben is megmarado
sebessegkomponenssel rendelkezik

* Parabolikus (fajlagos palyamenti energia = 0)

e Excentricitds = 1 = az (reszkoz éppen a szokési sebességgel halad, és

legy6zvén a Fold vonzerejét, a végtelenben zérus sebességre lassul
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Jellegzetes Fold koruli palyak
* Az elliptikus palya néhany érdekessége
1. Asebesség minimuma az apocentrumban adaddik (ahol v, az apocentrumra érvényes
korpalyasebesség):
ufl—e
Vg = E(l n e) = v5a(1—e),v, < Vg
2. A maximalis sebesseg a pericentrumban jon létre (ahol v, a pericentrumra
vonatkozo korpalyasebesség)
ufl+e
2 _ _ .2
vy = E(l — e) = vip(1+e), vy > vy
3. Aradialis sebesség maximuma a palya és a fokuszon atmend merdéleges hur

metszéspontjaiban maximalis (ahol v, ., @ metszéspontokbeli kérpalyasebesség):

Lie
T ﬁ = V¢ extr€
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Jellegzetes Fold koruli palyak
* Az elliptikus palya néhany érdekessége
4. A palya és a kistengely metszéspontjaiban a palyaszog szélsG6értéket vesz fel, a
sebesség pedig nagysagban megegyezik a helyi korpalyasebességgel (de
iranyaban természetesen nem):

e
Yextr = arctan (i \/1——62>

5. Keringési id6:

a’  Gmy oM . Gmy, L
= — | = = —
T? 4n? My, N 412 q3 my,

Gmy

Ham; <K my,akkorT' = |——73
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vak

el
Apocenter

Jellegzetes Fold koruli pa

* A pozicio és idb kdzotti osszefliggesek
* Avalodi anomalia id6 szerinti megvaltozasa

d6 H u
—=—= [—=(1+ecosBh)? N | |
dt T-Z V p3 FD?/rnr:;iizrgfeg;sle.. Rocket Propulsion and Spaceflight
* EbbdSl megkaphatd az id6:
p3 [Ye do

At = |—
\ H e, (1+ ecosB)?

 Elliptikus palya esetén érdemes bevezetni az excentrikus anomaliat, amely az a
sugaru segédkorbdl levezethetd:
r=a(l—ecosEk)
rcosf@ =acosE —ae

rsin@ = ay1—e?sinE
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Jellegzetes Fold koruli palyak

* A pozicio és id6 kdzotti osszefliggesek
* Ezek alapjan meghatarozhatjuk a © szog

tangensét:
Forras: Cornelisse: Rocket Propulsion and Spaceflight
9 1 + e E Dynamics, p. 371. ) ’ e
tan— = tan —
2 1—e 2
\
Differencialjuk az r kifejezését az id6 szerint:
dr O dE
— =qesin E —
dt dt

Az excentrikus anomalia id6 szerinti derivaltja mas kifejezések atalakitasa utan a
kovetkez6 alakot nyeri:

dE U sin 0
dt N a3(1 —e?)sinE
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Jellegzetes Fold koruli palyak
Pericenter

* A pozicio és idb kdzotti osszefliggések
e Ez tovabbi atalakitasokat kovet6éen:
(1 E) dE ‘u Forras: Cornelisse: Rocket Propulsion and Spaceflight
— e COS —_— R Dynamics, p. 371.
dt a3

* Ez a képlet mar hasznalhato integralasra, hogy adott pillanatbeli poziciot

szamithassunk.
E—esinE = /%(t—r)
a

ahol t az integralasi allandd, aminek konnyen fizikai értelmet is talalhatunk: ha E = 0-t
helyettesitink, akkor t = 1, vagyis t a pericentrumon torténd athaladas ideje.
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Jellegzetes Fold koruli palyak

* A pozicio és id6 kdzotti osszefliggesek
* Vezessuk be a kozepes szogsebességet:

n = —_—
a3 Forras: Cornelisse: Rocket Propulsion and Spaceflight
Dynamics, p. 371.

Valamint a kzepes anomaliat:
M=n(t—-1)

Ezaltal a Kepler-egyenlet egyszerisodik:

E—esinE =M
Ha az a kérdés, hogy mikor van egy bizonyos pozicioban az Grobjektum, akkor
egyszeren megoldjuk ezt az egyenletet.
Ha azonban Urobjektum pozicidjara vagyunk kivancsiak egy adott pillanatban,
akkor iteracioval visszafelé kell megoldani
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/
ya k Forrds: Cornelisse: Rocket Propulsion and Spaceflight

Dynamics, p. 372.

Jellegzetes Fold koruli pa

§3SD 9 ,
* Apozici6 2 | a \\ (b)
Lot X > 2 8 e-08 /
es ido 35“300 = - / \
kdzOtt] 2 5 \
Ossze- 2 20 - \
fuggések 5

180

1/
12()A 3[/?/\\\\
| / Tt \\

60 /A j .& 02 \g\
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