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I % Bevezetés a szamitdselméletbe 1

r@j 1. tetel:
Szamelmélet, kongruencia

Tételcim

Oszthatdsag, primszamok, a szamelmélet alaptétele (csak a felbonthatésag
bizonyitasaval). Primek szama, m(n) nagysagrendje (bizonyitas nélkdl).
Kongruencia fogalma, alapmiiveletek kongruenciakkal.

1. Oszthatésaqg
o Definicio

» a € Z osztdja b € Z, ha létezik olyan c € Z, melyrea-c = b

= ugyanezt fejezziik ki, ha b-taz a \tébbszérdﬁének mondjuk [K1] megjegyzést irt: A lilaval szedett, délt szévegek
altalaban egy addig elé nem fordult fontos szd, definicio
o Jelolés vagy tétel neve, melynek ismerete fontos.

* ha a osztéja b-nek: a|b

* ha a nem osztdja b-nek: a t+ b

» valddi osztdja, ha fennall a|b és 1 < |a| < |b]|
o Példa

= jgaz: 13|91, —7|63, 2|0, —8  —36, még 0|0 hiszen 0-c =0
barmilyen c-re igaz

2. Primszam
o Definicio

* p € Z primszamnak nevezzlk, ha |p| > 1 és p-nek nincs valddi
osztoja

e |p| > 1 kikétés a —1, 0,1 szamok miatt kell, ugyanis ezek
se nem primek, se nem osszetettek

= tehat p = a * b csak akkor lehetséges, haa = +1 vagy b = +1

» ha |[p| > 1 és p nem prim, akkor Gsszetett szam
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3. Szamelmélet alaptétele

o Tétel

= (1) minden 1-t8l, 0-tdl, (—1) -t6l kilénbdz8 Z szam felbonthatod
primek szorzatara

= (2) ez a felbontas tényez6k sorrendjétdl, el6jelétdl eltekintve

egyértelmi
e pl. 100 felbontasa lehet 2-2-5-5vagy (—=5)-2-5-
(=2)

= (felbonthatésag bizonyitasa)
= tetszbleges n € Z felbontasa |n| > 1 primtényez6k szorzatara

= eljaras végig fenntartja az n egy (+1-t6l kiilénb6z8) egészek
szorzatara valé bontasat

»han=ay-..-a, ahol a; mind prim — eljaras megall

= ha tényez8k kdzo6tt van dsszetett szam pl. a; — van valddi osztéja,
igy felirhaté: a; = b - ¢, ahol |b], |c| > 1, a; helyettesithet6 b - c-vel

{ [K2] megjegyzést irt: Szintén egészek.

- eljaras folytatodik

= felbontaskor tényez8k szama mindig 1-gyel né, tényezé | | legalabb
2 — eljaras véges sok lépésben elvégezhetd (max. log, |n|
tényez8s szorzattal)

4. Primek szamossaga

o Tétel

= primek szama végtelen

= [TFI. primek szama véges

" Dy, ..., P Az 6sszes Hp\

[K3] megjegyzést irt: Tegylik fel indirekten, hogy...

[K4] megjegyzést irt: Pozitiv prim.

"IN = p;-.."pr +1 - IN primtényezék szorzatara bomlik\ vagy

maga is prim

= N nem oszthato egyik p-vel sem, mert +1 maradékot ad mindig, igy
N minden primtényezdje hianyzik p,, felsorolasbdl — ellentmondas

3 | Vizsgatételek
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[K6] megjegyzést irt: El6z6 tételnek megfeleléen.
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5. Szomszédos primek

o Tétel

= minden N > 1 Z talalhatéak olyan p < q primek, hogy p és q
kdzott nincs tovabbi primés g —p > N

= be kell Iatni, hogy létezik N db szomszédos Osszetett szam
o ezeknél kisebb primek koézul a legnagyobb p
e ezeknél nagyobb primek kozil legkisebb g
slag=(N+1D)!+i
e i=23,..,(N+1)
e Ndba,as, .., aysq

e Osszetettek, mert minden 2 < i < N + 1 esetén a;-nek
valodi osztdja i - (N + 1)! nyilvan oszthaté — i-t adva
ismét i-vel oszthaté szamot kapunk

6. Nagy primszamtétel

o Tétel
- T P 1) R [K7] megjegyzést irt: Aszimptotikus egyenl&ség:
7T(n)‘m‘lnn vagy's rllljlgo % =1 ~ | a, =~ b, - tehat a,, sorozat akkor aszimptotikusan
egyenl6 b,-nel, ha a 2 sorozat hanyadosa 1-hez
. ArtAkAre A fa N 5 5 konvergal.
m(n) értékére jo becslés T abban az értelemben, hogy a becslés
relativ hibaja n névekedtével 0-hoz konvergal
7. Kongruencia
o Definicio
=la,b,m # 0, € Z kongruens b modulo m, ha a-t és b-t m-mel [[KS] megjegyzést irt: Legyen...
maradékosan osztva azonos maradékot kapunk
o JelGles
"a=b(m)
o Allitas

» | @ maradéka r; és b maradéka r,, m-mel osztva

» valamely k;,k, € Z,ahol 0 <r{,r; <m-—1
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e a=k;-m+n
e b=k, m+n
= a és b szerep szimmetrikus = r; = 13!
a—b=(k;—ky)) m+(y—n) /im
e maradékr, — 1,
» m|a — b akkor teljesil, hary = 1y,
= definicid szerint ez ekvivalens ezzel: a = b (m)

8. Alapmiiveletek kongruenciakkal

o Tetel

* TFH. a = b (m) és ¢ = d (m) fenndlinak a, b,c,d,m € Z,k > 1
tetsz6leges

Da+c=b+d(m)
Q)a—c=b—-d(m)
(2)a-c=b-d(m)
(8) a* = b* (m)
= el6z8 definiciora alapozva
= m-mel oszthaté szamok (+) és (-) is m-mel oszthaté —
mlla—b)+(c—d)=(a+c)—(b+d)
ml(a—b)—(c—d)=(a—c)—(b—4d)
e definicié miatt ismét igaz

= mivel egy m-mel oszthaté szam barmely tébbszordse is m-mel
oszthato, igy

mla—>b
m|c-(a—b)
mla-c—b-c
e (hasonlo b(c — d)), tehat:
m|(ac — bc) + (bc — bd) = ac — bd
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= Bizonyitas (2)-re alapozva, de ittmostc = aésd = b
= ekkora kapjuk: a? = b? (m)

= Ujra alkalmazva el6z8 bizonyitast kapjuk: a® = b3 (m)
= és ezt folytatva jutunk el: a* = b* (m)

9. A kongruencia tétel

o Tétel

= la, b, c,m tetsz6legesek és d =[(c, m)| l[K9] megégg:(y;é;t irt:tq”= (T,m), tehatd = c ésm
legnagyobb koz6s osztojaval.

saqa-c=b-c(m)

m

= akkor, és csak akkorigaz, haa = b (d)

I

= 2 ésm' = % (c',m' € Z, mert d kbzos osztojuk)

= (¢',m") = 1, ellenkezé esetben d egy d-nél nagyobb kbzds o0sztd
volna

= kongruencia allitas:

a-c=b-c(m) > mlac —bc =c(a—b)

e ez ekvivalens azzal, hogy:

e m’'|c'(a — b)|— tovabb ekvivalens m'|a — b [K10] megjegyzést irt: Mert az m - k = c(a — b)
egyenlet is ekvivalens az m' - k = ¢’(a — b)
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r“@j 2. tétel:
Linearis kongruencia

Tételcim

Linearis kongruenciak: a megoldhatdsag sziikséges és elégséges feltétele,
a megoldasok szama. Euklideszi algoritmus, annak Iépésszama,
alkalmazasa linearis kongruenciak megoldasara is (konkrét, megadott

példan).
1. Eukleideszi algoritmus; [K11] megjegyzést irt: Példa:
(121, 39) legnagyobb kozos osztdja:
? pefinii L

4 =3-1+1- maradék 1, megoldasok szama tehat: 1

"input: a,m (0 < a <m)

[K12] megjegyzést irt: a, m legnagyobb k6z6s osztojat

= output: (a, m)
kapjuk meg.

= 1. |épés:
o m-et maradékosan osztjuk a-val, megkapva a maradékot,
felirjuk 6ket a kdvetkez6 modon:

a=b-q +tn
= 2. lépés:

e a-t elosztjuk a kapott maradékkal:

b=r-q,+n,
»...0. lépés:
e (i — 2) Iépésben kapott maradékot elosztjuk (i — 1).-ben
kapottal:

ri,=ri—1+n
= utolso lépés:
e akkor érink el ide, ha r; = 0, ekkor 1;_; lesz az Inko

2. Eukleideszi algoritmus

o Alltas

= Eukleideszi algoritmus végrehajtasa utan r, = (a, m)

7 | Vizsgatételek
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sm=r (a)
*»haa =b (m) teljesll, akkor (a,m) = (b, m)

e ezt alkalmazva: (a,m) = (a, 1)

a=r, ()
(a,1y) = (1, 12)—
(am) =(a,r) = (1) =..= ("1, 7%)

» legutolso (k + 1) lépés szerint
TelTe—1 = (-, 1) =T

3. Eukleideszi algoritmus Iépésszama

o Allitas

= Eukleideszi algoritmus polinomialis idében lefut

= legfeljebb 2 - [log, a] maradékos osztas utan all meg

= vizsgaljuk meg az eljaras egy tetszbleges lépést:
o T1;_, =t; 1;_1 + 17, @ahol a fentiek szerint
Tipg >Ti-1 > 7
= tehat:
o t; =1 (r;_, > r;_; miatt) kdvetkezik:
e T;_, =T1;_41 +1;, ebbbl viszont
o T;_y >T1;miatt - r;_y > 2r;
* igy az eljaras paros szamu soraibol ezt kapjuk:
a=71y>2r, >4r, >...> 28 1y,
= a k = [log, a] valasztassal 2¥ > a

» (TFI ry;, maradékkal még nem ért véget)

o 0<ry < ik < 1 - ellentmondast kapnénl# [K13] megjegyzést irt: Ebbdl kévetkezik, hogy az
20 e Eukleideszi algoritmus polinomialis futasidejii (de még
ezen bellil is nagyon hatékony), hiszen log, a az a
jegyei szamanak konstanszorosa.

8 | Vizsgatételek
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4. Linearis kongruenciak megoldhatésaga

o Tétel

* a - x = b (m) linearis kongruencia akkor és csak akkor
megoldhato, ha (a,m)|b

= ha teljesul, akkor megoldasainak szama modulo m egyenld
(a, m)-val

= (sziikségesség igazolasa)

« TFH. d

'd=(a,m),a=dd, m=m'd
ha az a - x = b (in) megoldhato, akkor

d|m|ax — b o

{ [K14] megjegyzést irt: Ebbdl kdvetkezik, hogy...

dla|ax »
dlax—(ax—b)=b
| b,azazb =db" /:d (modulustis)

sa'x =b'(m")

= mivel d

= (m, a), igy leosztas utan (a’,m’) =1

= Eukleideszi algoritmus segitségével ]Inko\ eldall - kiszamithatunk

olyan k,

{ [K15] megjegyzést irt: Legnagyobb k6z0s o0szt6.

l €Z, amire ka’ +1

k,l nem lehet kdzbs primosztdja — relativ primek

(1-ImDx=kb' (m') /+Im'x=0(m")

x = kb'(m")

= megoldasok modulo m megadasa

mivel m = m'd, ezért minden m’ szerinti maradékosztaly
pontosan d db m szerinti maradékosztaly uniéja

konkrét esetben:
x = kb'(m) vagy...
x = kb' +m’ (m) vagy...
x = kb +2m' (m)...

9 | Vizsgatételek

[K16] megjegyzést irt: Az elvégzett atalakitasok
ekvivalens volta miatt az a - x = b kongruencia
megoldasai pontosan azok az x € Z, amelyek modulo
m' a kb'-vel egy maradékosztalyba tartoznak.
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&4 3. tétel:
Euler-Fermat tétel

Tételcim

Euler-féle ¢-fliggvény, képlet a meghatarozasara (csak primhatvany esetre
bizonyitva). Redukalt maradékrendszer, Euler-Fermat-tétel, kis Fermat-
tétel. Két kongruenciabdl allé kongruenciarendszer megoldasa (konkrét,
megadott példan).

1. Euler-féle gp-fﬁquénv\ [[K17] megjegyzést irt: n — ¢(n) }

o Definicio:
shan > 2,€Z, akkoraz 1, ... ,n — 1 szamok koz6tt n-hez relativ
primek szamat ¢ (n)-nel jeloljik

2. Euler-féle ¢-fiqggvény képlet

o Tétel
=lazn = 2, € Z kanonikus alakjan = pfl et p;f", ekkor:

a;—1 a—1 ak—l)

p(m) =y —pi ) (3 — 32 ) s (DK — Dy

* TFH. n € Z primtényezés felbontasban csak 1 prim (p) van

"n=p*(a=1)

= ekkor (n,a) > 1, akkor és csak akkor igaz, hap|a [K18] megjegyzést irt: Kiilénben a és n primtényezés
felbontaséban nem lehetne k6z6s prim.
» 1,...,n szamok kdziil = = p®~* [db nem relativ prim n-hez iegvzést irt: is nVilva i
p [K19] megjegyzést irt: Ugyanis nyilvan ennyi a p-vel
oszthaték szama.

= definicié szerint: p(n) = n — p* 1 = p* — po-1

» — tehat igaz minden primhatvanyra

3. Redukalt maradékrendszer

o Definicio

* R = {cj, ..., ¢} szamhalmaz redukalt maradékrendszer modulo m,
ha a kdvetkez6 feltételek teljestlnek:

10 | Vizsgatételek
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e (1) (¢;;m) =1mindeni=1,..,k esetén
e (2) (¢; #¢;) (m) barmely i # j, 1 < i,j < k esetén
e B k=0pm
o Példa
= modulo 10 redmar. az {1,3,7,9},{21,43,67,89},{1,—1,3,—3}

{

[K20] megjegyzést irt: Redukalt maradékrendszer.

J

4. Redukalt maradékrendszer allitas

o Allitas

* 1 R ={c, ..., c,} redmar. modulo m € Z, amely (a,m) = 1
"> R ={a-c,..,a-c} szintén redmar. modulo m
* megmutatni, hogy R’'-re is igaz, ami R-re is

= (1) (1. tétel, Szamelmélet alaptétel szerint) a - ¢; €s m primtényezés
felbontasaban nem lehet kzds prim, ha kiilén a-ban és m-ben
vagy c-ben és m-ben H

[

[K21] megjegyzést irt: Nincs.

* (2) bizonyitasahoz TFH.:

a¢g=a-cl (m) /:a

{

[K22] megjegyzést irt: Valamely 1 <i,j < k

¢ [(m)

Ci

= mivel R-re teljesil (2), amely csak i = j esetben fordulhat el6
» mivel R és R’ elemszama =, igy (3) teljesiil R'-re

5. Euler-Fermat-tétel

o Tetel

» ha az|(a,m)|= 1, akkor a®™ =1 (m)

|

[K23] megjegyzést irt: (a, m) = 1 miatt modulus nem
valtozik.

o )

{

[K24] megjegyzéstirt: am > 2, € Z

IR ={c, ..., ¢} tetsz6leges redmar. modulo m

= mivel (a,m) =1 ]redmar. def. \miatt R'={a-c,..,a-c} (m)

= R és R’ elemei parba allithatdk, parok kongruensek modulo m

= (1. tétel, Alapmiiveletek kongruenciakkal (3) tulajdonsagot hasznalva) —
R és R’ elemeit 6sszeszorozva modulo m kongruens eredményeket
kapunk:

11 | Vizsgatételek
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[K25] megjegyzést irt: Redukalt maradékrendszer
definicioja.
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G =(ac) - (ac) (m)
€1 e =a®M™ i i, (M) Jicyt ok

e mivel (c;; m) = 1, ezért (1. tétel, Szamelmélet alaptétel
kévetkeztében) (c1 * ..." ¢, m) = 1 isigaz

e osztassal a modulus nem valtozik, igy megkaptuk a tételt

6. ,Kis” Fermat-tétel

o Tétel

* hap prim és a € Z, akkor a? = a (p)

= tétel allitasa magatdl értet6dod, ha p|a

e ekkorpla? isigazpla—>a?P =0=a (p)

*hapta-(ap)=1is ]igaz\ [[Kzs] megjegyzést irt: Mert p prim.

e Euler-Fermat-tétel a-ra és p-re
e ¢(p)=p—1miatt
a’'=1 (p) /a
a’ =a (p)
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& 4. tétel:
Algoritmusok, nyilvanos kulcsu titkositas,
RSA

Tételcim

Polinomialis futasidejl algoritmus (vazlatos) fogalma. Szamelmélet és
algoritmusok: alapmdiveletek, hatvanyozas az egészek kérében és modulo
m (ez utébbi konkrét, megadott példan), ezek lépésszama. Primtesztelés,
Carmichael szamok. Nyilvanos kulcsu titkositas, megvalodsitasa RSA-
koddal.

1. Polinomiadlis futasidejii algoritmus

o Definicio

= az algoritmust polinomialis futasidejiinek tekintjik, ha n méreti
bemenethez tartozé f(n) fuggvényre, mely az algoritmus
lépésszamat hatarozza meg

= minden n esetén fennall:

f (Tl) < IC ' n"\ [[K27] megjegyzést irt: c és k rogzitett konstansok. ]

2. Szamelméleti algoritmusok

o QOsszefoglald (szamelméleti algoritmusok hatékonysaga,

= bemenet méretét mindig a bemenetet adé szamok 0sszes

szamjegyének szamaval mérjik [K28] megjegyzést irt: Azonosithaté a szamok (pl. 10-
es alapu) logaritmusaval.

= algoritmus lhatékony, ha:

[K29] megjegyzést irt: EIméletben és tobbnyire
gyakorlatban, gyakorlatban ezek tébbszaz jegy
—————————————————— szamok, melyeket a példak kedvéért 2-3 jegyi

tesz meg | szamokon illusztraljak.
1) Alagm liveletek k { [K30] megjegyzést irt: Valamely fix k-ra. }

= gsszeadas feladata:
e bemenet:a,b €Z
e kimenet:.a+ b

e ezzel analdg a kivonas, szorzas
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= maradékos osztas feladata:
a . - P . o a
° also egeszres#e, jeldlés: lZJ
e a-nak b szerint vett osztasi maradéka, jeldlése: a mod b

= mar also tagozatbdl ismert irasbeli” algoritmusok megfeleléek erre

» viszont, ha a és b jegyeinek szama k és [, akkor az algoritmusok
Iépésszama a(z)...

e irasbeli 6sszeadas, kivonasnak: ¢ - (k + 1)

e szorzas, osztasnak:lc- k - 1
sIn=k+1

e (Osszeadas, kivonas: c-n

e szorzas, osztas: lc - n?
= tehat: polinomialis futasideji — hatékony algoritmusok
» hatvanyozas feladat:

e bemenet:a,b €Z

e kimenet: a’

= ennek mar nem adhato hatékony algoritmus, mert a kimenet kiirasa
is tul sok ideig tart

e pl.a = 2 esetében 2” jegyeinek szama log;, 2° =
b-logiy2 =logyp 210"t > 0,03 - 10"

. ﬁ/agyis\ 2 jegyeinek szama exponencialis fiiggvénye b
o Hatvanyozas modulo m
= nyilvanos kulcsu titkositashoz alapveté

= kimenetet nem tudjuk kiszamitani a fentiek szerint, de annak adott
m szerinti maradékat meg tudjuk hatarozni

= hatvanyozas feladat:
e bemenet:a,b,m €Z

e kimenet: a? mod m vagyis a? osztasi maradéka m
szerint
= kiirasi probléma megoldva, mert a kimenet < m
= a’ még mindig nem kiszamithaté —
* a,a?,...,a? m szerinti maradékokat sorra ]kiszémoljuld
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[K31] megjegyzést irt: Maradékos osztasnal az alsé
egészrész igazabdl egy lekerekités, felsé egészrésznél
meg fel.

pl.:

12:5=2,4

ennek also egészrésze: 2, fels6: 3

FunFact:

Jelolést Gauss vezette be az als6 egészrészre; a |x| és
a [x] jelek Kenneth E. Iversontél szarmaznak. A német
nyelvben ma is hasznaljak a Gaul-Klammer nevet az
alsé egészrészre.

{ [K32] megjegyzést irt: Valamilyen ¢ konstansra

[K33] megjegyzést irt: Létezik ennél gyorsabb
futasideji algoritmus is, de ezeknél csak joval nagyobb
szamok esetén sikeril futasidét megtakaritani

[K34] megjegyzést irt: Ha b példaul 100 jegyi, akkor
2b jegyeinek szama 3 - 10°8-nal tébb, igy a kiiras még
akkor is lehetetlen volna, ha a vilagegyetemben
talalhaté minden protonra rairhatnank egy kimenet egy
szamjegyét.

[K35] megjegyzést irt: EI6z6 maradék a-szorosanak m
szerinti maradékat vessziik.
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= ez az eljaras szintén hasznalhatatlanul lassu: b — 1 db ilyen Iépést
kell tenni, ez exponencialis |épésszamu algoritmus

= erre hatékony algoritmus: ismételt négyzetre emelések moédszere
» példa: 1353 maradéka 97-tel osztva
131 =13 (97)

N32=169=72 (97) [K36] megjegyzést irt: Mindegyik sor az el6z6 sor

négyeztre emelésével keletkezik.
13* = (132)2 =722 =5184 =43 (97)

1332 = (131%)2 =362 =1296 =35 (97)

= ezzel a mddszerrel 13-nak a 2-hatvany kitev6ji hatvanyait tudjuk
meghatarozni

= a sort nem tudjuk tovabb négyzetre emelni, igy

. 1353 — 131+4—+16+32 — 131 . 134— . 1316 . 1332

= részekre bontva:
135=13'-13*=13-43=559=74 (97)
1321 = 135-13% =74-36 = 2664 =45 (97)
1353 = 1321-13%2 =45-35 = 1575 = 23 (97)

= végeredmény: 13°3 = 23 (97)

= az algoritmus tehat meghatarozza a‘ maradékat m szerint minden
t < b 2-hatvanyra, vagyis t = 2¥ kitevékre, ahol k =
0,1,...,[log, b]

= az igy kapott maradékokbdl all el a’ maradéka is

= tehat a maradékok kiszamitasat érdemes parhuzamosan végezni a
négyzetre emelésekkel, teljes leirasa:

o lIsmételt négyzetre emelések médszere (a’ mod m
kiszamitasara)
= bemenet: a, b, m, (amelyekre teljesiil, hogy 0 < a <m,b > 1)
= 0. lépés
o c«1
= 1. lépés
e ha b paratlan, akkor: ¢ « c-amod m
e ha paros, akkor b véltozatlan marad
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= 2. lépés

ool

= 3. lépés
e hab =0, akkor: PRINT ,a? mod m =”,c; STOP
= 4. lépés
e a<a’*modm
= folytassuk az 1. Iépésnél
o feladat ujonnani végrehajtasa ennek a modszernek a segitségével

o a=13,b =53,m = 97,k = ciklus hanyadszorra hajtédott végre, c =

végeredmény
k a b c
0 13 53 |
1 72 26 13
2 43 13 13
3 6 6 74
4 36 3 74
5 35 1 45
6 - 0 23

o sorra ugyanazok az értékek keletkeztek, mint amelyeket a korabbi
szamitasban kaptunk

3. Primtesztelés, Fermat-teszt

o bemenet: m € Z
o 0.lépés
kel
o 1.lépés
= generaljunk véletlen szamot 1 és m — 1 kozott
o 2.lépés
» Euklideszi-algoritmussal szamoljuk ki (a, m) értékét

* ha (a,m) # 1, m nem prim, STOP
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3. lépés
= szamitsuk ki a™~1 (mod m) értékét Ismételt négyzetre emelések
modszerével
» ha # 1, m nem prim, STOP
o 4. lépés
» ha k = 100, m valdsziniileg prim
o b5.lépés

"k « k + 1, vissza az 1. lépéshez
o fenti eljaras mas szavakkal, krimis stilusban:

= a véletlen szamokat sorban a tanuk padjara idézzik

"a }vallomésa\ aza™?! (mod m) értéke [K37] megjegyzést irt: (a, m) = 1 esetben, a vallomas
csak is 1 és m kozotti, m-hez relativ prim a-kra
. ]ha ez 1,\ akkor a nem koz6l informaciot m primségét vonatkozik.
illetéen, ekkor a m cinkosa [[K38] megjegyzést irt: a™ ! (mod m) = 1

e ha# 1, akkor a leleplezi m 6sszetettségét, tehat a m
aruldja
+ nem szokas arulonak nevezni a-t, ha (a,m) > 1
e hatalalunk olyan 0 < a < m szamot, melyre (a,m) # 1

+ ekkor az Eukleideszi algoritmus az m egy valodi
osztéjat megtalalja

e igy a tovabbi informaciokat ad ki m-rél, tehat a m
leleplezéje

4. Fermat-teszt arulék szama

o Tetel

= ham > 1 Osszetett szam és m-nek van aruldja, akkoraz 1 és m
kozotti, m-hez relativ primszamoknak legalabb a fele aruld

= | g tetszBleges aruldja m-nek, c; - ...~ ¢, az m dsszes cinkosa

» mutassuk meg, hogy a; = (a ‘- ¢; mod m), i = 1, ...,k szamok
paronként kiilénb6zé aruldi m-nek

= ebbdl kdvetkezni fog, hogy az aruldék szama legalabb akkora, mint a
cinkosok szdma, amely ekvivalens a tétellel

* mivel (a,m) =1és (¢;,;m) =1 ]miatﬁ (a-¢,m)=1 [K39] megjegyzést irt: és 1. tétel, Szamelmélet
alaptétel miatt.alt
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= igy (a 3. tétel, Euler-féle o-fiiggvény allitasa szerint) (a;, m) = 1 is igaz,
merta; = a-c; (m)

= tovabba: a; = a-c¢; (m) (m — 1)-edik hatvanyra emelve:

aml=(a )" t=am ¢l =a™t 11 (m) [K40] megjegyzést irt: Felhasznaltuk, hogy ¢, =
1 (m), a™ ! # 1 (m), mert ¢; cinkos és a arulo.

= ebbdl kdvetkezik, hogy a; is aruld

= végul megmutatjuk, hogy az a, - a, - ...* a; arulok paronként
kllonbozok

*TFl a; = a; valamely 1 < i,j < k,i # j esetén—

a-¢c=a-¢ (m) [/ @ [K41] megjegyzést irt: Hiszen (a,m) = 1 miatt modulus
nem valtozik.

¢ =¢ (m)
» ez azonban 1 < i,j < k,i # j miatt ellentmondas, igy belattuk

5. Carmichael-szamok

o Definicio

= az m > 1 6sszetett szamot univerzalis alprimnek mas néven
Carmichael-szamnak nevezzik, ha nincs aruléja

= vagyis minden 1 < a < m, (a,m) = 1 eseténa™ 1 =1 (m)

6. A nyilvanos kulcsu titkositas

o generalunk 2 db 300 jegyl primszamot: p, q

o N =p-q - hacsak N-et ismerjuk, nem fogjuk tudni megadni egy
valddi osztojat

o nyilvanos kulcsu titkositas alapfeladatat megoldé modszer

*olyan C,D:{0,1,...,N — 1} - {0,1, ..., N — 1} kdlcs6ndsen
egyértelm( figgvényeket keresiink, melyek

o mindenx € {0,1,.., N — 1} esetén D(C(x)) = x, vagyis
C — D, egymas inverze

e kod ,tulajdonosa” C(x), D(x) értékét ki tudja szamitani

e ((x) kiszamitasara vonatkozd eljaras nyilvanossagra
hozhatd, D (x)-t nem lehet kiszamolni vele

o tehatIN biztos sok szémjegyt’]\ [K42] megjegyzést irt: Ha kevés lenne, akkor x =
0,1,..,N — 1 prébalgatassal C(x)-b6l megkaphaté x

o fliggvénypar birtokaban a kdd tulajdonosa biztonsagosan tud izenetet
fogadni kodegyeztetés nélkiil
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= elkildi C figgvényt kiszamito eljarast, partner pedig x Gzenet
helyett annak y = C(x) kodjat kildi

= tulajdonos D-t (D(y) = D(C(x)) = x-el ki tudja szamolni

= ha a két fél rendelkezik [C, D fﬁggvénypérﬁal, akkor a kommunikacié [K43] megjegyzést irt: Ezen alapszik a https protokoll
IS.

teljesen biztonsagos

o RSA (Rivest-Shamir-Adleman) algoritmussal valé megoldas a
legszélesebb kori

o (ehhez sziikséges allitas:)
o Allitas
= I'p, q kulonbdzb primek és N = p - q
= ekkor tetszéleges x és k > 1 egészekre

xk e+ = x (mod N)

» ha (x, N) = 1, akkor az allitas kévetkezménye (a 3. tétel, Euler-
Fermat tételnek): x?™ =1 (N) /()¥, - x — allitast kapjuk

= ha (x, N) # 1, akkor p|x vagy q|x

» ha mindkett6 teljesul, akkor N|x, igy a bizonyitand¢ allitas 0 =
0 (N), magatol értet6dd

*TFHp t x vagy q 1 X {;I;:;to’]gmegjegyzést irt: p|x q t x bizonyitas ezzel
* mivel p prim és q t x, ezért (x,p) = 1,p(p) = p — 1, Euler-Fermat
tétel miatt
xP1=1(p) /( )k-(q—l),. x
plee+t = x (p)| [ [K45] megjegyzést irt: (V) = (» — 1)(q — 1)

= ugyanez a kongruencia modulo q és N is fennall

. Mxk""(m“ — x és qlxk""(N)+1 —x-op- q|xk"4’(N)+1‘ [K46] megjegyzést irt: N = csupa kiilonbéz6 prim

'''''''''''''''''''''''''' Lzorzatéra is megfelel ez a bizonyitas.

7. RSA algoritmus

o elézé N = p - q dolgozva, és legyen ¢ € Z, amelyre: (¢, p(N)) = 1
o tegylk kdzzé a C kodold fliggvényiink

C:x > x° modN
o kiszamolhaté ismételt négyzetre emelések modszerével

o D keresése hasonlé médon:

19 | Vizsgatételek


https://www.google.hu/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiL6L3C_JHYAhWNLVAKHRuhCBEQjRwIBw&url=http://www.how-to-draw-funny-cartoons.com/cartoon-ruler.html&psig=AOvVaw1mEkBl_SpOPER_p8nk60XZ&ust=1513631939405550

% Bevezetés a szamitdselméletbe 1

D:y - y% mod N
o d-tugy valasztjuk, hogy D C inverze legyen

o ez akkor teljesill, ha D(C(x)) = x minden 0 < x < N — 1 esetén, ami

C(x) =x¢ (N) > x%=x (N) [K47] megjegyzést irt: D(C(x)) = x4 (N) miatt
ekvivalens a masodik feltétellel.

o a fent emlitett allitas miatt

= D inverze lesz C-nek, ha d értékét sikeriil ugy megvalasztanunk,
hogy ¢ -d = k- @(N) + 1 teljestll valamely k > 1 egészre

= tehat a cél ezen kongruencia kielégitése
e c-d=1 (pN)
= itt ¢, @ (N) adottak, d-re egy linearis kongruencia feladat, amely

]megoldhaté, de d kiszamithat6é Euklideszi algoritmussal is [K48] megjegyzést irt: ¢ valasztaskor elérelatéan
teljesitett és (c, (V) = 1 feltétel miatt.
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S 5. téetel:
Térbeli koordinatageometria

Tételcim

Térbeli koordinatageometria: sik egyenlete, egyenes egyenletrendszerei.
Skalaris szorzat fogalma és kiszamitasa (bizonyitas nélkil); vektorialis
szorzat fogalma és kiszamitasa (bizonyitas nélkul). Adott térbeli vektorok
linearis fiiggetlenségének, R3-beli generatorrendszer voltanak, illetve bazis
voltanak geometriai feltétele.

1. Térvektor tulajdonsagok

o Tétel

sl u = (U, Uy uz) € R® és v = (vq,v,,v5) € R térvektorok, 1 € R

o utv=(u +v,u+vyus+ ;)
e u—v= (U — VU — VU3~ V3)
o Alru=[A-u,d uyd-uz)
2. Skalaris szorzat
o Definicio
= u és v skalaris szorzatan az alabbit értjik:

e uv=ul|v|-cosy

“haly=k-90° k € Z, akkor a szorzatdsszeg 0 [[K49] megjegyzést irt: 0° < y < 180°

3. Skaldris szorzat tétele

o Tétel
slu = (U, up,uz) € R® és v = (v, v,,v3) € R3 térvektorok, ekkor:

U'V=1U "V + Uy Vy + U3 V3

21 | Vizsgatételek


https://www.google.hu/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiL6L3C_JHYAhWNLVAKHRuhCBEQjRwIBw&url=http://www.how-to-draw-funny-cartoons.com/cartoon-ruler.html&psig=AOvVaw1mEkBl_SpOPER_p8nk60XZ&ust=1513631939405550

% Bevezetés a szamitdselméletbe 1

4. Egyenes
o Definicio

» az e egyenes paraméteres egyenletrendszere (fenti Térvektor
tulajdonsagok tétel miatt)

» Py(x0, V0, Zo) PONt rajta van az egyenesen
» v=(a,b,c) # 0 irdnyvektora
xX=xy+21-a
y=Yo+A-b
z=2zy+A1-c
A€ER
5. Egyenes tétele
o Tetel
= | az e egyenesnek P, (xg, Vo, Zg) pontja
*v = (a,b,c) # 0 irdnyvektora
= tetszbleges pontjanak nem paraméteres alakja:
X~X% _Y~Y _Z2" 2%
a b c
X=X _ Y=Y
a b
X=xyy=Y, a,b=0

a,b,c#0

és z=2z, ¢c=0

= P € e, akkor igaz, ha e paraméteres egyenletrendszerére 1 € R
értékére P-t adja

*haa,b,c # 0, akkor a 3 egyenletbél egy kzos A-ra kell jutnunk

» ha ¢ = 0, akkor megfelel6 A létezése azt jelenti, hogy z = z, és az
elsé 2 egyenletbdl kozos A értéket kell kapnunk

= ha csak ¢ # 0, akkor az elsd két egyenlet egyértelmi, mig a 3.
egyenlet mindig kielégithet6 a A = % valasztassal
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6. Sik tétele

o Tétel

= | az adott S siknak Py (xg, Vo, Zo)
*n = (a,b,c) # 0 normalvektora
= ekkor P(x,y,z) € Z akkor igaz, ha
ax+by+cz=axg+b-y,+c-z
= P € e, akkor igaz, ha P,P||S-el

= P,P pedig akkor ||S-el, ha meréleges n-el — ez akkor teljesil, ha
skalaris szorzatuk 0

= tétel szerint:
»PoPn=alx—x) +b(y—y) +cz—2) /PP n=0

beszorzas és atrendezés utan megkapjuk a tételben kimondott
egyenletet

7. Vektorialis szorzat
o Definicié

= u és v vektorok vektorialis szorzata az az u X v-vel jelolt vektor,
amelyre az alabbi feltételek fennallnak:

e u X v hossza: lu X v| = |u| - |v| - siny
e u X v merbleges u és v-re

= jobbsodrast rendszert alkotnak

= ha valamelyik vektor 0,akkor az eredmény is 0

8. Vektorialis szorzat tétele

o Tétel

w1y = (uy, uy,uz) és v = (vq, vy, v3) vektorok, ekkor

U Usg U Uz U U
uxv=(lpr vl =[s vl oy wl)
- - U, U3 vy vsl’lvy
9. Veqgyesszorzat
o Definicié

= u, v, w jeldlt vektorok vegyesszorzata w - (u X v)

23 | Vizsgatételek


https://www.google.hu/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiL6L3C_JHYAhWNLVAKHRuhCBEQjRwIBw&url=http://www.how-to-draw-funny-cartoons.com/cartoon-ruler.html&psig=AOvVaw1mEkBl_SpOPER_p8nk60XZ&ust=1513631939405550

% Bevezetés a szamitdselméletbe 1

10. Veqyesszorzat tétele

o Tétel

= a vegyesszorzat kapcsolata a térfogattal az u, v, w altal kifeszitett
paralelepipedon térfogata:

V=luvw|

= térfogatot a paralelogramma T terlletének és m magassaganak
szorzatabdl kapjuk

= T terilet egyenl6 az |u X v|-vel

= m magassagot meg ugy kapjuk, hogy meghatarozunk egy
(tetszélegesen megbetiizétt) OMW haromszoget

e O:origd
e M:aW-bdl az u x v-re allitott merdleges talppontja
e W: w végpontja

= Pitagorasz tétel - OM=m = w - cosy
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r@j 6. tétel:
Alterek, linedris fiiggetlenség

Tételcim

R"™ és R™ alterének a fogalma. Linearis kombinacio, generalt altér (és ennek
altér volta), generatorrendszer. Linearis fiiggetlenség (ennek kétféle
definicidja és ezek ekvivalenciaja). Az ,ujonnan érkezé vektor” lemmaja. F-
G egyenlétlenség.

1. R*

o Definicio
*n > 1 esetén az n db valos szambdl all6 szamoszlopok halmazat
R™ jeloli

= ezen értelmezett 0sszeadas " + " és tetsz6leges 1 € R " -
Skalarszorosat az alabbi alapjan értelmezzik:

X1 V1 X1 +y X1 Axq
X X5 + X

2 e[ 2 )= T2 lesa-[ )= %,
Xn Yn Xp +Vn Xn Axy,

2. R™ tulajdonsagok

o Tétel

“luy, v,w € R" és 4,1 € R, ekkor igazak az alabbiak:

s utv=v+u

[K50] megjegyzést irt: Kommutativ — felcserélhet6ség.

[K51] megjegyzést irt: Asszociativ — felbonthatésag/

w+v)+w=u+@+w)
csoportosithatésag.

v-At+p=v-At+v-y
h-(uv)=@Q w-

[K53] megjegyzést irt: Disztributiv a skalarokra.

[K54] megjegyzést irt: Skalarszoros asszociativ.

{ }
P‘ : (E + 2) =1 u-+ A ﬂ { [K52] megjegyzést irt: Disztributiv a vektorokra. }
{ }
{ J

= trividlis, mert mindegyike azonnal kévetkezik a valos szamok
mliveleti tulajdonsagaibdl
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3. R™ altere
o Definicio
1V € R" # w, tehat az R™ tér egy nemliires részhalmaza
= V-t az alterének nevezziik, ha az alabbi két feltétel teljesul:
e barmelyu,v €V eseténu+v € Visigaz

e barmelyu€eV,1 € Resetén 1-u € V isigaz

3. Linearis kombinacié
o Definicio
* v, ..., € R" vektorok és 4, ..., 4, € R skalarok

" Ay vy + -+ A vy vektort a vy, ..., v vektorok Ay, ..., 4,
skalarokkal vett linearis kombinacioja

4. Generalt altér
o Definicio

» v, ..., v, € R™ vektorok, ezeknek a linearis kombinacioival
kifejezhet6 R™-beli vektorok halmazat vy, ..., v, generélt altémek

nevezzik
o Jelglés
"V, 0,)

5. Generatorrendszer
o Definicio

n —
vy, ..., v € R™ vektorok, ha W = (yl, ...,gk), akkor a vy, ..., v
vektorhalmazt a W altér generatorrendszerének nevezzik

6. Linearis fliqgetlenséq. é6sszefiigqdéséq
o Definicio
*av,,.., U, € R" vektorrendszert akkor nevezziik linedrisan

fiiggetlennek, ha vy, ..., v, vektorok kézll semelyik sem fejezhetd ki
a tobbi linearis kombinaciojaként
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= ha ez nem teljesll (vagyis a vy, ..., V) vektorok kézétt legalabb egy
olyan, amely kifejezhet6 a tobbi linearis kombinacidjaként), akkor a
vy, ..., Uy Vektorrendszert lineérisan ésszefiliggének nevezzik

7. Trivialis linearis kombinacio
o Tétel

" a vy, ..,V € R" vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan
fliggetlen, ha A, - vy, ..., A - v, = 0 egyenl6ség kizarélag abban az
esetben teljesil, ha 1, =...= 4, = 0 — ezt nevezziik a trividlis
linearis kombinaciénak

= (,akkor lineérisan fiiggetlen, ha...”)

» TFH. A1 - vq, ..., A - v} = 0 csak a trividlis linearis kombinacio
esetén teljesul

= belatjuk, hogy vy, ..., vy, lineérisan fiiggetlen
= TFI.:
o feltessziik, hogy ez mégsem linearisan fliggetlen
e hawvy, .., v, nem linearisan fuggetlen, akkor valamelyikik
kifejezhet6 a tdbbi linearis kombinaciojabal: ! v, ekkor
Vi = Ut v, g, .., € R /atrendezve
1'm—a =~ =0

e ez ellentmondas — nemtrividlis linearis kombinacio
esetén is telieslil (1, = 1,1, = —ay, .., 4 = —ag) —
igazolva

= (,csak akkor...”)

= feltessziik, hogy vy, ..., v, linearisan fliggetlen és megmutatjuk,

hogy ekkor A; * vy, ..., A - v, = 0 csaka A; =...= 4, = 0 esetben
teljesil
= TFI.:
e TFH. 4, vy, ..., A " v = 0, de a lambdak kozbtt van
nemnulla
¢ plaA;, #0
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o ekkor atrendezés és 4; # 0-val valo osztas utan a
kovetkez6 alakot kapjuk:

A Ay
V== Uy — "V
1 /11 22 Al “k
e ellentmondas, v, ..., v, mégsem linearisan flggetlen,
mert v, kifejezhetd a tébbibdl linearis kombinacioval

8. Ujonnan érkezé vektor lemmaja (UEVL) [ [K55] megjegyzést irt: Segédistel.

o Tétel

* TFH. az f, ..., fi rendszer lineérisan fuggetlen, de fi, 5 ..., fi, fk+1
linearisan 6sszefliggd

= ekkora fi 41 € {f1, .-, fi), tehat fi 4, kifejezhetd fi, ..., fi linedris
kombinacidjaként

= mivel fi, ..., fx, fr+1 linedrisan 6sszefliggd, ezért linearis
fuggetlenség tétele alapjan létezik nemtrivialis linearis kombinacio,
mely nullvektort adja végeredményl

“haal,-fi,..,A4 " fr, Ax+1 = 0 egyenletben 4., = 0 aztjelenti,
hogy a maradék egyenlet igy néz ki A, * fi+...+ A, - fy =0ESa
Ay, v, Ay skalarok kézott van egy (vagy tobb) nemnulla tag

= emiatt az eredeti f1, ..., fx rendszer linedrisan 6sszefliggé —
ellentmondas

* = Ars1 # 0, és az ezzel vald osztas utan kapott egyenletbdl
koévetkezik, hogy f; .1 el6allithaté az f;, ..., fi rendszer linearis
kombinacidjaként

* 2 fre1 €f1 o fi)

9. E-G egyenlétlenséq

o Tétel

=1V < R™ altér, fi, ..., fi. V-beli vektorokbdl allé lineédrisan fliggetlen
rendszer

" g1, ..., 9m Pedig generatorrendszer V-ben - k <m
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» ha k = 1, akkor V-ben van a nullvektortdl kiilénb vektor (mert f; #

0) — minden generatorrendszer legalabb 1 elem( (lres halmaz
esetén 0 alteret generalja csak)

= tétel k = 1 esetén igaz
» TFH. k > 2 és marigaz k — 1-re igaz — belatni k-ra is

* mivel g, ..., gx generatorrendszer V-ben, ezért minden V-beli
vektor — f} is el6all ennek linearis kombinacidjaként:

* fi=M Gu i Gm

e [Ilambdak kdzo6tt nemnulla, mert f,, # 0 [[Kss] megjegyzést irt: Legyen.

o !Am;tO,W:(&,...,&)
e megmutatjuk, hogy minden 1 < j < k — 1 esetén az f;-
hez talélhaté olyan ; skalar, hogy f; + a; - f, €W
. f] felirhatd 91 Gk linearis kombinacidjaként:
ﬁ = ﬁl&! -"'ﬁmg_m

= ekkor a; = —f—m megfelel:
m

ﬁ+aj'&=&'(.81_‘l;_::'y1>+&'<.82_f_m'y2)+---+g_m'<ﬁm_%'ym)

m m

° g_m egyiitthatoja ,Bm —_ f_: Y = 0, igyﬁ + a; - f_kM'beli‘ [K57] megjegyzést irt: Mert felirhatd

91, -» 9m—1 linedris kombinacidjaként.

= megmutatjuk, hogy f; + @; - fr,j = 1,2, ..., k — 1 vektorok
linearisan fuggetlenek

» vegyuk egy 0-t add linearis kombinacidjukat a 14, 1,, ..., A, _¢
skalarokkal

M(fitanfi)+d (f+az fi) + o+ deer s (feor + e i) =0
Mfithy o+t fimrt i (rag+ 4 o+ Ay @ +=0
= ezzel az ﬁ, ,f_k egy 0-t adé linearis kombinacisjat kaptuk
= tudjuk, hogy ezek linearisan fliggetlen — linearis kombinacio

minden egytutthatdja O kell legyen
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svagyisd; =4, =..= 1 =0- fj+q; f_k vektorok valoban

linearisan fuggetlen
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P 7. tétel:
Bazis, dimenzi

O~

Tételcim

Bazis és dimenzié fogalma, a dimenzié egyértelmlisége. Standard bazis, R™
dimenzidja. Koordinatavektor fogalma és annak egyértelmiisége. Bazis
létezése R™ tetszdleges altérben.

1. Bazis
o Definicio
=1V < R" altér
= VV-beli vektorokbdl all6 by, ..., by, rendszert bazisnak nevezzik V-
ben, ha
e arendszer linearisan fiiggetlen

e generatorrendszert alkot

2. Bazis egyértelmiisége

o Tetel

* TFH. aV < R™ altérben a by, ..., by rendszer és a
C1, ..., Cyy fENdszer egyarant bazisok — k = m

= mindkét rendszer bazis, ezért V-ben

e by, ..., by linearisan fliggetlen

® (C4,..,Cny generatorrendszer Mivel
o (6. tétel, F-G egyenldtlenséget tétel miatt) egyszerre
" igazak, i
k<m 9 gy
k=m

= ennek forditottjat is kimondhatjuk, igy V-ben
e by, ..., b, generatorrendszer
e (.., Cp linearisan flggetlen

e (ismétF-G miattym < k
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3. Dimenzié
o Definicio
= |V < R" altérben by, ..., b, rendszer bazis

= ekkor V dimenzidja k

4. Standard bazis

o Definicio

* jeldlie minden 1 < i < n esetén e; azt az R™-beli vektort, melynek
(felilrél) az i-edik koordinataja 0

= ekkor ey, ..., e, bazis az R"-ben — ez a standard bazis
=1 =n

1 0 e
Mvertetan e =2 0]+ +2, (0] = [
0 v/ \4,

» |atszik, hogy ey, ..., €, generatorrendszer R™-ben, hiszen lineéris
kombinacidjukként tetszéleges vektor eléallhat

» ha nullvektort akarjuk kifejezni, akkor csak a trividlis linearis
kombinacid esetén fog az el6allni

= tehat a rendszer linearisan fuggetlen — ey, ..., e,, tényleg bazist
alkot az R™-ben

= fenti allitasbdl kovetkezik, hogy dim R™ = n

= viszont R™ csak az egyike az ,n dimenzios tereknek” és minden
(n < m) R™-nek van n-dimenzios altere
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5. Bazis tétele

o Tétel

= IV < R™ altérben a by, ..., by, vektorok akkor és csak akkor
alkotnak bazist, ha minden v € V egyértelmien, azaz pontosan
egyféleképpen fejezhetd ki linearis kombinacidjukként

= (,csak akkor” alkotnak bazist... kifejtése)

= akkor bazis, ha V-ben generatorrendszer és linearisan fliggetlen
(bazis tételbdl)

= (,akkor” ... Kifejtése)

» minden v € R kifejezhetd b, ..., by, linearis kombinacidjaként

= fTFI\. valamely v € V kétféleképpen kifejezhetd: [[K58] megjegyzést irt: Tegyilk Fel Indirekten, hogy... }

v =Abi+ A Aby = pybi . by és A F
= kett6 kuldnbségét véve:
0= bi(A = )+ by (A = i)

tehat 0 kifejezhet6 a by, ..., by, nemtrivialis linearis
kombinacitjaként, hiszen (1; — y].) # 0, ez ellentmondas

6. Koordinatavektor

o Definicio
» 1V <R", B ={by,.., by} bazis V-ben, v € V tetszéleges vektor

)

= azt mondjuk, hogy k = < : ) € R¥* vektor a v vektor B szerinti

A
koordinatavektora, hav = A; - by+...+4; - by
o Jelolés
s = [Z]B

= [v],, nem csak v-tdl fiigg:

e ugyanannak a vektornak mas-mas bazis esetén mas-mas
koordinatavektorok felelnek meg
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7. Bazis létezése tétele

o Tétel

= |V < R™ altér, fi, ..., fi. V-beli vektorokbdl allo linearisan
fuggetlen rendszer

* f1, ..., fr kiegészithet6 véges sok tovabbi vektorral ugy, hogy a
kapott rendszer bazis legyen

W= (fl’ ""fk)
= igaz, hogy W € V, mivel V altér

e haV =W, akkor fi, ..., f generatorrendszer, igy bazis V-
ben — tétel belatva

e haV # W, akkor létezikegy v € V, v & V vektor

¢ Ujonnan érkezd vektor lemmaja szerint ekkor
fi, -, fx, v lineérisan fliggetlen

+ ha ez mar generatorrendszer VV-ben, akkor ]kész\ 7777777777 {[KSS] megjegyzést irt: Ugyanis ezt mar belattuk
egyszer

¢+ kilénben be kell l1atni, hogy ez a folyamat leall egy
id6 utan — F-G egyenlétlenség igénybevétele

¢ ez alapjan n-nél nagyobb elemszamu linearisan
fliggetlen rendszer & R™-ben, de létezik n elem(
generatorrendszer ebben a térben

+ azeljaras tehat n — k lépés utan biztos megall
¢ — minden V < R" altérben van bazis - dim V létezik
= haV = 0, akkor az lres halmaz bazis V-ben

= ha V tartalmaz egy v # 0, akkor v-re alkalmazva a fenti tételt
kapunk egy V-beli bazist
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r@j 8. tetel:
Gauss-eliminacio, RLA

Tételcim

Linearis egyenletrendszer megoldasa Gauss-eliminacioval. Megoldhatésag,
a megoldas egyértelmliségének feltétele. Lépcsés alak és redukalt 1épcsés
alak fogalma. Kapcsolat az egyenletek és ismeretlenek szama, illetve a
megoldas egyértelmiségé kozott.

1. Linearis eqgyenletrendszer

o Definicio

= egy k egyenletbdl allé n valtozoés réviden: (k X n)-es lineéaris
egyenletrendszer

= kettds indexelés(i egylitthatok bevezetése: a; ;
o i-edik egyenletben a j-edik valtozé egydtthatdja minden:
¢ 1<i<k
¢+ 1<j<nesetén
e b; konstans tag

= linearis egyenletrendszer ,hagyomanyos” alakja:

QA1 XL bbbl e = B
(o X) Feara . Faray = b
ag Xy +agaxz+o o agax, = by

= kibévitett egylitthatomatrixos alakja

apl ayz ... aig| b
a1 a2z ... Gz | b2
arl g2 ... G | by
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= (fontos elméleti kbvetkezmény:)

» TFH. adott egy k egyenletbdl allo, n ismeretlenes linearis
egyenletrendszer

» megoldhatésagaval kapcsolatos kdvetkezmények, ha csak k és n
relacidjat ismerjuk
e nemigaz, hogy ha k = n, akkor biztosan van megoldas

e nemigaz, hogy ha k < n, akkor biztosan végtelen sok
megoldas van

e nemigaz, hogy ha k > n, akkor biztosan nincs megoldas
— ellenpélda lasd (lentebb): Linearis rendszer
megoldhatosag tétele

2. Elemi sorekvivalens lépések

o Definicio

= kibdvitett egyutthatomatrixaval adott linearis egyenletrendszer
esetén elemi sorekvivalens lépésnek nevezzik alabbiakat

"(1<i j<ki+#jésdeR A=+ 0 skalar esetén):

e (1) a matrix i-edik soranak (tagonként vald) megszorzasa
A-val

e (2) a méatrix i-edik soranak helyettesitése sajatmaganak
és a j-edik sor A-szorosanak (tagonként vett) 6sszegével

e (3) az i-edik és j-edik sor felcserélése
e (4) egy csupa nulla elemeket tartalmazo sor elhagyasa
3. Gauss eliminacio

o Allitas
= el6z6 definicidban felsorolt Iépések ekvivalens atalakitasok
= — egyenletrendszer megoldasait nem valtoztatjak meg

= (részletesebben: ha az x;, ..., x,, szamok kielégitik az

egyenletrendszert egy 1épés megtétele eltt, akkor annak megtétele
utan is, és forditva is)

» (csak a (2 lépésre bizonyitva...)
» ha x4, ..., x,, kielégitik az egyenletrendszert, akkor:
i1 X1+ ot iy x, =b;
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a1 %X+ ..+ a,x, =b; /-4,+7 fentihez adva
Xq " (ai,]_ +1- ajll) + ...+ Xn® (ai’n + A aj.n) = bl + A1 b]
o tehét az (j i-edik egyenlet teljesll

= megforditva: ha xy, ..., x, megoldasa a rendszernek a (2 lépés
megtétele utan, akkor a b; + 4 - b; és b; egyenletek igazak

* b; + 1 - b; ebbél kivonva A-szorosat b; egyenletét kapjuk
= tehat [épés megtétel el6tt is teljesul

4, Lépcsoés alak, redukalt Iépcsos alak

o Definicio

= egy kibdvitett egyutthatdématrixaval adott linearis egyenletrendszert
lépcsds alakinak (LA) mondunk, ha az alabbiak teljesuinek:

e a matrix minden soraban van nemnulla elem és (balrdl) az
els6 nemnulla elem egy 1-es, ugynevezett vezéregyes
¢+ (Vezéregyeseket nem tartalmazo6 oszlopok szabad
paramétereknek felelnek meg. A sorok adjak meg

atrendezés utan, hogy a tébbi valtozé hogyan fejezheté
ki a szabad paraméterekbdl.)

e hal<i, j<k,akkor az i-edik sorban all6 vezéregyes
kisebb sorszamu oszlopban van, mint a j-edik sor
vezéregyese

e a vezéregyesekkel egy oszlopban, azok alatt allé minden
elem 0

» redukalt Iépcsds alakunak (RLA) mondjuk a matrixot, ha még az
alabbi is teljesdil:

o vezéregyesekkel egy oszlopban, azok fol6tt alld minden
elem 0

5. Gauss eleminacio tétel

o Tetel

= tetszbleges, kibdvitett egyltthatématrixaval adott linearis
egyenletrendszer esetén a Gauss-eleminaciét futtatva az alabbi
esetek kozul pontosan az egyik valésul meg

e azels6 fazis 3. |épésének végrehajtasakor az eljaras
Jilos sort” taldl — az egyenletrendszer nem megoldhaté
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e az algoritmus RLA-ra hozza a kibdvitett
egyutthatématrixot, amelynek minden oszlopaban van
vezéregyes — az egyenletrendszer egyértelmien
megoldhato

e az algoritmus RLA-ra hozza a kibd&vitett
egyutthatématrixot, de annak nem minden oszlopaban
van vezéregyes — az egyenletrendszernek végtelensok
megoldasa van

= a masodik és harmadik esetben a megoldasok a RLA-bol
kdzvetlendl kiolvashatdak

6. Linedris eqyenletrendszer megoldhatésag

o Tétel

= ha egy k egyenletbdl allé, n ismeretlenes linearis egyenletrendszer
egyértelmien megoldhato, akkor k > n

= |efuttatjuk a Gauss-eliminaciot az egyenletrendszerre
= megoldhatd (tehat nincs tilos sor), az algoritmus egy RLA-t hoz létre
= | ebben a sorok szama: k'

= nyilvan k' < k, mert az algoritmus csokkentheti a sorok szamat
(els6 fazis 3. lépésben), de nem novelheti

= mivel az egyenletrendszer egyértelmien megoldhatd, ezért RLA

minden oszlopa tartalmaz vezéregyest =k’ = n [[KGO] megjegyzést irt: Ebbd| kovetkezik, hogy...

= ezeket Osszevetve: k = k' = n, ezzel a tétel belatva
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9. tétel:
Determinans

Tételcim

Determinans definicidja, alaptulajdonsagai, kiszamitasa.
1. Determinans
o Definicio
= | egy adott (n X n) A matrix
= minden bastyaelhelyezésre szorozzuk 6ssze az azt alkoté n elemet
= szorzathoz adjunk eléjelet kdvetkez6 szabaly szerint:

¢ ha a bastyaelhelyezésnek megfelelé permutacio
inverziészama paros, akkor az el&jel pozitiv (+)

e ha paratlan, akkor az el6jel negativ (—)

= az igy kapott n! db, n tényez8s szorzat 6sszegét az A
determinansanak nevezzik

[K61] megjegyzést irt: Akkor is detA = 0, ha van két

o JelOles azonos sora:
= |A| vagy det A {1 3 2 1)
| _ N
2. Determinans alaptulajdonséagqgai (1) det '11 2 3 ; (=0
| -
o Tétel 6 5 5 8

= 1 A (n X n)-es matrix

vagy egyik sor a masik sor szamszorosa:

= ha annak van csupa 0 elemet tartalmazo sora vagy oszlopa, akkor s 1 !

detA =0l det i j : =0
= ha A felsBharomszdg matrix vagy alsbharomszdg matrix, akkor a [ ( . 3 }
L6 5 2 |

determinansa a féatlébeli elemek szorzata:

detA=a,1 A" .. Ayp

, eqyik sor a masik sorok linearis kombinacidja:

24(1 3 2 1)+1-(4 6 9 2)=(2 0
o Bizonyitas
i ] 3 2 I \|
= csupa 0 allitas azonnal kdvetkezik a determinans definicidjabdl: [ 1 9|
e mivel mind az n! db szorzat tartalmaz elemet abbdl a det 4 6 9 2 =0

sorbol/oszlopbdl, amelyiknek minden tagja 0, ezért
minden szorzat értéke és ezek 6sszege is 0 lesz
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= (masodik allitas bizonyitasa)

= vegylk A ]felsc’ihéromszc’ig-métri)dot

= a bastyaelhelyezések akkor nem tartalmaznak 0 elemet, ha az els6
oszlopbdl az els6 elemet, a masodik oszlopbdl a masodik elemet,
valasztjuk ki (t6bbit nem lehetne) és igy tovabb...

= a kapott permutacio inverzioszama 0, igy pozitiv elGjell ez a tag, és IK621 medieavzést irt:

o ==
o o= e

(0 0 0

—_————— T

mivel ez az egyetlen tag, amiben nem szerepel 0, ezért ez lesz az
eléjeles 6sszeg eredménye

= ezt megismételve (fent az oszlop és a sor szavak megcserélésével)

3. Determinans alaptulajdonséaqai (2)

o Tétel

[K631 meaieavzést irt:

" lA(nXn)-esmatrix, € Rskalar, 1 <i,j<n,i#j €Z

= (1) ha A egy sorat megszorozzuk A-val, akkor a kapott A* matrix
determinansa A-szorosa A-énak:

detA’' = A-detA

= (2) ha A két sorat felcseréljiik, akkor a kapott A’ matrix IKEHneqlexayzesHine

(4 3 0 7

determinansa ellentétje A-énak:
detA’ = (—1) - det4

= (3) ha A i-edik sorat helyettesitjik sajatmaganak és a j-edik sor A-
szorosanak 0sszegével, akkor a kapott A’ matrix determinansa

[K651 meaieavzést irt:

megegyezik A-éval:
detA' = detA

= oszlopokra igaz ugyanez

= (1) TFH. A'-t az i-edik sor A szorzasaval kaptuk

= hasonlitsuk dssze A és A’ determinansanak definicio szerinti [K66] megjegyzést irt:
kiszamitasat:

edik sorbdl, ezért az A kiszamitasa kozben keletkez6 szorzatok
mindegyikében egy tényez6 a A-szorosara valtozik, amikor det A -t 6
szamitjuk

3
= mivel minden béastyaelhelyezés pontosan egy elemet tartalmaz az i- 9
3

h

= maga a szorzat értéke is a A-szoros lesz, [eléjel nem valtozik 1-( )

0

[

+2-

det

7 {
13 [ 1
= det|
| I 1
8) 6

(1 3 2

0

Lad

n

(i)

[ ]

L9 T S T o ]

1)=(6

.(1

[K67] megjegyzést irt: Az azt meghataroz6
bastyaelhelyezés ugyanaz
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= mindegyik 6sszeadand6 a A-szorosara valtozik, ezért ezek
(el6jeles) 6sszege, vagyis a determinans értéke is

= bizonyitas érvényes a j-edik oszlopra is

= (2) példan keresztili bemutatasa:

2 3 a4 [5] s 2 3 4 [5] s
7 (8] 9 w n 7 [8] 9 w0 n

A= 13 14 15 16 A=| 22 23 [24] 25 26
17 18 19 20 [21 17 18 19 20 [21
2 23 5 26 12] 13 14 15 16

= a 3. és az 5. sor felcserélésével kaptuk A'-t
= A-ban bekeretezett rész a bastyaelhelyezés

= ennek megfelelé permutacié T = (4, 2,1, 5, 3), ennek
inverziészama 5 — keletkezd szorzat negativ el6jelet kap

= A’ kiszamitasanal ugyanez, kiildnbség a tényezék sorrendjében, és
a bastyaelhelyezésben

=71’ = (4,2,3,5,1), ekkor inverziészam mar 6, el6jel pozitiv
= 1-b6l T3 = 1 és g = 3 felcserélésével kapjuk 7’
= ugyanigy A és A’

= tehat: bastyaelhelyezés szorzatok sorrendtél eltekintve azonosak,
el6jelik ellentétes

= oszlopcserénél [Iényegében azonos

= (3) lemmaval/segédtétellel bizonyitjuk:

Determinans alaptulajdonsagai lemma

o Tétel

* TFH. az (n X n)-es X, Y, Z matrixok az i-edik soraiktol eltekintve
elemrél elemre megegyeznek

= i-edik soraikra viszont fennall, hogy z; ; = x; ; + y; j minden 1 <
Jj < nesetén

= a Z i-edik sora épp az X és az Y i-edik soranak (tagonkénti)
Osszege

= ekkor detZ = det X + detY

= az éllitas érvényes oszlopokra is
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= vegylnk egy tetsz6leges bastyaelhelyezést Z-ben
= feleljen meg a m permutacidinak, ebbdl keletkez6 szorzat tehat:
(—1DIm™ “Zigy et Zim e Zny

"aZjg = Xig T Vi, behelyettesitéssel:

(_1)1(7[) “Z1y et (xi,ni + yi,m) Cet o,
= felbontva a zardéjelet, és felhasznalva, hogy minden k # i esetén
Zk,n:k = xk,n'k = yk,ﬂ.'k:
(D)™ Xy Ky Xy DIy, e Vi, " o Y
+ (D™ ez Zig e 2,

» mivel minden bastyaelhelyezésre 0sszegezve definicio szerint
detZ és (det X + detY)-t kapjuk, a lemmat belatva
» (oszlopok esetén bizonyitas Iényegében azonos)
o Bizonyitas

= (3) folytatas...

= lemma alkalmazhaté az A’ matrixra, hiszen abban az i-edik sor
minden eleme egy kéttagu 0sszeg:

*a';, = a; + A aj, minden k-ra

» lemmat alkalmazva: Z = A', X = A, és Y pedig az a matrix, amely az
i-edik soratdl eltekintve azonos A-val

= az i-edik soraban pedig az A j-edik soranak A-szorosa all: y; , =
A-a;
.k

» lemmat ezekre alkalmazva: det A’ = detA4 + detY

mar csak det Y = 0 bizonyitasa kell | [K69] megjegyzést irt: Mindjart vége, mély levegs... |

» Y i-edik sorara alkalmazhato a tétel (mar bebizonyitott) (1 allitas:

* ha Y’ jel6li azt a matrixot, amely az i-edik soratdl eltekintve azonos
Y-nal (és igy A-val), az i-edik soraban pedig az A j-edik soranak
masolata all

o vagyis y';x = a;; minden k-ra, akkor (1-bdl
detY = A-detY kovetkezik
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» Y'-re pedig a tétel (2 allitasat alkalmazzuk:

= ha Y'-ben felcseréljiik az i-edik és j-edik sort, akkor a determinans
az ellentétjére valtozik, és valtozatlan is marad (hiszen Y'-n a
sorcsere ,nem latszik”, annak i-edik és j-edik sora azonos)

* > detY’ = — (detY") - detY = 0, tétel bizonyitva
sdetY = A1-detY’ > detY =0 > detA’ = detA4 + detY —

detA’ = detA

= oszlopokra ismét valtoztatas nélkiil elmondhatd

4. Determinans kiszamolasa — Gauss eliminaciéval

[K70] megjegyzést irt: Tobbi allitasban is az oszlopos
verzidkat kell hasznalni.

o Bemenet: (n X n)- es A matrix
o 0.lépés
"i—1,D«1

o 1.lépés

* ha a;; = 0, akkor folytassuk a 2. Iépésnél

. . 1
= szorozzuk meg i-edik sort a—-vel
ij

= D<—D'al-’j

= hai = n, akkor PRINT " detA = ",D; STOP

» minden i < t < n esetén adjuk a t-edik sorhoz az i-edik sor

(—a;;)-szeresét
siei+1

o 2.lépés

»hai <n,ésvanolyani <t <k, melyre a,; # 0, akkor:

e cseréljuk fel az i-edik sort a t-edikkel

e De(-1):D

o folytassuk az 1. lépésnél

= PRINT " detA = 0"; STOP

6. [Sarrus-szabaly, specialis|

Hozzuk felsé haromszég alal

1L+1.(-2)
1 -1 =2 1 ma
2 1 1 Q] v+1(-3)
-1 -2 0 1
3 -2 2 -1
HI+I1(3) 1 -1 —
w+4L(-3) |0 1 £
0 0 2%
00 -1

Végiil a determinéns értéke —
[K711 meaieavzést irt:

o csak (3 x 3)- as matrixoknal miikodik
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r@j 10. tétel:
Kifejtési tétel, matrix

Tételcim

A determinansok kifejtési tétele (bizonyitas nélkil). Miveletek matrixokkal
(6sszeadas, skalarral szorzas, transzponalas), ezek tulajdonsagai. A
transzponalt determinansa. Determinansok szorzastétele (bizonyitas
nélkal).

1. Kifejtési tétel

o Tétel

= az (n X n)-es A matrix valamelyik soranak vagy oszlopanak
minden elemét megszorozzuk a hozza tartozé eléjeles
aldeterminans értékével

= a kapott n db kéttényez8s szorzatot 6sszeadjuk — A determinans
értékét kapjuk
2. Matrix

o Definicio

= adott egy k,n = 1-es egészek esetén (k X n)-es matrixnak
nevezzik egy k sorbdl, és n oszlopbdl allé tablazatot

= minden cellgjaban valds szam all
= (k X n)-es matrixok halmazat R**" jelsli

= A matrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztez6désében
allo elemet a; ; jeldli

= R¥*"-en értelmezett, " + "-al jeldlt 6sszeadast és tetszéleges 1 €
R esetén " - "-tal jelolt skalarral vald szorzast tudjuk értelmezni
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apl di2 ... dia bin bia ... by

(a1 @22 ... iy by bz ... boy

ag)  Gk2 ... Qg by b2 .. big
anitbiy aiztbiz ... aathi,
ary+bry axar+brr ... arytbry,

ag1+by aga+byy 0 g+,

ay) dp2 [T ':'-“l.] l‘:"].l ;L”I.rr
a)) a2 azn Aazy Aaza Adxn
A - |
i A2 g n ftu“ }»ﬂ;\.: l(fi— i
3. Matrixmiiveletek
o Tétel
=!14,B,C ER"és L, ueR
= ekkor igazak az alabbiak:
° (]_) A4+B=B+A {[K73] megjegyzést irt: Kommutativ - felcserélhetéség }
° (2) ‘(A + B) + C=A+ (B + C )‘ [K74] megjegyzést irt: Asszociativ — felbonthatésag/
csoportosithatésag

e BN JA+B)=21-A+1-B
e WHA-A+wW=A-2+4-pu

° (5) Y (# ' A) = (/1 . pt) ' A‘ [K76] megjegyzést irt: Hasonl6 igazak:
Matrixszorzas az 6sszeadasra nézve disztributiv
4, !ranszponélﬂ A-(B+ C)=AB+A-C
(B+C)'A=B-A+C-A

Matrixszorzas asszociativ

[ [K75] megjegyzést irt: Szorzasra nem kommutativ!! ]

O NDWQILUJ'Q!Q A-(B-C)=(A"B)-C
= egy (k X n)-es A matrixanak nevezzik az (n X k)-as B matrixot, ‘ 123 ]
hab;; = a;; teliesiiminden 1 <i<nés1<j <k esetén A— 411 ; ; AT = |-
o Jeldles 6 0 5 ;

IK771 meaieavzést irt:

5. Matrixszorzas
o Definici¢
= a (k x n)-es A (n X m)-es B matrixok szorzatanak nevezziik
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= A- B-vel jeldljik azt a (k X m)-es C matrixot, melyre minden 1 <
i<késl<j<mesetén
Ci,j = am " bl,j+' . +ai’n " bn,]
= Allitas

e haaz A és B matrixokra A - B szorzat létezik, akkor AT -
BT is létezik és (A- B)T = AT - BT

6. Transzponalt determinansa

o Tetel
= minden négyzetes matrixra det AT = det A

o Bizonyitas

[K78] megjegyzést irt: Melyekrdl tudjuk, hogy
permutacié = = (4,2,1,5,3), inverziészam 5, szorzat
negativ eldjelet kap.

2 3 4 6 2 7 17 22
7 [8] 9 10 1 3 13 18 23
A= 13 14 15 16 |, AT=B=] 4 9 14 19
17 18 19 20 0 15 20 25
22 23 25 26 6 11 16 26

= AT determinansanak definicié szerinti kiszamitasakor is megjelenik
ez a szorzat

= itt a megfelel6 permutacié ' = (3, 2,5, 1,4), amelynek az
inverziészama ,véletlendl” szintén 5, el6jel marad negativ

= | A tetszéleges (n X n)-es matrix és B = AT

= bizonyitjuk, hogy det A és det B kiszamitasakor ugyanazok a
szorzatok keletkeznek, ugyanolyan elgjellel

v I = (14, Wy, ..., T,) tetszéleges permutacio

» ennek det A kiszamitasakor (—1)'™ - a, ;. * a5z, " A,y
el6jelezett szorzat felel meg

= mivel a; ; = b;; minden 1 < i és j < n esetén, ezért ugyanez a
szorzat (egyel6re eldjeltdl eltekintve) megjelenik B-ben is
bg, 1 bg,z o by, n alakban

= ezért | ™' permutacio, amiben az 1 és a m,-edik helyen, a 2 és a
m,-edik helyen stb. az n és a m,,-edik helyen all

= ekkor 7'-t 7T inverzének hivjuk
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e ugyanis m permutaciét olyan kdlcséndsen egyértelm
fuggvénynek fogjuk fel, amely az 1, 2, ..., n szamokhoz
rendre 1y, 5, ..., T, értékeket rendel

o flggvénytani értelemben i 7’ inverze, és 7’ ]is permutécic’;\” [K79] megjegyzést irt: Es hogy minden permutacio
inverze egyértelmien létezik, valamint c'inverze ©
* B elemeibdl készitett szorozat by ,, * by, * - " by, @lakban Vica versa dolog...

irhato fel, igy 1(nt") elSjelet kapja

= meg kell mutatni, hogy I1(rr) = I(x") igaz minden  permutaciora
és annak a 7’ inverzére

» | 7 permutacioban w; = k, m; = m, ekkor a 7’ inverz permutaciéban
Ty =liésm, =]

= k és m tagok m-ben definicié szerint akkor allnak inverzidban, ha
i<jdem<k

= definicio szerint ez azt jelenti, hogy 7'-ben az i, j tagok allnak
inverzioban, hiszenm < k,den’,, =j > i =7'y

= 9sszefoglalva:

e m-ben m;, m;, akkor és csak akkor allnak inverziéban, ha

'-ben i,j bllnak inverzic’nban\ [K80] megjegyzést irt: ezt a fenti példan illusztralva: 7-
ben a ; = 4,m; = 1 tagok inverziéban allank, ennek
= igy m-ben inverzidban all6 elemparok kolcsénésen egyértelmien megfelelden n'-ben az 1 és 3 alinak inverziéban.

megfeleltethetk a m'-ben inverzioban allé elemparoknak
* - [(m) = I(n") valdban kévetkezik

7. Determinansok szorzastétele

o Tétel
= barmely A és B (n X n)-es matrixokra:

det(A-B) = detA-detB

47 | Vizsgatételek


https://www.google.hu/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiL6L3C_JHYAhWNLVAKHRuhCBEQjRwIBw&url=http://www.how-to-draw-funny-cartoons.com/cartoon-ruler.html&psig=AOvVaw1mEkBl_SpOPER_p8nk60XZ&ust=1513631939405550

I % Bevezetés a szamitdselméletbe 1

r@j 11. tétel:
Linedris egyenletrendszer megoldhatosaga

Tételcim

(n x n)-es linearis egyenletrendszer egyértelmii megoldhatosaganak
jellemzése a determinans segitségével. Kapcsolat a linearis
egyenletrendszerek, az R™-beli generalt altérhez tartozas kérdése, illetve a
matrixszorzdson alapuldé matrixegyenletek kd6zott. Kapcsolat négyzetes
matrix determinansa, illetve a sorok és az oszlopok linearis fliggetlensége
kozott.

1. Linearis eqgyenletrendszer megoldhatésaqga

o Tétel

= [[(A|b)| egy n véltozos, n egyenletbdl allo lineéris egyenletrendszer [K81] megjegyzést irt: A tehat csak a valtozok

o . P egyltthatoit tartalmazza, b az egyenletek jobb oldalaibdl
kibdvitett egyutthatomatrixa al.

= az egyenletrendszer akkor és csak akkor egyértelmlen
megoldhato, ha det 4 # 0

= futtassuk (A|b)-re Gauss-eliminaciot

= az algoritmus altal megtett sorekvivalens lépések az
egyutthatématrix determinansat megvaltoztatjak ugyan, de annak
nulla/ nemnulla mivoltan nem valtoztatnak

= Gauss-eliminacié az alabbi harom lehetéség valamelyikével ér
véget:

¢ tilos sor: egyenletrendszer nem megoldhaté
e egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van:

+ kevesebb sor, mint oszlop (és forditva), mivel
eredetileg A (n X n)-es volt

¢+ — azelsd fazis 3. [épésében keletkeznie kellett
csupa 0 sornak, emiatt det A eredetileg is 0

e egyenletrendszer megoldasa egyértelmi:
¢+ RLA, determinansa 1

+ féatloban csupa 1
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+ mindenhol mashol 0

¢+ — mivel determinans végll nem 0, ezért eredetileg
sem volt 0

2. RX¥-n ekvivalens allitasok

o Tetel

=lay, ..,

(k x n)-es A matrix

[K82] megjegyzést irt: A tehat csak a valtozok
egyltthatoit tartalmazza, b az egyenletek jobb oldalaibdl
all.

a,, b € R¥ vektorok és A az a;-k egyesitésével keletkezé

= az alabbi allitasok ekvivalensek:

e (1) megoldhaté A - x = b ,matrixegyenlet”

e (2) megoldhato6 az [(A|b)) kibdvitett egyutthatomatrixd
linearis egyenletrendszer

* () befay ... an)

[K83] megjegyzést irt: A tehat csak a valtozok
egyutthatdit tartalmazza, b az egyenletek jobb oldalaibdl
all.

[K84] megjegyzést irt: A tehat csak a valtozok
egyutthatdit tartalmazza, b az egyenletek jobb oldalaibdl
all.

o Bizonyitas

= (2) és (3) allitas ekvivalens

= (3) allitas teljesllése azt jelenti, hogy létezik a A,a,+...+4,a, = b
linearis kombinacié

= vektor i-edik koordinataja minden 1 < i < k esetén
ai,1/11 +... +ai_n/1n = b,:

[K85] megjegyzést irt: A tehat csak a valtozok
egyltthatoit tartalmazza, b az egyenletek jobb oldalaibdl
all.

egyenletrendszert kapjuk
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* (1) és (2) ekvivalencidjahoz azt kell észrevenniink, hogy x csak R"-

beli oszlopvektor lehet [K86] megjegyzést irt: Mert n soravan, ha 4 - x,
masrészt 1 oszlopa van, ha 4 - x 1 oszlopu

= x j-edik koordinataja minden 1 < j < n esetén x;-vel jelGlve az A -
x szorzat i-edik koordinataja a matrixszorzas definiciéja szerint
a 1%+ +a;nx,

= ezért A - x = b azzal ekvivalens, hogy a; ;x;+...+a; ,x, = b;

teliestl minden 1 < i < k esetén — ismét (4|b)| linearis
egyenletrendszert kapjuk

[K87] megjegyzést irt: A tehat csak a valtozok
egydutthatéit tartalmazza, b az egyenletek jobb oldalaibdl
all.
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[K88] megjegyzést irt: A tehat csak a valtozok
egydtthatéit tartalmazza, b az egyenletek jobb oldalaibdl
all.

wlay, ..,

a, € RF vektorok és A az a;-k egyesitésével keletkez6

(k x n)-es A matrix

= az alabbi allitasok ekvivalensek:

e A-x = 0 linearis egyenletrendszernek az egyetlen
megoldasa x = 0

[K89] megjegyzést irt: A tehat csak a valtozok
egyltthatdit tartalmazza, b az egyenletek jobb oldalaibdl
all.

* 4y, vektorok linearisan fiiggetlenek

[K90] megjegyzést irt: A tehat csak a valtozok
egydutthatéit tartalmazza, b az egyenletek jobb oldalaibdl
all.

TR akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha

Ahay, ..., 4,a, = 0, trividlis linearis kombinacié esetén

e vagyisiA; =...=1,=0

= ez ekvivalens azzal, hogy 4 - x = 0 linearis egyenletnek egyetlen
megoldasa az, hogy minden valtoz6 értéke 0

3. Sor/oszlopvektor linearis fliggetlenség

o Tétel
= A (n X n)-es matrix [K91] megjegyzést irt: A tehat csak a valtozok
L . egydtthatéit tartalmazza, b az egyenletek jobb oldalaibdl
= az alabbi allitadsok ekvivalensek: all.

e (1) A oszlopai, mint R™-beli vektorok, linearisan
fuggetlenek

e (2)detA#0

e (3) A sorai, mint n hosszu sorvektorok linearisan
figgetlenek

= (1) allitas az el6zb kdvetkezmény miatt azzal ekvivalens, hogy az
(A|b) kibovitett egyltthatomatrixu linearis egyenletrendszer
egyértelmiien megoldhato

» mivel A négyzetes matrix, ezért a linearis egyenletrendszer
megoldhatésaga tétel szerint, akkor és csak akkor teljesiil, ha
det A # 0 ((1) és (2) allitas bizonyitva)

* (2) és (3) allitas kozotti ekvivalenciahoz A transzponaltjara
alkalmazzuk az (1) és (2) allitas kéz6tti, mar bizonyitott
ekvivalenciat
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= mivel AT oszlopai megegyeznek A soraival, és forditva, ezért A
sorai akkor és csak akkor linearisan fiiggetlenek, ha det AT # 0

= azonban transzponalt-determinans tétel miatt det A = det A7, ezért
ez valdban ekvivalens det A # 0 feltétellel
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r@j 12. tétel:
Maétrix inverze, rangja

Tételcim

Matrix inverze, létezésének szikséges és elégséges feltétele, az inverz
kiszamitasa.  Matrix rangja, rangfogalmak egyenl6sége, rang
meghatarozasa.

1. Inverz matrix
o Definicio

» egy (n X n)-es A matrix inverzének nevezziik az (n X n)-es X
matrixot, ha teljesul:

A-X=E=X-A [K92] megjegyzést irt: A matrix inverzének a
kiszamitasanal nem szamit a szorzatok sorrendje,
o Jeldlés mindkét esetben, tehat A- A1 = A1 A = 1.
Ez kizardlag csak négyzetes, azaz (n x n)-es
s X =41 matrixokra igaz.

2. Inverz matrix létezése

o Tétel

= 4 (n X n)-es matrixnak akkor és csak akkor létezik inverze, ha
detA #0

= ha A~! |étezik, akkor az egyértelmii

= TFH. X = A7! létezik
* megmutatjuk, hogy det A + 0

= definicio szerint A - X = E egyenlet mindkét oldalanak
determinansat véve: det( A4 - X) = detE, ahol

e detE=1
e alkalmazzuk szorzastételt: detA-detX =1 —->detA + 0
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3. Inverz matrix létezés lemmaja

o Tétel

"ha A € R™" és det A # 0, akkor egyértelmiien létezik X € R™*"
matrix, hogy A X = E

= fenti szorzas ekvivalens, matrixszorzas szerint a kdvetkez6vel:

A-xp=e
A-x,=¢e
A xn = en

= az A - x; = e; lineéris egyenletrendszer, amely ugy jeldlhetd, hogy
(Ale;)

= mivel det A # 0, ezért ez az egyenletrendszer egyértelmiien
megoldhato

= belattuk a lemmat: a keresett X i-edik oszlopaa A-x; = ¢;
rendszer egyértelml megoldasa minden 1 < i < n esetén

Példa
» egymas mellé felirjuk az (n X n)-es A matrixot, valamint az
(n X n)-es egységmatrixot
= lefuttatjuk a Gauss-eliminaciot az A-n, ugy, hogy sorekvivalens 11
Iépéseket megismételjik, az E-n is 52
» addig folytatjuk a Gauss-eliminaciét, amig az A RLA-ban nem lesz 13
K931 meaieavzést irt:

=ekkoraz E' = A™!
4. Négyzetes részmatrix
o Definicio
»! A(nxXn)-esmatrixésr < k,n €Z
= valasszuk ki tetsz6legesen A sorai és oszlopai kézil - r db

= ekkor kivalasztott sorok és oszlopok keresztezddéseiben kialakuld
(r X r)-es matrixot A egy négyzetes részmatrixanak nevezzik
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5. Rang (1
o Definicio
= | A tetszb6leges matrix, azt mondjuk, hogy

e A oszloprangjar, ha A oszlopai kdzil kivalaszthaté r db
ugy, hogy a kivalasztott oszlopok linearisan fliggetlenek,
de r + 1 mar nem valaszhato ki igy

e A sorrangjar, ha A sorai kozll kivalaszthaté r db ugy,
hogy a kivalasztott sorok linearisan fliggetlenek, de r + 1
mar nem valaszhato ki igy

e A determinansrangja r, ha A-nak van nemnulla
determinansu (r X r)-es részmatrixa, de (r + 1 X r + 1)-
es nemnulla determinansu mar nincs

6. Rangfogalmak egyenlésége

o Tétel
= minden A matrixra 0(4) = s(4) = d(A4)
o Bizonyitas
= elég belatni, hogy 0(A4) = d(A) igaz minden A matrixra
= mivel AT oszlopai megegyeznek A soraival, ezért s(4) = o(A7),
valamint d(4) = d(47)

= mivel az AT-bél valaszhatd négyzetes részmatrixok az A-bdl
valaszthatok transzponaltjai

= legnagyobb nemnulla determinansu is ugyanazon méreti

= ha az 0(4) = d(A) allitast minden matrixra, igy AT -ra is igaznak
feltételezziik, akkor &sszesitve az s(4) = o(4T) = d(4T) =
d(4) = o(A) egyenléséget kapjuk

» csak 0(A4) = d(A)-t kell bizonyitani:

= el6sz6r megmutatjuk, hogy 1: 0(4) = d(A4), majd, hogy 2: 0(4) <
d(4)

* 1:TFH. d(4) =r

* meg kell mutatnunk, hogy o(4) = r, vagyis, hogy A oszlopai kozil
kivalaszthatd r db linearisan fliggetlen

» A-bdl d(A) = r miatt kivalaszthat6 egy (r X r)-es nemnulla
determinansu M részmatrix
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= | Ay, A-nak abbdl az r oszlopabdl allé6 matrixa, amelyeket az M
készitésekor valasztunk ki

= ekkor tehat M sorai A,, sorainak részhalmaza, és A,, oszlopairdl
allitjuk, hogy linearisan fliggetlenek

e ha nem igy volna, akkor (a 11-es tételben levé kévetkezmény
miatt) Ay, + x = 0 linearis egyenletrendszernek volna egy

x *# 0 megoldasa

e ekkor azonban x * megoldasa volnaaz M - x = 0 linearis
egyenletrendszernek is, hiszen az utdbbi rendszert az

elébbibél kapjuk [K94] megjegyzést irt: M-hez nem tartozé Ay-beli
soroknak megfeleld egyenleteket elhagyjuk

o tehat M oszlopai linedrisan 6sszefliggbk volnanak, ami a
sorvektor linearis fliggetlenség tétele miatt (el6z6 tétel)
ellentmondana annak, hogy detM + 0

e igy 0(A) = d(A) valdban igaz

= 2: ezt lemmaval bizonyitjuk

o Tetel
» | C(k x n)-es matrix, amelynek az oszlopai (mint R*-beli vektorok)
linearisan fliggetlenek

= ha k > n, akkor C sorai kozill kivalaszthaté egy ugy, hogy ezt a
sort elhagyva a kapott (k — 1) X n-es C' matrix oszlopai szintén
linearisan fuggetlenek

= | C oszlopai ¢y, ..., ¢,, az ezek altal generalt R¥-beli altért W =
(Ell LN Eﬂ.>
= mivel W-ben van n elem( generatorrendszer, és k > n F-G

egyenlétlenség miatt nem lehet benne k elem(i linearisan fliggetlen
rendszer

» R¥-beli standard bazis vektorai kdzétt van olyan, amelyik nem
tartozik W-hez

, allitjuk, hogy C j-edik sora teljesiti a lemma feltételeit: [K95] megjegyzést irt: Amelyben tehat az 1-es a j-edik
helyen all

u! gj]ilyen

e az elhagyasaval a kapott C' matrix oszlopai linearisan
figgetlenek

* TFI nem igy van
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e ('-x = 0 linearis egyenletrendszernek van egy x *# 0
megoldasa

e ekkor C' - x x# 0, mert C oszlopai linearisan figgetlenek

e mivel C - x * szorzat abban kilonbdzik C' - x *-t6l, hogy
az utébbiba a j-edik helyre ,beszurddik” a € j-edik
soranak és a x *-nak a skalaris szorzata

e ezért C - x x oszlopvektor j-edik koordinataja egy a # 0
szam, tobbi 0

o kovetkezik, hogy C - Gg *) =i- (C -g*) =g
e ez ellentmond annak, hogy e; ¢ W

+ viszont ez ellentmond a 11.tétel Matrixszorzas
tételének

e mely szerint a C oszlopainak az (i "X *) kombinaciéja
épp e;-t adja vissza, lemma bizonyitva
= 2: bizonyitas folytatasa:

» 10(A) = r és valasszunk A oszlopai kozll r linearisan fliggetlent —
alkossak ezek C matrixot

= mutassuk meg, hogy d(4) = r

= C, A sorainak szamat k-val jelélve C oszlopai R*-beli vektorok, igy

az F-G egyenl6tlenség miatt k = nl [K96] megjegyzést irt: Hiszen R¥-ban van k elemii
generatorrendszer: barmely bazis ilyen

» k > r, akkor a fenti lemmat C-re alkalmazva kapjuk a (k — 1) X r-
es C' matrixot, amelynek az oszlopai tovabbra is linearisan
figgetlenek

» ha k — 1 > r, akkor ismét alkalmazhatjuk a lemmat C’'-re és ezt
folytathatjuk egészen amig k — r |épés utan egy (r X r)-es C *
matrixot kapunk

= (11. tétel Sorvektor lineéris fiiggetlenség tétel miatt) det C * # 0) [K97] megjegyzést irt: Mert C * oszlopai linearisan
fuggetlenek

» mivel C * az A-nak (r X r)-es részmatrixa, ezért ez bizonyitja
d(A) =, és atételtis

7. Rang (2
o Definicio

» az A matrix rangjanak nevezziik az 0(4), s(A4), d(A) kozos értékét
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" 7(4)

8. Rang kiszamolasa (1)

o Tétel

= | A (k X n)-es matrix és az oszlopai legyenek a;, ..., a,
= ekkor r(4) = dim(ay, ..., a,)

= valasszuk ki A oszlopai kozil a legtébbet ugy, hogy ezek linearisan
figgetlenek legyenek

= oszloprang definicio szerint ekkor r = r(A)

» allitjuk, hogy a,, ..., a,, bazist alkot a W = dim(ay, ..., a,,) altérben
= be kell Iatni, hogy a,, ..., a, generatorrendszer W-ben

= 1U ={ay, ..., ay), lassuk be, hogy U = W

»r <i<nesetén qay, ..., a, linedrisan 6sszefliggd, mivel A-bdl r +
1 linearisan fliggetlen oszlopot nem lehet kivalasztani

= az Ujonnan érkez® vektor lemmaja szerint ekkor a; € (a, ..., a,) =
U, tehat a,, ..., a,, mind U-beli

= mivel U altér, ezért minden W-beli, tehat a,, ..., a,, vektorokbdl
linearis kombinaciéval kifejezhetd vektor is U-beli kell, hogy legyen

= bizonyitottuk, hogy W € U

9. Rang kiszamolasa (2)

o Tetel

= az elemi sorekvivalens Iépések a matrix rangjat nem valtoztatjak
meg

= a LA matrix sorainak a szdma egyenld a matrix rangjaval

= (elemi sorekvivalens lépések bizonyitasa)

= valasszunk ki A oszlopai kozll tetszéleges néhanyat, ezek egyutt
az A’

» A’ oszlopai az el6z6 tétel Kévetkezménye miatt akkor és csak akkor
linearisan fliggetlen, ha az A’ - x = 0 linearis egyenletrendszernek
az egyetlen megoldasa x = 0
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= amikor A-ra alkalmazzuk valamelyik elemi sorekvivalens Iépést,
akkor ugyanezt alkalmazzuk az (A'|0) kibévitett egyttthatomatrixra

is
= egyrészt A’ sorai az A sorainak \részei\, masrészt, ha a jobb {[K98] megjegyzést irt: gy az A teljes sorain végzett }
oldalakon csupa 0 all, akkor ezt a tulajdonsagot mindegyik elemi spespigelblazonoshiats ol

sorekvivalens |épés fenntartja

= azonban (A'|0)-n végzett Iépések az A’ - x = 0 linearis
egyenletrendszer megoldasait nem valtoztatjak meg |

[K99] megjegyzést irt: Ezt mondja ki a Gauss-
eliminacios allitas a 8. tételben, és épp ezért lettek ezek
a Gauss-eliminacié megengedett Iépései

* > A-n Négzett elemi sorekvivalens |épések nem valtoztatnak azon,
hogy A’ oszlopai linearisan fiiggetlenek-e [ [K100] megjegyzést irt: A n is )

= igy A oszlopai kdzil kivalaszthatd legnagyobb linearisan fliggetlen
rendszer mérete, vagyis az oszloprang se valtozik

» (LA matrix sorainak szama egyenl6 a... bizonyitas)

= ha a LA matrix sorainak szama k, akkor A-bdl az 6sszes sor és a
vezéregyeseket tartalmazoé oszlopok kivalasztasaval keletkezé M
négyzetes részmatrix egy fels6haromszog-matrix

= ennek féatléjdban minden elem 1 (vezéregyesek)

* igy det M = 1 # 0 vagyis A-nak van (k X k)-as, nemnulla
determinansu négyzetes részmatrixa

= ennél nagyobb nyilvan nincs, mert A-nak csak k sora van

= tehat determinans rangja valéban k
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S 13. tétel:
Linedris leképzés, transzformdci

O-

Tételcim

Linearis leképzés fogalma, matrixa. Szikséges és elégséges feltétel egy
fliggvény linearis leképzés voltara. Linearis leképzések szorzata, szorzat
matrixa. Kévetkezmény: addicids tételek a sinus és cosinus fliggvényekre.
Linearis transzformacioé invertalhatésaga.

1. Linearis leképzés

o Definicio
f:R" > R¥ linearis leképzésnek hivjuk, ha
o létezik olyan (k X n)-es matrix, melyre f(x) = A x
minden x € R"

e n = k esetben f-et linearis transzforméaciénak is
nevezzuk

o ha:R" - RF leképzésnek és f(x) = A x minden x €
R™-re, akkor matrixa A
o Jelolés
= A = [f] (3. &llitas jelolése)
2. Linearis leképzés feltétele
o Tetel
= 1R — R fliiggvény akkor és csak akkor linearis leképzés, ha:
e (1) f(g + y) = f(x) + f(») igaz minden x,y € R"
e f(2-x)= 2" f(x)igazmindenx E R"és 1 € R
esetén
= ha f teljesiti ezt a 2 tulajdonsagot, akkor:
e [f] egyértelmii

e és azonos azzal a (k X n)-es matrixszal, melynek minden

1 < i < n esetén az i-edik oszlopa f (g [K101] megjegyzést irt: Itt ¢; az R"-beli standard bazis
vektora.
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= (sziikségesség belatasa)
* TFH. f linearis leképzés és A = [f]

= (10. tétel, Matrixm(iveletek tétel, Megjegyzések: matrixszorzas
Osszeadasra nézve disztributivitas miatt:)

flx+y)=a(x+y)=Ax+4y=f(x)+fQ)

= (10. tétel, Matrixmliveletek tétel, Megjegyzések: matrixszorzas
asszociativitas miatt:)

f(-x)=40-2) =24 x)=2-f@
= (egyértelmiiség belatasa)
= | f-nek A egyik matrixa, a;: A-nak i-edik oszlopa minden i-re
= (10. tétel, Matrixszorzas definicié miatt:)
A =g
» ebbdl A = [f] miatt: f(e;) = A - e; = a;, amely bizonyitja [f]
egyértelmiiségét

o [f] csak az a matrix lehet, amelynek i-edik oszlopa f(e;),
vagyis csak A

= (elégségesség bizonyitasa)

» ha az els6 2 tulajdonség teljestl, akkor f linearis leképzés

mutassunk olyan métrixotl, amelyre: f (g) = A-x minden x € R" [[K1021 megjegyzést irt: Fenti bekezdés segit. ]

» A matrix i-edik oszlopa f (e;) minden i-re, jeldlje a;

= ekkor: f(&) = A-x teljesll x = ¢; ﬁ/ektorokral {[mqs] megjegyzést irt: Be kell latni, hogy minden més}
X-reis.
= belatjuk, hogy (1) n tagu 6sszegekre is teljesul
flort.. 4w) = f(v2) + f(wat.. 42) = f(22) + F(22) + f(wst... +25)
= f(wd) + f(w)+. - +f ()
e vagyis (n — 1)x egymas utan alkalmazva az (1)
» | x € R" tetsz6leges i-edik koordinatajat jeldlje: x;, ekkor:
X=X ety ey {[K1 04] megjegyzést irt: Lasd 7. tétel, Standard bazis
- - - definicié bizonyitas.

fx)=fCr e+ +x,e)=
=f(x1 '21)+---+f(xn'§n) =
=x-fle) ++x,flen) =
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=flen) = (1 ar ++2x,°ap)
=A-x

3. Linearis leképzés szorzata

o Tétel
= f:R" > R¥ és g: R¥ - R™ linearis leképzések

= ezeknek a g o f szorzata is linedris leképzés, melyre [g o f] = [g] -

]

o Bizonyitas

* I[f] = A, minden x € R™re, f(x) =A-x
*![g] = B, mindeny € R¥-re, f(X) =B-y
» alkalmazzuk a g o f fuggvényt tetsz6leges x € R™-re
e @=9-(F®)=9-(4-x)=B-(4-x)=(B-4)x
e tehdtB-A =[g]-[f]
4. Addicids tételek

o Tétel
= tetszOleges a és 3 szdgekre teljesliinek az alabbi 6sszefliggések

e sin(a+pB) =sina-cosp +cosa-sinf
o cos(e+B) =cosa-cosf —sina-sinf
o Bizonyitas

= | f:R? - R? a sikban az origé kériili a, § szdggel valo elforgatas

[K105] megjegyzést irt: Egy allitasbdl tudjuk,

= lezek linedris leképzések
L . hogy! f: R? > R? az a fiiggvény, minden v € R
" a|ka|maZZU|( a fent| LII’IeéI’IS /eképZéS Szorzata tételt sikvektorban annak az orig() koruli a sz('jg_ge| valo
. elforgatottjat rendeli, ekkor f « linearis transzformacio,
= igaz, hogy fy ° fg = farp az origd korili a + p szégu elforgatassal melynek matrixa

cosa —sina
al = (5 )
[fal sina  cosa

¢ hiszen egy tetszéleges v-t elészor §, majd a szdggel
elforgatva ugyanazt kapjuk, mintha a + 8 szdggel
forgattuk volna

* far [ €8 foup linedris transzformaciok matrixa kiolvashaté az
, ezekre linearis leképzés szorzata fennall:

[farp] = [fad - [f5]

{ [K106] megjegyzést irt: EI6bbi megjegyzésben leirva. }

allitasbol
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(SF X )-w
VAR ool [ ey S Sy A0 TS

sino COS (X

5. Linedris transzformacio invertalhatésaga

o Tetel

= f:R"™ — R linearis transzformacio akkor és csak akkor
invertalhato, ha det[f] # 0

= ha ez a feltétel fennall, akkor [f~1] = [f]™1, vagyis az f~! inverz
transzformacié matrixa az f matrixnak az inverze
o Bizonyitas
= I [f] = A, vagyis f(x) = A x minden x € R"
= (sziikségesség bizonyitasa)
= ha f invertalhato, akkor det A # 0

= TFI det A = 0, ekkor (8. tétel, Linearis egyenletrendszer
megoldhatdsaga tétel miatt) A oszlopai linearisan 6sszefliggék,
ellentmond annak, hogy f invertalhato

= (elégségesséq bizonyitasa)
= hadetA # 0, akkor f invertalhato

= mivel det A # 0, ezért (12. tétel, Inverz matrix tétel miatt) létezik
A~ inverz matrix

* tetsz6leges x € R™ esetén f(x) = y aztjelenti, hogy

y=A4-x /A

At-y=4"1. (A E) =41t A) x= ’ x=x [[K1o7] megjegyzést irt: (n X n)-es egységmatrix. }

= tehat y - A~ - y fiiggvény azonos az If inverzével‘ [K108] megjegyzést irt: Belattuk tehat, hogy Iétezik

'''''''''''''''''''''''''''''' {f‘l, masrészt, hogy [f~1] = A = [f]~%. }
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S 14, tétel:
Magtér, képtér

Tételcim

Linearis leképzések magtere, képtere, ezek altér volta. Dimenzi6tétel.
1. Magtér, képtér

o Definicio
= | f:R" > R¥ linearis leképzés
= f magtere:
e jelolés: Ker f

azon R™-beli vektorok halmazat (V;), melyeknek a képe
az R*-beli 0

TK1091 meaieavzést irt:

Ker f = {x € R™ f(x) = 0}
= f képtere:
o jelolés:Im f

azon R*-beli vektorok halmazat (V,), melyek

megkaphatok (legalabb) 1 alkalmas R™-beli vektor f-fel
vett képeként

Imf={yeR:3xeR"f(x) =y}
2. Mag - és képtér altér volta

o Tetel
AR - R¥ linearis leképzés, ekkor
o Ker f < R", vagyis Ker f altér R™-ben
e Im f < RF, vagyis Im f altér R*-ban

= (Ker f bizonyitasa)

= (6. tétel, R™ alterei definicio miatt) meg kell mutatnunk, hogy barmely
X1,X, € Ker f és A € R esetén
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e Xx;+x, A-x1 € Ker f teljesiiinek
»haxy,x;, € Ker f, akkor f(x;) =0és f(x,) =0
= (13. tétel, Linearis leképzés feltétele tétel tulajdonsag (1) miatt)
fla+x) =fa)+ f(x) =0+0=0-x +x, € Ker f
= (13. tétel, Linearis leképzés feltétele tétel tulajdonsag (2) miatt)
fA x)=2-0=0-21€ Ker f
e Ker f nem lehet Ures, hiszen 0 € Ker f definici6 szerint
mindig igaz
» (Im f bizonyitasa)
= ha [f] = A, akkor Im f definici6 szerint azokbél az y € R*
vektorokbdl all, melyek kifejezhetok A - x =y alakba_n
* (11. tétel, Méatrixszorzés tétel szerint) ez ekvivalens y € (a, ..., a,),
ahol A oszlopait a;-k jeldlik -
» Im f(a,, ..., a,) generalt altér

3. Dimenziotétel

o Tétel

= ha f: R™® — R¥ linearis leképzés, akkor [dim Ker f + dim Im f =
dim Vl\ { [K110] megjegyzést irt: A képtér és a magtér }

dimenzidja 6sszesen éppen kiadja a V; dimenzigjat.

» | dim Ker f = m, valasszunk kgy tetszéleges bazist L{{g; f-ben, {[K111] megjegyzést irt: 7. tétel, Bézis étezése J
by, ..., by, amely linearisan fiiggetlen kbvetkezmény miat.

= (7. tétel, Bazis létezése tétel szerint) ez a rendszer kiegészitheté R™
egy bazisava

* mivel dim R™ = n, kellenek tovabbi n — m vektor sziikséges:
£1! e En—m

» megmutatjuk, hogy f(c1), .., f (¢n_m) rendszer bazis Im f-ben -
dimimf=n—-m

» lassuk be: f(c;), ..., f (cn_m) generatorrendszer Im f-ben

» | y € Imf tetszbleges, ekkor y = f(x) valamely x € R"

» mivel by, ..., by, €1, .., C_m generatorrendszer R™-ben, ezért x
kifejezhet6 linearis kombinaciojukként
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x = Bibi+... +Bmbm + Vi€t HVnemCnem V f‘ {[KHZ] megjegyzést irt: Kihasznaljuk £ linearis
""""""""""""""""""""" leképzés tételbeli tulajdonsagat.
Y= f(&) = f(ﬁlgl + ot by 16 + 0+ Vn—mgn—m)
= f(ﬁlgl) ++ f(ﬁmgm) + f(ylgl) + ot f(yn—mgn—m)
= .Blf(él) +-t ﬁmf(ém) + ylf(gl) +t yn—mf(gn—m)
= B10+... +Bn0 +v1f(c1) + + + Vuomf (cn-m)

=11 f(e)+ +¥nmf(Cnm)
o utolso Iépésben felhasznaljuk, hogy
ﬂ(ﬁl) =...= f(ém) = g {[K113] megjegyzést irt: b,, ..., b,, € Kerf miatt igaz. }

o tetsz6legesen valasztott y € Imf kifejezhetd
f(c1), -, f(€rom) linedris kombinacisja
= most belatjuk, hogy f(c;), ..., f (ch—m) linedrisan fiiggetlen

*TFH. v, f(c1)+ .. +¥nomf (Cnom) = 0

= meg kell mutatnunk, hogy (7. tétel, Standard bazis tétele miatt) ekkor

Y1=V2 = .= VYn_m|= 0 [K114] megjegyzést irt: 13. tétel, Linedris leképzés
feltétele tétel tulajdonsag hasznalata.

Q‘: Y1 f(gl) +-t+ Vn—mf(gn—m) {[K115] megjegyzést irt: by, ..., b, € Kerf miatt igaz }
= f()/1£1) +t f(yn—mgn—m)
= f(rici + -+ YnomCn-m)

= ebbdl Kerf definici6 szerint € Ker f— kifejezhetd by, ..., b, lineéris
kombinacidjaként

Vi€t +YnemCnm = Bibi+... +Bmby  /atrendezve
_Blgl_' . _Bmém + V1£1+- .. +Yn—m£n—m = g
e azonban by, ..., by, ¢y, ..., Ch_pm linedrisan fliggetlen

o ftrividlis linearis kombinacidja adhatja 0 - y; =y, =...=

Vnm|=0 { [K116] megjegyzést irt: § is. }
o megmutattuk, hogy f(c;) + -+ + f(cn—m) linedrisan
fiiggetlen, igy bazis is [K117] megjegyzést irt: Mert mar belattuk, hogy
generatorrendszer.
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r@j 15. tétel:
Bazistranszformacio

Tételcim
Bazistranszformacié fogalma, linearis transzformacié matrixa adott bazis
szerint, annak kiszamitasa.

1. Bazistranszformacio

o Tetel
= | f:R"™ —» R" linedris transzformacié és B egy f (n X n)-es matrix,
melynek oszlopai bazist alkotnak R™-ben
=1 g:R" - R™ az a fuggvény, mely minden x € R" esetén [x] -hez
[f ()] -t rendel
= ekkor g is lineéris transzformacié, melynek matrixa
9= B~ [f]-B
o Bizonyitas

= B oszlopai akkor és csak akkor alkotnak bazist, ha detB # 0

alteres kovetkezmény \szerint R"™ bazisai az n tagu linearisan [K118] megjegyzést irt: |V < R™ altér f,, ..., fi, V-beli

fliggetlen rendszerek vektorokbdl all6 linearisan fiiggetlen rendszer. Ha
dimV =k, akkorﬁ, ...,ikbézis V-ben.

= (11. tétel, Sorvektor lineéris fiiggetlenség tétel miatt) B oszlopainak
linearis fiiggetlensége ekvivalens det B # 0

= (12. tétel, Inverz matrix létezése tétel miatt) B~1 inverz métrix valéban
létezik

= folytatashoz lemmat hasznalunk

= folytatva a tételt a lenti lemma segitségével:

. Lg‘ [K]B - [f(ﬁ)]B fliggvény azonos h~1lo ﬂ o ‘h figgvénnyel [K119] megjg'gyz’és.t irt: Az itt beyezt_?tett"g Iinee'?ri's’
transzformacié matrixnak a lemmat kévetd definicio ad
nevet.

= ha [x] -re alkalmazzuk h-t, akkor x-et kapjuk, erre f-et akalmazva
—B - { [K120] megjegyzést irt: Kompozicio.

£ (x)-et kapjuk, végiil erre h™"-et alkalmazva [f (x)] -t kapjuk
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= (13. tétel, Linearis leképzés szorzata tétel miatt) g = h™ o f o h
valéban linearis transzformacio, matrixa:

[g] = [R"*]-[f]-[R]=B~*-[f]-B

o Tétel
* lh:R" — R" az a fiiggvény, mely minden x € R" esetén [x] -hez
x-et rendel
= ekkor h linearis transzformacié, melynek matrixa [h] = B
o Bizonyitas
= | x € R%re [E]Bkoordinétavektor i-edik koordinataja a; minden
1 <i<nesetén
= ekkor x = ay by + -+ + ayb,

= (10. tétel, Matrixszorzas definicicja szerint) B + [E]B azonos B

oszlopaibol x] 5 koordinataival, mint egyiitthatokkal képzett linearis { [K121] megjegyzést irt: b;-kbl

kombinaciéval { [K122] megjegyzést irt: a;-kkel

"igyx=8B" [5]3, amely mutatja, hogy a h: [E]B - x fiiggvény
linearis transzformacio, melynek matrixa B

= mivel det B # 0, ezért (13. tétel, Lineéaris transzformaciok
invertalhatéséga tétel szerint) h™! inverz transzformécio is létezik,
matrixa: [h™1] = [A]"* = B!

= ez minden x € R" esetén [x] -hez x-et rendel

3. Linearis transzformacioé adott bazis szerint

o Definicio

» | f1R™ - R" linearis transzforméacio és B bazis R™-ben

= ekkor Lg‘ [x] - [f (x)] linearis transzformaci¢ matrixat az f [K123] megjegyzést irt: Az itt bevezetett g linearis
=B B - transzformacié matrixnak a lemmat kdvet6 definicio ad
transzformacio B bazis szerinti matrixanak nevezzik nevet
o Jelolés
“[fls

67 | Vizsgatételek


https://www.google.hu/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiL6L3C_JHYAhWNLVAKHRuhCBEQjRwIBw&url=http://www.how-to-draw-funny-cartoons.com/cartoon-ruler.html&psig=AOvVaw1mEkBl_SpOPER_p8nk60XZ&ust=1513631939405550

% Bevezetés a szamitdselméletbe 1

4. Linearis transzformacio kiszamitasa adott bazis szerint

o Tétel

= | f:R™ — R" linearis transzformacio
* B egy (n X n)-es matrix, melynek oszlopai bazist alkotnak R™-ben

= ekkor [f]p matrixra alabbiak teljestlnek:
o W [f)], = [f1s - [x], minden x € R™re

e Iflg=8B7"-If]"B
e (3) [f]g i-edik oszlopa egyenl&
[f (b;)] ;koordintavektorral minden 1 < i < n esetén

= (2) mar belattuk az el6z6 tétel bizonyitasaban
= (1) kézvetleniil kévetkezik a Linearis transzformacio adott bazis szerinti
definiciéjabdl és annak tételébdl
e mivel [f]z annak a g linearis transzformacionak a
matrixa, amely minden x € R"-re [f(g)]B-t rendel,’ az

allitas igaz [K124] megjegyzést irt: + a Linearis leképzés
definicioja miatt

= (3) (13. tétel, Lineéris leképzés feltétele tétel kbvetkezménye):

[K125] megjegyzést irt: Az itt bevezetett g linearis
transzformacié matrixnak a lemmat kévetd definicio ad
nevet

o mivel [f]p alg: [x], = [f(x)], linearis transzformécio
matrixa, ezért i-edik oszlopa g(e;)-vel egyenlé minden i-
re

[K126] megjegyzést irt: Az itt bevezetett g linearis
transzformacié matrixnak a lemmat kévetd definicio ad
nevet

o (7. tétel, Koordinatavektor definicioja szerint) e; éppen b;
koordinatavektora

e vagyis:

v e =[], ~ g(e)=g([l],) =),
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r@j 16. tétel:
Sajatvektor, karakterisztikus polinom

Tételcim

Négyzetes matrixok sajatértékei és sajatvektorai, ezek meghatarozasa.
Karakterisztikus polinom. A sajatértékek és sajatvektorok kapcsolata linearis
transzformacio valamely bazis szerinti matrixanak diagonalitasaval.

1. Sajatérték, sajatvektor

o Definicio
» I A (n X n)-es matrix
= sajatértek
e olyan A € R skalar
e halétezik olyan x € R™, x # 0 vektor, melyre
Ax=21-x
= sajatvektor
e olyan x € R vektor
e hax # 0,létezik olyan A € R skalar, melyre
Ax=21-x
= réviden:
e haAd-x=2A1-x,x+ 0, akkor A sajatértéke, x
sajatvektora A-nak
2. Sajatérték meghatarozasa

o Tétel

= négyzetes A matrixnak a 4 € R skalar akkor és csak akkor

sajatértéke, ha det(A —1-E) =0 {[K1 27] megjegyzést irt: Egységmatrix.

o Bizonyitas

= 1 definicio szerint akkor sajatérték, ha A-x =1 -x, x # 0, van
megoldasa

= irhatunk 4 - x helyett (- E) - x
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= (10. tétel, Matrixmiiveletek tétel (1) szerint)

(AE) - x=1-(E -x)= A-x

" A-x = (A-E) - x egyenletet atrendezve, majd (Matrixmliveletek tétel (2)

szerint):

= A akkor és csak akkor sajatértéke A-nak, haazA-x — (1 -E) -
x = 0 lineéris egyenletrendszernek van x # 0 megoldasa

inearisan 6sszefliggéek

a kbvetkezmény lszerint ekvivalens A — A - E matrix oszlopai

= (11. tétel, Sorvektor lineéris fliggetlenség tétel szerint) valéban azzal
ekvivalens, hogy det(A— A-E) =0

3. Karakterisztikus polinom

o Defi

Definicio

» A (n X n)-es matrix karakterisztikus polinomjanak nevezzik a
det(A — A - E) determinans értékét, ahol A valtozo

ka(d)

o (sajatérték definicioja atfogalmazva az el6zé tétel és definicid
felhasznéalasaval:
= A métrix sajatértékei a k, (1) karakterisztikus polinom gydkei, tehat

k, (1) — 0 egyenlet megoldasai

= algebra egyik tétele szerint tehat n-edfoku polinomnak legfeljebb n
gybke lehet — (n X n)-es matrixnak legfeljebb n sajatértéke van)

4. Diagonalis matrix
o Definicio
= A (n X n)-es matrix akkor nevezziik diagonalis matrixnak, ha

minden i # j esetén a; ; = 0 teljesul

5. Kapcsolat sajatérték és linearis leképzések kozt

o !B

={b,, ..., b, } tetszbleges bazis

o TFH. [f]z matrix diagonalis, a féatioban &llé elemeket jel6lje sorba

&1,

»An
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o [f]p i-edik oszlopa 4; - e;-vel egyenld

o ebbdl kifolydlag [f(b;)], = A - &, ez viszont azt jelenti, hogy
f(bs) =0 b+...+4; - bi+...+0 - by, vagyis f(b;) = 4; - b;

o Osszefoglalva:

= [f15 akkor lesz diagondlis, ha B minden tagjara f(b;) = 4; - b;
teljesul valamilyen A skalarral
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