Fels6bb matematika vizsga — 2011-01-10

Név Neptun

Minden feladat 1 pontot ér, kivéve ha meg van adva a pontszam. Az dsszesen szerezhetd 25 pontbdl
legaldbb 10 pontot el kell érni. A bekeretezett részbe kell a wvdlaszt beirni. Csak annyit irjunk be,
amennyit a feladat kér! Részletszamitdsokat sehol nem kérink. A vizsgdn segédeszkdz nem haszndl-

hato.

1. Legyen adva az R test folotti V vektortér! Mit
jelent az, hogy a V vektortér euklideszi tér?

2. Mely matrixok diagonalizalhaték a valés test f6-
16tt? (r6viden indokoljuk a valaszt!)

110 110 000
a) [0 1 0],5) 0 2 0f,¢)|0 0 0.
00 3 00 3 00 1

3. Legyen W az R" egy altere. Tekintsiik azt a line-
aris leképezést, mely merélegesen vetit a VW altérre.
Mik a sajatértékei e leképezésnek, és mik a hozzajuk
tartozoé sajatalterek?

4. Mely négyzetes matrixok invertalhatok az alab-
biak kozil? a) A szingularis értékei o1 = o9 = 1,
o3 = 0, b) B sajatértékei i, —i, /5, ¢) C dominéns
foatloju, d) D = XX, ahol X nem négyzetes teljes
oszloprangi, e) E = XTX, ahol X nem négyzetes
teljes sorrangd matrix.

5. Egy 11 x 11-es A matrixnak A 11-szeres algeb-
rai multiplicitasa sajatértéke. A — AI hatvanyainak
rangja rendre 6, 3, 2, 1, 0. Mennyi a Jordan-lancok
szama? Milyen hosszu a leghosszabb lanc? Rajzol-
juk le a Jordan-ldncokat! (2 pont)

6. Householder-tiikrozéssel hatarozzuk meg azt a H
matrixot, mely az (1,2, 2) vektort olyan vektorba vi-
szi, melynek az elsé koordinatajat kivéve minden ko-
ordinétéja 0. (2 pont)

-2 =2 o
1 9 matrix 1-, 2-,

(2 pont)

7. Hatarozzuk meg a A =

0o- és Frobenius-norméjat!

8. Irjuk fel a {3 0 0} matrix redukalt szingularis

4 00
felbontasat és szingularis felbontasat! (2 pont)

9. Szamitsuk ki az [(1) ? 8] matrix pszeudoinver-

7ét!

Hogy definidlva van V-n egy skalaris szorzat-
nak nevezett (.,.) : V x V — R fliggvény,

hogy

(a,b) = (b,a)
(A\a,b) = X(a,b)
(a+b,c) = (a,c)+ (b,c)

a) nem, mert mar Jordan-alakban van, és
az nem diagonalis b) igen, mert 3 kiilonb6zs
sajatértéke van c¢) igen, diagonalis alakban
van.

A=1W,
A =0: W,
b), c), e)

A Jordan-lancok szama n —r(A) =11—-6 =
5. A leghosszabb lanc hossza 5 (A — AI leg-
kisebb O-t ad6 hatvanya).
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— o
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a=(1,2,2)—(3,0,0) = (—2,2,2),

12 2
H=I-_%aa’ =12 1 -2
2 -2 1

1Al = [|Allo =4, A2 =3, [A]lr = V13

redukalt: W] [5]-[1 0 0],

elies: (L3 =4\ [5 0 0
5 \5 04 3|/)1o 0o o

Szamolhato pl. az AT = AT(AAT)~! kép-
lettel:

1
At=10 1
0




10. Primitivek-e az aldbbi matrixok? Véalaszunkat

roviden indokoljuk! (2 pont)
1
ST AT
A= B=1|0 0 1
1 0 00 00 1
0 01 0
0 0 1 0 0 6
C=|11 0 D=|7 0 8
010 0 90
20 + 5y =17
11. Adjuk meg az 3z —3y=1 egyenlet-
6z + 8y =2

rendszer optimalis, minimé&lis abszolat értéki meg-
oldasat, ha az egyiitthatomatrix QR-felbontasa:

L
e ] I P
6 2

12. Mondjuk ki a Perron—Frobenius-tétel erGsebb alakjat (nemnegativ elemi matrixokra).

B nem irreducibilis, igy nem primitiv. A tob-
bi métrix irreducibilis. A* = I, tehét sosem
lesz pozitiv, igy nem primitiv. C irreducibi-
lis, és van a f6atlojaban pozitiv elem, tehat
primitiv. D® > O, tehat primitiv.

A megoldas © = 0, y = 1. (A megoldashoz
az Rx = Q”'b egyenletet kell felirni.)

(8 pont)

Ha az A nemnegativ méatrix irreducibilis, és r = p(A) jeloli a spektralsugarat, akkor

1. » >0,

2. r sajatértéke A-nak, melyhez tartozik pozitiv sajatvektor,

3. A-nak e pozitiv sajatvektor skalarszorosain kiviil nincs mas nemnegativ sajatvektora,

4. r egyszeres sajatérték.

13. Igazoljuk, hogy minden linearis L : R™ — R™ leképezéshez 1étezik egy olyan m x m-es matrix,

mely ezt a leképezést generdljal

(8 pont)

1d. jegyzet

14. Tgazoljuk, hogy egy nxn-es métrix pontosan akkor diagonalizalhato, ha van n linearisan fiiggetlen

sajatvektora!

(8 pont)

1d. jegyzet




