ANALIZIS 1-2. SZIGORLAT 2022. junius 8.
Mérnokinformatikus szak [-varians Megoldasok

* 1. feladat (14 pont)
Integraljuk az f(z,y) := 2222 + 42 ((z,y) € R?) fiiggvényt a az origd kdzéppontt 1 sugari
korlapon!

Mo. Sikbeli polarkoordinatakkal (2p) (B1(0) = P([0,1] x [0, 27])):

1
;& / / f (rcos(p), rsin(@)) rde dr 2
0 0

B1(0)
1 2r 1 2
= //7“4 cos?(p) de dr p) /r4 dr /0082(90) dp @p)
00 0 0
1 [1+4cos(20)]* ap) 7
o el I

* 2. feladat (4+6+6=16 pont)
Legyen f az a 2w szerint periodikus fiiggvény, amelyre

fx) =

—z Lhaze[-m0f
m—x ,haxzel0,n].

a) Mondjuk ki a Fourier-sorok pontonkénti konvergenciajarol szolo Dirichlet-tételt!

b) Jeldlje ® az f fiiggvény Fourier-sordnak Osszegfiiggvényét. Szamitsuk ki a ®(0) és &(—F)
értékeket!

c) Adjuk meg a Fourier-bazis (1, sin(nz), cos(nz), n = 1,2...) egy olyan elemét, mely zérus
egyiitthatoval szerepel f Fourier-soraban! Indokoljunk!

Mo. a) Legyen f : R — R 27 szerint periodikus fiiggvény, amely integralhato a [—m, 7] inter-
vallumon. Tegyiik fel, hogy [—m, 7] felbonthat6 tgy véges sok részintervallumra, hogy ezek
belsején f monoton és korlatos. Ekkor f Fourier-sora minden x € R pontban konvergens,
és

fle=0)+ f(z+0)

(@(/)) (&) = : .

b) Az f fiiggvényre teljesiilnek a Dirichlet-tétel feltételei (2p) , ezért

o(5) (D)5

O+7 (2p) 7
®0) = — =" —
O="tr®r
c) Az f— 7 fiiggvény paratlan (2p) (pontosabban egy peridduson véges sok pontban meg-
valoztatva paratlanné tehetd), tehat Fouriar-soraban Vk € N esetén a cos(kx) egytitthatoja



zérus (ap = 0) (2p) . Ez azt jelenti, hogy f Fourier-sordban ag =7 # 0,de k =1,2,...
esetén cos(kx) egyiitthatoja zérus (2p) .

Teljes értékd pontszadmot ér az is, ha egy konkrét egytlitthatérél mutatjuk meg, hogy zérus,
példaul a; = 1 [T f(z)cos(z)dz = --- = 0. Indoklas nélkiili helyes valasz (1p) .

* 3. feladat (10 pont)

Legyen f(z) := e 1*l (2 € R). Tudjuk, hogy minden w € R esetén .7 (f)(w) = H% (ahol Z a
Fourier-transzforméciot jelsli). .7 (z — (z + 2)6"”‘"‘) =7

(Feltehetjiik, hogy az z +— (x 4 2)e~I*l fiiggvény Fourier-transzformalhat6, ennek bizonyitasa
nem része a feladatnak.)

Mo. Minden z € R esetén legyen g(z) := (z + 2)e~1®l. Ekkor a Fourier-transzformacio tulaj-
donsagai alapjan .Z (f) differencialhato és

F(9) =1Z(f) +27(f) (5p),

azaz minden w € R esetén

4. feladat (6+6=12 pont)

34+ n2\>"
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tehat a rendérelv alapjan lim /327 + 37+ 4 7.5n =9 (1p) .
n—0o0
b)

2\ 2
<3+n2>2”2 @) [((1+35)" | nos (63’)2:@2
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hiszen a fenti sorozatok az ((1 + %)n)neN+ és ((1 + %)n)neN+ részsorozatai.
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5. feladat (13 pont)
Hatérozzuk meg az
fR=R;, z~2®+525—20z+3

fiiggvény abszolut szélsGértékeit a [0, 2] intervallumon (amennyiben léteznek)!

Mo. Az f fiiggvény folytonos, a [0,2] intervallum korlatos és zart, tehat a Weierstrass-tétel
szerint f-nek létezik minimuma és maximuma ezen az intervallumon (2p) . Minden z € R
esetén

f'(x) = 5zt 4 152% — 20 (2p),
és

fll@)=0 & a*=1 (3p),
vagyis az intervallum belsejében egy kritikus pontja van f-nek: az 1 (1p) , és f(1) = —11
(1p) Vizsgaljuk a végpontokat is: f(0) =3, f(2) =35 (2p) . Tehat

i =—11 (1p) & =35 (1p).
xgl[ég]f(l‘) (1p) ¢s xrg[%f;]f(w) (1p)

6. feladat (13 pont)
Folytonos-e az alabbi fliggvény?

sin(3xz2 4
fz,y) = \/(;fi;) $Cos <W> , ha (z,y) € R?\ {(0,0)}
0  ha (z,y) = (0,0).

Mo. Az f fiiggvény folytonos az R?\ {(0,0)} halmaz minden pontjaban (2p) , tehat a kér-

dés megvalaszolasahoz elég az origobeli folytonossédgot vizsgalnunk. Tegyiik fel, hogy
k—o0

(7k, Yk ) ken olyan R2\{(0,0)}-ban halado sorozat, amelyre (xx,yx) — (0,0) (2p) . Ekkor

in(3 2 4 4 1
Flaru) 2 3x} +up M cos | 5——r ) =0
—_— T 203 +y}) (p)
=50 (1p) k—co korlatos (1p)

—1(1p)

tehat az atviteli elv alapjan  lim  f(z,y) = 0 = f(0,0) (1p) , azaz f folytonos az
(2,)—(0,0)

origobban (1p) , kovetkezésképpen folytonos.
(Akkor is adhaté maximalis pont, ha a megolddsban nem szerepel az atviteli elv, de a
hallgato tisztdban van a hatarérték tulajdonsagaival.)



7. feladat (9 pont)
Bizonyitsuk be, hogy ha egy numerikus sor abszolit konvergens, akkor konvergens!

Mo. Legyen > a, abszolut konvergens numerikus sor és € > 0. A sorokra vonatkozo Cauchy
neN
kritérium szerint (2p) létezik olyan N € N, hogy minden n,m € N és n > m > N esetén

n

> ak|| <e (2p) . Legyen n,m € Nésn > m > N, ekkor a haromszog-egyenlGtlenség
k=m+1
alapjan

n

>

k=m+1

n

< Y lul<e (4p),

k=m+1

kovetkezésképpen > a, konvergens (1p) .
neN

8. feladat (4+9=13 pont)

b) Bizonyitsuk az a) pontbeli allitast!

Mo. a) Ha az f,g : R — R fiiggvények differencialhatéak az xo € R pontban, akkor az f - g
fiiggvény is differencialhatoé xg-ban (2p) és

(f - 9)(w0) = f'(xo)g(wo) + f(z0)g (x0) (2p)

b) Tegyiik fel, hogy az f,g : R — R fliggvények differencialhatoak az zy € R pontban.
Ekkor

lim 9@ = (F-9)@0) o)y @) = flzo) oy gy 9(8) — 9(@0) 4

T—T0 T — X0 T—T0 T — X T—T0 xr — X0

= f'(x0)g(w0) + f(x0)g' (x0),

z)

ahol az utolsd egyenlségénél kihasznaltuk, hogy a ¢ fiiggvény folytonos zgp-ban (1p), hi-
szen ott a feltevés miatt differencialhatdé (1p) (és xp belsé pontja Dom(g)-nek), azaz
li_>m g(x) = g(xp). Tehat f - g differencidlhaté zo-ban és adodik az allitasbeli egyenlGség
T—T0

1S.




