Valészinliségszamitas 2023. januar 12.

Vizsgadolgozat
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasianak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az ttmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekintheto, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy péld4ul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastol lényegesen kiilonboz6é megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre ad-
haté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibét tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldo melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0). Az utmutatéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is
oszthatok. Az itmutatoban leirttol eltéro jo megoldéas természetesen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamolasonként 1-1 pont vonandd le a feladatokbol. Ez aldl kivétel,
ha az elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy moédositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon
feladatrészekért, amik az elszamolas okan fel sem mertltek, nem jar pont.

1. Irjuk fel az aldbbi definiciét, illetve &llit4st:
(a) Hogyan definidljuk egy valészintiségi valtozé szérasnégyzetét?

(b) Milyen feltétel esetén, és hogyan fejezhet ki az X és Y valdszintiségi valtozok szorzatanak
varhato értéke E(X) és E(Y) segitségével, az eléaddson elhangzott allitas szerint?

Megoldas:
(10 pont) Egy valdészintiségi valtozd szérasnégyzete:

D*(X) = E(X — E(X))’

Ha csak az szerepel, hogy sajat magaval vett kovariancidja, akkor 3 pont.)
Ha a D*(X) = E(X?) — E(X)? formuldt adja meg (hibatlanul), akkor 3 pont.)
jegyzet: 6.4.1)
4 pont) Ha X és Y fliggetlen valészintiségi valtozok, és
pont) E(XY), E(X) és E(Y) 1étezik,
4 pont) akkor

(
(
(
(
(2
(

E(XY) = E(X)E(Y).
(jegyzet: 6.1.4) (A feltételek felirdsdért akkor jar a pont, ha az allitds is szerepel.)

2. Osszekeveriink 4 kartyalapot, melyek koziil pontosan az egyik piros, majd (lefordiva és) egy-
masra téve 6ket magunk elé helyezziik a lapokat. Fzek utan elkezdiink dobalni egy szabalyos
érmét. Legfeljebb 4-szer dobunk, de amennyiben egy dobasnal iras az eredmény, megallunk.



Valészinliségszamitas 2023. januar 12.

Végiil annyi kartyat hizunk a megkevert lapokbdl (mindig a felsét kihtizva), ahdny fejet dob-
tunk.

Mennyi a valészintisége annak, hogy 4 darab fejet dobtunk, ha tudjuk, hogy a hizott lapok
kozott van piros?

Megoldas:
Tekintsiik a kdvetkezd eseményeket:
(0 pont) Pi=a huzott lapok kozott szerepel a piros, F;=i darab fejet dobunk, pontosabban az
els6 i dobés fej, és 1 < 4 esetén az (i + 1)-edik irds (1 =0,1,2,3,4).
(1 pont) A kérdezett valosziniiség P(Fy|P1)
1 pont) az egyszerii Bayes-tételbdl
\ _ P(Pi|Fy) P(Fy)
P(F,|Pi) = 202
A teljes valosziniiség tételébol

~— — ~— ~—

4
P(Pi) =Y _P(Pi| F;) P(F;)
=0
(Ha nem két 1épésben irja le, hanem azonnal a Bayes-tételt helyesen és arra hivatkozik, akkor
is jar a pont.)
1 pont) Ha i < 4, akkor P(F;) =

1
1 pont) P(Fy) = 51

( 1
(
(1 pont) Ha nem dobunk fejet, akkor persze nem htizhatunk pirosat, igy P(Pi | Fy) =0
(
(
(

27,—‘,—1

1 pont) Ha 4 fejet dobunk, akkor biztosan kihtizzuk a piros lapot, azaz P(Pi | Fy) = 1
1 pont) P(Pi | Fy) =
2-2 pont) valamint (szamitasba véve, hogy hanyadikra htznuk pirosat

. 1 3 1 1 _ 1

(vagy ha a hizés sorrendjét nem vessziik figyelembe:

3 3
3 1 3
PSS
() ()
igy kiszdamolva is nyilvan ugyanannyi pontot ér)
(2 pont) Behelyettesitve
1 1 1 1 3 1 1 44+4+3+4 15
PPi)=--=4+=--=+--—+1-— —
=g ptymtyath s 64 64
1-% 4

(2 pont) Tehat P(Fy|Pi) = —2- =

3. Egy program egyenletesen véletlenszeriien general egy egész szamot az [1; 5] zart intervallumban
(tehat az intervallumban minden egész szam 1/5 valdsziniiséggel adodik kimenetként). Tegytik
fel, hogy ezzel a programmal egymastol fiiggetlentil 1000 értéket generalunk, végiil pedig Gssze-
adjuk a kapott eredményeket.

Kozelitoleg mennyi a valdszintisége annak, hogy az 6sszeg 2900 és 3100 kozé esik?

Megoldas:
(0 pont) Jelolje X; az i-edik generdlt szamot
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(1 pont) P(2900 < 1% X; < 3100) =?
(2 pont) Sztenderdizélunk:

(2900 —ECEX) S X - B XG) 3100 — E(ZEY X») .

(32 X;) D32 X5) (32 X;)

(1 pont) X, ..., Xjp00 azonos eloszlasu, egytittesen fiiggetlen valészintiségi valtozok
(1 pont) ezért JE(Z}O‘}O X;) = 1000 - E(X;) és D(X12° X;) = /1000 - D(X;)
(1 pont) X; értékkészlete {1,2,3,4,5}, és mindegyik értéket 1/5 valészintiséggel veszi fel
(1 pont) E(Xl) = 142434445 3
(2 pont) D*(X;) = E(X?) — E(X,)? -
(1 pont) IE(XZ) _ 12+22+32+42+52 _ 1+4+9;16+25 _ = ~11

ont 1) = - 9=
(1 pont) D*(X;) = 11 9 2
(1 pont) tehat a kérdés

1 1000 1000 - 1 1000 % _ 1000 -
00 - SL000 X, — 1000 - 3 - 00 (994 - S1000 X, — 1000 - 3 5 04
/2000 V1000 - /2 /2000 V1000 - /2

1 pont) a centralis hatareloszlas-tétel miatt

9 pont) 2miet =103 1t bler standard slis eloszlast
pOH W OZGIOGgS&n ard normalis elosziasu.

( )
( ) &
(2 pont) Tehdt a keresett mennyiség: ®(2,24) — &(—2,24)
(2 pont) Mivel ®(—2,24) =1 — ®(2,24)

(1 pont) ezért a keresett mennyiség 2 - $(2,24) — 1~ 2-0,9875 — 1 = 0,975.

4. Legyen X ~ B(10;0,2) binomidlis eloszlasi valészintiségi valtozo, tovabba legyen YV = 3X + 2
és Z =5—2X.

(a) Szamoljuk ki Y és Z korrelaciés egyiitthatojat.
(b) Adjuk meg Y + Z és Y — Z kovarianciamatrixat.

Megoldas:

(a)

(4 pont) Y a Z-nek is linedris transzformaltja: Y = —32 + &

(3 pont) (mindkét valtoz6 szérdsa pozitiv és véges), igy a tanult tétel alapjan corr(Y, Z) = +1
(3 pont) az el6jelet a Z egytitthatdjanak eléjele hatdrozza meg

(1 pont) tehat corr(Y, 7) = —1.

(mdasodik megoldds: A korrelacié a definicié alapjan is kiszamithaté
cov(Y, Z)

(2 pont) corr(Y, Z) = DY)D(Z)

(1 pont) D(X) = /10-0,2-0,8 = /1,6

(1 pont) D(Y) =DBX +2) =D(3X) =3D(X) =3/1,6

(1 pont) D(Z) =D(5 —2X) =D(—2X) =2D(X) = 2,/1,6

(2 pont) cov(Y,Z) = cov(3X + 2,5 —2X) = —6 - cov(X, X)

(2 pont) Tovabba cov(X, X) = ]Dz(X) =1,6

(1 ) —6-1,6

516216

pont) tehét corr(Y, Z) =

= 1)

(b)
(2 pont) tudja, hogy mik a kovariancia métrix elemei
Qpont) Y +Z=X+7Y -Z=5X-3
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6.*

(2 pont) D2(Y + Z) = D*(X) = 1,6 D2(Y — Z) = 25D%(X) = 25- 1,6 = 40
(3 pont) cov(Y + Z,Y — Z) = cov(X + 7,5X —3) =5-cov(X, X) =5-D?(X) =38
(1 pont) a kovariancia métrix tehat

1,6 8

8 40 /-

. Legyen (X,Y) folytonos valésziniiségi vektorvaltozo, aminek egytittes stlirliségfliggvénye:

[ 102%y haO<y<z<l1
fxy(z,y) = { 0 egyébként.

Hatérozzuk meg X stiriségfiiggvényét, az E(Y | X) regressziot, illetve az E(Y') varhato értéket.

Megoldds:

2 pont) fx(z) = [%, fxy(z,y)dy
Ha a fenti egyenlet implicit jelenik meg az fx kiszdmoldsaban, akkor is jar a pont.)
1+1 pont) J5(102%y) dy (az integrdldsi hatdrért jar az egyik pont)

1 pont) ha 0 < x < 1, kiilonben 0.

3 pont (Y’X—x) J2y - frix(y [ =) dy
pont) frix(y | x) = 2552 (ahol fx(x) # 0)
1 pont ThatE(Y|X—x) JSy-%4d
Ipont) =2z, (ha0<z<1és0 egyebkent)
1 pont) A Val véltozd X-et visszahelyettesitve: E(Y | X) = 2X

2 pont) E(Y) = [ZLE(Y | X = ) fx(2) dz

vagy E(Y) = [ I Y fxy(z,y)dedy )

Ha a fenti egyenlet implicit jelenik meg az fx kiszdmoldsaban, akkor is jar a pont.)

tovabbi 3 pont aranyosan)

E(Y) = 5 = 0.5555

(Ha csak hanyados, vagy csak tizedestort alakban van megadva a megoldas, akkor is jar a pont.)

(

(

(

(

( )
( )
(2 pont) f
(1 pont) 10“3 2 =2
( )
( )
( )
(

(

(

(

Egy fontos csomagot varunk, melyet a LINK csomagkiild6 szolgédlat kézbesit. A cég késve kézbe-
siti a rabizott csomagokat, a késésiik éraban mérve egyenletes eloszldst a (0; 1) intervallumon.
Ha nem érkezik meg idoben a csomag, kartéritést kapunk, melynek Osszege x késés esetén tiz-
ezer forintban szdmolva egyenletes eloszldsu az (z — x?; x) intervallumon.

Mennyi a valdszintisége annak, hogy 2500 Ft-nal kevesebb kartéritést kapunk?

Megoldas:

(0 pont) Jelolje X az érdban mért késést, Y a kartérités Osszegét tizezer forintban mérve
(1 pont) P(Y < 0.25) =7

(5 pont) a teljes valészintliség tétele alapjan

P(Y < 0.25) = /]P(Y < 025X = 1) - fx(z)dx

(2 pont)

(2 pont)

(2 pont)

P(Y <0.25/X =2)=1,hax <0.25
P(Y < 0.25|X =) = [ fyx(y|z) dy, ha x > 0.25

Lo har—22<y<z
frix(yl) _{ 0 egyébkent.
(3 pont) P(Y < 0.25|X = a) = [ L dy = ©=240B ha 1 > (.25
(3 pont) P(Y < 0.25) = 2 1-1da + [y % *j;‘) 2 . 1dr =1.75+1n0.25 =
(2 pont) = 0, 3637



