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Eloszo

A jelen jegyzet elsésorban a Budapesti Miiszaki és Gazdasigtudoményi Egyetem (BME)
mesterképzéses mérnokinformatikus hallgatéi szdmara készult. A Nyelvek és Automatdk tantargy
a képzés — egy kivétellel — Gsszes szakiranyan kotelezo, ezért reményeink szerint sok didktarsunk
segitségére lehet a jegyzet.

A Szerkeszték maguk is a targy hallgatéi voltak a 2010/2011-es tanév els félévében, ezért
a jelenlegi, els6 kiadas ezen félév el6adédsai alapjan irédott. Felépitésében, szerkesztettségében,
kidolgozottsagban, szé- és abrahasznalataban nagy mértékben épit az ott leirtakra és elhang-
zottakra.

A legnagyobb igyekezetiink ellenére eléfordulhat, hogy a kedves Olvasé hibat taldl a
Jegyzetben. Minden hibajelzést szivesen fogadunk, kérjiik ez esetben kiildje el nekiink a
mesz86@gmail . com cimre!

Kiilon koszonet a tantargy eléadéjanak, dr. Friedl Katalinnak, aki készségesen valaszolt a
kérdéseinkre, ezzel is segitve a munkankat. Koszonjiik, hogy a lektoralas munkajat is elvallalta.

A jelen jegyzet jelentOs része szellemi termék. A SzerkesztOk kérése a szerzéi jog tekin-
tetében a koévetkezd. A Jegyzet szabadon felhasznalhatd, masolhatod, terjeszthetd, de kizardlag
ingyenesen! Kérjiik minden esetben jelolje meg a forrast, tiintesse fol az Eléado és a Szerkesztok
nevét!

Sikeres felkésziilést kivanunk:

a Szerkesztdk.
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1. fejezet

Regularis nyelvek és véges
automatak

1.1. Definiciok

Abc: Egy véges, nem iires halmaz. Jele:

Sz6: Y elemeibdl képzett véges hosszi sorozat.

Példaul: ¥ = {0, 1}, akkor szavak lehetnek: 0110, 0, ¢ (iires sz6)
Az i hosszi szavak halmazat gy jeloljiik: ¥ Példaul: X0 = {¢}
Az 6sszes X feletti sz0 jelolése: X*

o0 .
F U i
=0
Nyelv: L C ¥
Példak nyelvekre:
[ ] Ll = @
° L2 = {E}

e [3 = paros sok a-t tartalmazé szavak.

1.1. Feladat. Mekkora memoéria sziikséges annak eldontéséhez, hogy egy adott szé beltartozik
a nyelvbe az alabbi nyelvek esetén? Minden szét csak egyszer olvasunk be.

e ¥ ={0,1}; L1 = Nullaval kezd3d6 szavak.

e ¥ =1{0,1}; Ly = Nulldra végz6d5 szavak.

e 3 ={0,1}; Ly = Azok a szavak, amelyekben az utolsé el6tti karakter nulla.
o ¥ ={0,1}; Ly = Paros sok egyest tartalmazé szavak.

e ¥ ={(,)}; Ls = A helyes zaréjelezések.

1.1. Megoldas. L; és Lo esetén elegendd 1 bit, mert csak az elsd illetve az utolsé szamjegyet kell
nyilvintartanunk. Ls esetén két bit elegendd, mert az utolséd és az utolséd el6tti szdmjegyre van
sziikségiink. L4 esetén ismét elég egyetlen bit, amelyet atbillentiink minden egyes beolvasasakor.
L5 esetén figyelniink kell a zardjelezés mélységét. Egyrészt minden kinyitott zardjelet be kell
zarnunk mésrészt a zardjelezés mélysége nem mehet nulla ala. Példaul egy rossz zardjelezés:
») (7 Igy osszesen tehat ,nyité-csukd” taroldsahoz elegendd bit kell plusz még egy bit.
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1.2. Véges automatak
Definicié (Véges automata). M = (Q, %, 4, qo, F'), ahol:
e () az automata allapotainak halmaz. Véges, nem iires halmaz.
e 3 az automata abc-je. Véges, nem {ires halmaz.
e ) az allapotdtmeneti fliggvény. Q X X — @
e ¢y a kezddallapot, ¢ € Q

o I az elfogadé allapotok halmaza, F' C Q)

Szamitas: A w = ajas...a, € X sz6 esetén rory...r, € Q egy szamitas, ha: rg = qg és
ri = 0(ri—1,ai), i = 1...n esetén.

M elfogadja w szét: ha w-hez tartozd szamitas esetén r, € F.

M Aaltal elfogadott nyelv: azoknak a szavaknak a halmaza, amiket M elfogad. Jele: L(M).

1.2. Feladat. Adjuk meg azt az automatat, amely a nullara végz6dé szavakat tartalmazoé nyelvet
fogadja el! ¥ = {0,1}.

1.2. Megoldas.

Q=1{A,B}

5 = {0,1}
5(A,0) = B
5(A1) = A
5(B,0) = B
5(B,1) = A

qp=A

Az allapotatmeneti fliggvény tablazattal is megadhato:

0 1
A|B A
B|B A

Az automatéat irdnyitott graffal is dbrazolhatjuk. A csomépontok az allapotokat, az élek pedig
atmeneti fliggvényt jelolik. A kezdé allapotot egy bemend nyillal, az elfogadé dllapotokat dupla
korvonallal illusztraljuk.

1
0
(ar_A(B)o0
1

1.3. Feladat. Adjuk meg azt az automatat, amely a paros sok nulla és paratlan sok egyest
tartalmazé szavakat fogadja ell ¥ = {0,1}.
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1.3. Megoldas. Az automata az alabbi:

1.4. Feladat. Mely szavakat fogadja el az alabbi automata? ¥ = {0, 1}.

0 1
1 0
(D——{(5)_Xc)
0,1

1.4. Megoldas. Az egyes allapotok jelentése:
e A: nincs benne egyes
e B: van benne egyes, és a végén paros szami nulla van
e (: van benne egyes, és a végén paratlan szamu nulla van
Ebbdl a B az elfogadd allapot, ezért az automata azokat a szavakat fogadja el, amelyekben van
egyes, és a végén paros szamu nulla van.
1.3. Hianyos véges automatak

Definicié. Hidnyos véges automata esetén az allapotdtmeneti fliggvény (J) nincs mindenhol
definidlva.

1.1. Példa. Az alabbi hidnyos véges automata azokat a szavakat fogadja el, amelyek a 01
sorozattal kezdédnek, ¥ = {0,1}.

D——m—)

1.1. Tétel. Minden hianyos véges automata kiegészitheto teljes véges automatava gy, hogy az
elfogadott nyelv nem valtozik.

1.1. Bizonyitas. Vegyiink fel egy 1j allapotot, és minden hidnyz6 dtmenetet kossiink be ebbe
az 0j allapotba. Az 1j dllapotbdl barmely bemenet hatdsiara maradjunk az Gj dllapotban. Az igy
kapott automata egy olyan teljes véges automata amely éppen ugyanazt a nyelvet fogadja el,
mint amelyikbdl kiindultunk. O

1.2. Példa. A 01 sorozattal kez6d6 szavakat elfogadd automatat példaul a kévetkezdképpen
egészithetjik ki:



1.3. HIANYOS VEGES AUTOMATAK 7

()
Q=)

(\D o 0,1
Definicié. L nyelv reguldris, ha létezik olyan M véges automata, hogy L(M) = L.
1.2. Tétel. Ly és Lo regularis, akkor
o [1ULy
e LiNLo
o [ — Ly
is regularis.

1.2. Bizonyitas. Konstrukciéval. Legyenek M és My az egyes nyelveket elfogadd automatak:

My = (Q1,%1,01,q1, F1)
My = (Q2, X2, 62, q2, F3)

Hozzunk létre egy olyan M = (Q,%,0,qo, F') automatit, amely éppen a két nyelv unidjat,
metszetét, illetve killonbségét fogadja el! Ekkor M automatas:

e > = 1 U Xs. Eléfordulhat, hogy >-ra nézve My és Mo hidnyos. Ekkor egészitsiik ki ket
a kordbbi tétel alapjan, hogy teljesek legyenek!

Az j allapothalmaz legyen az eléz6ek Descartes-szorzata: QQ = Q1 X Qs.

Az 4j allapotatmeneti fiiggvényt alakitsuk tgy, hogy az egyes , koordinatak” mentén mo-
zogjunk az egyes automatdk allapotatmeneti fiiggvénye szerint:

6(((]7 q/)a a) = (61 (qv a’)v 52((]/’ CL))

Az 1 kezdballapot: qo = (q1,42)

Az elfogadé allapotok halmaza:
— Uni6 esetén: F' = {(q,¢) : (¢ € F1)V (¢ € Fy)}
— Metszet esetén: F'={(q,q): (¢ € F1) AN (¢’ € F3)}
— Kiilonbség esetén: F = {(q,q¢') : (¢ € F1) A (¢’ ¢ F3)}

Az igy létrehozott M automata éppen a megfelel§ w szavakat fogadja el, mert ha w € L;, akkor
M megfelel allapotanak i-edik koordinataja elfogadd az M; automatiban, és minden w sz
esetén a hozzatartozé M-beli szamitas . kooridnataja egy szamitds az M; automataban. O

1.3. Tétel. X* és az lires nyelv regularis.
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1.3. Bizonyitas. Egy-egy automatdval bizonyitjuk a tételt. Az alabbi automata mindent elfogad:
by
by

1.4. Tétel. Ha L nyelv reguldris, akkor L nyelv is reguldris.

Az alabbi automata semmit sem fogad el:

1.4. Bizonyitas. Az 1.3 és az 1.2 tételek egyszerti kovetkezménye: L = ¥* — L reguldris.
Megjeqyzés: Kozvetleniil is létrehozhatunk L-t elfogadé automatat, ha L automatijiban az
elfogadd és nem elfogadd allapotokat felcseréljiik. O

1.5. Feladat. Hozzunk létre olyan automatat, amely az aldbbi L nyelvet fogadja el!

Y ={a,b}

L ={w € ¥ : wels6 és utols6 karaktere megegyezik, w hossza > 1}
1.5. Megoldas. Legyen L = L, U L; a kévetkezSképpen:

Ly : {w € ¥* : welso és utolsé karaktere = a,w hossza > 1}

Ly : {w € ¥* : welsé és utolsé karaktere = b, w hossza > 1}
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c sz

lesz, amelyet a kezdSallapotbél nem érhetiink el. Erdemes ezért a kiindul allapotbdl végigkovetni
az elérhetd allapotokat és igy létrehozni az iniénak megfelel automatat. A végeredmény tehat:

1.4. Nemdeterminisztikus véges automatak

Definicié (Nemdeterminisztikus véges automata). A nemdeterminisztikus véges automatik
esetén egy bemenet hatdsara tobb allapotba is léphetiink és akar bemenet nélkiil is atléphetiink
egyik allapotbdl egy masikba.

Formalisan: M = (Q,X%,0,q0, F) gép esetén Q,%,qo és F jelentése véltozatlan, azonban az
atmeneti fliggvény ezittal:

6(¢q,a) € Q,

ahol g € Q és a € X U {e}.
Szédmitas: ro = qo és r1...ry, ahol r; € 6(ri—1,€) U d(ri—1,a;), ha az i-edik 1épésig a;_1-ig
olvastuk a szét, és r-ig elolvastuk az egész szét.

M elfogadja w szét: ha van olyan szamitas, amelyre r, € F.

1.3. Példa. A kovetkez6 nemdeteminisztikus véges automata a 01-re végz6dé szavakat fogadja
el:

0, 1

ORNGENG
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Ugyenez determinisztikus véges automataval:

1.5. Tétel. Az L nyelvhez 1étezik nemdeterminisztikus véges automata < L nyelv regularis.
1.5. Bizonyitas. Kiilon bizonyitjuk a két iranyt.

< irdnyban: L regularis = JL-hez determinisztikus véges automata = JL-hez nemdetermi-
nisztikus véges automata, mert a véges automata egyben nemdeterminisztikus is.

= irdnyban: Legyen az [L-hez tartoz6 nemdeterminisztikus véges automata
M = (Q,X%,0,qo, F)! Ehhez hozzunk létre olyan M’ = (Q', ¥, ¢, q, F') véges automatét,
hogy L(M') = L(M)!

Elészor tegyiik fel, hogy nincs (g, ) tipust dtmenet. Ekkor M

Q' ={R:RCQ}
Y =3
8 (R,a) = U o(r,a)
reR
a0 = {qo}

F'={R:R(F #0}
A konstrukci6 helyességének indoklasa:
Ha w € L(M), akkor Jrg, 71 ... rg szamités, hogy r € F.

R1 = 5’({7’0},a1) =T € R1
Ry = 5'(R1,a2) D) (5(7“1,0,2) =19 € Ry

TkERkiRkEFI

Tehat ha M automata elfogadja w-t, akkor az M’ is.
Ha w € L(M'), akkor a széhoz tartozd Ro, R ... Ry szdmités esetén Ry € F' =
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k: dri € R, hogy ri € F
k—1: 3rp_1 € Ri_1, amelyre 1 € 0(rg—1,ax)

k—2: drg_o € Ri_o, amelybdl a nemdeterminisztikus automatidban az ar_1, ar 1épésekkel
7 -ba juthatunk.

0: Irp € Ry = {qo}, amelyre a nemdeterminisztikus automataban az aj,as...ay 1épé-
sekkel rg-ba juthatunk.

Tehét Osszességében Jrg = qo, 71, ..., 7, szdmitds M-ben w szoéra, hogy rp € F, azaz ha
M’ elfogadja w szét, akkor M is.

Most nézziikk meg hogyan médosul a konstrukeid, ha d(g, €) tipust atmeneteket is tartalmaz
M! Ehhez vezessiik be az alabbi jelolést:

E(R) ={q € Q : R-b8l ag-ba el lehet jutni csake éleken} U R

Ekkor a fenti konstrukcié a kévetkezoképpen modosul:

U E((r,a))

reR
4% = E({q})

§(R,a)

Az el6z6 konstrukcidhoz hasonlbéan igazolhaté az 0j konstrukcié helyessége is.
O
1.4. Példa. A fenti konstrukciéval allitsuk el6 a 01 végzddésii szavakat elfogadé determinisztikus

automatat! ¥ = {0, 1}.
Nemdeterminisztikus automatas:

0, 1

O OO

Determinisztikus automata:

1.6. Feladat. Milyen nyelvet fogad el az alabbi automata? Készitsiik el az ugyanezt a nyelvet
elfogadé determinisztikus automatat! ¥ = {0, 1}.

0,1 0,1

NORROUEGRE0
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1.6. Megoldas. L(M) : Van benne 101 vagy 11.

A konstrukciébdél kapott determinisztikus automata jelen esetben egyszerlisitheté az elfogadd
allapotok 6sszevonasaval.

c sz

c sz

€ O M O

eSO M O

1.7. Feladat. Az el6z6 konstrukcié segitségével adjuk meg azt a determinisztikus automatat,

c s 2

Ly : paros sok a-bdl all6 szavak.
Lo : hdrommal oszthatd darab a-bdl all6 szavak.

1.7. Megoldas. Az L; nyelvhez tartézd M; automata:

=)

Az Ly nyelvhez tart6z6 My automata:

Az Uniét elfogadd nemdeterminisztikus automata:
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Az elb6z6 automata determinizélva:

Vegyiik észre, hogy az , X AC” allapot 6sszevonhaté az ,, AC”-vel.

1.5. Megkiilonboztethet6ség, ekvivalencia osztalyok

Definicié. Nyelvek konkatendltjan azt a nyelvet értjiikk, amelynek mindazok a szavak elemei,
melyeket szét lehet vagni két részre gy, hogy az els6 rész az elsd nyelv eleme, a méasodik rész a
maésodiké. Formélisan:

LiLy = {w1w2 wy € L, wo € LQ}
1.6. Tétel. Ly és Lo regularis, akkor LiLs is regularis.

1.6. Bizonyitas. Mivel L; és Lo reguléris, léteznie kell olyan M; és Mo automataknak, melyekre:
L(M;) = Ly és L(M3) = L. Hozzuk lére a Ly Lo nyelvet elfogad6 automatat a kévetkezéképpen:

o M elfogadé allapotaibdl induljon egy-egy e atmenet Mo kezddallapotaba.
e Az automata kezddallapota legyen azonos M; kezddallapotaval.

e Az automata elfogadé allapotai legyenek My elfogadd allapotai.

O 3
— O M %>50 M, O

a

Definicié. Az L nyelv tranzitiv lezdrtja: az L nyelv szavaibdl nulla vagy tobb darabot egymas
utan konkatendlunk. Formalisan:

L*:{wlwg...wk,wieL,kZO}

1.7. Tétel. Ha L regularis, akkor L* is reguléris.
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1.7. Bizonyitas. Az aldbbi automata L nyelv tranzitiv lezartjat fogadja el, ha L(M) = L.

3

£ O
OMQH

1.5. Példa. Néhany példa a tranzitiv lezartra:
o L : 0l-re végz6d0 szavak, ¥ = {0,1} = L*: {e} UL

o L : paratlan sok egyest tartalmazo szavak, ¥ = {0,1} = L* : {e}U { Egyest tartalmazo
szavak. }

Definicié. Ha L C X* egy nyelv és x € ¥*, akkor:
Ljz={ye X zyec L}
1.6. Példa. Néhany példa az L/x jelolés jelentésére. Legyen
e [ :01-gyel kezd6d6 szavak!

e [, : Paros sok egyest tartalmazé szavak!

Ekkor:
e L;/011 = %*
e [1;/10=10
o Ly/011 = Ly
e 1,/010 = Ly

e Minden nyelvre: L/e = L
Definicié. Ha z,y € ¥*, akkor = és y az L nyelvvel
o megkilonboztethetetlen, ha L/x = L/y.

o megkiilonboztethetd, ha L/x # L]y, azaz 3z € ¥*, hogy (xz € L és yz ¢ L) vagy (xz ¢ L
és yz € L).

Ha x és y megkiilonboztethet L-el és L regularis, valamint M (L) = L, akkor M automataban
a kezdoallapotbdl x és y szavak hatasara biztosan kiilonbo6zé allapotokba jutunk.
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Kovetkezmény: Ha 3t darab paronként megkiilonboztethetd sz6 L-hez és L(M) = L, akkor
M-nek legalabb ¢t &llapota van.

1.7. Példa. Legyen L 0l-re végz6do szavakbol all6 nyelv:
e 1 =0 és zg = 1 szavakat a z; = 1 megkiilonbozteti egymastol.
o 13 = 0l-et zo = ¢ kiilonbozteti meg x1-t0l és xo-t01.

1.8. Példa. Legyen L = {ww : w € ¥*}, vagyis a ,,mindent kétszer mond” nyelv. Ekkor barmely
két k hosszu sz6 megkiilonboztethetd egyméstol (sajat maguk segitségével). Mivel ez minden k-ra
teljesiil, ezért nem létezhet a nyelvhez véges automata, vagyis L nem regularis.

Figyeljiik meg, hogy a megkiilonboztethetetlenség egy olyan relacid két sz6 kozott, amely:

e szimmetrikus, hiszen ha az egyik sz6 megkiilonboztethetetlen a mésiktol, akkor a mésik is
az egyiktol

e reflexiv, mivel minden sz6 megkiilonboztethetetlen sajat magatdl
e tranzitiv, ami a definicié kévetkezménye

A fenti tulajdonsdgok miatt a megkilonboztethetetlenség egy ekvivalenciarelacid, amely a szava-
kat ekvivalenciaosztalyokba osztja, gy hogy az egyes osztalyokba tartozo szavak mind paronként
megkiilonboztethetetlenek egymastél. A kovetkezéképpen beldthatjuk, hogy minden véges au-
tomata esetén az automata altal elfogadott nyelv szavai legfeljebb |@Q| ekvivalencia osztalyba
sorolhatok. Vegyiik az aldbbi L, részhalmazait a nyelvnek:

L, ={z € ¥* : xagallapotban ér véget}

Minden ilyen L, valamely ekvivalenciaosztaly részhalmazit képezi.

Ekvivalens allapotok: p és g allapot ekvivalens, ha Vy € ¥* esetén p-bol y szd beolvasasaval
pontosan akkor érkeziink elfogado allapotba, ha ¢-bdl is.

Az allapotok kozotti ekvivalencia szintén ekvivalenciarelacid, igy az automata allapotait ekviva-
lenciaosztalyokra osztja.

1.1. Algoritmus (Ekvivalencia osztdlyok meghatarozasa). Az algoritmus teljes véges determi-
nisztikus automatdabdl indul ki. Az allapotok halmazat 1épésenként fogjuk felosztani egyre kisebb
halmazokra. ElOszor osszuk fel Ay = F és Ay = (Q — F halmazokra. Ezutan minden 1épésben
vizsgaljuk meg az eddigi halmazainkban 1évé allapotok viselkedését minden a € X karakterre.
Ha az illet6 allapothalmaz elemei nem azonosan viselkednek, azaz van olyan karakter, amelynek
hatasira az egyik elembdl mas halmazba jutunk, mint a mésikbdl, akkor vagjuk szét eszerint
a halmazt. Az algoritmusnak akkor van vége, ha valamely 1épésben mar semelyik halmazt sem
kellett tovabb osztani. Az algoritmus biztosan véget ér, hiszen véges sok &llapotunk van. A
kialakult Ay, As ... Ay allapothalmazok az automata dllapotainak ekvivalencia osztalyai.

A kapott osztalyon definidlhatunk egy automatat gy, hogy az allapotatmenetek éppen azok
legyenek, mint az allapothalmazok kozotti allapotatmenetek. Ez az automata ugyanazt a nyelvet
fogadja el, mint az eredeti.

1.8. Tétel. Az 1.1 algoritmussal kapott automata minimélis szdmui allapotot tartalmaz. (A
teljes véges determinisztikus automatakat tekintve.)

1.8. Bizonyitas. Vegyiik az z,y € ¥* megkiilonboztethetetlen szavakat (L/x = L/y), melyek
az M automataban a kezddallapotbdl rendre a p és ¢ allapotba visznek. M-ben ekkor p és ¢
ekvivalens, hiszen ellenkez6 esetben 1étezne olyan folytatdsa x-nek és y-nak, amivel meg lehetne
Oket kiilonboztetni. Az algoritmus szerint létrejové automataban ekkor p és ¢ biztosan ugyanabba
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az uj allapotba keril. Tehat barmely két ekvivalens szohoz tartozé allapot is ekvivalens lesz.
Igy a szavakon definidlt ekvivalencia osztalyok megfelelnek az allapotokon definidlt ekvivalencia
osztalyoknak. Az automaténak legaldbb annyi allapota kell, hogy legyen, mint ahdny ekvivalencia
osztaly van a szavakra nézve. Mivel az allapotok ekvivalencia osztalyaibol ugyanannyi van, mint
a szavak ekvivalencia osztalyaibdl, igy az automata dllapotainak szdma minimélis. O

1.8. Feladat. A algoritmus hasznalatédval minimalizdljuk a kordbbi automaténkat, amely a
01-re végz6d6 szavakat tartalmazd nyelvet fogadja el.

0 1
1.8. Megoldas. Elészor két allapothalmazunk lesz: A; = {.5’7}1,00, 10, ll,é}, Ag = {01}. Ay
minden eleme esetén 0 hatasara A;-ben maradunk, mig 1 hatasara S, 11 és B esetén Aj-be, A, 00
és 10 esetén As-be jutunk. A; dllapotot felosztjuk A; = {5, 11, B}, A3 = {A,00, 10} allapotokra.
(As-t nem kell vizsgélni, mivel eleve csak egy allapotot tartalmaz, gy nem oszthat6 tovabb.) Az
igy kialakult Ay, Ay és Ag allapotok az abécé minden elemére egységesen viselkednek, igy ezt
mar nem tudjuk tovabb felosztani. A végeredmény az aldbbi:

1.2. Algoritmus (Tébldzatos médszer minimalizaldsra). Az aldbbi mddszer akkor hasznos, ha
a fenti minimalizal6 algoritmust implementalni akarjuk.

Tekintsiik az el6z6 feladatban megadatott automatat. A kovetkez6 tablazatban az egyes elemek
azt mutatjak meg, hogy az illet6 sornak és oszlopnak megfeleld allapotokat legaldbb mekkora
hossziisdga szavak kiillonboztetik meg. Mivel a tablazat az féatlora szimmetrikus és a f6atld
elemeinek sincs értelme, tekinksiik eleve csak az alsé6 haromszoget:



1.5. MEGKULONBOZTETHETOSEG, EKVIVALENCIA OSZTALYOK 17

Il =l =]
| o|R| 3w > »n

S|A|[B|00[01]10]11]

1. Els6 1épésben irjunk nulldt minden olyan parhoz, amelyek koziil az egyik allapot elfogado,
a masik nem. Ugyanis ezeket mar a nulla hosszi szavak is megkiilonboztetik.

S

A

B

00

0L{0]0|0]| O
10 0
11 0

S|A[B[00[01]10]11]

2. Ezutan az i-edik lépésben vizsgaljuk meg a tablazat iires elemeit, hogy a megfelel6 allapot-
parbdl egy karakter hatdsidra nemiires mezébe jutunk-e az dbécé egyes elemeivel. Ha igen,
irjunk i-t az adott mezébe. Jelen esetben példdul a 00 — S par esetén 0 hatdsira 00 — A
mezobe, mig 1 hatasira a 01 — B mezobe jutunk, melyek koziil az utébbi nemiires, ezért
a 00 — S mezbbe egy 1-est kell irnunk. A teljes elsé menet utan a tablazat allapota:

S

Al

B 1

00 | 1 1

01 0[0]0

10 | 1 1 0

11 1 101
S|A|[B|00[01]10]11]

3. Az algoritmus véget ér, ha valamelyik menetben nem t6ltottiink ki 4j mez6t. Jelen esetben
az algoritmus az els6 menet utan véget ér, igy a fenti tablazat egyben a végeredmény is.
Ezutdn minden iiresen maradt mezo egy-egy ekvivalens allapotpart jelképez.

A tablazatos modszer segitségével az algoritmus 1épésszama is megbecsiilheto:

o(QPBlIeN = O(QI’Ixl)

A |Q|?-es tag felsé becslés a tablazat méretére, mig a |X| az egyes probélkozasok szamat jeloli. Az
|Q|-s tag a menetek maximalis szdma, hiszen barmely allapotot, legfeljebb ennyiszer vaghatunk
szét. Megjegyezziik, hogy optimélis esetben az algoritmus 1épésszdma lehet O(|Q|?|2|) is.

Mivel az algoritmus minden esetben a minimalis allapotszamu automatat hozza létre, az algo-
ritmus eredménye fliggetlen a kiinduldsi automatatol és csakis a nyelvtdl fligg.

Definicié. A fenti minimalizalé algoritmussal létrehozott automata a minimdlautomata.
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1.9. Lemma (Pumpa&lasi lemma). Minden L reguléris nyelvhez létezik p pumpéldsi hossz, hogy
Va € L és |x| > p esetén létezik olyan z = uvw felosztéds, amire:

o luv|<p
o [v|>1
ouvkweL,Vk‘ZO

Ez tehat azt jelenti, hogy a sz6 k6zépsé része ,,pumpalhaté”. Fontos azonban megjegyezni, hogy
akar az is lehetséges, hogy az illeté regularis nyelv egyaltaldn nem is tartalmaz n-hosszu vagy
hosszabb szavakat, tehat nem minden regularis nyelvben vannak ,pumpélhatd” szavak.

1.9. Bizonyitas. Mivel L regularis, biztosan 1étezik hozza teljes determinisztikus véges automa-
ta. Legyen p egy ilyen automata allapotainak szdma. Tekintsiink most egy z legaldbb p hosszi
szOhoz tartozo szamitast. A szamitds soran legalabb p élen keresztiil mentiink, ezért legalabb p+1
allapotot érintettiink. Mivel az automatanknak ennél kevesebb allapota van, biztosan létezik egy
olyan allapot, amit legalabb kétszer érintiink. Legyen az els6 olyan allapot ¢, amit masodszor is
érintiink. Legyen u az az élsorozat, amely a kiindulasi allapotbdl g els6 érintéséig tart, v legyen a
q els6 és masodik érintése kozotti élsorozat, mig w a tébbi él. Az u és v egylittes hossza biztosan
kisebb vagy egyenld p hiszen ellenkez6 esetben mar korabban is lett volna ismétlédd allapot.
Mivel az uvw sz6 a kiindulasi dllapotbdl elfogaddba visz, és v szakasz tuladonképpen egy hurok

az wwPw szavak is a kiinduldsi dllapotbél elfogadéba visznek.

v

Oy
O

1.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy az L = {0°1%,5 > 0} nyelv nem reguldris! L szévegesen
fogalmazva az a nyelv, amely azokat a szavakat tartalmazza, amelyekben valahany darab 0,
majd ugyanennyi 1 van.

1.9. Megoldas. Indirekt tton bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy L regularis, és p a pumpaldsi
hossz. A 0P1P szd nyilvin benne van L-ben és a hossza nagyobb, mint p. Ennek a szénak
barmilyen uwvw felbontdsaban, ahol az uv hossza p-nél nem nagyobb és v nem fiires, a v sz6
csakis nullakbdl all. A v szét pumpadlva igy biztosan kikeriilink a nyelvbél, vagyis az indirekt
megkozelités ellentmondasra vezetett.

1.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy az L = {Ugyanannyi nullét és egyet tartalmazo6 szavak}
nyelv nem reguléris!

1.10. Megoldas. Az 0™1™ szb szintén benne van a nyelvben igy az el6z6 bizonyitas itt is
megfeleld.
Maésik modszer: legyen az el6z6 feladatban bemutatott nyelv L, valamint legyen

vagyis az a nyelv, ahol amelynek szavaiban a 0-k megel6zik az 1-eseket. Ekkor:
L(L: =Ly

Koénnyen megmutathaté, hogy Lo regularis. Es ha L reguldris lenne, akkor Li-nek is regularisnak
kellene lennie, ezért L nem lehet reguléris.
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1.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy az L = ,Visszafelé is ugyanaz” nyelv nem regularis.

1.11. Megoldas. Indirekt uton bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy L reguldris, és n a pumpalasi
hossz. Legyen x sz6 a kdvetkezo:

r=1...101...1€ L
—— ——

n n

Az |x| > n nyilvan teljesiil, tovdbba ennek a szénak barmilyen wvw felbontasaban, ahol az uv
hossza n-nél nem nagyobb és v nem {ires, a v sz6 csakis egyesekbdl all. A v sz6t pumpélva igy
biztosan kikeriiliink a nyelvbdl, vagyis az indirekt megkozelités ellentmondasra vezetett.

1.12. Feladat. Mutassuk meg, hogy az alabbi nyelv megfelel6 szavai pumpalhatoak, de a nyelv
nem reguldris:

L={aV:i>1,7>0}u{b/cF:jk>0}
1.12. Megoldas. Ha vessziik a megfelel6 hossziségi szavait, akkor azokat a lemmanak megfeleld
szabalyok szerint fel tudjuk tigy bontani harom részre, hogy a kozépso rész csak a-kat, vagy csak
b-ket tartalmazzon. Ekkor a k6zéps6 rész pumpalhaté lesz.
Masrészt a ab® és ab’ szavak minden esetben megkiilonboztethetSek a nyelvvel ha i # j, ezért
végtelen sok olyan sz6 van, amely L nyelvvel megkiilonboztethetd, tehat L nem regularis.

1.6. Regularis kifejezések
Definici6é (Regularis kifejezés). Ha X egy dbécé, akkor (), € és Va € X reguldris kifejezés. Ha
és ro regularis kifejezés, akkor:
o ry + 1o
® T1T9
o 1]
is reguldris kifejezések.

Nézziik meg mit jelent a regularis kifejezések definiciéja nyelvekkel leirva:

Regularis kifejezés Nyelv
r=»_0 L=10
r=ce¢ L={e}
r=a L={a}

r=7r1+7o L=L1UL»
T =177y L=1LLo
r=r] L =17

1.1. tdblazat. Regularis kifejezések definiciéja.

1.9. Példa. Néhany példa a regularis kifejezések és nyelvek kozotti kapcsolatra.

Regularis kifejezés Nyelv
(a+b)* a-bdl és b-bol 4116 szavak
0*10* 1 darab egyest tartalmazoé szavak
0+ 1)*1(0 4 1)* legaldbb egy darab egyest tartalmazo6 szavak
N N azon szavak, amelyekben az els6 karakter
e+ 00+ 170+ 10+ 1" 1+0+1 azonos az utolsoval

1.2. tablazat. Példak regularis kifejezésekre.
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Regularis kifejezések tulajdonsagai:

1.10

1.10

r+0=r

r+4+¢& =r < e-t generdlja r

re=r
rp =0
0 = ¢
(a+e)* = a*

(a+e)(a+e)* =a*

. Tétel. L nyelv leirhaté regularis kifejezéssel < L regularis.
. Bizonyitas. A két irdnyt kiilon bizonyitjuk.

irdnyban: az (), {e} és {a} regularis nyelvek, valamint az inid, a konkatendlds és a tranzitiv
lezaras nem vezet ki a regularis nyelvek korébol, ezért L reguléris.

iranyban: Legyen M az L-hez tartozé automata. Definialjuk a kévetkezé nyelveket minden
D,q € Q-ra:

L(p,q) = {z € ¥ : p-bél indulvax a ¢-ba visz.}

Ekkor:
L= L(q,q)

qeF

Igy elegendd lenne az L(p,q) tipusi nyelvekhez regularis kifejezést taldlni. Vezessiik be
ehhez a kovetkez6 segédnyelveket:

L(p,q,t) ={x € ¥* : p-b6l indulvaz a g-ba visz ugy,
hogy a kézbensé allapotok az {1. ..t} halmazbdl kertilnek ki. }

A definicié szerint ha Q = {1...n}, akkor L(p,q) = L(p, ¢, n), mivel igy minden allapot
meg van engedve kozbensé allapotnak. Vegyiik most szemtgyre az L(p, q,0) nyelvet. Ha
M-ben van p és q kozott él, akkor a p és g kozotti éleken talalhatod betlik lesznek a nyelv
elemei, valamint ha p = ¢, akkor ¢ is. fgy tehdt L(p,q,0) nyelvhez taldltunk reguldris
kifejezést. Tegyiik most fel, hogy L(p,q,t — 1)-re mar taldtunk reguléris kifejezést (legyen
ez r(p,q,t — 1)), és mutassuk meg, hogy ekkor L(p, q,t)-re is talalhato.

A p allapotb6l most tgy kell g-ba jutnunk, hogy ehhez az {1...t} halmaz allapotait
hasznédlhatjuk kozbensé éllapotnak. Ezt megtehetjik tgy, hogy az {1...t — 1} halmaz
allapotait hasznalhatjuk kozbensé allapotnak, vagy megtehetjiik tgy is, hogy p-bdl t-
be megyiink {1...¢ — 1} allapotok segitségével, itt tetszélegesen sok (akar nulla) hurkot
tesziink meg ugyanezen kozbiilsé allapotokon at, majd t-bél ¢-ba megyiink szintén az
{1...t— 1} éllapotok segitségével.

Azaz:
r(p,q,t) =r(p,q,t — 1) +r(p, t,t — V)r(t, t,t — 1) r(t,q,t — 1)
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Megyjegyzés: az iménti algoritmus abban az esetben is miikodik, ha az automata nem

determinisztikus.

1.13. Feladat. Adjuk meg az aldbbi automataval leirt nyelvhez tartozé regularis kifejezést!

a a,b

1.13. Megoldas. Nézziik elészor az r(p, q,0) tipusu kifejezéseket:

r(p,1,0) | r(p,2,0)
p=1 a+e b
p=2 0 a+b+e

Hasznalva az el6z6 bizonyitasban leirt képletet:

r(1,1,1) =r(1,1,0) +7(1,1,0)r(1,1,0)"r(1,1,0) = (a +¢) + (a + &) (a +&)"(a+¢c) = a’
r(1,2,1) =r(1,2,0) +r(1,1,0)r(1,1,0)*r(1,2,0) = b+ (a +&)(a+ )b =b+ a"b = a™b

Es igy tovabb, t = 1-re a reguldris kifejezések:

r(p,1,1) r(p,2,1)
p=1 a* a*b
p=2 0 a+b+e
t = 2-re a reguléris kifejezések:
r(p,1,2) r(p, 2, 2)
p=1 a* a*b(a + b)*
pP=2 0 (a+b)*

Az L-hez tartozo reguléris kifejezés r(1,2,2), azaz: a*b(a + b)*.




2. fejezet

Nyelvtanok

2.1. Nyelvtanok
Definicié (Nyelvtan). G = (V, %, S, P), ahol:
e 1 a valtozok halmaza, egy véges nem iires halmaz
e 3 az dbécé, egy véges nem iires halmaz
e S eV akezd§ szimbblum
e P a levezetési (produkcids) szabdlyok halmaza, egy véges nem iires halmaz

A levezetési szabdalyokat a kovetkezOképpen adhatjuk meg:
P:a—p
a: (VU v(vux):
B:(VUx)*
A levezetési szabdly bal oldaldn tehdt mindenképpen &ll legalabb egy valtozd, ami mellett

lehetnek tovabbi valtozdk és az abécé elemei, mig a jobb oldalan tetszélegesen allhatnak valtozok
és az abécé elemei.

Definicié (Levezetés). Egy olyan S = 1 = 72 = -+ - = 75, ahol:

Vi = 6102
Yit1 = 01502
(¢ = B)eP

01,00 € (VUX)*
Tehat egy levezetés soran nulla vagy tobb levezetési szabalyt alkalmazunk egymas utan.
Definicié (Generalt nyelv). Ha G egy nyelvtan, akkor:
LG)={weX :I3S=m === w}
Tehat a generalt nyelv mindazon szavakbdl 4ll, amelyek S-bol levezethet&ek.
2.1. Feladat. Hatarozzuk meg L(G)-t, ha G = ({S},{a, b}, S, P), ahol:
P={(S—as),(S—b9),(S—¢e)}

Roévidebben ezt igy is frhatjuk:
S — aS|bSle

22
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2.1. Megoldas. Mivel a szabalyok ismételgetésével barmely szét kirakhatjuk: L(G) = {a, b}*
2.2. Feladat. Hatdrozzuk meg L(G)-t, ha G = ({S},{a,b},S,P), P = {S — aSble}!

2.2. Megoldas. A generalt nyelv minden elemében csak az Osszes a utan lehet b tovabbd az
a-k és b-k szdma azonos, ezért: L(G) = {a"b" : n > 0}

A nyelvtan megadasat tovabb révidithetjiik tgy, ha csak a levezetési szabalyokat adjuk meg,
ezaltal:

e I/ a levezetési szabalyokban taldlhatd 0sszes nagybeti
e 3 a levezetési szabalyokban taldlhat6 Osszes kisbeti
e S az elsoként felirt szabdly bal oldala

2.1. Példa. Tekintsiik az alabbi szabalyokkal megadott nyelvtant:

S — aSBC | abC
S—— =~

1 2

CB — BC (3)
bB — bb (4)
bC — be (5)
cC — cc (6)

Figyeljiikk meg a levezetési szabélyok alkalmazdsanak az alabbi sorrendjét (az alahtzott rész jeloli
a kovetkez6ként alkalmazott szabély bal oldalat):

S :1> aSBC :1> aaSBCBC :2> aaabCBCBC :5> aaaabcBCBC :3> aaabcBBCC

Lathato, hogy a szabdlyok alkalmazasa kozben ,elakadtunk”, vagyis a szabalyokat a levezetés
soran nem lehet minden esetben tetszélegesen alkalmazni. Kénnyen megmutathaté, hogy minden
{a’b'ct : i > 1} tipusi sz6 része a G altal leirt nyelvnek:

S:1>'yl:1>...:1>'yg:2>a”+1bCBC'B...C'B:3>'yk%’y;€+1:3>...:3>a”+1bB”C’”+1:4>’ym:4>
_—
n n

S A A ntlpntlontl & ntlpntl om & Yo L'y Vil &8 ontlpntlntl
Belathat6 az is, hogy valéjabban az ilyen tipusu szavakkal a teljes generalt nyelvet lefedtiik.

2.3. Feladat. Adjuk meg a palindromok, azaz a visszafelé olvasva is ugyanazt add szavak
nyelvtanét! (X = {a,b})

2.3. Megoldas. Egy lehetséges megoldas: S — aSa|bSb|alble

Trividlisan igaz, hogy az igy generalt nyelvben nem lehet olyan szé, amely nem palindrom. Azt
is konny( latni, hogy minden 0 és 1 hosszi palindrom része a generdlt nyelvnek. Mivel minden
ennél hosszabb palindrom olyan, hogy az els6 és utolsé karaktere azonos, a ketté kozott pedig
egy palindrom &ll, a generdlt nyelv minden palindromot tartalmaz.

2.4. Feladat. ¥ = {a,b}, L = { Az a-k szdma azonos a b-k szdméval }. Adjunk olyan G
nyelvtant, amire L(G) = L.

2.4. Megoldas. Egy lehetséges megoldés: S — aSbS|bSaS|e
Minden esetben, amikor valamelyik szabalyt alkalmazzuk, ugyanannyi a-t rakunk a széba, mint
ahany b-t, ezért biztosan nem generalunk olyan szét, amely nem tartozik a nyelvbe.
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Béarmely olyan w € L esetén ahol |w| < 3 igaz, hogy G generdlja, mert minden ilyen szot
megkaphatunk ha a megfelel§ S-eket e-nal helyettesitjiilk. A hdrom vagy tobb karakterbdl allé
szavak pedig a kovetkezdk alaktiak lehetnek: aw’b vagy bw'a vagy aw’bbw” a vagy bw’aaw’b, ahol
w' és w” is L-bel sz6. Ha az aSbS illetve bSaS szabalyokban az utolsé S-t e-nal helyettesitjiik,
akkor megkapjuk az els két tipusba tartozd szavakat, ha pedig a nyelv egy w” szavaval, akkor
a masodik két tipusba tartozékat.

Nyelvtanok osztilyozasa: A 2.1 tablazat bemutatja a nyelvtanok Chomsky-féle osztalyozasat.

Osztaly Elnevezés Megkotések

Csak A — aB és A — a alaku szabélyok
lehetnek, illetve lehet S — ¢ is, ha S a kezdé-
szimbélum és S semelyik szabaly jobb oldalan
nem szerepel

Csak A — « alaki szabalyok lehetnek, ahol o €
(VUD)*, a # e, illetve lehet S — ¢ is, ha S
a kezddszimbdélum és S semelyik szabaly jobb
oldalan nem szerepel

Csak BAy — pay alaku szabalyok lehetnek,
ahol a, B,y € (VUX)*, a # ¢, illetve lehet
S — eis, ha S a kezdGszimbdlum és S semelyik
szabély jobb oldaldn nem szerepel

3. osztaly Regularis

2. osztély  Kornyezet fiiggetlen (CF)

1. osztaly Kornyezet fuggé (CS)

0. osztaly - -

2.1. tablazat. Nyelvtanok osztalyozasa.

Nyelvek osztalyozasa: Az L nyelv i-edik osztalyt, ha 3 hozza i-edik osztalyt nyelvtan. Az
i-edik osztalyu nyelvek halmazat L£;-vel jeloljiik.
A definicié kovetkezménye: L3 C Lo C L1 C Ly.

2.5. Feladat. Adjunk 3. osztalyu nyelvtant az {a,b}* nyelvre!

2.5. Megoldas. Egy lehetséges megoldas:

S — elaA|bAlalb
A — aAl|bAlalb

2.2. Regularis nyelvtanok
2.1. Tétel. L nyelvhez létezik 3. osztalytu nyelvtan < L regularis.
2.1. Bizonyitas. A két irdnyt kiilon bizonyitjuk:

< irdnyban: Legyen M = (Q, X, 6, qo, F') az L nyelvet elfogad6 automata Az automata alapjan
hozzunk létre egy olyan G = (V, 3, S, P} nyelvtant, hogy L(G) = L(M) = L legyen. Ehhez
legyen |V| =|Q), a q allapothoz tartozé valtozét jeldlje Aq, S = qo, valamint az automata
minden 6(q,a) = p atmenetéhez vegylink fel egy A, — aA, szabalyt P-be. Ezen kiviil
vegyiink még fel minden 6(¢,a) = p, p € F atmenethez egy A, — a szabalyt. Mivel
reguldris nyelv levezetése esetén mindig csak egy nem behelyettesitett valtozénk lehet, az
aktudlis behelyettesitetlen valtozonk megmutatja, hogy az automata szerint, éppen melyik
allapotban lennénk. Mér csak azt az esetet nem kezeltiik, ha gy € F vagyis ha ¢ € L.
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Ehhez vegyiik fel az S — ¢ szabalyt. Ez a szabaly megsértheti a 3. osztalyd nyelvtanok
kritériumat, ha valamely masik szabalyban szerepel az S jobb oldalon, azaz ha gp-ba megy
atmenet M-ben. Ennek a kezeléséhez még a konstrukcié alkalmazasa elott vegytink fel
M-be egy extra ¢ allapotot. Minden gop-ban végz8dé atmenetet toroljiink és vegytink fel
helyette egy ugyanolyan, de gj-ben végz8dst, valamint minden go-bél indulé dtmenethez
vegylink fel egy ugyanolyan, de ¢-b&l indulét. Az igy keletkezett mddositott automatédban
mar nincs gg-ban végetérd atmenet igy a fenti konstrukcié alkalmazhaté ra, és az elfogadott
nyelvet sem modositottuk.

= irdnyban: Legyen G = (V,X,S, P} az L nyelvet generalé nyelvtan. A nyelvtan alapjan
hozzunk létre egy M automatat L-hez. Legyen @Q = V |[J{E}, ahol E egy extra elfogadé
allapot, tovabbdé legyen qop = S. Minden A — aB alakt szabalyhoz vegyiink fel egy A-bdl B-
be mend a karakterrel kivaltott &tmentet, és minden A — a alakihoz egy A-bdl E-be mend
a karakterrel kivaltottat. Ha van S — e szabaly P-ben, akkor S &llapot legyen elfogadé.
Koénnyen belathato, hogy L(G) = L(M). Megjegyzés: az igy konstrualt M automata nem
feltétleniil determinisztikus.

a

2.6. Feladat. Az iménti bizonyitdsban hasznalt konstrukcié segitségével készitsiink automatat
az alabbi nyelvtannal megadott nyelvhez:

S — aA|bBlb
A — aS|bC
B — aC|bS
C — aB|bAla

2.6. Megoldas. A megoldas az alabbi:

G, W
b @ b

a

A korabban definialt regularis nyelvtanokat szoktdk jobb-reguldris nyelvtanoknak is hivni, mivel
az A — aB alaku kifejezésekben a jobb oldalon van a valtozd. Ennek mintdjira definidlhatunk
bal-regularis nyelvtanokat is.

Definicié (Bal-reguléris nyelvtan). Olyan nyelvtan, amely esetén P-ben csak A — Baés A — a
alaku szabdlyok lehetnek, illetve lehet S — ¢ is, ha S a kezdGszimbolum és S semelyik szabdly
jobb oldaldan nem szerepel.

Belathato, hogy a bal-regularis nyelvtanok ugyantgy a reguléris nyelveket generéljak. A kovetkezd
moédon hozhatunk létre automatat egy bal-regularis nyelvtanboél:

e Q =V Ugq (tehdt qp egy 1j dllapot)
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e Minden A — Ba alaku szabalyhoz vegyiink fel egy B-bél A-ba mutatd a-val kivaltott
atmenetet

e Minden A — a alakd szabalyhoz vegyiink fel egy ¢p-bdl A-ba mutatd a-val kivaltott
atmenetet

o '={S}

2.7. Feladat. Az alabbi bal-reguldris nyelvbdl hozzunk létre automatat, majd az automata
alapjan konstrualjunk jobb-regularis nyelvtant:

A~ Bblb
B — Bala

2.7. Megoldas. Az automata:

Ez alapjan jobb-regularis nyelvtan:

S = aB|bAlb
B — aB|bAlb

Vegylik észre, hogy semelyik levezetés soran sem lehet az A valtozot kikiiszobolni, ezért az A-t
tartalmazo szabalyokat elhagyhatjuk:

S — aB|b
B — aBlb

Osszegzés: Ha tehat L egy reguléris nyelv, akkor megadhatjuk nyelvtannal, regularis kifejezéssel
vagy véges automataval. Ha az a feladatunk, hogy eldontsiik hogy L tires-e, akkor véges automata
esetén a kezddallapotbdl indulva valamilyen bejarassal ellen6rizhetjiik, hogy eljuthatunk-e elfo-
gado allapotba, ha pedig regularis kifejezéssel vagy nyelvtannal van megadva, akkor atalakithatjuk
ezeket automatava.

Ha két regularis nyelv azonossagat kell megallapitanunk, akkor a hozzajuk tartozé automatakat
minimalizalhatjuk, majd ha az igy kapott automatak izomorfak, akkor a két nyelv is azonos.
Vegylik észre, hogy ez egy nagyon specialis izomorfia vizsgdlat, mivel a kezd6 allapotokat
megfeleltethetjilkk egymasnak és az allapotatmenetek segitenek a tovabbi allapotok azonosita-
saban.

Ha a kérdés az, hogy az L nyelv véges-e, akkor a pumpalédsi lemma felhasznaldsaval valaszolha-
tunk. Ha L minimalautomatajanak n allapota van és taldlunk egy legalabb ekkora szo6t, akkor
biztosan van pumpéalhato szé is. A kovetkezd tétel egy regularis nyelv végtelenségére ad sziikséges
és elégséges feltételt.

Megjegyzés: minden véges nyelv regularis, tehat ha egy nyelv nem regularis, akkor mindenképpen
végtelen sok eleme van.

2.2. Tétel. Legyen L regularis nyelv és n a hozza tartozé minimalautomata allapotainak szama.
L végtelen < ha létezik w € L sz6, hogy n < |w| < 2n.
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2.2. Bizonyitas. A két irdnyt kiilon bizonyitjuk:
< irdnyban: w pumpélhaté = |L| = oo

= irdnyban: Jw’ € L : |[w'| > n. Ha |w'| < 2n, akkor megtaldltuk a keresett szét, ha
nem, akkor viszont pumpadljuk w’-t gy, hogy a pumpélhaté részt 0-szor vessziik. Mivel a
pumpalhaté rész legfeljebb n hosszd, ezért a pumpdlas soran legfeljebb n-nel csdokkenhet
w’ hossza. Ha ezutdn egy 2n-nél hosszabb sz6t kaptunk, akkor tovabb csokkenthetjiik a
hosszat tovabbi pumpalassal. Minden 1épésben csak n-nel csokkenhet a hossza, ezért nem
fogjuk atugrani az n-tél 2n-ig tartd savot.



3. fejezet

CF nyelvek és veremautomatak

Definicié. Kornyezetfiiggetlen (Context Free) nyelveknek azokat a nyelveket nevezziik, ame-
lyekhez létezik 2. oszalyu nyelvtan. Az ilyen nyelvtanok szabélyai kornyezetfiiggetlen valtozéhe-
lyettesitéseket tartalmaznak.

3.1. Példa. Az alabbi CF nyelv az egyszerii aritmetikai kifejezéseket irja le:

S—=>S+8|S*S5|(S)]|_a
ISR M
1 3

Egy lehetséges levezetés:

S:1>§+S:4>a+§:2>a+§*5:4>a+a*§:4>a+a*a
A levezetéshez levezetési fat is megadhatunk a kovetkezEképpen:

e Gyokér elem: A kezdd szimbdlum
e Bels6 csticsok: Valtozok
e Bels6 cstics gyerekei: A valtozé helyettesitése

e Levelek: ¥ elemei illetve lehet e is.

A levezetési fabdl konnyen kiolvashatjuk a levezetett szét, ehhez csupan balrdl jobbra haladva kell
a fa leveleit végigjarnunk. Az is konnyen lathato, hogy barmely levezetés egyértelmiien megadja
a hozza tartozé levezetési fat. Figyeljiik meg, hogy ez visszafele nem igaz, vagyis egy levezetési
fahoz tobbféle levezetés is tartozhat. Az alabbi levezetés eltér a kordbbitol, mégis ugyanazt a fat
adja:

S:1>S—|—§:2>S+§*S:4>S—I—a*§:4>§+a*a:4>a+a*a

Definicié (Bal levezetés). Egy CF nyelvtan olyan levezetése, amely sordn minden esetben a
legels6 valtozot helyettesitjiik be.

28
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Definicié (Jobb levezetés). Egy CF nyelvtan olyan levezetése, amely sordn minden esetben a
legutols6 valtozot helyettesitjiik be.

Figyeljiik meg, hogy regularis nyelvtanok esetén a levezetési fa egy olyan binaris fa lesz, amelynek
minden levele a sziil6 cstics bal oldalan van. Reguléris nyelvek esetén a bal levezetés megegyezik
a jobb levezetéssel.

3.1. Veremautomatak

Definicié. A veremautomata egy olyan automata, amely a bemenet folyamatos olvasasa mellett
egy vermet (LIFO tulajdonsigu tarolét) is haszndl. Minden 1épésben olvashat a bemenetrél nulla
vagy egy karaktert és emellett kiveheti a verembdl a tetején 1év6 szimbdlumot, valamint irhat a
verem tetejére tetszbleges (véges) szamui szimbdélumot. Fontos, hogy csak a verem tetején 1évé
szimbolumot olvashatja.

Formélisan: M = (Q, >, T, qv, Zo, F, §), ahol:

e () az allapotok halmaza, egy véges, nem flires halmaz.
e > a bemenet abécéje, egy véges, nem iires halmaz.

o I' a verem &bécéje vagyis a lehetséges veremszimbdélumok halmaza, egy véges, nem iires
halmaz.

qo a kezdéallapot (qo € Q)

Zy a kezdetben a verem tetején 16v§ szimbélum (Zy € T')

F az elfogadé allapotok halmaza (F' C Q)

0 az allapotatmeneti fliggvény:

(g,a,A) = {(¢',a): ¢ € Q,a € T*}

Ertelmezése: az automata ¢ € Q &llapotban van, a verem tetejérdl az A € I' U {e}
szimbdlumot olvassa. A fiiggvény értéke (¢, o) parokbdl 4ll6 halmaz, ahol ¢’ az 4j dllapot,
«a a verem tetejére frandé szimbdélumsorozat. A kiolvasott szimbdélumot az olvasaskor az
automata egyuttal el is tavolitja a verem tetejérél. Ha A = ¢, akkor az automata nem
olvas (és tavolit el) a verem tetejérél.

Szamitas: Veremautomatik esetén is definidlhatjuk a szamitas fogalmat. Ha az automata
bemenete w:

W= WLW2 ... W,

we XF,

w; € X U{€}

akkor rg = qo,7r1,72...7Tm, T € Q egy szamitas, és az aktudlis veremallapotok
S0 = {Zo}, S1...8m,
S; € F*, S; = Ati,
Ael| J{ehtier”
ha (riy1,tit1) € 6(rs, wit1, A), Siv1 = tiy1t;. Ekkor M elfogadja a w szot, ha van olyan szamitésa,

amelyre r,, € F.
L(M) ={w e X" : M elfogadjaw-t}
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3.2. Példa. A kovetkez6 automata az L = {0™1" : n > 1} nyelvet fogadja el:

(QO7 07 ZO) — (QI7 OZO)
(qlv 07 5) — (Q1» 0)
(Q17 17 0) — (Q2» 6)
(QQ7 17 O) — (q27 6)

(QQasv 0) — (q3»ZO)

F={qgs}
A veremautomatédkat is lehet graffal 4brazolni:
0,e =0 1,0 - ¢

O;ZO%OZOA 1,0 —» ¢ fq €, 4y — 2y
@ ; q ®

N \2/
Definicié (Determinisztikus veremautomata). Olyan veremautomata, melyre:
o VgeQ,acXJe, AT J{e} esetén |0(q,a,A)| <1
e Ha d(q,e,e) # 0, akkor V(a, A) # (e,¢) esetén 6(q,a, A) =0
e Ha d(q,e,A) # 0, akkor Va € ¥ esetén 6(q,a, A) =0
e Ha d(q,a,e) # 0, akkor VA € T esetén d(q,a, A) =0

3.1. Tétel. Van olyan L nyelv, amelyhez létezik M veremautomata, hogy L = L(M), de nem
létezik ilyen determinisztikus veremautomata.

3.1. Bizonyitas. A tételt nem bizonyitjuk, de megjegyezziik, hogy a palindromok nyelve egy
ilyen nyelv. O

Definicié (Ures veremmel elfogad6 veremautomata). Olyan M = (Q, X%, T, g, Zo, ) veremau-
tomata, ahol az elfogad6 allapotok halmazat (F') nem adjuk meg. Az automata akkor fogad el
egy szo6t, ha a végigolvasdsa utan a verem iires lesz. (Még Zj sincs benne).

3.2. Tétel. L nyelvhez 3 veremautomata < L-hez 3 iires veremmel elfogad6 veremautomata.
3.2. Bizonyitas. A két iranyt kiilon bizonyitjuk.

= irdnyban: legyen az L-et elfogad6 veremautomata M = (Q, X, T, qo, Zo, F, ¢). Hozzunk létre
ebbél egy L-et iires veremmel elfogadé M’ = (Q', X, 17, ¢, Zy,0") automatat:

— Q' =QU{q, ge} tehdt g} és ¢- 1j dllapotok, és ¢ az 1j kezdballapot.
— I"=TU{Z} tehdt Z egy 1j veremszimbo6lum
~ Zh =7,
— ¢’ legyen 0 kiterjesztése az alabbi 1j allapotdtmenetekkel:
* 5/((]65 £, ZO) = (QO, ZOZ)
x 0'(q,e,A) = (¢e,€), minden g € F' és minden A € I” esetén
* 0'(qe,e,A) = (ge,€), minden A € I-re

Vagyis q. a vermet kiiirit6 allapot.
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A konstrukcié helyes, mert minden w € L(M) esetén M-nek van olyan szdmitasa, amivel
F-beli allapotba keriiliink, onnan pedig 4t tudunk menni a kitirité allapotba. Ezen kiviil
az extra Z szimbdélum csak a kitirité allapotban tlinhet el, ahova csak F-beli allapotokbol
juthatunk.

< irdnyban: legyen az L-et iires veremmel elfogadé veremautomata M = (Q, X, T, qo, Zo, 9).
Hozzunk létre ebbél egy L-et elfogad6 M’ = (Q', X, IV, q), Zy, F, §') veremautomatat:

— Q' = QU{q, qr} tehét ¢ és qr 1j dllapotok, és ¢ az Gj kezddallapot
— I"=TU{Z}} tehédt Z{ egy 1ij veremszimbdlum.

- F={qr}
— ¢’ legyen 0 kiterjesztése az alabbi 1j allapotdtmenetekkel:

* 5,(q67 &€, Z(/)) = (QO, ZOZ(I))
x 0'(q,e,2}) = (qr, Zj)) minden g € Q esetén

A Kkostrukci6 helyessége az elézd irdnyd bizonyitdshoz hasonléan kénnyen belathato.

a

3.3. Tétel. L-hezlétezik M veremautomata, amelyre L(M) = L < L-hez 3 2. osztalyd nyelvtan.
3.3. Bizonyitas. A két iranyt kiilon bizonyitjuk.

< irdnyban a 3.4 konstrukcié adja a megoldast.

= iranyban a 3.6 konstrukcié adja a megoldast.

a

3.4. Konstrukcié. Legyen G = (V,3,5,P) az a 2. osztalyG nyelvtan, amelyhez az M =
(Q, %, T, qo, Zy, 9) tires veremmel elfogadé veremautomatét akarjuk létrehozni. Ha mar 1étrehoz-
tunk egy iires veremmel elfogadd automatat, akkor a kordbban targyalt moédszerrel kénnyen
atalakithatjuk hagyomanyos veremautomatava.

o @ = {q}, azaz csak egy allapotunk lesz.
o '=VUXU{%, 21}, tehit Zy és Z; 14j veremszimbdélumok.
* g=4q
Az allapotatmenetek legyen a kovetkezok:
e 3(q,e,2p) = (q,571)
e Minden A € V esetén: d(q,e,A) ={(¢,a) : A - a € P}
e Minden a € ¥ esetén: 6(q, a,a) = (g,¢)
* (¢,¢,21) = (g:€)

Tehét minden valozd esetén beirjuk a helyettesitését a verembe, ha pedig az olvasott karakter
azonos a verem tetejével, mindkettot eldobjuk.

III

és
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Alternativ lehetéségként a kezd@szimbdélumnak vélaszthatjuk koézvetleniil S-t és akkor nincs
sziikség az els6 és az utolso szabalyra.

3.5. Allitas. A 3.4 konstrukci6 altal eléallitott veremautomata pontosan az L nyelv szavait
fogadja el.

3.5. Bizonyitas. Elészor megmutatjuk, hogy ha z € L(G), akkor x € L(M). Legyen z € L(G),
tekintsiik egy bal levezetését, amelyben az n. 1épésben egy A — v szabalyt hasznaltunk:

yAa = yya= ... =z

Legyen yya = yz3, ahol § az a elsé valtozdjaval kez6dik, legyen tovabba x = yzw. Mivel ez egy
bal levezetés, y nem tartalmaz valtozdkat, és mivel 8 els6 eleme az « els6 valtozdja ezért z sem
tartalmaz valtozokat. Mivel y és z nem tartalmaz valtozokat kozvetleniil meg fog jelenni z-ben.
Teljes indukciéval megmutathatd, hogy M-re mindig igaz, hogy x-szel elinditva amikor a bemenet
hatralévé része w, akkor a verem tartalma 57;. Ez alapjan a levezetés utolso 1épése esetén 5 = ¢
(mivel ekkor mar nincsenek valtozdk) és ezért a verem tartalma ekkor 7.

A bizonyitas masik irdnyban hasonloképpen teljes indukciéval miikodik. O

3.6. Konstrukcié. Legyen M = (Q, X%, T, qo, Zp,0) iires veremmel elfogadé veremautomata,
amelyhez G = (V, X, S, P) CF nyelvtant akarjuk 1étrehozni.

El6szor alakitsuk 4t M-et Ugy, hogy megsziintetjiik azokat az atmeneteket, amelyekben nem
vesziink le a verem tetejérol. Ezeket helyettesitsiik azzal, hogy a verem tetején 1év6 elemet
levessziik és utdna visszatessziik. Vilagos, hogy az automata altal meghatirozott nyelv nem
valtozik.

Formalisan: (¢', «) € d(q, a,¢) helyett: (¢/,aA) € 6(q,a,A),VA €T

- helyett: -

Ez utan irjuk fel a valtozokat: V = {[¢Ap] : ¢,p € Q,A € T'} U{S}. Minden valtozét (az S
kivételével) ezzel a hdrmassal jeloliink. Itt g jeloli azt az dllapotot, amelyben A a verem tetejére
keriil, illetve p azt az allapotot, amelyben A és az Gsszes felette 1év6 kikertil a verembdl.
Szabalyok legyenek a kovetkezok:

e S —[q0Z0q],7q € Q
e A(¢,¢) €d(q,a,A) tipusi dtmenetekhez: [gA¢'] — a ahol q,¢' € Q, A € T,a € X U{e}

o A (q/, B... Bk) < 5((], a, A) tipust dtmenetekhez: [qu//] — G[Q131QQ] [QQBQQ3] ... [ququ+1],
ahol g1 = ¢',Var1 = ¢", Va2, 43, ., qi. € Qra.

3.7. Allitas. A 3.6 konstrukcié 4ltal el8allitott nyelvtan az M veremautomata altal elfogadott
nyelvet generilja.

3.7. Bizonyitas. Ehhez el6szor megmutatjuk, hogy [¢Aq'] valtozébdl pontosan akkor tudjuk
x € Y*-ot levezetni, ha M automatdban x bemenettel és A veremtartalommal a ¢’ dllapotba
jutunk, igy hogy a verem iiressé valik és végigolvastuk z-et.

Ha ez igaz lenne, akkor az S — [qZpq] szabdlyok miatt S-b6l pontosan akkor lehetne z-et
levezetni amikor M elfogadja z-et.

A fenti &llitas bizonyitdsa az egyik irdnyban: teljes indukciéval, x beolvasott szé(részlet) hossza
szerint.

o || =1 esetén: a konstrukcié kovetkezménye.
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o |z| > 1 esetén: [¢Aq] = alq1B1g2][q2B2qs] - - - [qkBrqr+1], ¢ = qi+1, ekkor Bi-bél levezet-

het6 a bemenet xq része, ... By = xp.
B, s X,
> | .
— Bk —— Bk — Bk
A A A A
q a Q. q G =q
A bizonyitas masik iranyban hasonléképpen, teljes indukcioval lehetséges. O

3.3. Példa. Az alabbi CF nyelvtanbdl konstrualjunk veremautomatéat!

A— a |aA|bAA|AAD| AbA
S S A S

1 2 3 4 5
0 elemei a kovetkezdk:
(9,8, 2Z0) — (9, AZ1)
(¢,€,4) = {(g,a), (¢, aA), (q,bAA), (g, AAb), (¢, AbA) }
(¢,a,a) = (g;¢)
(¢,b,0) = (g,¢)

(¢:¢,21) = (q,¢)
Figyeljiik meg a fenti nyelvtan esetén az abbaaa szd alabbi levezetését:
A2 AbA 2 oapa 2 abbAA 2 abba AA L abbaaA = abbaaa

Nézziik hogyan juthatunk tires vermes allapotba az automatidban ugyanerre a bemenetre:

(g, abbaaa, Zy) = (q, abbaaa, AZ;) 2 (g, abbaaa, AbAZ) = (g, abbaaa,abAZ,) =
(g, bbaaa,bAZ) = (q,baaa, AZ;) S (g, baaa,bAAZ1) = (q,aaa, AAZY) 2
(¢.000,0AAZy) = (q,00, AAZ)) = (q,00,a4Z)) = (3.0,AZ)) = (¢,0,021) = (¢.2, Z1)

3.2. CF nyelvek atalakitasa

3.8. Tétel. Ha G nyelvtan szabédlyai A — « alaktak és A — ¢ is megengedett, akkor 3G’ 2.
osztélyd nyelvtan, hogy: L(G) = L(G").

3.1. Algoritmus. FElenyészd valtozdknak nevezziik azokat a valtozdkat, amelyekbdl e levezet-
hetd. A kovetkez6 mddon vezetjiik be az elenyész6 valtozdk halmazat:

No={A€V:(A—e)eP}

Ni+1:{A€V:3A—>aZOéENi*}

Vilagos, hogy Ng C Ny C --- C V. Ilyenkor 3i, amelyre az algoritmus ledll, azaz N; = N;;1.
Ekkor ha A — « szabdly G-ben, akkor G’-ben is, és mellé 1ij szabalyokat vesziink fol: « elenyészé
valtozéit az osszes lehetséges médon e-nal helyettesitjiik. Végiil pedig elhagyjuk G’-bél az A — ¢
és A — A formatumnu szabalyokat.

Megjegyzés: Amennyiben ¢ € L(G) teljesiil az eredeti nyelvre, akkor G’-ben folvesziink egy 1j
kezdészimbolumot: S’ és két 1j szabdlyt: S" — ¢|S, a tobbi szabdlyban S véltozatlan.
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n lépés

3.9. Allitas. Ha G-ben levezetheté © € ¥*, akkor G/-ben is (x # €). Vagyis: G-ben: AS -+ =z,
m lépés

akkor G’-ben: AS - =2.

3.9. Bizonyitas. Teljes indukcioval, a G-beli levezetés 1épéseinek szama szerint.
e n=116pés esetén: G : A — z, G’ : A — x mindig teljesiil.

e n>11épésesetén: A —>a=X;...Xg,ahol X; =2, € X vagy X; = --- = x; € X*.
Ekkor G’-ben:

— Ha z; # ¢, akkor rendben.
— Ha XT; =€, akkor Xz kihagyva: A— X1 .. .Xi_lXiH .. Xk

Maésik irany hasonléan bizonyithato. O

3.1. Feladat. Legyen G nyelvtan az aldbbi:

S — ABCD
A — CD|AC
B —=Cb

C — ale

D — bD|e

Alakitsuk szabdalyos 2. osztalybeli nyelvtanné!

3.1. Megoldas. Eloszor irjuk fel az elenyész6 valtozok halmazat!

Ny = {CaD}
N, ={C,D, A}
N2 = {C7D>A}

Mivel N; = Na, az algoritmus megallt. Tovabba S nem elenyészd valtozo, ezért € nincs benne a
nyelvben.

A meglévo szabalyokat egészitsiik ki tjakkal, ahol az elenyészé valtozokat helyettesitjiik e-nal
minden lehetséges médon. Ekkor G':

S — ABCD|BCD|BD|BC|B|ABD|ABC|AB
A — CD|C|D|AC

B — Cblb

C—=a

D — bDJb

Definicid. Egyszeres szabdly: A — B és BeV

3.2. Algoritmus. Adott G (CF nyelvtan), cél az egyszeres szabalyok kikiiszobolése. Ehhez
készitsiink egy irdnyitott grafot, melyben minden nyelvtanbeli valtozéhoz vegyiink fel egy csticsot.
Minden A — B egyszeres nyelvtani szabalyhoz vegyiink fel egy A-b6l B-be mutaté irdanyitott
élt. Jeloljiikk U(A)-val azokat a cstcsokat, amelyek a grafban A-bdl irdnyitott tton (tetszéleges)
bejarassal elérhetok.

Ha B e U(A) és B — 3 € P, akkor A — 8 € P’ is legyen szabaly G’-ben, viszont az egyszeres
szabdlyokat kihagyjuk. Ekkor L(G) = L(G") teljesiil.
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3.2. Feladat. Vegyiik az el6z6 feladat megoldésat.

S — ABCD|BCD|BD|BC|B|ABD|ABC|AB
A — CD|C|D|AC

B — Cblp

C—a

D — bDJb

Tavolitsuk el beldle az egyszeres szabalyokat!

3.2. Megoldas. Rajzoljuk fel a grafot:

B helyett

—
S — ABCD|BCD|BD|BC| Cblb |ABD|ABC|AB

D helyett
C helyett Y
elye

A= CD| “a | bD]p |AC
B — Cblp

C—a

D — bD|b

Probléma: Adott G nyelvtan és w € ¥* sz6. Kérdés, hogy a nyelvtan generalja-e a szét, azaz
?
w € L(G).

Megoldas: Ha G nyelvtan reguldris, akkor elkészitjiik hozza a megfelel6 véges determinisztikus
automatat, innen pedig mar kénnyen ellendrizhetd, hogy a nyelv generalja-e a sz6t Ha G kérnye-
zet fliggetlen nyelvtan, akkor ahhoz tudunk verem automatat késziteni, viszont determinisztikus
automatat mar nem mindig, igy a sokféle szamitas miatt nem egyszerli az ellenérzés. Emiatt
célszerli a nyelvtannal tovabb dolgozni. Kétféle mddszerrel dolgozhatunk:

e Osszes lehet6ség kiprobalasa eldgazds és korldatozds mbddszerrel
o dinamikus programozds

Nézzik meg az elagazéas és korlatozas mdodszert! A dinamikus programozéassal a 3.3 algoritmus
foglalkozik.

Tegyiik fel, hogy a kezd6 S valtozénkat aq, s . . . oy, szavakkal helyettesithetjiik. Vizsgaljuk most
a sz6 elejét. Ha példaul a1 = af, ag = by és a sz az a karakterrel kezddik akkor a levezetés asg
agat nem folytatjuk.

m

T
I
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A tovabbiakban feltessziik, hogy nincsenek egyszeres szabalyok. Ekkor kétféle szabaly lehet:

A= a,lal >2
A—a

Mivel minden lépésben né a valtozok vagy a karakterek (€ X) szdma, ezért nem csokkend
nyelvtannak hivjuk. Fontos megjegyezni, hogy w levezetésében a lépések szama legfeljebb 2|w|
lehet, vagyis az eljaras véges. Hatékonynak azonban nem mondhatd, mert az elagazas miatt
exponencialis 1épésszamn.

Definicié. Egy CF nyelvtan Chomsky-féle normdlformdji (CNF), ha a szabélyai

A—a
A — BC

alakuak.

3.10. Tétel. Minden G CF nyelvtanhoz lehet késziteni G’ nyelvtant, hogy G’ CNF és L(G') =
L(G) —{e}.

3.10. Bizonyitas. Konstrukciéval bizonyitjuk.

1. G-ben megsziintetjitkk az egyszeres szabalyokat valamint ha van benne S — ¢, akkor azt
toroljiik. Ez utdn a lehetséges szabalyok:

A—a
A= a,|al >2

2. Minden a € ¥ karakterhez, ami valamelyik szabdly legaldbb 2 hosszisagtu jobb oldalan
fordul el6, folvesziink egy 1j valtozot: X,. Folvesziink tovabba egy 4j szabilyt: X, — a,
illetve X,-val helyettesitjiik a-t, ahol nem egyediili karakter egy szabaly jobb oldalan.

3. Az el6z6 1épés utan ha egy szabdly jobb oldala legalabb kett6 hosszi, akkor csakis valto-
z6kbol éllhat. Jeloljik ezt igy: A — B1Bsy... By (B; € V, k > 3). Ezek helyett vezessiik be
az alabbi szabdlyokat:

A— 3101
Cl — BQCQ

Ci—2 — By—1By,

C1,...,Ck_9 14j valtozok.

3.4. Példa. Alakitsuk at a kovetkez& CF nyelvtant CNF forméra: S — aSa|bSb|c!
1.

S — C|XaSXa|XbSXb
X, —a
Xp — b
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S — | XAl Xy B
X, —a

Xp—b

A— SX,

B — S5X,

3.3. Algoritmus (Cocke-Younger-Kasimi, CYK). Az algoritmus egy CNF forméra alakitott G
nyelvtan esetén keresi a valaszt arra a kérdésre, hogy a w sz6 benne van-e a G altal generalt
nyelvben. Hozzunk létre egy tablazatot.

e A tabldzat oszlopai a sz6 betiii: wy, ws, ..., wk
e A tabldzat sorai: j =1,2,...,k

o Tj;-edik celldba azok a valtozok kertilnek, melyekbdl w;w;iq ... w;yj—1 szoérészlet levezet-
het6

g,

w1 w9 e Wi
Kitoltés:
e j =1 esetén: A valtozé bekeriil a T} ;-edik cellaba, ha A — w; szabdly G-ben

e j > 1 esetén: A valtozé bekeriil a T ;-edik cellaba, ha A — BC' szabdly G-ben, B € Tj; és
C € T4, valamilyen 1 <[ < j — 1-re.

Megoldds: Ha a T}, 1-es cellaban (bal felsé) szerepel a kezdészimbdlum, akkor w € L(G).
Lépésszam:

o cellanként: =~ k

e téblazat: k?

e Osszesen: O(k3)
3.5. Példa.

S — AB|BC
A — BA|a
B — CClb
C — AB|a

w = baaba

A téblazat alsé soranak kitoltése egyértelmii. Vegyiik a Tb j-es cellat. A celldhoz egy cellapar
tartozik: 7711 és T12. Keressiik azokat a szabdlyokat, amik ezen cellaparosok valtozéit tartal-
mazzak jobb oldalon, vagyis — BA, illetve — BC alakiak. Ilyenek az A — BA és S — BC
szabélyok, vagyis a cella tartalma A, S lesz. A T3 1-es cellahoz két cellapér tartozik: Th 1-T1 3 és
T11-T>2. A tobbi cella ugyanigy kitolthetd.
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S,A,C
- S, A,C
- B B

AS B C,S | AS
B AC [AC| B [AC]
b a a b a

A tablazatbdl kitiinik, hogy w sz6 a megadott nyelvtanbdl levezethet6, mert a bal felsd cellaban
szerepel a kezd6szimbdlum.

3.3. CF nyelvek tulajdonsagai

Definicid. Egy w € ¥* szd egyértelmiien levezethetd egy nyelvtanbdl, ha csak egy levezetési faja
van. G nyelvtan egyértelmil, ha Vw € L(G) egyértelmi. Nyelv egyértelmi, ha létezik egyértelmii
nyelvtana.

3.6. Példa. A feltételes utasitds nyelvtana az aldbbi formaban nem egyértelmii:
if (felt) utasitas

if (felt) utasitasl else utasités?2

Példaul: if (feltl) if (felt2) utasitasl else utasitas?2

3.7. Példa. Az
E - E+ E|E«E|(E)|a (1)

nyelvtan nem egyértelmii (kordbban mar lattuk), de a nyelv egyértelmt, mert létezik egyértelmii
nyelvtana:

E—-E+TT
T —TxF|F (2)
F — (E)la

3.11. Allitas. Az el6z6 példaban bemutatott (2) nyelvtan egyértelmii és ugyanazt a nyelvet
generalja, mint (1).

3.11. Bizonyitas. Vazlatosan bizonyitjuk, a széhossz (n) szerint teljes indukcidval.
e n =1 esetén: w = a egyértelmi levezetése: £ =T = F = a
e n > 1 esetén:

1. Ha van a zardjelen kiviili 4+, akkor a levezetésnek igy kell kezd6édnie: £ = FE + T.
)

utolsé
Az itt 1év6 + a levezetésben az utolsd. A folytatds az indukcié miatt egyértelm.

2. Ha nincs a zardjelen kiviili 4+, de van zardjelen kiviili *, akkor a levezetésnek igy
kell kezd6dnie: F = E * T. Az itt 1év6 x a levezetésben az utolsé. A folytatas az

. S , ., utolso
indukcié miatt egyértelmii.

3. Ha se +, se * nincs a zardjelen kiviil, akkor a levezetése egyértelmt: £ =T = F =
(E). A folytatds az indukcié miatt egyértelmi.
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3.12. Tétel. Létezik nem egyértelmi nyelv. (Lasd a 3.19 allitast)

3.8. Példa. Bizonyitas helyett figyeljiik meg a kovetkez6 nyelvet:
{a'I* i =j vagy j =k}
3.13. Allitas. Ha L;, Ly CF nyelvek, akkor L; U Ly is CF

3.13. Bizonyitas. Jeldljiik a két nyelvtant:

Gy = (V1,%, 81, P1) L(Gy) =Ly
G2 = (VévzaSQaPQ) L(G2) = L2
G:(VY,E,S,P) L(G):L:LlLJLQ

Feltehetjiik, hogy a két nyelvtan valtozo6i diszjunktak. (V4 N Va = 0). Ekkor:

P:P1UP2U{S—>51’SQ}
V=V, UV U{S)

Végil pedig kikiiszoboljiik az e-szabalyokat. O
3.14. Allitas. Ha Ly, Ly CF nyelvek, akkor L; Ly is CF

3.14. Bizonyitas. Jeloljik ugyanigy a nyelvtanokat, mint az el6z6 bizonyitasban! Feltehetjiik,
hogy a két nyelvtan valtozoéi diszjunktak. (V4 N Va = 0). Ekkor:

PIPlUPQU{S—>5152}
V=V UV U{S)

Végil pedig kikiiszoboljiik az e-szabalyokat. O
3.15. Allitas. Ha L; CF nyelv, akkor L is CF.
3.15. Bizonyitas. Tovabbra is ugyantugy jeloljiik Gi-et és G-t.Ekkor:
P =P U{S — 55]|¢}
Végiil pedig kikiiszoboljiik az e-szabalyokat. O

3.16. Allitas. Metszetekre, komplementerekre a CF nyelvek nem zértak.

3.16. Bizonyitas. Lasd a 3.10 példat. O

3.17. Lemma (Pumpalasi lemma CF nyelvekre). Minden L CF nyelvhez létezik p pumpalasi
hossz, hogy Vz € L és |z| > p esetén létezik olyan z = uvwzy felosztds, amire:

o jvwz| <p
o |vz|>1

és wkwaky € L, Vi > 0.
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3.17. Bizonyitas. Tekintsiink egy olyan L kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amelyben nincsenek
egyszeres szabalyok. (Ezt megtehetjiik, mivel mar lattuk, hogyan lehet az egyszeres szabédlyokat
kikiiszobolni.) Legyen k a nyelvtanban hasznélt valtozdk szdma és legyen d a nyelvtani szabélyok
jobb oldalain 116 kifejezések koziil a leghosszabb hossza. Legyen tovabba p = d**1. Megmutatjuk,
hogy a legaldbb p hossztusagu szavak pumpalhatoak. Tekintsiink egy z € L teszdleges legalabb
p hosszi szot és vegyiik szemiigyre ennek egy levezetési fajat. Ebben a fiban minden csiicsnak
legfeljebb d fia lehet, valamint a levelek szama nyilvan
gyokér és valamelyik levél kozott, amely legaldbb k+ 2 csiicsot tartalmaz. Ezen az ton legalabb
k+1 valtozo6 van, ezért biztosan van benne ismétl6d6 valtozo. Legyen A az a valtozd, amelyikbdl
az iménti uton a levétol a gyokér felé haladva a leghamarabb taldlunk ismétl6dé pédanyt. Osszuk
fel z szot a levezetési fa alapjan az aldbbi médon:

z|. Emiatt viszont biztosan van 1t a

S
|
A
|
A
/N
v wox

Ekkor A két el6fordulasa kozotti részt akdrhanyszor megismételve tovabbra is L nyelv szabalyai
alapjan érvényes levezetési fat kapunk, {gy vw™wz™y € L. Mivel nincs a nyelvben egyszeres
szabély, v és x egyiittesen nem lehet iires. (Az A két eléforduldsa kozotti részben biztosan
generaltunk legalabb egy levelet.) Az is elmondhatd, hogy |vwz| < p, mert a legmélyebben 1évé
ismétlédést valasztottuk, igy a felsé A alatti levelek szama legfeljebb d*+1 = p. O

3.9. Példa. A lemma segitségével bizonyitsuk be, hogy az L = {a"b"¢" : n > 0} nyelv nem CF!
Indirekt tegylik fel, hogy L CF és alkalmazzuk ra a pumplélasi lemmat, a pumpélasi hosszt
PN p

jeldljitk p-vel. Vélasszuk a z = @...ab...be...¢ sz6t. Mivel |vwz| < p, ezért vwa legfeljebb
kétféle betiibdl allhat.

Ez alapjan persze v és x egyiittesen legfeljebb kétféle betiit tartalmaz, igy ha ezeket tobbszor
vesszilk, akkor a kapott szdéban biztosan nem lesz mindharom fajta betiibol ugyanannyi. Itt
ellentmondaésra jutottunk L definiciéjaval, tehiat L nem CF nyelv.

3.10. Példa. Megmutatjuk, hogy a CF nyelvek halmaza nem zart a metszet miiveletre. Ehhez
tekintsiik az aldbbi nyelveket:

Ly ={a"b"c™ :n,m > 1}
Ly = {a™b"c" : n,m > 1}
L={a"b"c" :n>1}

Korabban mar lattuk, hogy L nyelv nem CF-nyelv, valamint kénnyen készitheté veremautomata
Li-hez és Lo-hoz. Lévén, hogy L = Ly () Lo, sikeriilt a metszet mivelet segitségével kilépniink a
CF-nyelvek halmazabdl.

A CF nyelvek zartak az tiniéra de nem zartak a metszetre, ebbdl természetesen az is kovetkezik,
hogy a komplementer képzésre sem lehetnek zartak, hiszen az aldbbi médon megkaphatjuk a
metszet miiveletet inidk és kompelenterek segitségvel.

LilULz = Li[ Ly
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3.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi L nyelv nem koérnyezetfiiggetlen!
L = {ww|w € {a,b}"}

3.3. Megoldas. Indirek médon tegyiik fel, hogy L egy CF nyelv és p a hozza tartozé pumpélasi
hossz. Tekintsiik a z = a?bPaPbP sz6t, amely nyilvan benne van a nyelvben és a hossza is megfelel
ezért pumpdahatd. Mivel |vwz| < p ezért legfeljebb két egymast kovetd p hosszi blokkba l6ghat

bele. Ha v-t és z-et pumpaljuk, akkor az el6zéek miatt vagy egyetlen blokkot tudunk névelni,
vagy két egymas mellettit. Kénnyen lathaté, hogy igy mindenképpen kikeriiliink a nyelvbdl.

3.18. Lemma (Ogden-Lemma). Minden L kornyezetfiiggetlen nyelvhez, Ip > 0, hogy minden
legaldbb p hossz z € L sz6 esetén, ha tetszolegesen kijeloliink legalabb p darab poziciét z-ben,
akkor létezik z-nek egy olyan z = uvwzy felbontasa, hogy:

e vwx legfeljebb p darab kijel6lt poziciét tartalmaz
e v és x egyiittesen legaldbb 1 kijelolt poziciét tartalmaz.
e minden m > 0 esetén wv™wz™y € L

3.18. Bizonyitas. A lemma bizonyitasat az olvaséra bizzuk. O

3.11. Példa. Az Ogden-Lemma segitségével mutassuk meg, hogy az alabb L nyelv nem kérnyezetfiiggetlen!
L={a'b'd|i # j}

Indirekt modon tegyiik fel, hogy a nyelv kornyezetfiiggetlen és legyen az Ogden-lemma szerinti
pumpélasi hossz p. Tekintsiik az aPbPcPTP' sz6t, amely nyilvdn eleme a nyelvnek és megfelels
hosszusagu. Jeloljiik ki az els6 p pozicidt, azaz a szd elején taldlhaté a karaktereket. A lemma
alapjan bizonyos, hogy v és z egyiittesen tartalmaz a karaktert. Kénnyen lathatd, hogy ha
v vagy x tobbféle karatert is tartalmazna, akkor a pumpaldsaval kikeriilnénk a nyelvbdl, ezért
feltételezhetjiik, hogy v és x is csupa azonos karakterbdl 4ll, és az elézéek alapjan igy valamelyikiik
csupa a karakter. Ekkor viszont az is igaz, hogy a masikuk csupa b karakter, mivel csak igy
tudjuk az a-kat és a b-ket egyenl6 aranyban névelni. Legyen v és x egyarant k hosszusagi, ahol
1 <k < p. A sz6 m-szeres pumpaldsa esetén a kapott Gj sz6 az alabbi alaku:

ap+(m—1)kbp+(m—1)kcp+p!

A faktorialis definici6ja miatt m = % +1 egész szam, és m ezen megvalasztasa esetén mindharom
karakterbdl azonos szamu lesz, tehdt kikeriiliink a nyelvbol.

3.19. Allitas. Az L = {a't'c¥|i = j vagy j = k} nyelv nem egyértelmfi, azaz nincs olyan CF
nyelvtana, amelyben minden szé levezetési faja egyértelm.

3.19. Bizonyitas. Vazlat. Mivel ez egy kornyezetfiiggetlen nyelv, igaz rd az Ogden-Lemma.
Legyen p a lemma &ltal adott pumpélasi hossz. Tekintsiik a z = aPbPcPHP' sz6t és jeljiik ki benne
az els6 p pozicidt. Az el6z6 feladat megoldasaban leirtak miatt z felbontdsardl tudjuk, hogy
v = a* és © = b¥. Jelen esetben tudjuk, hogy ilyenkor = és v valéban pumpélhaté lesz. Ez
egyuttal azt is jelenti, hogy létezik olyan A valtoz6 a nyelvtani szabalyok valtozdi kézott, hogy
A-bél levezethetd az aF Ab* formula. Tekintsiik most a s = aPTP'HPHP ePHP! 576t Vildgos, hogy
s € L, tovdbba az s szot le tudjuk vezetni tgy, hogy a z sz levezetése kdzben az iménti A =
- = aP ADF levezetést megfeleléen sokszor alkalmazzuk. Hasonloképpen elmondhatjuk, hogy a
q = aPtP'VPeP 576 levezetése kozben is taldlhatunk egy olyan B valtozét amelybél levezethetd
egy b!Bc! formula, igy tehdt s-t le tudjuk vezetni gy is, hogy q levezetése kdzben az iménti
szabalyt alkalmazzuk megfelel6en sokszor. Lattuk tehat, hogy s széra minden esetben legalabb
2 levezetés talalhatd, amelyek levezetési faja is eltérd. O
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Definicié. Egy nyelv determinisztikus CF-nyelv (DCF'), ha létezik hozza determinisztikus ve-
remautomata.
3.12. Példa. Az alédbbi két nyelv DCEF":

Ly = {a'V'd]i,j > 1}

Ly = {a’b'c'i, j > 1}

Korabban mar lattuk, hogy a két nyelv metszete nem kornyezetfiiggetlen, igy természetesen nem
is DCF. A DCF nyelvek tehat nem zartak a metszetre. Bizonyitds nélkiil megjegyezziik, hogy
zartak a komplementerkézésre, de nem zartak az tniora.

Tegyiik fel, hogy az a feladatunk, hogy egy C'F nyelvtannal megadott L nyelvrél megallapitsuk,
hogy iires-e. Egyrészt ha p a pumpalasi hossz és nem talalunk p-nél révidebb elemet L-ben, akkor
biztosan tudhatjuk, hogy iires. Masrészt a kévetkezd mddszer sziikséges és elégséges feltételt ad
egy nyelv iirességére. Vezessiik be a Vp, Vi ...V halmazokat a kovetkezoképpen:

Vo={A:34A - a,a € ¥*}
Vin={4:34 - a,a e V)YV

Nyilvanvald, hogy a V; halmazokat egy bizonyos hatarig tudjuk csak boviteni:
VWwCWViC... Vi =Ven
Ekkor:

LI@@S%V]C



4. fejezet
Turing-gépek

4.1. Alapfogalmak
Definicié. A Turing-gépeket a kévetkezéképpen irhatjuk le:
T=(Q,%,T,q,_ ,F,0)
ahol:
e () egy véges, nem lres halmaz, az dllapotok halmaza
e X egy véges, nem ires halmaz, a bemeneti abécé

o [ egy véges, nem iires halmaz, az szalagdbécé

qo € Q a kezddallapot

_ € (I' = X)) a szalagon az iires jel
e ' C ( az elfogadd allapotok halmaza
e § az atmeneti fliggvény

A gép rendelkezik egy bels6 dllapottal, tovabba egy szalagon olvassa be a bemenetet, amit
modositani is tud, valamint tud a szalagon jobbra vagy balra 1épni, esetleg helyben maradni. Az
atmeneti fliggvény elemei a kévetkezd alaktak:

§:(q,a) = (¢',b,D)
0.4 €Q
a,bel
D € {B,J,H} azaz balra, jobbra vagy helyben

Ez azt jelenti, hogy ha a gép ¢ allapotban van, a betiit olvas a szalagrél akkor ¢’-be keriil,
emellett a-t feliilirja b-vel majd a szalagot olvaso és ir6 fej D irdanyba 1ép.

A gép kezdetben a ¢¢ allapotban van, a szalag elején a bemeneti sz taldlhaté, a szalag tobbi
része __ szimbolumokkal van feltdltve és a fej a szalag elsé karakterén all.

A miikodés akkor ér véget, ha méar nem tud 1épni a gép, és akkor fogadja el a bemeneti szdt, ha
F-beli allapotban akadt el a miikodés.

A Turing-gép 4ltal elfogadott nyelv:

L(T) ={w : T elfogadja w-t}

Fontos megjegyezni, hogy semmi nem garantalja, hogy adott bemenet hatasara a Turing-gép
valaha is le fog allni, tehat létre lehet hozni végtelen ciklusokat.

43
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4.1. Példa. A 4.1 abran lathaté Turing-gép a ¥ = {a, b} feletti palindromokat fogadja el.

a—a,J
b—1b,J

a—a,J
b—1b,J

4.1. 4dbra. Palindromok nyelvét elfogadé Turing-gép.

Definicié. Az L nyelv rekurzivan felsorolhatd, ha van olyan T Turing-gép, hogy L(T) = L.
Azt is szoktuk mondani, hogy az L nyelv ekkor felismerhetd. A rekurzivan felsorolhaté nyelvek
halmazat RE-vel jeloljik.

Definicié. Az L nyelv rekurziv, ha van olyan T Turing-gép, hogy L(T) = L és T minden
bemenet esetén véges 1épésben megall. Azt is szoktuk mondani, hogy az L nyelv ekkor eldonthetd.
A rekurziv nyelvek halmazat R-rel jeloljiik. R C RE

4.1. Allitas. Van olyan L nyelv, amelyre: L ¢ RE.

4.1. Bizonyitas. Egy Turing-gép leirds véges hosszt, ezért a Turing-gépek &ltal felismerheto
nyelvek szdma megszamlalhatéan végtelen. Az Osszes nyelv szamossiga azonban kontinuum
végtelen, ezért nyilvan van olyan nyelv, amely nem ismerhet6 fel Turing-géppel. O

4.2. Specialis Turing-gépek

4.2. Példa. Miel6tt atnéznénk a specidlis Turing-gépeket, nézziink egy masfajta példat. Adott
egy specidlis veremautomata, ami visszafelé is 1éphet a bemeneten. Létezik-e olyan nyelv, amit
a gép elfogad, de a normal veremautomata nem, vagyis nem CF nyelvet ir le?

Valasz igen, ime egy példa: ab"c"™ nyelv nem CF, de ezzel az automataval el lehet fogadni.
Megjegyzés: ha véges automata léphetne visszafelé is a bemeneten, az ugyanigy véges automata
marad, legfeljebb kevesebb allapottal.

Definicié. A k-szalagos Turing-gép egy olyan Turing-gép valtozat, amely k darab szalagot
hasznal (k > 2). Az els§ szalag elején helyezkedik el a bemenet és ha mar tgy is tobb szalagunk
van, akkor legyen csak olvashaté. A tobbi szalagot in. munkaszalagnak hivjuk, ezeket irni és
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olvasni is lehet. Az dtmeneti fliiggvény elemeiben meg kell adnunk, hogy melyik szalagrol mit
olvastunk, melyik munkaszalagra mit irunk, és melyik szalagon merre 1épiink.

(5((],0,1(12 .. .ak) — (q/,bzbg - bk,dldg .. dk)
ai,bi el

7,4 €Q

d, € B,J H

4.2. Tétel. Adott M egy k-szalagos (k > 2) Turing-gép. Ekkor létezik olyan normél (egy
szalagos) Turing-gép, M’, hogy L(M) = L(M’").

4.2. Bizonyitas. Ha M k-szalagos, akkor M’ egyetlen szalagja 2k sdvbol alljon. Ezt a szalag
abc megnovelésével tudjuk elérni.

Minden péaros sdvban a hozza tartozd szalagot, a péaratlanban a szalaghoz tartozé kurzort
taroljuk. Formalisan:

o Az i-edik szalag M-ben = (2i)-edik sdv M’-ben

e M-ben az i-edik szalaghoz tartozo fejet az (2i+1)-edik sdvban az adott helyen 1-es karakter
jeloli M'-ben. (Minden més helyen iires karakter van)

e T szalag abc M-ben, akkor IV = (T' x {1, _})*

Szimulaljuk M egy 1épését M’'-ben! Az é&llapotvaltds nem valtozik. Induljunk a szalag elejérél
és a k darab fejpoziciénak megfelel6 karaktereket kiolvassuk és allapotban taroljuk. Visszafelé
mozogva valtoztatjuk M atmeneti fliggvénye szerint a karaktereketet és a fejpozicidkat jelzd
egyeseket. O

4.3. Példa. A palindromok nyelvének felismerését gyorsabban elvégezhetjilk egy 2-szalagos
Turing-géppel tgy, hogy a bemenetet lemasoljuk a mésodik szalagra, majd a két szalagot az
ellentétes végérol indulva egyszerre olvassuk.

Definicid. Szamolé Turing-gép. Ennek a Turing-gépnek egy csak olvashaté bementi szalagja egy
csak irhaté kimeneti szalagja és néhdny munkaszalagja van, amelyeket olvasni és irni is lehet.
A gép altal kiszdmitott parcidlis (nem mindenhol definidlt) fiiggvény: fi;. Ha a gép bemenetén
x van, akkor megéllaskor a kimeneti szalagon fys(x) lesz. Ha fys fiiggvény nincs definidlva x
helyen, akkor a gép nem all meg.

4.1. Feladat. > = {0,1}, f(1") = 1", t5bbi helyen nincs definidlva. Példdul: f(1111) = 11111.
Készitsiik el az f fliggvényhez tartozé szamolé Turing-gépet!

4.1. Megoldas. Megoldaskor tigyeljiink arra, hogy ha a fliggvény nem definidlt (van benne 0),
akkor az automata nem &llhat meg. Ezt egy végtelen ciklussal valésithatjuk meg.

0, —_,H/H

=L
q O

1, —1,7J,J

Definicié. A Turing-gépekhez hasonléan a fiiggvényeket is osztdlyozhatjuk. Az f fliggvényt
parcidlisan rekurzivnak hivjuk, ha létezik M szamol6é Turing-gép, hogy far = f. A fiiggvény
rekurziv, ha emellett M minden bemeneten megdall. (Azaz az f minden z-re definidlva van.)
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Church-Turing tézis: Ha egy nyelv valamilyen algoritmussal felismerhet6, akkor Turing-géppel
is felismerhetd.

1. f parcidlis fliggvény rekurziv < van olyan algoritmus, ami minden x bemenetre (ahol f(x)
értelmezve van) kiszamolja f(x)-et.

2. L nyelv rekurziv < van olyan algoritmus, ami minden x bemenet esetén eldonti, hogy
T é L
Megjegyzés: az algoritmusra nincs jé definicié, példdul:
e bioldgiai szamitas molekulakkal
e kvantum szamitégép
A Turing-gép ezeket tudja szimulalni.
Definicié. Univerzailis Turing-gép, ami barmely Turing-gépet tud szimuldlni. Az dltaldnositas

kedvéért szabvanyositsuk a Turing-gépeinket! Belathato, hogy ha nem ilyen a gép, atalakithato
erre a forméra, anélkiil, hogy megvaltozna az elfogadott nyelv.

e 1 szalag

e X ={0,1}

e '={0,1,...,t — 2, }, azaz Osszesen t darab szalag szimbélum van és az utolsé _ .
e Q={0,1,...,r} és qo a kezdéallapot

o FF={r}

Ekkor barmely M leirhaté a kovetkez6 formatumban:

AL t ## r ## ata#td ##dH#4q"  HHH
~—— 0 ) —_—
elvalasztok szalagszi{nbélumok az utolsé/éllapot 5(q,a)=(q’,b,d)
szama sorszama adtmenet leirasa

Ha a gép kodjat w-vel jeloljiik, akkor a hozza tartozé Turing-gépet jeloljiikk M,,-vel. Ekkor U
univerzalis Turing-gép:

M,(s) ha w Turing-gép kdd
) T

gép  bemenet
leiras

Ulw # s ):{

elutasit ha w nem Turing-gép kdd

4.3. Tétel. Létezik univerzalis Turing-gép.

4.3. Bizonyitas. Konstrukciéval. U univerzdlis Turing-gépnek legyen hirom szalagja. Az els6
szalag a bemenet: w#s tartalommal.

1. w formalis ellenérzése. Amennyiben w nem Turing-gépet leird kéd, akkor U megall nem
elfogadd allapotban (elutasit).

2. U miésodik szalagja M,, egyetlen szalagjat szimuldlja, tehdt ide kell masolni M,, gép s
bemenetét.

3. U harmadik szalagja tarolja M,, aktudlis allapotat.

Belathat6, hogy a szalagok fent leirt felhasznalasaval egy ilyen haromszalagos Turing-géppel
megvalésithato az univerzalis Turing-gép miikodése. Korabban lattuk, hogy barmely tobbszalagos
Turing-gép szimuldlhatd egyszalagossal. O
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4.3. Rekurziv és Rekurzivan felsorolhaté nyelvek
Definicié. Univerzilis nyelv:
L(U) = {w#s : AM,, Turing-gép és M,,(s) = elfogad} = L,

Tehat ebbe a nyelvbe mindazon w+#s alaku szavak tartoznak, amelyek esetén a w egy Turing-gép
leirdsa, és eme Turing-gép elfogadja s-t. Kévetkezmény: L, Rekurzivan felsorolhaté (RE) nyelv.

Definicié. Diagondlis nyelv:
Lg = {w:3M, Turing-gép ésw ¢ L(M,)}

Tehat a diagondlis nyelv olyan w szavakat tartalmaz, amelyek olyan Turing-gépeket irnak le,
amelyek sajat leirasukat nem fogadjik el.

4.4. Tétel. Ly ¢ RE.

4.4. Bizonyitas. Indirekt, tegyiik fel, hogy Ly € RE. Ekkor 1étezik M Turing-gép, hogy L(M) =
?
Lg. Legyen M kodja w. Két lehetéség van w € L(M)-re:

e Ha w € L(M) = Ly, akkor a diagondlis nyelv definicidja szerint w ¢ L(M,), viszont
L(M,) = L(M) miatt w ¢ L(M) lenne, ami ellentmond a feltételnek.

e Ha w ¢ L(M) = Ly, akkor a diagonalis nyelv definiciéja szerint w € L(M,), ekkor
w € L(M) lenne, ami szintén ellentmondas.

Tehéat Ly nyelv nem RE. O

4.5. Tétel (Turing). L, nyelv nem Rekurziv (L, ¢ R).

4.5. Bizonyitas. Indirekt, tehdt L, € R. Ekkor létezik M Turing-gép, hogy L(M) = L, és
M minden bemenetre megdll. Definidljunk egy M’ gépet. Ha w nem Turing-gép kdéd, akkor M’
elutasft. Egyébként, definidljuk M’'-t igy, hogy ha M (w#w)

e clfogad (& w#w € L, < w € L(M,)), akkor M’ elutasit.
e clutasit (& w#w ¢ L, < w ¢ L(M,)), akkor M’ elfogad.

Vildgos, hogy L(M') = Ly és M’ minden bemeneten megall, vagyis L; € R C RE fonnallna,
ami ellentmondas, tehat az indirekcios feltevés hibds volt. O

Definicidé. Megalldsi nyelv:
Ly, = {w#s : 3M,, Turing-gép és M,,(s) megall}
Megjegyzés: L, C Ly,
4.6. Tétel. L), € RE, de L;, ¢ R.
4.6. Bizonyitas. A két részt kiilon bizonyitjuk.
o L, € RE. Jelolje M az Lj nyelvet elfogad6é Turing-gépet. Ha M bemenete w#s, akkor:

1. Ha w nem Turing-gép kéd, M elutasit.
2. Egyébként ha U(w+#s) kimenete
(a) elfogad: M elfogad.
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(b) elutasit: M elfogad.
(¢) nem &ll meg: M nem all meg,.
Mivel L(M) = Ly, ezért teljesiil RE definicidja.

e Lj ¢ R. Indirekt, tehat Ly € R. Ekkor 1étezik M, hogy L(M) = Ly és M megéll minden
bemenetre. Legyen M’, hogy L(M') = L,,. Ekkor M' bemenetén w#s hatdsdra

1. elutasit, ha w nem Turing-gép kod.
2. ha M(w#s) kimenete
(a) elfogad, akkor w#s € Ly, és My (s)
i. elfogad, akkor M’ is elfogad

ii. elutasit, akkor M’ is elutasit.
(b) elutasit, akkor w#s ¢ Ly, M’ elutastt.

Mivel L, ¢ R, ezért ellentondésra jutottunk.

4.4. Miveletek R és RE nyelvekkel
4.7. Allitas. Miiveletek.

1. L1, Lo e R=L1ULs € R.

2. In,Lo e R=LiNLy € R.

3. Lye R= L € R.

4. L1,Ly € RE = L U L, € RE.

5. L1,Ly € RE = LiNLy € RE.

4.7. Bizonyitas. Vazlat. Jeloljiikk Ly és Lo-h6z tartozd Turing-gépet My és Mo-vel. Az 1. és
a 2. esetén két Turing-gépet , sorosan” kotiink egymaés utan. Az 1.-nél M; elutasit agara kotjik
M5 bemenetét és az elfogado allapotok az M és az My elfogadd allapotai, a 2.-nal pedig az M,
elfogad agra kotjik My bemenetét és az elfogadd allapotok az Mo elfogadd allapotai.

A 3.-ndl M jeldlje azt a gépet, ami olyan, mint My, de F = Qy — Fy. Ekkor L(M) = L.

A 4. esetén a két gépet ,pdrhuzamosan” inditjuk és ha valamelyik megall elfogadéban, akkor a
masik ledllithaté (mert ilyenkor az inié is elfogad). Az 5. esetén ,sorosan” kotjiik egymds utan.
O

Definicié. Nyelvosztdly: nyelvek halmaza. X nyelvosztaly komplementer nyelvosztalya:
coX={L:LeX}
Tehét minden X-beli nyelvnek kiilon-kiilon vessziik a komplementerét. Tulajdonsagai:
1. Ho X C Y, akkor coX CcoY
2. co(coX) =X

4.8. Allitds. coR=R
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4.8. Bizonyitas. A fenti két tulajdonsag felhasznédlasaval:

L € R= L € R. Vagyis coRgRécocoRgcoR:%RgcoR.
Tehit R = co R adddik. O

4.9. Allitds. R= RENcoRE
4.9. Bizonyitas. A kétféle tartalmazast kiilon bizonyitjuk:

o Cirdny: RC RE = coR C co RE.
R

e D irdny: Tegyiik most fel, hogy L € RE és L € co RE, ekkor tehat van olyan M; Turing-
gép, amely elfogad minden L-beli elemet és van olyan My Turing-gép, amely elfogad minden
L-beli elemet. Mi-et és M-6t egyiittesen elinditva egy w széval valamelyik biztosan meg
fog allni ugy, hogy w-t elfogadja. Ekkor allitsuk meg a masikat is.

4.5. Az L. és az Ly nyelv

Definicié.
L. ={w:3M,, és M, az € bemenet hatasara megall }

4.10. Tétel (Church).
L. € (RE—-R)

4.10. Bizonyitas. El6szor megmutatjuk, hogy az L. nyelv rekurziv felsorohaté. Legyen M
az Lj nyelvhez tartoz6é Turing-gép. (Ilyen létezik, hiszen L, € RE.) Tekintsiink most egy M’
Turing-gépet, amely a w hatdsara az M Turing-gép miikddését szimuldlja a w#e bementen,
azaz:

M'(w) = M (w#e)

Az M’ Turing-gép minden L.-beli szén megéll, és mindet el is fogadja.

Most megmutatjuk, hogy L. nem rekurziv. Ehhez indirekt Giton tegyiik fel, hogy L. € R, amely
tehat azt jelenti, hogy létezik egy olyan M Turing-gép, amely L. minden szavat elfogadja és
minden bemenetre megdll. A célunk, hogy létrehozzunk ebbdl egy olyan M’ Turing-gépet, amely
Lj, minden szavat elfogadja, és minden bemenetre megdll. Miikodjon M’ a kovetkezOképpen a
w#s bemenet hatasara:

e Ha w nem egy Turing-gép kédja, akkor utasitsuk el a bementet.

e Ha w egy Turing-gép kddja, akkor készitsiik el belSle azt az M"” Turing-gépet, amelybe az
s bemenet bele van épitve, azaz: M"(¢) = M, (s). Ezt véges id6ben megtehetjiik, példaul
egy Turing-gép segitségével. Legyen M” kédja w”.

e Szimulaljuk M miikodését a w” bemeneten.
Sikeriil teh&t megépiteniink M'-t amely ellentmondés, hiszen Ly ¢ R. O
Definicié.
Ly ={w: 3IM,, és L(M,,) = 0}

4.11. Tétel.
Ly € (coRE — R)
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4.11. Bizonyitas. El6szér megmutatjuk, hogy Ly € co RE.

LyecoRE & Ly € RE
Ly = {w : =3M,, vagy (IM,, és L(M,,) # 0)}

Konstrudlni fogunk egy M Turing-gépet Ly-hez. M{ikodjon M a kévetkezSképpen a w bemeneten:
e Ellendrzi, hogy w Turing-gép kod-e, és ha nem, akkor elfogadja.
e Ha w egy Turing-gép kddja, akkor futtassuk M-t a 3* i-edik elemén j 1épésszam korlattal,

minden i-re és j-re az abran lathaté bejaras szerint, amig nem kapunk egy elfogadd
szamitast.

00

Teh&t M minden olyan széra megill elfogadd dllapotban amely eleme Lg-nek.

Most még belatjuk, hogy Ly ¢ R. Ehhez indirekt uton bizonyitva tegyiik fel, hogy Ly € R, és
legyen az Ly minden szavat elfogad6 és minden bemenetre megall6 Turing-gép M. Ebbdl egy
olyan M’-t fogunk konstruélni, amely L. minden elemét elfogadja és minden bemenetre megall.
Miikodjon M’ a kovetkez6képpen a w bemeneten:

e Ellenérzi, hogy Turing-gép kéd-e, és ha nem, akkor megdll és elutasitja a bemenetet.

e Ha w egy Turing-gép kédja, akkor hozzuk létre beldle a kovekezéképpen miikods M
Turing-gépet:

— M" nem foglalkozik a bemenetével, tehat minden z bemenetre ugyanigy miikodik.
— Ha M, (¢) megéll, akkor M" megdll elfogad6 &llapotban.
— Ha M, () nem all meg, akkor M"” sem 4ll meg.

— Ez alapjan L(M") =X* haw € L., és L(M") =0, ha w ¢ L..

e Legyen M" kodja w”.

e Szimulaljuk M-et s w” bemenettel, és ha M(w”) elfogad, akkor M’ utasitsa el w-t, ha
pedig M (w") elutasit, akkor M’ fogadja el w-t.

Igy tehat ha M’ elfogadja w-t, akkor M elutasitja w”-t, azaz ilyenkor w € L.. Hasonléképpen ha
M’ elutasitja w-ta, akkor M elfogadja w”-t azaz ilyenkor w ¢ L.. Azt is elmondhatjuk, hogy M’
minden esetben megéll, mivel w” 1étrehozhaté véges lépésben, és M mindig megall. Igy tehét az
indirekt feltevéssel ellentmondéasra jutottunk. O
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4.6. Nyelvi tuladonsagok és nyelvosztalyok

Definicié. T egy nem trividlis nyelvi tulajdonsdg, ha L1, Ly € RE, hogy Li-re T teljesiil és
Lo-re T nem teljesiil. A T tulajdonsiggal rendelkez6 nyelvek halmazat is szoktak T-vel jeldlni,
igy megfogalmazva:

T(\RE # 0
T(\RE # RE
4.12. Tétel (Rice). Legyen:
Ly ={w:3M, és L(M,) T tulajdonsigu }
Ha T egy nem trivialis nyelvi tulajdonsag, akkor Ly ¢ R.

4.12. Bizonyitas. Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy () ¢ T. (Ha nem {gy lenne, akkor
T helyett nézhetnénk T-t is, igy a bizonyitas L7-re miikddne amibdl a rekurziv nyelvek komp-
lementerképzésre vald zartsaga miatt kovetkeztethetnénk L nemrekurzivitdsara, par aprébb
megfontolds mellett.) Legyen L € RE egy olyan nyelv, amelyre L € T, és legyen M az a
Turing-gép, amelyre L(M) = L. Indirekt uton bizonyitva tegyiik fel, hogy L € R, azaz létezik
egy olyan Mp amely minden bemenetre megdll és L(Mp) = Lp. Ebbdl olyan M'-t fogunk
konstruélni, amelyik minden bemenetre megéll és L(M') = L, Miikodjon M’ a w#s bemenetre
a kovetkezOképpen:

e Ha w nem egy Turing-gép kddja, akkor M’ megdll és elutasija a bemenetet.

e Ha w egy Turing-gép kddja, akkor konstrualjunk belSle egy M” Turing-gépet, amely a
kovetkezoképpen miikodik egy = bemeneten:
— Ha M, (s) elfogad és M (z) elfogad, akkor M"” megéll és elfogadja x-et
— Ha M, (s) elfogad és M (x) elutasit, akkor M" megdll és elutasitja x-et
— Ha M, (s) elfogad és M (x) nem &ll meg, akkor M" sem 4ll meg.
— Ha M, (s) elutasit, akkor M” megéll és elutasitja z-et
— Ha M, (s) nem all meg, akkor M"” sem 4ll meg.
e Figyeljiik meg, hogy M"(x) = L, ha w#s € Ly, és M"(z) = () ha w#s ¢ L,.
e Legyen M” kédja w”.

e M’ fogadja el a bemenetét, ha Mp(w”) elfogad, és utasitsa el a bemenetét ha Mp(w”)
elutasit.

Mivel M7 mindig megdll, M’ is mindig meg fog 4llni. M’ akkor fogadja el a bementetét, amikor
My elfogadja w” azaz amikor az M" 4ltal elfogadott nyelv T tulajdonsdga. Mivel L € T és () ¢ T
ez pontosan akkor lesz ha w#s € L,. Ebbdl tehat L, € R lenne, igy az indirekt feltevésiink
ellentmondésra vezetett. O

A Rice tétel kovetkezményei:

T : anyelv nem iires = Lp = {w :3IM,,, L(M,) #0} ¢ R

T : anyelv véges = Lp = {w : IM,,, L(M,,) véges } ¢ R

T : a nyelvnek legalabb 100 eleme van =

Ly ={w : 3M,,, L(M,,)-nek legalabb 100 eleme van } ¢ R

T : a nyelvbe beletartozik egy rogzitett s sz6 = Ly = {w : IMy,s € L(My)} ¢ R
T : a nyelv regularis = Ly = {w : IM,,, L(M,,)regularis } ¢ R

T: anyelv=%" = Lp={w:3M,,L(M,) ="} ¢ R
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Ezekhez természetesen be kell latnunk, hogy az itt felsorolt T' tulajdonsiagok nem trividlisak,
ennek bizonyitasat az olvaséra bizzuk.

4.7. A Dominé probléma

Definicié. A domind probléma egy olyan sik lefedési feladat, ahol a teljes sikot kell megadott
épitéelemekkel (domindk) lefedniink. Adott egy domindkészlet, amely véges sok dominétipust
tartalmaz és minden tipusbol megszamldlhatéan végtelen darab all rendelkezésre. A domindk
tipusa azt adja meg, hogy milyen dominékat lehet melléjiik helyezni. Egy ilyen tipust az (a, b, ¢, d)
négyessel adhatunk meg, amely a dominé oldalainak tipusat irja le a felsé oldallal kezdve az
oramutatd jarasanak megfelelé kiiroljarasi irdnyban. Az oldaltipusok azt irjak le, hogy csak
ugyanolyan tipusu oldal keriilhet mellé. tehat ha a fels6 oldal tipusa ai, akkor csak olyan domindt
rakhatunk folé, amelyiknek az alsé oldala aq tipusi.

a

d| Minta b

A domindkon mintdzat is taldlhatd, ezért nem szabad Oket elforgatni. A kérdés, hogy adott
készlettel le tudjuk-e fedni a sikot.

4.4. Példa. Nézziikk meg, az alabbi készleket koziil melyek alakalmasak a sik lefedésére:

o {(a,a,a,a)}
e {(a,b,b,b),(a,a,b,b)}

Az els6 készlettel le tudjuk fedni a sikot, hiszen barmely két domind egymés mellé illeszthetd
barmilyen iranybol, mig a masodikkal nem, mivel semelyik két domin6t sem tudjuk egymaés ala
rakni.

Definicié. A domind nyelv azon domindkészletek halmaza, amelyekkel a dominé probléma
megoldhaté.

D = { a sik kirakdsara alkalmas dominé készletek }

4.13. Allitas. Egy domindkészlettel kirakhat6 a sik < minden 2k x 2k-as négyzet kirakhato.
(k=1,2,...)

4.13. Bizonyitas. A két irdny kiilén bizonyitjuk:
= irdnyban trividlis.

< irdnyban: Tekintsiink egy fat a sik kirakdsahoz a kovetkezOképpen. A gyokér fiai a 2 x 2-es
négyzetek kirakasai, amelyekbdl legalabb egy, de legfeljebb t* darab van, ahol ¢ a készletben
a tipusok szdma. A 2 x 2-es négyzetek fiai legyenek az 6 4 x 4-es lehetséges folytatasaik. A
4 x 4-es folytatasok fiai legyenek az 6 6 x 6-os folytatasaik, és igy tovabb. Ez egy gyokeres
szintezett fa, minden szinten véges sok csics van, és minden nem-gyokér elemnek van apja,
valamint Osszesen végetelen sok csiics van. Induljunk ki a gyokérbol. Mivel véges sok fia
van, nyilvan van olyan fia, aminek a részfaja végtelen sok csticsot tartalmaz. Valasszunk egy
ilyet, majd tekintsiik az 6 fiait. Mivel neki is csak véges sok fia van ezek kozott biztosan van
olyan aminek a részfija végtelen sok elemet tartalmaz. Figyeljiik meg, hogy ez a bejaras
sosem akad el, és végiil taldlunk egy olyan utat amely a gyokérbol indul és végtelen hossz.
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O
4.14. Allitas.
D ecoRE
4.14. Bizonyitas.
DecoRE< DeRE<3IM:L(M)=D
Mikodjon M a kovetkezOképpen:

e Ha a bemenet nem egy dominé-készlet, akkor megall és elfogad.

e Ha a bemenet egy dominé-készlet, akkor k = 1,2, ... esetekre kiprobalja az Osszes lehet6-
séget a 2k X 2k-as négyzet lefedésére. Ha valamely k-ra nincs megoldés, akkor megall és
elfogadja.

O
4.15. Tétel.
D¢R
4.15. Bizonyitas. A tételt nem bizonyitjuk. O

4.8. Post megfeleltetés problémaja

Definicié. Post megfeleltetés problémdja szerint adottak a X dbécé feletti {(s;,t;) : i =1,2...k}
szoparok. A kérdés, hogy van-e olyan nem fires i1, i9, .. . i, indexsorozat, hogy:

Si19Siq -+ S :tilatil---ti

n n

4.5. Példa. Néhany példa:

A széparok: {(ab, aba), (ab,ba), (aba, ba)}.

ab_ aba, illetve aba _ba megfeleltetésekkel az (1,3) indexsorozat megfeleld.
—— "~ ——

1 3 1 3

A széparok: {(1,111), (10111, 10), (10,0)}.

10111 1 1 100, illetve 10 111 111 0 megfeleltetésekkel a (2,1, 1, 3) indexsorozat megfelels.
S == S~

2 1 1 3 2 1 1 3
A szépéarok: {(ab,a), (ab,ba), (b,ba)}.
Figyeljiik meg, hogy ebben az esetben nincs j6 indexsorozat, mert a széparok elsé tagja mindig
b, mig a masodik mindig a karakterre végzdédik, ezért barhogyan is prébalkoznank nem taldlnédnk
utolsé szot.

Definicié. A Post megfeleltetés probléma nyelve:
PCP = {(si,t;) : i =1,2...k, van megfelel6 indexhalmaz }
4.16. Tétel.

PCP e RE—-R

4.16. Bizonyitas. Eloszor megmutatjuk, hogy PCP € RFE, ehhez a kivetkezd algoritmussal
miik6dé Turing-gépet vegyiik szemiigyre:
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e El6szor szintaktikailag ellen6rzi a bementetét, ha nem megfelel6, akkor elutasitja

e Kiprobalja az Osszes lehetséges indexsorozatot gy, hogy egyre hosszabb sorozatokat vesz.
Ha van megoldas véges sok 1épés utan megall és elfogadja a bementet, ha nincs megoldas
nem all meg.

Most még be kellene latnunk, hogy PCP ¢ R. A tételnek ezt a részét nem bizonyitjuk. O

A tétel alkalmazasaval tovabbi allitasokat fogalmazhatunk meg.

4.9. CF nyelvtanokkal kapcsolatos eldonthetetlenségi eredmények

4.17. Allitas. Egy C'F nyelvtan egyértelmfisége algoritmikusan nem dénthetd el, azaz a megfelels
nyelv nem rekurziv.

4.17. Bizonyitis. A bizonyitdshoz egy (s;,t;) : ¢ = 1,2...k halmazhoz mutatunk olyan G
kornyezetfiiggetlen nyelvtant, hogy:

(siti) :i=1,2...k ¢ PCP < G egyértelmil
Legyenek G szabdlyai az alabbiak:
e S— A|B
e A — s;Aa;|s;a;, minden i = 1,2...k-ra
e B — t;Ba;|t;a;, minden i = 1,2...k-ra

Itt a szavak indexelésére az a1, as, . . . ap karaktereket hasznaljuk, igy ezekkel ki kell egésziteniink
az abécét. Ekkor ha a PCP probléma megoldasa az i1, 49, .. .4, indexsorozat, akkor:

Si1Sig - Sipy, = tilt’ig e tin

Ez viszont azt jelenti, hogy a kiovetkezd két kifejezés levezethetd a nyelvtanbdl

81849 + - Sip Qi Qg+ - - Gy

tiltig e tinainain_l <Ay
Ez a két kifejezés a fentiek miatt azonos szavakat ir le, de levezetési fajuk kiilonb6z0, mivel mas
szabélyokkal hoztuk 6ket 1étre. L(G) pontosan akkor nem egyértelmii ha 1étezik olyan sz6 amely

A-bol és B-bdl is megkaphatd, ami tehat azt jelenti, hogy a PC' P problém&anak nincs megoldésa.
O

4.18. Tétel. Adott G és Gy kornyezetfiiggetlen nyelvtanok:
o L(Gh) L L(G29) algoritmikusan eldénthetetlen

o L(Gh) Loy algoritmikusan eldonthetetlen

2

e L(G1)NL(G2) = 0 algoritmikusan eldonthetetlen

4.18. Bizonyitas. Az allitasok a 4.19 tétel kévetkezményeiként eléillnak. O

Korabban mar lattuk, hogy barmely tobbszalagos, tobb elfogadd allapottal rendelkez6 Turing-
gépet tudunk szimuldlni olyan Turing-géppel, amelynek egy szalagja van, egy elfogad6 allapta
van és ebben az elfogadd dllapotban megall.

Turing-gép konfigracié: Ezzel leirhatjuk a fenti Turing-gépek pillanatnyi helyzetét. Legyen:
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e 1 az olvasofej elotti 1évo szalagrész
e ¢ a pillanatnyi allapot

e y a szalag tobbi része (tehat az olvaséfej y elsé karakterére mutat)

Definicié.
elfogad6(M) = {w #wl#ws#w .. woyyq} U{wl#wf#wg#wf Cowly
Ahol:

e wf a w konfiguraciékéd forditottjanak jelolése

Yw; egy lehetséges pillanatnyi allapota M-nek

® w1 = qoy

w;-bol egy 1épésben eloall w;1q

Az utolsé konfiguraciokédban q € F
# ¢ (TUQ)

Tehat elfogad6(M) az M Turing-gép elfogadd szdmitdsait tartalmazé nyelv, ahol minden szé-
mitdsban minden maéasodik pillanatnyi allapot kodjat forditva irtuk, a konfiguraciokdodok kozé
pedig a # elvalasztojelet raktuk.

4.19. Tétel. Van olyan algoritmus, amely adott M Turing-géphez meghataroz Gy, G2, G3 kor-
nyezetfiiggetlen nyelvtanokat tgy, hogy:

e clfogadé(M) = L(G1) N L(G2)
e clfogad6(M) = L(G3)

4.19. Bizonyitas. Vazlat. Legyen M, My és Ms3 rendre az L(G1), L(G2) és L(G3) verema-
utomatéja. Ha ilyen veremautomatdkat el6 tudunk allitani, azokbdél mér létre tudjuk hozni a
megfelel6 nyelvtanokat.

e M7 miikodése:

— Ellenérzi, hogy w; megfelels-e

— Ellen6rzi, hogy w; — wa, ws — wy ... wgi—1 — wy; atmenetek lehetségesek-e.
o M5 mikodése:

— Ellendrzi, hogy wo — ws, wyg — ws ... we; — wo;41 dtmenetek lehetségesek-e.

— Ellen6rzi, hogy az utolsé w konfiguraciokdéd megfelelG-e.
o M5 miikddése:

— Ellenérzi, hogy a bemenet megfelel$ alaki-e (erre egy véges automata is képes)
— Ellenérzi, hogy a w; megfelelé-e (erre egy véges automata is képes)

— Ellendrzi, hogy az utolsé w konfiguraciokéd megfelels-e (erre egy véges automata is
képes)
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— A veremautomatdk nemdetermizmusat kihasznalva ellenérzi, hogy valamely w; —
w;4+ atmenet hibas-e.

Megmutatjuk, hogy a 4.18 tétel allitasai kovetkezményként eléallnak:

4.20. Allitas. Ha Gy és Gy kornyezetfiiggetlen nyelvtanok, akkor L(G1) N L(Gs) 20 algorit-
mikusan eldénthetetlen.

4.20. Bizonyitas. Indirekt tton tegyiik fel, hogy van ilyen algoritmus, és tekintsiink egy M
Turing-gépet. Legyen G és Ga a 4.19 tétel szerint M-bdl létrehozhatd két kornyezetfiiggetlen
nyelvtan.

(L(G1) [ L(G2) #0) & L(M) # 0
Igy tehét azt kaptuk, hogy ebben az esetben lenne algoritmus arra is, hogy az L(M) ~ () kérdést
megvalaszoljuk, ami ellentmondas. O
4.21. Allitas. Ha G és Gy kornyezetfiiggetlen nyelvtanok, akkor L(G) Z
eldonthetetlen

>* algoritmikusan

4.21. Bizonyitas. Indirekt tton tegyiik fel, hogy van ilyen algoritmus, és tekintsiink egy M
Turing-gépet. Legyen G3 a 4.19 tétel szerint M-bél 1étrehozhatéd kérnyezetfiiggetlen nyelvtan.

L(G3) =X < L(M) =10

°

Igy tehét azt kaptuk, hogy ebben az esetben lenne algoritmus arra is, hogy az L(M) = () kérdést
megvalaszoljuk, ami ellentmondas. O

A harmadik allitas bizonyitasat az olvaséra bizzuk.

4.10. Felsorolés Turing-gépek
Definicié. A Felsorolos Turing-gép egy specidlis Turing-gép valtozat:

e Nincs bemenete.

Egy, csak irhat6 kimeneti szalagja van, amin nem léphet vissza.

Tetsz6leges szamu irhato és olvashaté munkaszalagja van.

Nincs elfogadé allapota.

A kimenete z1#xa#x3 ... alaki, és lehet végtelen hosszu (ilyenkor nem all meg a Turing-
gép) vagy véges hosszi (ilyenkor megall a Turing-gép)

A felsorolt nyelv: {z1,z2,23...}

Az elemek felsoroldsa kozben lehet ismétlédés.

4.22. Tétel.

L € RE < van olyan felsorolés Turing-gép, ami L-et sorolja fel

4.22. Bizonyitas.
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irdnyban:

Most egy L elemeit felsorol6 M Turing-gépiink van, amelybdl egy L-et elfogadé M’ Turing
gépet akarunk konstrudlni. Miikodjon M’ a kovetkezOképpen az x bemeneten:

— Futtatja M-et és minden w kiirt széra ellen6rzik, hogy w L
— Ha igen, akkor megall és elfogadja z-et

— Ha M megall, de nem irta ki x-et, akkor megall és elutasitja z-et

irdnyban:

Most egy L-t elfogadé M Turing-gépiink van, amelybél egy L elemeit felsorolé M’ Turing
gépet akarunk konstrudlni. M’ minden X*-beli y; szén futtatja M-et legfeljebb j 1épésig.
Ha M elfogadja y;-t, akkor kifrja. A szokasos diagondlis bejarast alakalmazva haladunk
és j szerint.

Tétel.
L € R < van olyan felsorolés Turing-gép, ami L elemeit sorrendben sorolja fel
Bizonyitas.

irdnyban:

Most egy L elemeit sorrendben felsorolé M Turing-gépiink van, amelybdl egy L-t elfogadd,
minden bemeneten megdllé M’ Turing gépet akarunk konstrudlni. Miikodjon M’ a kovet-
kez6képpen az x bemeneten:

— Futtatja M-et
— Ha M kiirja z-et akkor M’ megéll és elfogad

— Ha M kiir egy olyan y-t, ami z utan jon, vagy M megall iigy hogy még nem irta ki
z-et, akkor M’ megdll és elutasit

irdnyban:

Most egy L-t elfogadd, minden bemenetre megdllé M Turing-gépiink van, amelybdl egy
L elemeit felsorolé M’ Turing gépet akarunk konstrudlni. M’ futtassa sorban X* szavain
M-et és irjon ki minden olyan sz6t, amit M elfogad.

O
Tétel.
L € R < Az aldbbi mddon definidlt fr(x) fliggvény rekurziv
m={y mrss
Bizonyitas.
irdnyban:

Most egy L-t elfogadd, minden bemenetre megdllé M Turing-gépiink van, amelybdl egy
olyan M’ szdmol6 Turing-gépet akarunk létre hozni, amely szintén megall minden beme-
neten, és fy; = fr. M’ adjon vissza 1-et ha M elfogadja z-et, és adjon vissza 0-4t ha M
elutasitja x-et.
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< iranyban:

Most egy olyan mindig megélld M Turing-gépiink van, hogy fas = fr és ebbdl akarunk
mindig megallé L-t elfogadé M’ Turing-gépet konstrudlni. Ha M (z) kimenete 1, akkor M’
fogadja el x-et, egyébként utasitsa el.

a

4.25. Tétel.
L € RE < Van olyan f parcidlis rekurziv fliggvény, amelynek az értékkészlete L

4.25. Bizonyitas.
= irdnyban:

Legyen M egy olyan Turing-gép, hogy L(M) = L. Ekkor minden = € L bemenetre M
megall elfogadd allapotban.

Fz) = x haz e L
77\ nem definidlt ha z ¢ L

[ értékkészlete nyilvan L, és a kovetkezd M'-re igaz, hogy fyr = f. M’ az x bemeneten
futtatja M-et és ha M elogadja x-et, akkor M’ kiirja, ha elutasitja vagy nem 4ll meg ra,
akkor M’ végtelen ciklust hajt végre.

< iranyban:
Legyen M az a Turing gép, akire fj; = f. Ebbdl konstrudlunk olyan M’-t, hogy L(M') =
{f(z)}. M’ az y bemenetre keres egy olyan z-et, hogy f(z) = vy, azaz i és j szerinti
diagonalis bejarassal minden x;-n futtatja M-et j 1épésig, és ha megall és y-t irja ki, akkor
M’ megall és elfogadja y-t.

4.11. Nemdeterminisztikus Turing-gépek
Definicié. A nemdeterminisztikus Turing-gépeket a kovetkezéképpen irhatjuk le:
T=(Q,%T,q,_ ,F,0)
ahol Q, %, ', qo,_, F' szerepe azonos a Turing gépek esetén definidlttal, valamint:
d(q,a) CQ xT'x{J,B,H}

Azaz egy allapotbdl egy bemenet hatdsira tobbféle miiveletet is végezhet a Turing gép. A
nemdeterminizmusbdl fakadoé valasztéasi lehetOségeket szamitasi faval is reprezentalhatjuk, mely-
nek elagazasai az adott allapot utan lehetséges tovabbi allapotokat jelentik. A nemdeterminisztikus
Turing-gép akkor fogadja el a bemenetét., ha a szamitasi faban van elfogado levél. Megjegyezziik,
hogy nemdeterminisztikus Turing-gépek esetén is definidlhaté tobbszalagos gép, amely szimu-
lalhaté egy egyszalagossal.

4.26. Tétel. Barmely nemdeterminisztikus Turing-gép szimuldlhaté determinisztikus Turing-

géppel.

4.26. Bizonyitas. Vazlat. Legyen M a nemdeterminisztikus Turing-gép, és tekintsiik a szamitasi
fajat. Ennek minden cstcsabdl legfeljebb 3|Q||T| irdnyba indulhatnak eldgazasok, tehat minden
helyzetben véges sok lehetdség koziil valaszatunk. Miikodjon az M’ Turing-gép a kovetkez8képpen:



4.11. NEMDETERMINISZTIKUS TURING-GEPEK 99

o Szélességi bejarassal végigmegy M szamitasi fajan
e Ha elfogadd levelet talal, akkor megall és elfogad
e Ha végigment a teljes fan, és nem talalt elfogadd levelet, akkor elutasit.

e Egyébként (azaz a fa végtelen és nincs elfogadd levele) nem &ll meg.

4.27. Tétel. G egy nyelvtan = IM Turing-gép, hogy L(M) = L(G).

4.27. Bizonyitas. Mivel mar lattuk, hogy a nemdeterminisztikus Turing-gépek determinizalha-
ték, elegendo egy nemdeterminisztikus M Turing-gépet mutatnunk, amely megoldja a feladatot.
Legyen 4 szalagunk, amelybd6l kezdetben az elsore helyezziik a bemenetet, a masodikra pedig a
G nyelvtan S kezd6valtozéjat. A kovetkez6 nemdeterminisztikus 1épések lefrjak M miikodését:

1. Allitsuk az olvaséfejet a 2. szalag valamely pontjira
2. A 3. szalagra irjunk valamilyen «, valtozdkbdl és Y-beli karakterekbdl all6 sorozatot.
3. A 4. szalagra irjunk valamilyen 3, valtozdkbdl és Y-beli karakterekbdl allo sorozatot.

4. Ellenorizziik, hogy a 2. szalagon a fejtol kezdve megtalalhaté-e a és, hogy a — [ egy
G-beli szabaly-e. Ha igen, akkor a masodik szalagon a-at cseréljiik S-ra.

5. Ellenorizzik, hogy a 2. szalag tartalma egyezik-e az els6vel, ha igen, akkor elfogadjuk a
bemenetet, ha nem akkor megismételjiik az elobbieket az els6 1épéstol.

A konstrukcié helyességének belatdsat itt nem részletezziik. O

4.28. Tétel. L € RE = 3G nyelvtan, hogy L(G) = L.

4.28. Bizonyitas. Tekintsiik az L nyelvnek megfelel6 M Turing-gépet, amelyrol feltételezziik,
hogy egyszalagos, egy elfogado dllapota van, és az elfogadé allapotabdl nem tud kilépni. Legyenek
a nyelvtan valtozoi a kovetkezdk:

o S.T1, T
o [t,z] felirdst valtozok, ahol t € X | J{e} ésx € T
o (Q elemei
Vegylik fel a kovetkez6 nyelvtani szabédlyokat:
o S —ql1
e T} — [a,a]T; minden a € ¥ esetén
o 1IN =15
o Th — [e, |Tsle
Ezutan M atmeneti fliggvényének megfeleléen vegyiik fel a kévetkez6 szabélyokat:

e Minden d(q,z) = (p,y,J) esetén vegyiink fel g[a,z] — [a,y]p szabdlyokat minden a €
Y U{e}-ra

e Minden 6(q,x) = (p,y, B) esetén vegyiink fel [b, z]q[a, x] — pb, z][a, y] szabalyokat minden
a,b € L U{e}, z € I'ra.
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e Minden §(q,x) = (p,y, H) esetén vegyunk fel g[a,x] — pla,y] szabdlyokat minden a €
Y U{e}-ra
Végiil vegyiik még fel a kovetkez6 szabalyokat minden ¢ elfogadd allapot esetén:
e gla,x] — qaq
e [a,z]q = qaq
e q—¢

A konstrukcié helyességének belatdsat itt nem részletezziik. O



5. fejezet

Bonyolultsagelmélet

5.1. A szamitas koltsége

Definicié. M Turing-gép iddigénye Thr(n) nemnegativ fiiggvény, amely megadja, hogy az n
hosszi bemeneten mennyi M maximalis lépésszama. Ha a gép valamelyik n hosszti bemenetén
nem all meg, akkor a fliiggvény értéke oo.

Hasonléan, jeloljuk M gép tdrigényét Spr(n)-nel, mely megadja, hogy az n hosszii bemeneten
M legfeljebb mennyi szalagcellat hasznél fel. Az egyszalagos Turing-gépnél ezalatt azt értjuk,
hogy a gép milyen ,messze” ment el a szalagon. Tébbszalagos gép esetén a bemeneti (és csak
olvashaté) szalagok nem szdmitanak, csak a munkaszalagok Gsszege.

Ha M nemdeterminisztikus Turing-gép, akkor Tys(n), illetve Sys(n) a maximalis 1épésszamot,
illetve hasznalt celldk szamét adja az n hosszii bemenetek szamitasi fajanak osszes dga koziil.

Probléma: Ty (n) és Syr(n) meghatdrozasa nem mindig trividlis, ezért pontos megadds helyett
megelégsziink felsé becsléssel.

Definicié. Az M Turing-gép
e t(n) iddkorldtos, ha minden n-re fennall, hogy: Ths(n) < t(n).
e s(n) tarkorldtos, ha minden n-re fennéll, hogy: Sys(n) < s(n).

Okolszabalyként azt mondhatjuk, hogy a bemenet beolvasdsa miatt altaldban t(n) > n, illetve
a bemenet cimzése miatt s(n) > log, n fennall.

Tulajdonsagok: Ha M t(n) idékorlatos, akkor L(M) € R. A tarkorlatossidgra nem tudunk
ilyen kijelentést tenni.

5.1. Allitéds. M k-szalagos Turing-géphez létezik M’ egyszalagos Turing gép, hogy L(M) =
L(M'), és

[ TM’ = O(TMZ(TL))
o Sy =0O(Sm(n) +n)
5.1. Bizonyitas.

id6 Amig M egy 1épést tesz, addig M’ ezt a 1épést azzal szimulélja, hogy elmegy a szalag ,végéig”
és utdna visszafordul (plusz par helyen &t is irhat értéket). A szalag vége legfeljebb Ths(n)
messze van. Tehat M egy 1épését O(Ths(n)) 1épésben tudja szimuldlni M'. M a futédsa
soran legfeljebb Ths(n) 1épés utéan all meg, igy M’ 1épésszama O(Th2(n)).

tar M’ ugyanannyi munkateriiletet haszndl, azonban a bemenetet is tdrolnia kell.

61
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a

5.2. Tétel. M k-szalagos Turing-géphez létezik M’ kétszalagos Turing-gép, hogy:
o L(M)=L(M
o Ty = O(Ta(n) -logTh(n))
o Sy =0(Sum(n))

5.3. Tétel (Linearis gyorsitas). L nyelvhez létezik M, hogy L(M) = L és Tpy(n) < cn (¢ > 1
konstans), akkor minden ¢ > 0 esetén létezik M’, hogy L(M') = L és Tpy(n) < (1+¢)n

Megvalésitas: A bizonyitast mell6zziik, de megjegyezziik, hogy a gyorsitas példaul ugy lehet-
séges, M' k 1épést tud olvasni/irni a szalag(ok)rol egyszerre.

5.4. Tétel (Gyorsitas). Minden M Turing-géphez létezik L € R nyelv, hogy L(M) = L. Minden
M-hez létezik M’ Turing-gép, hogy L(M') = L és
e Ty(n) = O(log Ty (n)) végtelen sok n-re

o Thy(n) < Th(n) minden n-re

5.2. Nyelvosztalyok
Definicié (Nyelvosztélyok).

TIME(f(n)) = {L nyelv : 3M Turing-gép, hogy
L(M)=L és MO(f(n)) id6koratos}
SPACE(f(n)) = {L nyelv: 3M Turing-gép, hogy
L(M)=1L és MO(f(n)) tarkoratos}
NTIME(f(n)) = {L nyelv : 3M nemdeterminisztikus Turing-gép, hogy
L(M)=1L és MO(f(n)) id6koratos}
NSPACE(f(n)) = {L nyelv : 3M nemdeterminisztikus Turing-gép, hogy
L(M)=1L és MO(f(n)) tarkoratos}

Tulajdonsagok:
e TIME(f(n)) C NTIME(f(n))

SPACE(f(n)) € NSPACE(f(n))

TIME(f(n)) C R

SPACE(f(n)) C RE

Vn-re, ha f(n) < g(n), akkor TIME(f(n)) € TIME(g(n))

5.5. Tétel. Létezik f fiiggvény, hogy TIME(f(n)) = TIME(2/()

5.6. Tétel (Hierarchia). Legyen f fiiggvény olyan, hogy IM Turing-gép és Trs(n) = f(n). Ekkor
e TIME(f(n)) C TIME(f(n) - log? f(n))
e SPACE(f(n)) € SPACE(f(n) -log f(n))
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Definicio.
P = | TIME(nF)
k=1

[e.e]
NP = | J NTIME(nF)
k=1

PSPACE = | J SPACE(n")
k=1

o0
EXPTIME = [ J TIME(2"")
k=1

Tulajdonsagok: P C NP. A nemdeterminisztikus szamitasi fa bejarasdnak id6igénye expo-

nencialis a mélységben, tarigénye linearis. Vagyis:

NP C EXPTIME

NP C PSPACE
P ¢ EXPTIME, a t6bbi egyenloségrél nem tudunk
P C coNP, mert P = coP

5.7. Allitas. TIME(f(n)) C SPACE(f(n)), azaz a 1épésszabdl kovetkeztetni lehet a tarigényre.

5.7. Bizonyitas. O(f(n)) id6ben legfeljebb O(f(n)) tarat lehet hasznélni. O

5.8. Tétel (Téar-id6). Ha L € SPACE(s(n)), s(n) > logn, akkor 1étezik ¢y, > 0 konstans, hogy
L € TIME(cz5™)

5.8. Bizonyitds. Legyen M egy k-szalagos Turing-gép (k > 1), amelyre a tarkorlat d > 0
konstans esetén Sys(n) < d-s(n). Vegyiik szdmitasba, hogy hanyféle kiilonboz6 helyzete lehet a
gépnek egy-egy tulajdonsiga alapjan.

Tulajdonsag Lehetséges helyzetek szama
aktudlis allapot Q|
munkaszalagok tartalma T[S ()
fejek a munkaszalagokon Syr(n)®
fej a bemeneten n

Mivel a tulajdonsigok fliggetlenek, ezért az Gsszes lehetséges helyzetek szama:

’Q||F|kSM(n)SM(n)kTL < |Q|_|F|k-d-s(n).2(logSM(n))k'23(n) < |Q| . (|F|kd . 2kd+1)s(n) _ O(CLs(n))

t

Otlet: Futtassuk M-et ez el6z6 jelolése alapjan t + 1 lépésig. Ha megallt, akkor elfogadunk.
Ha nem &allt meg, akkor legalabb egy helyzet kétszer is elofordult a gép futdsa soran, igy az
ismétlédés végtelen ciklushoz vezet, igy megéallithatjuk a gépet és elutasithatunk.

Probléma: ¢t nem mindig szamithaté.

Javitas: Vegyik M két példanyat: My, My. Mi-et 1épésenként futtatjuk. Ha M; az l-edik
lépésnél tart, akkor Mo-t a szamitas elejérol inditjuk és [ — 1 1épésig hagyjuk futni. Ms minden
lépése utan Osszehasonlitjuk M és My helyzetét. Ha megegyezik, akkor végtelen ciklus lenne,
ezért elutasitunk. Ha M; megdll, akkor elfogadunk. Ekkor M legfeljebb ¢t 4 1 1épést, mig My
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Osszesen 1+ 2 + --- +t = O(%) 1épést tesz. A rendszernek egyiittesen igy O(t?) = O(cg?5™)
idGigénye van, tarigénye O(s(n)).

a

Kovetkezmény:
e SPACE(s(n)) C R
e PSPACE C EXPTIME

e P C NP C PSPACE C EXPTIME

5.9. Tétel (Tanu tétel). L € NP < Jec > 0 konstans és Ly € P, hogy

L={z:3 y Nyl < el (z,y) € Li}

tanu
5.9. Bizonyitas.

= irdnyban: y egy elfogad6 szamitési ut leirdsa. Ekkor (z,y) € L; azt jelenti, hogy x
bemeneten y egy 1étezo jo szamitasi ut. Tehat a nemdeterminisztikus Turing-gép szamitasi
fajanak egy megfelel6 dga alkalmas tani lesz.

< irdanyban: Most egy olyan nemdeterminisztikus Turing-gépet kell L-hez mutatnunk, amely
polinom id6igényti. Mivel y hossza |z|-ben polinomidlis vegyiikk nemdeterminisztikusan
az egyik y lehetséges tanit majd nézziik meg, hogy (z,y) € Ly teljesiil-e. Ezt polinom
idében meg tudjuk nézni, mivel L; € P és a nemdeterminisztikus miikédés miatt az Gsszes
lehetséges y-ra ki tudjuk prébalni.

a

Definicié (Karp-redukcié). Legyen f : ¥* — ¥* egy polinom idében szdmolhat6 fiiggvény,
Ly, Lo C ¥* két nyelv. Ly visszavezetheté Lo-re, ha:

rely & f(x)e Ly
A tovabbiakban igy jeloljik: Ly < Lo.
Tulajdonsagok:
e Ha L) < Ly, akkor Ly € P = L) €P
e Ha L1 < Ly, akkor Ly € NP = L; eNP
e Ha L; < Lo, akkor L1 < Lo

e Ha Iy < Lo és Ly < L3, akkor L1 < L3

Definicié. L nyelv NP-teljes, ha L € NP és minden L' € NP és L' < L
Ahhoz tehét, hogy beldassuk, hogy egy L nyelv NP-teljes, bizonyitanunk kell, hogy
1. L e NP

2. egy valasztott L' NP-teljes nyelvre be kell 1atni, hogy L’ < L.
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Vegyiik észre, hogy ilyen médszerrel csak akkor tudunk bizonyitani, ha mar létezik legalabb egy
NP-teljes nyelv.

Definicié. Legyen ¢(z1,...,z,) Boole-formula, melyben szerepelhet

® T1,...,Tn,X1,...,%n

e A (ES operator)

e V (VAGY operator)

e zardjelek
Ekkor

{e(x1,...,2y) : 3b1,...,b, behelyettesités, hogy ©(b1,...,b,) = igaz} = SAT

5.10. Tétel (Cook, Levin). SAT nyelv NP-teljes.

5.10. Bizonyitas.
1. SAT € NP, mert b1, ..., b, tantd, polinom hosszu és polinom ellenérizhetd

2. NP-teljes. Legyen L € NP nyelv, M egyszalagos, nemdeterminisztikus Turing-gép, hogy
L(M) = L és M polinom idSkorldtos. Megmutatjuk, hogy M-hez és x-hez lehet olyan ¢-t
késziteni, hogy x € L pontosan akkor teljesiil, amikor p € SAT. Ez tehat azt jelenti, hogy
x nyelvbe val6 beletartozasanak felismerését visszavezetjiik arra, hogy egy x-hez konstrudlt
b, kielégit-e egy logikai kifejezést. Ehhez tekintsiik M-et és vezessiink be logikai valtozokat:

o z;50: az i-edik lépés utan a j-edik celldban 0 van

o x;;1: az i-edik 1épés utan a j-edik celldban 1 van

o z;; :az i-edik lépés utédn a j-edik celldban  van

o y;;: az i-edik 1épés utdn a fej a j-edik cellan all

o 2, az 1-edik 1épés utdn az allapot ¢
Ezzel tehat olyan logikai valtozokat adtunk meg, amelyek értékei az M Turing-gép mii-
kodését irjak le. Irjuk fel, hogy milyen megkotések sziikségesek, hogy érvényes Turing-gép
leirdst, és elfogadd szamitast kapjunk!

o Adott i-re z;, valtozok koziil csak egy lehet igaz

o Adott i-re y;; valtozok koziil csak egy lehet igaz

Adott i-re és j-re x;j0, Tij1 és x5 valtozok koziil csak egy lehet igaz

Két 1épés kozott csak egyet 1éphet a gép jobbra vagy balra

Bekapcsolaskor a kezddallapotnak kell lennie, és a szalagon az x bemenet van

Elfogadaskor elfogadé allapotban kell lennie

Ezen logikai kifejezések Osszeéselésével tehat leirtuk az M Truring-gép mikodését, és
lathato, hogy ha egy z-hez létezik olyan aga a Turing-gép szamitasi fajanak, amely elfogadd
levélben ért véget (tehat M elfogadja x-et), akkor létezik egy b, behelyettesités amely
kielégiti a fenti logikai kifejezést.
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Definicié. Egy Boole-formula konjunktiv normdl forma ha az alabbi alaku:
(.%'il V i, V.I‘Z'B...)/\(I'ij vxij+1 vxij+2"')/\"'
Ahol az x;, -k a valtozdkat vagy azok negaltjait reprezentdjak.

5.11. Allitas. SAT nyelv a konjuktiv normél formaju kifejezésekre is NP-tejes.

5.11. Bizonyitas. A Cook-Levin tétel bizonyitadsa miikodik akkor is ha a formula konjuktiv
normal forma. O

Definicid. A 3SAT nyelv egy olyan része SAT nyelvnek, ahol a Boole-formula konjuktiv disztjukt
forma és minden zaréjelben legfeljebb harom valtoz6 van.

5.12. Tétel. A 3SAT nyelv NP-teljes.

5.12. Bizonyitas. Elészor belatjuk a 3SAT nyelv NP-beliségét. A megfelel6 valtozdbehelyet-
tesités itt is jo tand lesz tehat a 3SAT nyelv NP-beli. Most megmutatjuk, hogy SAT < 3SAT.
Ehhez mutatunk egy ¢ — 1 megfeleltetés minden ¢ kifejezésre, ami szerint:

¢ € SAT < o) € 3SAT

Tekintsiik a ¢ kifejezés kiértékelési fajat és minden nem levél csomépontnak feleltessitk meg egy
z; valtozot. Ekkor a ¢ kifejezés teljesiilése felithaté a z; valtozok kozotti szabdyokkal. Példaul:

o= (r1 VT Vax3Vxzy) V(2 NT5)
21 =21 VT2
290 =21 VI3
23 =29V Z4
24 =29 NTs

25 =23V 24
Ezutan a z; valtozdk kozotti szabdlyokat az alabb két mdédon logikai kifejezéssé alakithatjuk:

Zi = 2§ N\ 2~ (ZiVTjVTk)A(ZVZj)A(ZVZk)
zi=2j Ve~ (GV 2z V) Nz V) N (2 VZg)

A fenti példaban ez a kovetkezOképpen néz Kki:

(ZIVa1 VT2) A (21 VIT) A (21 V x2)
(Z2V z1 Va3) A (22 VZL) A (22 V T3)
(Z3V 22 Vxy) A (23 V72) A (23VTq)
(zaVTaVas)A(Z1Va) A (Z1VT5)
(Zs V23V z4) A (25 VZ3) A (25 V Z1)

Ezutan -t a fenti kifejezések Osszeéselésébdl kaphatjuk meg. A fenti konstrukciéval 1 hossza
legfeljebb ¢ hosszanak konstansszorosa. O

Definicié. A 25AT nyelv egy olyan SAT nyelv, ahol a Boole-formula konjuktiv disztjukt forma
és minden zardjelben legfeljebb két valtozd van.

5.13. Tétel. A 2SAT € P

5.13. Bizonyitas. A tételt nem bizonyitjuk. O
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Definicié. A 3SZIN nyelv az olyan G grafok halmaza, amelyek cstcsait ki lehet szinezni 3
szinnel.

5.14. Tétel. A 3SZIN nyelv NP-teljes.

5.14. Bizonyitas. A 3SZIN nyelv NP-belisége konnyen beldthaté, mivel egy megfelel szinezés
polinomhosszi tant. Az NP-teljesség beldtdsidhoz megmutatjuk, hogy 3SAT < 3SZIN. Ehhez
egy tetszOleges ¢ formuldhoz konstrualunk egy olyan G grafot, hogy:

¢ € 3SAT < G € 3SZIN

Legyenek v valozéi x1,zs...x,. G cstcsai legyenek x1,7%7 ... xn, T, valamint U és V tovabba
minden (z;Vz; V) formuldhoz vegytink fel még 5-5 csticsot (K, ... Kj;) Minden x; és T; pontot
kossiink Ossze éllel, tovaibba minden x; . .. xy, és 77 ... T, pontot kossiink 6ssze V-vel. Legyen még
egy €1 U és V kozott, valamint az egyes K;, ... K;, pontokat kossiik Ossze gy, hogy egy 5 hosszui
kort alkossanak. (Tehat i) minden zaréjelének meg fog felelni egy 6tszog.) Ezek utdn minden
olyan otszog esetén, amely egy (x; V z; V xy,) kifejezésnek felel meg kossiik 6ssze harom pontjat
a megfeleld valtézokhoz tartozé csiicsokkal, a mésik két pontjat pedig U-val. Legyen a harom
szintink piros, fehér és zold. Legyen V szine fehér. Ekkor 1) egy behelyettesitése annak felel meg,
hogy a piros csticsok hamisak a zoldek igazak. Mivel minden z; ...z, és 7 ... T, Ossze van kotve
V-vel barmely x; és T; par esetén az egyikiik piros a masikuk z6ld, igy tehat ha x; igaz, akkor
T; hamis. U nyilvan piros vagy zold. Tegyiik fel, hogy piros. Ekkor a kiszinizhet6ség pontosan
akkor terjesiil, ha az 6tszogek esetén az U-hoz nem koétott pontok koziil legalabb az egyik zold
ponthoz van kétve, azaz a ,vagy” kapcsolatban 1évé valtozdk koziil legalabb az egyik igaz. Ez
amiatt van, mert ellenkez6 esetben az 6tszog semelyik pontjat sem szinezhetnénk pirosra, vagyis
az OtszOg pontjaira csak két szin jutna. Ha pedig U zold lett volna, akkor a zold szin felelne meg
a hamis valtozobehelyettesitéseknek és ugyanezt elmonhatnank zo6ld szinnel. O

5.3. Az 1. Chomsky osztaly

Az 1. Chomsky osztalyt kornyezetfiiggé nyelvtannal generdlhaté nyelveknek is nevezziik. Az
ilyen nyelvtanokban az alabbi tipust szabalyok lehetnek:

aAB — avyp, ahol v # ¢
S — € ahol S a nyelvtan kezdévaltozdja, aki semelyik szabaly jobb oldaldn nem szerepel
Az ilyen nyelvtanokat a C'S roviditéssel szoktdk jelolni (,,Context Sensitive”),

5.15. Allitas. Egy adott G CS nyelvtan és egy w € ©* esetén a nemdeterminisztikus Turing
gép |w| linedris tarral eldonti, hogy w benne van-e L(G)-ben.

5.15. Bizonyitas. Az egyszeres szabalyok kikiiszobolésével elérhetd, hogy minden egyes behe-
lyettesités soran a generdlandd szé hossza nem csokken, igy minden lehetséges behelyettesitést
kiprébalva a sz6 nyelvbe tartozdsa ellenérizheto. O

5.16. Tétel (Savitch). Ha s(n) > log(n), akkor NSPACE(s(n)) C SPACE(s*(n))

5.16. Bizonyitas. A tételt nem bizonyitjuk. O

Ez tehat azt is jelenti, hogy egy szénak egy CS nyelvbe vald tartozdsa a széhossz négyzetével
aranyos tarban eldéntheto.

5.17. Tétel.
LeCS«< Le NSPACE(n) azaz

L € CS < dM linearisan korlatolt szalagi automata ami felismeri a nyelvet
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5.17. Bizonyitas. A tételt nem bizonyitjuk, de megjegyezziik, hogy hasonlé képpen lehet
nyelvtant létrehozni az automatahoz mint a 0-as nyelvosztaly esetén. O

5.18. Allit4s.

LeCS=LeR

5.18. Bizonyitas. Az 5.15 allitds kévetkezmémnye. O

5.4. Kolmogorov-bonyolultsag

Definicié. Legyen ¥ = {0,1}. Az y € ¥* szénak az M Turing-gépre vonatkoz6 Kolmogorov-
bonyolultsiga:

Culy) = { min{|z| : far(z) =y}  ha van ilyen x

00 ha nincs ilyen x
5.1. Példa. Néhany példa a Cjs-re:
o fu(z) =z~ Culy) =yl

Y haz=¢

x egyébként ~ Culy) =0

o fu(z)= {

o fu(xz) =01~ Cp(y) =00 hay#01

5.19. Tétel. Legyen M egy tetszoleges Turing-gép és U egy univerzalis Turing gép, ekkor:
3k konstans, hogy Cy(y) < Cy(y) + k

5.19. Bizonyitas. Legyen z olyan, hogy fi/(z) = y és || minimalis. Ekkor |z| = Cjs(y). Legyen
w az M Turing-gép kédja. Ekkor U a w#y bemeneten y-t ad ki. Allitsuk el6 w#x binaris kodjat
a kovetkez6 képpen:

e w-ben minden 0 helyett irjunk 00-4at
e w-ben minden 1 helyett irjunk 11-et
e A # jel helyett irjunk 01-et.

Ekkor az atkddolt valtozat hossza:

2w| + 2 +|z|
——

k
O
5.20. Allitis. Ha U; és Uy univerzalis Turing gépek, akkor:
3k |Cu, (y) — Con ()| < k
5.20. Bizonyitas. Az el6z6 tétel kovetkezménye. O

Definicié. Az y € ¥* szénak a Kolmogorov-bonyolultsaga:

C(y) = Cy(y) (valamilyen rogzitett U univerzalis Turing-gépre)
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5.2. Példa. Néhany példa a C-re:

e Nézziikk meg azon y, szavak Kolmogorov-bonyolultsagat, amelyek n hossziak és csupa
nullabdl allnak. Egy ilyen szét eléallithaté egy M(n) = y, Turing-géppel, amelynek
univerzalis Turing-géppel val6 szimulaldsahoz az n bemenetre van sziikség. Az n bemenet
log(n) biten leirhatd, igy: C(y,) < log(n) + K.

e Nézziikk meg azon n hosszi y, szavak bonyolultsigat, amelyekben pontosan két darab 1-

c s 2

univerzalis Turing gép, amely el6éllitja ezeket a szavakat. Ekkor a bemenet n#i#j. Az els6
két szam esetén a 0-kat és l-eseket megduplazva, hasznalhatjuk a 01 kédot az elvilasztd
karakternek. Igy: C'(y,) < 5log(n) + K.

Definicié. Az y € ¥* sz6 dsszenyomhatatlan, ha C(y) > |y|

5.21. Tétel. Minden n-re létezik n-hosszi 6sszenyomhatatlan szo.

5.21. Bizonyitas. A legfeljebb (n— 1)-hossz1 lehetséges bemenetek szama 20421 4-- .. 4271 =
2" — 1. Ez alapjan viszont létezik olyan n hosszi y szd, amit nem lehet kiszamolni legfeljebb
(n — 1) hosszi bemenetekbdl, hiszen az n hosszt leheséges szavak szama 2. O

5.22. Tétel. A C': ¥* — ¥* Kolmogorov-bonyolultsag fiiggvény nem rekurziv.

5.22. Bizonyitas. Legyen F(m) = min{y : C(y) > m}. Ekkor C(F(m)) > m. Ha C rekurziv
lenne, akkor F'(m) kiszdmithaté lenne m-bél a kévetkezéképpen:

e Vessziik sorban az y-okat
e kiszamoljuk réajuk C(y)-t.
e Ha C(y) > m, akkor kiirjuk y-t

Mivel m leirhaté log(m) bittel ebbdl az is kovetkezne, hogy C(F(m)) < log(m) + k, ami ellent-
mondas, hiszen korabban l4ttuk, hogy C(F(m)) > m. O

5.23. Allitas. A palindromok nyelvének felismeréséhez az egyszalagos Turing-gépnek kell legaldbb
29, 4
cn® 1épés.

5.23. Bizonyitas. Legyen y egy 6sszenyomhatatlan k hosszi sz6 és legyen a Turing-gép bemenete
w = y0Fy®. Ekkor |w| = 3|y|. Legyen g;...gj4+p azon &llapotok amelyekben a Turing-gép a
kozépsoé nullédk egyikének feldolgozasa kézben van. Tekintsiink egy M Turing-gépet, amelynek a
bemenete a fenti allapotsorozat és hogy melyik allapot melyik 0-ashoz tartozik. Miikodjon M a
kovekezbképpen:

e Vegylink egy k hossza z szét.

A palindrom-felismeré Turing gépet szimulaljuk Ugy, mintha a szalag elején z lenne y
helyett.

Ezutén figyeljiik meg, hogy az elsé 0-as elérésekor melyik allapotban vagyunk.

e Ha ez nem g¢;, akkor vegyiik a kovetkez6 z szot és kezdjiik eldlrol.

Ha ez qj, akkor folytatjuk a szimuldciot.
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Ha minden ¢;...gj4p allapot jo volt egy adott z-re, akkor z = y, hiszen 20Fy R és y0Fyl
bemeneten M és a palindrom felismer6 gép egyformén viselkedik. Ekkor:

C(y) < O(p)

Mivel C(y) > |y| ebbdl az is kivetkezik, hogy:

Y|
> 2
p_K

Ahol K valamilyen konstans. A K-t valaszthatjuk gy, hogy az egyenlétlenség mindegyik kézépsd
nulla esetén teljesiiljon. Ekkor mind a k darab nulldn legaldbb p-szer jart a Turing-gép:

M@%mmmzK%:QWﬁ

Definicié. Egy z végtelen hosszt 0-1 sorozat Kolmogorov-véletlen ha:

C(;n)—>1ha(n—>oo)

ahol z, a z n-hosszu kezddészelete.

5.24. Tétel. A kovekezd két allitdas a Kolmogorov-véletlen és az algoritmusok kapcsolatat irja
le:
e Ha 2 algoritmussal eléallithaté, akkor nem lehet Kolmogorov-véletlen

e Ha 2 bitjei %—% valoszintiséggel 0-asok vagy 1l-esek, akkor:

P(z Kolmogorov-véletlen ) = 1
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