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Digitalis Technika

 Elméleti alapok
» Boole algebra
» Logikai fliggvények
» Kombinaci0s halozatok
* Specifikacio, reprezentacio, konverzio
» Alapelemek, kapuk, keétszintii halozatok
A szorzatdsszeg (SOP, Sum of Product) realizacid
* Nem teljesen specifikalt halozatok
e Minimalizalasi eljarasok

» Tobbszint haldzatok, a globalis optimalizacio
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Boole Algebra

* A Boole algebra
« A {B, +, *, } négyes a Boole algebra, ahol
* B az elemek (konstansok, valtozok) halmaza
«a+,* és pedig miveletek a B elemei kozott, additiv,
multiplikativ €s ellentett kepzés jelentéssel
* Az algebra kiilonb6z06 alkalmazasi teriileteken 1s

megjelenik
- Logikai algebra  ES, VAGY, INV
« Halmazalgebra RS LINY

» Kapcsolasi algebra: soros, parhuzamos, megszakito
* A miveletek jelolései adott kornyezetekben eltérdek
lehetnek
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Boole Algebra

 Axiomak

* B elemeire
« Al:B=0,haB#1 Ald:B=1,haB#A0 Kétértéki
- A2:0=1 A2d:1=0 NOT, invertalas

* A konstansmuveletekre
+ A3:0*0=0 A3d:1+1=1ES/VAGY
e Ad4:1*1=1 A4d:O+O:OES/VA,GY
« A5:0*1=1*0=0 A5d: 1+0=0+1=1 ES /VAGY

* Dualitas elve: Ha a Boole kifejezésekben a 0 €s 1
szimbolumokat €s a * ¢s + muveleteket felcsereljik, az
allitasok érvényesek maradnak (Fentiekben Aid jeloli
az egyes axiomak dualisat)

rr y Pns . y *
e M&lveletvegzem sorrend: () > — * — +

h 4
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Boole Algebra

* Egyetlen valtozora vonatkozo tételek

#  TIEERISE Tld:B+0=B Egységelemek

« T2.B*0=0 T2d:B+1=1 Nullaelemek
H O — o —

« T3:B*B=B T3d:B+B =B Idempotencia

e — D
e T4 B=B B_|>o&[>o£:5— Involucio

o T5 B* B 0 T5d:B+B =1 Komplementer
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Boole Algebra

 Kaét (vagy tobb) valtozora vonatkozo tételek

BME-MIT /\/\/‘

T6: B*C=C*B T6d: B+C=C+B Kommutativitis

T7: (B*C)*D=B*(C*D)  T7d: (B+C)+D=B+(C+D) Asszociativitas

T8: (B*C)+(B*D)=B*(C+D) Disztributivitas
T8d: (B+C)*(B+D)=B+(C*D)

T9: B*(B+C)=B T9d: B+(B*D)=B Elnyelés

T10: (B*C)+(B* € )=B  T10d: (B+C)*(B+ C)=B sszevonas

T11: (B*C)+(B*D)+(C*D) =B*C+(B*D) Konszenzus
T11d: (B+C)*(B +D)*(C+D) =(B+C)*(B+D)

T12: By*B;*B2...=By+B,+ B, .... De-Morgan tétel
TI2d3E, 45, HIBZEEC= B~ BISSEoR
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Boole Algebra: De Morgan tetel

A De Morgan tétel 2 valtozora, részletesebben

e F=A+B= AxB F=A*B=A+8B
AL o /A A ; £ > AB = 23 A+B A+B

. Mas forméaban felirva, kifej ezObb:

e AxB= A+B A+B= AxB

A olA A A A
Dﬂ = ﬁ. A+/B > JUA+/B S A+B = IA*/B JUA*B
Bl N B | /B

' ::;AZ_O'RB
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Logikal fuggvenyek

* A logikai fiiggvények: Boole valtozok kozott Boole
algebra szabalyai szerint értelmezett leképezések, pl.

Y =A+B*C +/A*/B*C + A*C
* Logikai fuggvények leirasakor elofordulo fontosabb

kifejezések

* Valtozok: Az elsodleges logikai valtozok A,B,C

* Literalok: A fenti valtozok elofordulasai ponalt vagy
negalt értelemben, azaz A, /A, B, /B, C

e Szorzat (Product Term, PT): Onallé literalok és ES
kapcsolati kifejezéseik, azaz A, B*C, /A*/B*C, A*C

* Szorzatosszeg (Sum-of-Product, SOP): A kifejezések
azon formaja, ami szorzatok VAGY kapcsolatabol all.

BME-MIT /\/\/‘
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Logikal fuggvenyek

« Altalanos esetben a logikai fiiggvényeket, mint
bemenet-kimenet tipusi memoria mentes (emlékezet
nelkiili) leképezéseket tekintjuk

a —>
b\ Tetszbleges [——=> X
? —_—> fuggvény . N &

* Logikai fiiggvények a bemeneti valtozok értékének
minden lehetséges kombinaciojahoz a kimeneti
valtozok 0 vagy 1 értékeét rendelik

* A logikai fuggvényeket kombinacios halozatokkal
realizalhatjuk, mert a kimeneteik értéke egy adott
pillanatban csak és kizarolag a bemeneti valtozok
aktualis értékétol fiigg

BME-MIT /\/v\
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Elemi logikai fuggvenyek

 Konstans loglkal fliggvenyek
* 0 bemenet, 22

* (Fo=0, F=1)

« Egyetlen bemenet

- 1 bemenet, 22" = 4 kiilonboz6 fliiggvény

= 2 kiilonb06zd fliggveny

* (Fy=0, F;=A, F,=/A, F;=1)
 Ketto bemenet

. 2 bemenet, 22° = 16 kil

BEM KIM
FO | F1
nincs
BEM KIM
A FOO | F1 | F2 | F3
1] 0 1
1 0 1 1

0nb0z0 fliggveény

» (F,=0, F,=A*B, F.=A, F-=/A, F.=A+B F.=1)
= R NDE RN 7 R e
BEM KIM
A B FO F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 FA FB FC FD FE FF
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
0 A*B | A*/B| A | /ATB B A*B | A+B |/(Aa+B)|/(A*B)| /B | A+/B| /A | /A+B [/(A*B)| 1
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Elemi logikai fuggvenyek

* Az elemi logikai fuggveények részletes specifikacioja
AND NAND OR NOR

BEM KIM BEM KIM BEM KIM BEM KIM
A B | A*B A B |/(A*B) A B | A+B A B |/(A+B)
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0
B B B 2

XOR XNOR

BEM KIM BEM KIM

A B | AMB A B |/(AB)

0 0 0 0 0 1

0 1 1 0 1 1]

1 0 1 1 0 ]

1 1 0 1 1 1
£ A'B %DM)

B ) B

:
g
!
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Elemi logikai fuggvenyek

* Tobb bemeneti loglkal fliggvények
« 3 bemenet, 2%° =256 kiilonbdzo6 fiiggvény
« 4 bemenet, 22" = 65536 kiilonboz fiiggvény
* Hamar kezelhetetlennek tind komplexitas
« Ezek persze nagyrészben hasonlo jellegh fiiggvények, azaz
* akar a bemenetek felcserélgetésével,
e akar a bemenetek/kimenet invertalasaval azonos formara hozhatok
 Tehat pl. egy 4 bemenetii ES kapu a 4 bemeneti valtozo
minden lehetséges ES kifejezését realizalni tudja, legfeljebb
az F=C*D ¢s F=A*B 2 bemenett fliggvények esetén a nem
hasznalt bemenetekre ,,1”° szintet kell adni.

F1:1 F1:1 F1:1 lutd
b b

and2 and?2 3
12

| 4
) _A
ol B i -
B \7 — A o = - ° i‘ N o
. [+} 1] J
T < F1_imp_F11 e N
A

F1_imp_F11 F1_imp_F11 L

4
F1 F1 F1 F11
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Logikal fuggvenyek specifikacioja

* A logikai fiiggvények kiillonbozo modokon
specifikalhatok
* Egyertelmu, teljes specifikacio:
* Igazsagtabla
* Algebrai normal alak

Diszjunktiv normal alak, DNF, tehat SOP azaz Sum-of-Products
Konjuktiv normal alak, CNF, tehat POS azaz Product-of-Sums

« Karnaugh tabla, grafikus forma
* Tobb formaban i1s megadhato, logikailag ekvivalens
specifikaciok
* Szoveges specifikacio
«  Altalanos algebrai alak
* Kapcsolasi rajz

e A &szciﬁkéci(’)k egymasba alakithatok, konvertalhatok

BME-MIT

FPGA labor



Logikal fuggvenyek specifikacioja

* A tovabbiakban ket egyszeru, 3 valtozos logikai
fiiggvényt fogunk példaként alkalmazni az
alaptulajdonsagok bemutatasara

* Szoveges specifikaciok
 Fl1: A fliggvény a bemeneti valtozok paritasat jelzi.
A kimenet jel értéke 1, ha a bemeneten paratlan
szamu aktiv jel van, egyébkent 0.

* F2: A fliggvény egy tobbségi szavazast jelz6 aramkor.
A kimenet jel eértéke 1, ha bemenetei kozott tobb az
aktiv jel, mint az inaktiv, egyebként 0.

BME-MIT /\/\/‘
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Logikal fuggvenyek specifikacioja

Egyértelmu, teljes specifikaciok:

Minden esetben explicit modon definialjak a bemeneti
valtozok minden kombinacidjahoz tartozo kimeneti
ertekeket, tehat az adott (1gazsagtablazatos, grafikus K-tabla
vagy kanonikus DNF/CNF algebrai) formaban nem létezhet

mas, elterd ertelmu specifikacio

BEMEMETEK

KIn

INDX

A

B

Fl

BEMEMETEK

Kin

0

0

INDX

A

B

F2
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F1 =/A*/B*C+/A*B*/C+A*/B*/C+A*B*C = SOP(1,2,4,7)
BME—MIT/\N\FZ = JA*B*C +A*/B*C +A*B*/C +A*B*C = SOP(3,5,6,7)

FPGA labor



Logikal fuggvenyek specifikacioja

 Tobb formaban is megadhato, logikailag ekvivalens

specifikaciok
 Mindegyik ugyanazt a fliggvényt irja le, csak kiilonboz6 formakban,
ertelmezeésben

* Szoveges specifikaciok
 FI: A fliiggvény a bemeneti valtozok paritasat jelzi. Ha a bemeneten paratlan
szamu aktiv jel van, a kimenet jel érteke 1, egyébként 0.

« F1 alternativ: A fiiggvény egy binaris 1 bites teljes 6sszeadoé (ai,bi,ci) 6sszeg
kimenete. Az 6sszeadas miivelet szabalyai szerint, az 6sszeg kimenet ertéke:
0+0+0=0, 0+0+1=1, 0+1+1=0, és van atvitel, végiil 1+1+1=1 és van atvitel.

 F2: A fuggvény egy tObbsegi szavazast jelz0 aramkor. Ha bemenetei kozott
tobb az aktiv jel, mint az inaktiv, akkor a kimenet 1, kiilonben 0.

 F2alternativ: A fliggvény egy binaris 0sszeado atvitel kimenete. Az
osszeadas muvelet szerint akkor van atvitel, ha az (ai,bi,ci) bemenetek
e &l&l\pota a 0+1+1 vagy 1+1+1 feltételeknek felel meg.

FPGA labor



Logikal fuggvenyek specifikacioja

 Tobb formaban is megadhato, logikailag ekvivalens
specifikaciok
Mindegyik ugyanazt a fliggvényt irja le, csak kiilonboz6 formakban,
ertelmezésben

« Altalanos algebrai alakban
 F1=/A*/B*C+/A*B*/C+A*/B*/C+A*B*C DNF, SOP
* FI'’=A XOR B XOR C XOR forma
 F1=(A+B+C)*(/A+B+/C)*(A+/B+/C)*(/A+/B+/C) CNF, POS

e F2=/A*B*C +A*/B*C +A*B*/C +A*B*C DNF, SOP
o SR BEC-+-AXC SOP, de nem DNF
F2 = (A+B)*(B+C)*(A+C) CNF, POS

BME - MIT/\AA
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Logikal fuggvenyek specifikacioja

 Tobb formaban is megadhato, logikailag ekvivalens

specifikaciok
 Mindegyik ugyanazt a fliggvényt irja le, csak kiilonboz6 formakban,
ertelmezeésben

* Kapcsolasi rajzok az F1 fiiggvényre

A,
]
-

3D QUtpL

GE@C

F1:1

ord

F1

and3
. N e
—

F1_and0003_imp_F1_an

and3b2
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[ 2 —/]
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Logikal fuggvenyek specifikacioja

 Tobb formaban is megadhato, logikailag ekvivalens

specifikaciok
 Mindegyik ugyanazt a fliggvényt irja le, csak kiilonboz6 formakban,
ertelmezeésben

 Kapcsolasi rajzok az F2 fiiggvényre

and3b1
-

_or3

)

Da >

D,
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Logikal fuggvenyek specifikacioja

* Nem teljesen specifikalt fuiggvények

* (Gyakran a logikai fliggvények bemenetén nem fordul
el0 a bemeneti valtozok minden kombinacidja

* Vagy bizonyos kimeneti ertekeket valamilyen okbol
nem hasznalunk fel (Adatkimeneti bitek ervénytelen
jelzes mellett)

* Ezekben az esetekben a kimenetekhez tetszoleges értek
rendelheto (akar 0, akar 1). Ezt kozombos, Don’t Care
(DC) bejegyzésnek nevezziik és x, -,* jeloléssel jeloljuk.

* A tervezesnél ezeket a bejegyzéseket egyenkent,
egyedileg ugy valasztjuk meg, hogy a realizacional
minél egyszerubb feltételeket kapjunk. (1asd késobb)

BME-MIT /\/\/‘
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Logikal fuggveények realizacioja

* A specifikaciok alapjan a tervezo tobb, egymassal
logikailag ekvivalens, de egyéb paramétereiben
jelentosen eltéro megoldas koziil valaszthat

* Ezlehetoséget ad egyedi szempontok szerinti
optimalizalasra. Tipikus optimalizalasi szempontok:
* Legkevesebb alkatrész (jelentése technologia fiigg0)
* Leggyorsabb miikodés (legalabb a kritikus jelre)
* Megleévo ,raktarkészletbdl” epitkezes

 Mindezek a célok a logikai fiiggvények egyszerusi-
tésével, a redundanciak kihasznalasaval érhetok el.
Ez a logikal fiiggvények tervezeésének targya.

BME-MIT /\/\/‘
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Logikal fuggveények realizacioja

 Keétszintu halozat, SOP realizacio (POS is hasonlo...)
* A logikai fuggvények egyszerusitése a szorzat
kifejezések ,,szomszédossagan” alapulnak.
* Ha két szorzat kifejezesben ugyanazon valtozok
vannak ¢s csak egyetlen valtozo szerepel ponalt €s
negalt ertelemben, akkor az kiegyszerusitheto

KIF*/A + KIF *A=KIF* (/A+ A) =KIF*1 =KIF
* A fliggvény minimalizalasa az ilyen (és tovabbi
,,egyszerl’” algebrai) atalakitasokon alapul.

* Sok esetben atmeneti ,,bovites” vezet jelentds
redukciora €s az algoritmusok ezt ki 1s hasznaljak

BME-MIT /\/\/‘
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Minimalizalas algebrai uton

* Algebrai minimalizalas
 F=/A*/B*/C + A*/B*/C + A*/B*C
F = /IB*/C*(/A+A) + A*/B*C
F = /B*/C(1) + A*/B*C
F=/B*/C + A*/B*C

« F=/A*/B*/C + A*/B*/C + A*/B*C
F = JA*/B*/C + A*/B*/C + A*/B*/C + A*/B*C
F = IB*/C*(/A+A) + A*/B*(/C+C)
o F=/B*/C*(1) + A*/B*(1)
. F=/B*/C+A*/B

* Lathatoan globalis Keresés sziikséges

BME-MIT /\/v\
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Minimalizalas Karnaugh tablaban

« A Karnaugh tabla egy szemléletes eszkoz a
mintermek kozotti kapcsolatok bemutatasara

* Minterm: Olyan szorzat, amelyben minden valtozé
szerepel, ponalt vagy negalt értelemben, MLILIUI
1 K-tabla cella = 1 Igazsagtabla sor CREER

1

12 13 15 14

0 1| nn|m|11|1n|
I A 0

e A cél szomszédos cellakbol 2" meretu hurkok
BME-MIT /\Al(eresése, 1.2.3....bemeneti valtozora
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Minimalizalas Karnaugh tablaban

* A szomszedossag esetei n=4 bemeneti valtozora
« M=1, 2, 4 mintermre F = CD+BD+AB/C+/A/B/C/D

DD‘EH‘H‘HJ‘

AB\CD .... o o

=]

oo

1
0
01 e

14 13 14

0
1
1 f1,1
0

0
05 2™ 971110

o o o O

0 0

* Specialis szomszédossagok:

« pl.0-2, 4-6, 12-14, 8-10 sor végi cellak

MM (D0 ||| |~d]|o (v |jw|m e
R e W W N S W e T e e O e T s T T e R e T
R I N e e T e T e T e T N R I S o T e T e e
== olo|lR|R|lolo|lRr|R|lolo|lR|R|ola]lm
= =R R = R =R R =R L =R R =R L = e
= Il R = =R =R R =R L =R R =R =R

* pl. 0-8, 1-9, 3-11, 2-10 oszlop cellak
nl. 0-2-10-8 sarokcellak

BME-MIT /\/\/‘
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Minimalizalas Karnaugh tablaban
+ F=/A*/B*/C + A*/B*IC + A*/B*C

0 0 0
0 0

nn|m|11|1n|
1 0 _0 0
L T 2

A\BC

............

* A kiolvashato hurkok a (0.,4) és a (4,5)
mintermekbol allo kettes hurkok.

» Igy a minimalis realizacio: F = /B*/C + A*/B

 Hatékony modszer n< 4 esetre.

* Megjegyzes: Egy cella tObbszoros lefedese olyan,
mintha az algebrai alakba tobbszor beirtuk volna

BME-MIT /\/\/‘
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Minimalizalas: algoritmusok

* Modszerek a logikai fiiggvények minimalis SOP

realizaciojanak eloallitasara

* Implikans: Olyan szorzat logikai fiiggvény, amely része az
eredeti fliggvénynek, azaz minden 1-es érteke szerepel abban is.

* Primimlikans: Olyan implikans, amely maximalis méretti.

« Az implikansok szorzatok,
tehat hurkok a K-tablaban

* Minden szorzat meghataroz egy
implikanst, de csak a maximalizalt

méretll hurkok primimplikansok
(pl. /ABD és ACD implikansok)

Az I1,=CD, |,=BD I,=AB/C ¢és ~
|,=/A/B/C/D szorzatok pedig primimplikansok

BME-MIT /\/\A
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Minimalizalas: algoritmusok

* Lényeges primimplikans: Olyan Kkifejezés, aminek
van olyan ,,1”-es cellaja, amit az eredeti fiiggvénybol
csak ez tartalmaz. Tehat a teljes fiiggvény a l1ényeges
primimplikans nélkiil nem realizalhato.

* Ebben a példaban mindegyik |A B\ c D [00/08 i i0
|,= CD, |,=BD, 1,=AB/C,
|,=/A/B/C/D primimplikans
Iényeges primimplikans, tehat
F=1+L+1;+1,

e Altalanos esetben a realizacié
tartalmazza a lényeges primimplikansokat és a
maradekbol egy olyan készletet, hogy minden ,,1”-€S
cella legalabb 1-szer le legyen fedve.

BME-MIT /\/\/‘
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Minimalizalas: algoritmusok

 Példa 2:

* Ebben a peldaban a primimplikansok a kovetkezok: 1,=
IA/B, 1,=/AD, 1,=BD, 1,=AB/C

* Lényeges primimplikans az |, (két sarok miatt),
1,(ABCD) és I, (AB/C/D) miatt.

* Tehat a realizacid biztosan
tartalmazza I, 1 ¢és I, lényeges
primimplikansokat és az I,
primimplikans mar nem sziikséges

AB\CD

 F°’=/A/B+ AB/C +BD

BME-MIT /\/\/‘
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Minimalizalas: algoritmusok

* Példa 3: Nem teljesen specifikalt fuggveny

* Ebben a peldaban vannak DC, azaz tetszolegesen
megvalaszthato fliggvényertekek (* cellak). Az 5 ilyen
cellabol 3-at ,,17’-nek valasztunk, ezek kedvezoen
novelik az egyebkent 1s sziikseges lefedo hurkokat

* A maradek 2-t nem hasznaljuk ¢s igy 0 érteket
reprezentalnak a kimeneten.

 Minden primimplikans lényeges,
I, =/A/B/IC, |, =/AD, I, =A/D

* A DC bejegyzesek kihasznalasaval
Iényegesen egyszerlubb a realizacio

« F=/A/B/C+/AD + A/D .
 XOR fiiggvénnyel F’ =/A/B/C + A XOR D

BME-MIT
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Minimalizalas: algoritmusok

* Sok bemeneti valtozora ezek a kézi modszerek
(algebrai, K-tabla) mar nem megfeleloek
* Leéteznek szamitogépes algoritmusok
« Algoritmus
* Veéges szamu lépesben megoldja a problémat
* Véges 1d0 alatt leall egy valamilyen megoldassal
* Algoritmusok mindsitése
* Optimalis: Megtaldlja a legjobb megoldast
 Hatc¢kony: Egy j6 megoldast talal gyorsan
* Kimerito algoritmus
* Megtalalja az optimalis megoldast
* Esetleg hosszu 1dobe telik
* Heurisztikus algoritmus
* Hatékony, gyors
* JO megoldast talal, de nem feltetlentil az optimalisat
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Minimalizalas: algoritmusok

* Quine-McCluskey (50-es évek)

* Kimerito teljes algoritmus

* Az eddig megismert Iépeseket 1smetli

* FEldsz0Or generalja az aktiv mintermeket

* Ezek alapjan implikansokat allit eld

* Megkeresi az 0sszes primimplikanst
* Figyelembe veszi a Don’t Care jelzéseket 1s)

* Kivalasztja a lenyeges primimplikansokat

« Osszevalogatja a még sziikséges primimlik4nsokat,
ugy, hogy a legkisebb koltsegli megoldast adjak

* Sajnos ez a kimeritd teljes kereses a szamitogepes
vegrehajtas mellett 1s tal hosszu futasidot 1igenyel

* Az optimalis megoldas koltsége tul nagy
BME-MIT
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Minimalizalas: algoritmusok

* Espresso
« Heurisztikus algoritmus

BME-MIT /\/\/‘

Talaljunk elfogadhato6 1d0 alatt egy elegendden ;6
megoldast (nem kell feltétleniil az optimalis megoldas)
Lokalis keresés1 algoritmus

Nem generaljuk az 6sszes mintermet és primimplikanst
Viszont lépesenként finomitjuk (esetleg visszalepve) az
addig elért lefedési keszletet

Egyértelmi minimumhely esetén biztosan megtalalja,
tobb lokalis minimum esetén 1) feltételekkel Gjraindulva
esetleg javithatd a megoldas megbizhatosaga

FPGA labor



Minimalizalas: algoritmusok

* Espresso
* A jelenleg legnépszerlibb algoritmus one, bc® —{ Complement |— OFF(f
* KiemelkedOen hatékony a logikai :

- 5 A%% - iExpand:
figgvények minimalizalasaban P T
 Harom {0 1épés ki il

- o . y IL N
«  Bovités: a mintermek/implikansok (Essemia" primeSJ

meéretének novelési kisérlete ) ,L
* Redukci6: A bovites forditottja, kisebb —(Expand |
hurkok kialakitasa, finomabb hurkok, |’§uce\|
jobb teljes lefedés érdekében P —
g o PN TRA ———Inedundant}
 Tobbszoros lefedes kivaltasa: =
az implikansok olyan készlete, ahol |Make sparse |— F
egy-egy l-est minél kevesebb hurok fed le
* Ezek iterativ ismétlése, sokszor visszalépve

* Szinte minden logikai halozatgeneralo szintézis
== lg{&g\fam ezt hasznalja
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