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Zarthelyi dolgozat
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az ttmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd
gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa
nélkil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valoban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastol 1ényegesen kiilonbozé megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre ad-
hat6 pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldod melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0). Az utmutatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is
oszthatok. Az ttmutatoban leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamolasonként 1-1 pont vonandd le a feladatokbol. Ez aldl kivétel,
ha az elszamolas lényegesen egyszertisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon
feladatrészekért, amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Az A, B és C eseményekrol tudjuk, hogy legalabb az egyikitkk mindig bekdvetkezik, tovab-
ba A és B fiiggetlenek, B és C’ pedig egymést kizéréak Hatarozzuk meg a fenti események
valosziniiségét, ha P(A | B) = 7, P(C' | AU C) = 5, valamint P(AN C) = = is teljesiil!

Megoldads:
(2 pont) A fiiggetlenség miatt P(A | B) = P(A)
(1 pont) igy az els6 megadott feltételes valdszintiségbdl P(A) = le
A maésodik feltételes valészintiségbol pedig
(2 pont)
3 _P(AuC)nC)  P(O)
4 PAUC)  PAUQ)

4
1 pont) tehat P(AUC) = 3 P(C).
1 pont) A Poincaré-formulat alkalmazva
pont) P(AUC) =P(A) +P(C) —P(ANC),

(

(

(2 ) |

(1 pont) azaz - P(C) = 1 +P(C) — =,
(1 pont) ahonnan P(C) = ;

(

1 pont) Mivel AUBUC =, igy PLAUBUC) =1
A Poincaré-formulat alkalmazva
(2 pont)

=P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(BNC)-P(CNA)+P(ANBNC)
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1
(2 pont) A fiiggetlenség miatt P(AN B) = P(A)P(B), tehat P(AN B) = 1 P(B)
(2 pont) B és C események egymést kizarok tehat BN C = (), tehat P(BNC) =0
(1 pont) és P(ANBNC) =
4
(1 pont) mindezeket behelyettesitve P(B) = g

2. Aladar és Bea kartyaznak. Eloszor Aladar huz két lapot egy megkevert magyarkartya-paklibél,
majd ezutan (a kihizott lapok ismerete nélkiil) Bea hiiz egy lapot Aladar kezébdl.
(a) Mennyi a valdésziniisége, hogy Bednal piros szinii lap van?
(b) Mennyi a valészintisége, hogy az Aladdrnal maradt 1 darab lap is piros, feltéve, hogy Beanal
piros szin(i lap van? (Egy magyarkartya-pakliban 32 lap van, melyekbél pontosan 8 piros.)

Megoldads:

Tekintsiik a kdvetkezd eseményeket:

(2 pont) B=Bednal piros lap van, A;=Aladar ¢ darab pirosat huzott, i = 0, 1,2
(a)

A kérdezett valészintiség P(B)

(1 pont) A teljes valésziniiség tételébél

(2 pont) P(B) = P(B[Ag) P(Ao) + IP’(Blf‘l ) P(Ar) + (B|A2) P(A,)
(1-1-1 pont) P(B|A) = 0, P(B|A;) = 5, P(B|A2) =

24.8 12 ()

O 2 P(4s) = 2% -

(322> 31 ( : ) 124

24
(Nincs sziikségiink P(Ag) = %2; kiszamolaséara, ezért kilon pont nem jar érte, de ha valamiért
2
csak ez szerepel és a mésik ketto nem akkor lehet ra pontot adni.)
(1 pont) Behelyettesitve: P(B) =1 -2 +1. L
(1 pont) P(B) = i
(b)
(1 pont) A kérdezett val6szintiség P(Az|B)
(
(

(2-2 pont) P(4;) =

1 pont) Bayes-tételbol
P(B|As) P(4,)
P(B)

(2 pont) behelyettesitve: P(Ay|B) = ; = —

2 pont) P(As|B) =

3. Vélasszunk egy-egy szamot egyméstol fiiggetlentil véletlenszertien a [0, 2] és [0, 4] intervallumon.
Mennyi a valdszinlisége annak, hogy az 6sszegiik 3 és 5 kozé esik?

Megoldas:
pont) A véletlen kisérlet megegyezik egy pont valasztasaval a [0, 2] x [0, 4] téglalapon.
pont) Ez az Q) eseménytér.
2 pont) A kedvezo teriilet ezen téglalapnak az x4y = 3 és az x +y = 5 egyenes kozé eso része.
3 pont) j6 abra

Tkedvezo

To

Toa=2-4=8

7
3 pont) Thedvero = 3 (tetszéleges mddon kiszamolva)

pont

(2
(2
(
(
(
(2
(
(

)
)
4 pont) Geometriai valésziniiségi mezé esetén a valdsziniiség—=
)
)
)

7
2 pont) A kérdezett valésziniiség tehat 6
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4. Sandor egy n hosszu bitsorozatot szeretne elkiildeni Tamaéasnak, de tudjak, hogy a csatornan,
amin kommunikdlnak, minden atkiildott bit egymastol figgetleniil 1% valdszintiséggel meghi-
basodik, azaz egy elkiilldott 1-esbol 0, mig egy elkiildott 0-bol 1 lesz. Erre a probléméara azt
az egyszeri megoldast talaljak ki, hogy Sdndor minden egyes bitet egymés utdn haromszor
megismétel, majd megy tovabb a kévetkezd bitre (és igy végeredményben egy 3n hosszi soro-
zatot kiild), Tamas pedig az egymés utani harmas blokkokbdl tgy dekdédolja az tizenetet, hogy
minden bithez tartozé harmasbdl a tobbszor szereplé értéket veszi jonak (azaz ha példdul az
101 harmast kapja, akkor ezt 1-es értéknek veszi).

Milyen hosszi lehet legfeljebb az elkiilldott eredeti tizenet (azaz maximum mekkora lehet n
értéke), ha azt szeretnék, hogy az Taméshoz legaldbb 99% valdszintiséggel hibatlanul jusson el?

Megoldas:
(2 pont) Egy harmasbodl meghibasodé bitek szama ~ B(3,0.01)
(2 pont) Egy adott bitet Tamds, akkor dekddol jél, ha az atkiildott harmasbdl legfeljebb egy
hibésodik meg.
Jelolje ennek valoszintiségét py, (helyes bit valésziniiség)
(2 pont) pre = 0.99° +3-0.01 - 0.99?
Pry = 0.999702
1 pont Tamas helyesen dekddolja az tizenetet, ha minden bitjét jol dekddolja
2 pont) ennek valdszintisége (pry)" = (0.999702)"

(2 pont)
( )
( )
(1 pont) mert fiiggetleniil hibdsodnak meg.
(2 pont) Azt szeretnénk tehdt, hogy (0.999702)" > 0.99
(2 pont) Logaritmusat véve a két oldalnak n - 1n0.999702 > In 0.99
In0.99
2 t) Ah < — = 33.72
(2 pont) Ahonnan n < 110.999702 33.7209
(2 pont) Tehét az tizenet hossza legfeljebb 33 lehet.
5. Tekintstik az ( )2
a_’/’ —
——— haze(l;c
fw=1 9 e
0 kilonben

hozzarendeléssel megadott fliggvényt, ahol ¢ > 1 egy valés paraméter.

(a) Hatarozzuk meg a c¢ értékét gy, hogy a fenti fiiggvény egy folytonos valdszintiségi valtozd
stirtiségfiiggvénye legyen!

(b) Legyen X egy olyan valészintiségi valtozo, amelynek f(z) a stiriiségfiiggvénye. Mennyi X
varhato értéke?

Megoldds:
(a)
(1 pont) f nemnegativ
(2 pont) az eloadason tanult tétel szerint pontosan akkor stirtiségfiiggvény, ha 1 = [ f(x) dz
(2 pont) 1 = [ f(x)dx = [f :c91 dx
_ 1 _ (e=1)?
(2p0nt)—f[ L— 57
(2 pont) Azaz (c— 1) = 27, tehat ¢ — 1 = 3,
(1 pont) ebbdl pedig ¢ = 4.
(b)
(2 pont) EX = [°0 ZEfX( ) dx
(2 pont) EX = [z @D
(2 pont) = [z — )(x D® o + S 1) dx (akkor is nyilvan jar pont, ha a szdmoldsnak nem

ezt az utjat Valasztja)
(2 pont) = [(x 41)4} +1
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(2 pont) = —

6.* Legyen X egyenletes eloszlast a [0,2] intervallumon és Y = m
(a) Adjuk meg Y stirtiségfiiggvényét és varhaté értékét!

(b) Hasonlitsuk ossze a P (Y < ésa P (Y <EY) valdészintiségeket!

Megoldads:
a)

El pont) X’ = X + 1 egyenletes eloszlasu az [1, 3] intervallumon

(1 pont) eloszlasfuggvénye: Fx/(t) = %, ha t € [1, 3]

(1 pont) Y eloszlasfiiggvénye: Fy(y) =P(Y <y) =P (m < y) =P (ﬁ < y)
(

(

Exe)

1-1 pont) = (F < \/§> (hiszen X’ nemnegativ)
1p0nt) *P(L <X/) :1_FX’( L

5 )

(1p0nt):1—\/g2_1:;)—2\1/y

(1 pont) ha y € [é, 1}

(1 pont) Y stirtiségfiiggvénye derivalassal adodik: f,(y) = 4;3 72
( ) ) KU

( )

_ [e’s) B 1 ]_ B 1 1 _1 1/21_1
]EY_‘/—OOny(y)dy_/éywdy_/é4y1/2dy_4[2y }%_g

/////

(
(
(
(1 pont) EX =1

’ 4 e g, ’ 1
(2 pont) az els6 valoszintliség tehat Fy <Z)
(1 pont) a masodik valészintiség Fy (%)
(2 pont) az Fy (y) eloszlasfiiggvény esetiinkben szigoriian monoton névo
(1 pont) ezért a P (Y < EY') val6szintiség nagyobb.



