Nyelvek és automatak 2021

6. Algoritmikus kérdések, CYK algoritmus

1. Adott egy L C {0,1}" regularis nyelv. Az a kérdés, hogy tartalmaz-e minden 0-val kezd6ds szot. Adjon
eljarést, ami ezt a kérdést eldonti, ha a nyelv megadasanak moédja

(a) véges automata
(b) regularis kifejezés

(c) regularis nyelvtan

Megoldds: Jelblje Ly a 0-val kezd8d6 szavak nyelvét. Ekkor a kérdés: Igaz-e, hogy LN Lg= Ly ?

(a) Vegylik Lo-hoz a minimalautomatat. Ebbdl és az L-et megadd véges automatabol elkészitjiik a
metszethez tartozd véges automatat, majd ezt minimalizaljuk. Ha az eredmény izomorf az Ly minimélauto-
matéjaval, akkor a valasz igen, kiilonben a vilasz nem.

(b) Keészitsiink a regularis kifejezésbdl véges automatat. Innen ugyanaz, mint az (a). (El6z6leg elhagy-
hatjuk a regularis kifejezésbdl az 1-gyel kezd6ds tagokat, igy a kezdd automatank kisebb lehet.)

(c) Ha elhagyjuk az S — 1A tipust szabalyokat, az nem elég, mert az is kell, hogy minden Ly-beli
generdlhaté. De az automatéara attérés itt is miikodik — ezt akar csindlhatjuk a teljes nyelvtanbél vagy az
S — 1A alaki szabalyok elhagyésa utan.

2. Adott egy M nemdeterminisztikus véges automata és egy R regularis kifejezés. Vézoljon algoritmust annak
eldontésére, hogy

(a) az M éaltal elfogadott L(M) nyelv megegyezik-e a reguléris kifejezés L(R) nyelvével,

(b) a két nyelv csak véges sok szoban kiilonbozik-e!

Megoldds:

(a) Készitsiink a reguléris kifejezésbdl a tanult algoritmussal véges automatat. Ezt determinizaljuk és
minimalizaljuk. Most mar csak azt kell ellenérizni, hogy az M determinizélasa és minimalizdlasa utan kapott
automataval izomorf DVA-t kaptunk-e.

(b) Kezdjiik, mint az el6bb: készitsiink a regularis kifejezésbdl a tanult algoritmussal véges automatat.
Ezt determinizaljuk és minimalizaljuk, legyen ez Mp. Determinizaljuk az M automatat is, ez legyen M'. Az
a kérdes, hogy az L = (L(Mpg) — L(M')) U (L(M') — L(MR)) nyelv véges-e. Ennek eldontéséhez készitsiik el
az L-hez tartozé minimélautomatat, felhasznalva a kiilénbséghez és az unidhoz tartozo konstrukciot (amibél
kapott automatat aztan determinizalni, minimalizalni kell). Most mar csak azt kell ellendrizni, hogy ez a
DVA nem tartalmaz olyan kort, amibdl elérhetd elfogadé allapot.

Az ut6bbi rész (minimalizélas, kor keresés) helyettesithet6 annak ellendrzésével, hogy a kapott automata
nem fogad el egyetlen olyan szét sem, melynek hossza p és 2p kozé esik. (Itt a pumpélasi hossz helyett
valaszthatunk anndl nagyobb p értéket is amire pl. a determinisztikus teljes automata allapotainak szama
megfelels.)

3. Az L C {0,1}" nyelvben csak véges sok sz6 van, és ezek kozé tartozik a 10 db 0-bol 4ll6 sz6 is. Igazolja, hogy
a nyelv regularis de a minimalautomatéja legalabb 11 allapotu!

Megoldds: Jelblje s a minimalautomata allapotszamat.

1. valtozat — hasznaljuk a tanultakat: Minden véges nyelv regularis (lehet pl. NVA-t késziteni, amiben
minden nyelvbeli széhoz egy-egy kiilon at tartozik, amikben csak a kezddéllapot kozos. Hasonléan lehet
egyszerid regularis nyelvtant is adni). Tudjuk, hogy a nyelv pontosan akkor véges, ha minden szavinak a
hossza legfeljebb p, ami a pumpalési hosszt jeloli. Tehat most 10 < p. A pumpalési lemma bizonyitasaban p
egy determinisztikus teljes véges automata allapotszama, azaz lehet p = s. Ezért 10 < s.

2. valtozat — elemi: A 10 hossz sz6hoz egy 11 allapotot tartalmazé elfogadé szamitasi ut tartozik. Ha
ennek allapotai kézott van ismétlgdés, akkor van egy kor a szamitasi ttban, ami akdrhanyszor ismételhetd,
azaz végtelen a nyelv. Tehat minden VA legaldbb 11 allapotu.
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4. Hozza a kovetkez6 nyelvtanokat Chomsky-normalforméjara! Milyen nyelvet generdlnak a felsorolt nyelvta-
nok?

a) S — aSa|ab
b) S — aSa|bSa|e
c) S —aAbBc |aCbDc, A— aAb|ab, B— Bc|c,C —aC |a, D —bDc|bc

(
(
(
(d)E—SE+E|ExE|a

Megoldds:
(a) A nyelv: {a*+1ba* : k > 0}
1. rész (minden legalabb 2 hossz jobb oldal csak valtozokbol all):
S = XoSX, | XoXp X, —a X, — b

2. rész (feldarabolas):

S = XY | XoXp Y - SX, X, —a X, —0b

(b) A nyelv: péaros hosszu szavak, a felétsl kezdve csupa a bet.

Ez nem egy szabalyos CF nyelvtan, el6bb az e-szabélytél meg kell szabadulni. Ennek eredménye:
S —e|S S — aSa|aa|DbSa|ba
A keletkezett egyszeres szabélyt is meg kell sziintetni:
S" —e|aSa|aa|bSa|ba S — aSa|aa|DbSa|ba
Most johet az 1. rész:
S —e| XoSX, | XaXa | XpSX, | XpXo S — XoSX, | XoXo | XpSXa | XoXa Xqg—a Xy —b
2. rész (az algoritmust kovetve, nem optimalizalunk!)
S e | XY | XoXo | XoZ | XpX, S — XoR| XoXo | XoT | Xp X, X, —a Xp—b

Y - SX, Z — SX, R — SX, T — SX,

(A 4 legutobb bevezetett valtozot lehetne egyetlen valtozoval helyettesiteni.)

(c) Az A valtozobol levezetheték: Lo = {a*b¥ : k > 1}, a B valtozobol levezethetsk: Lp = {cf: ¢ > 1},
a C valtozobol levezethetk: Lo = {a™ : m > 1}, a D valtozobol levezetheték: Lp = {b"c™ : n > 1}. Ezek
alapjan a nyelv: aL,bLpcUaLcbLpc={albic" :p,q,r>2,p=qvagy ¢g=r}

Atalakitas 1. rész:
S — X, AXyBX,. | X, CXyDX,

A— X AXy | Xo Xy B — BX,.|c C— X, C|a D — XpDX,. | Xp X,
X, —a Xp—b X, —c¢
2. rész

S — Xayl ’ XaZl Y1 — A)/Q Y2 — XbY'?) Y3 — BXC Z1 — CZ2 ZQ — XbZB Z3 — DXC
A= X,R|X.Xy, R—AX, B—BX.|c C—X,Cla D-XT|XX. T— DX,
X, —a Xp—Db X.—c¢

(d) A nyelv az (egyszert, zardjel nélkiili) aritmetikai kifejezések nyelve.

1. rész:
E—EX,F|EX,F|a Xy —+ X, — %

2. rész

E—-FEY|EZ|a Y — X E Z—-X.E Xi—+ Xy — *
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5. Egy A — « nyelvtani szabaly hossza legyen 1+ |a|. Egy CF nyelvtan hossza jelentse a benne levs szabalyok
hosszainak Osszegét.

Legyen ¥ = {0,1} és G egy egyszeres szabalyok nélkili CF nyelvtan, amiben n valtoz6é van és a nyelvtan
hossza N. A G-bél a tanult modon elkészitjiik a Chomsky-norméalformaju G’ nyelvtant. Az n és N paramé-
terek segitsegével adjon fels6 becslést G valtozoinak szaméara és a G’ nyelvtan hosszara!

Megoldds: A régi valtozok mellett 3 minden karakteréhez tartozhat 4 valtozo és egy 1j szabaly. Egy A — «
szabalybol pedig |a| — 2 0j valtozod keletkezik és ezt || — 1 4j 3 hosszu szaballyal helyettesitjiik. Tehat
h =1+ |a| hosszbol 3(Ja| — 1) = 3(h — 2) < 3h hossz lesz. Vegylik észre, hogy ez |a| = 2 esetében is igaz, és
a végs6 becslés az A — a alakuaknél is helyes (az utobbi esetekben a hossz nem valtozik).

A CNF-ben a véltozok szama n’ <n+ ||+ N -3 =n+ N — 1.
Az 14j nyelvtan hossza N’ < 2|X| + 3N < 3N + 6.

6. A Cocke-Younger-Kasami algoritmussal elemezziik az aaab szot a kovetkezd nyelvtan alapjan.

S XY |YX X AZ|la Z—XA Y AT|AA|b T—AY A—>a

Az alabbi tablazatban méar kitoltottilk a 2. és 3. sorokat.
(a) Toltse ki az els sort!
(b) Mit jelent az, hogy két S szimbolum keriilt a 3. sor elsd mezdjébe?
(c) Egészitse ki a megfelels indexekkel a tablazatban szerepld valtozokat!
(d) Mi lesz a legfelsé mez6 tartalma?
(

e) A tablazat alapjan allapitsa meg, hogy a megadott sz6 levezethets-e a nyelvtanbol!

4.
S S

3 Y

A VA S
2.

Y Y
1.

a a a b

Megoldds: A nyelvtan Chomsky-normalformaban van, a CYK algoritmust 4talakitas nélkiil lehet ra alkal-
mazni,

(a) Ide azok a valtozok jonnek amiknek van az adott betiibél allo jobb oldala, lasd a tablazat.
(b) Azt, hogy S-bdl az adott sz6 3 hosszi kezd@szelete kétféleképpen is levezethetd.

(c-d) Léasd a tablazat. A nem egy betiis szabalyokat szamoztuk meg;:

1 2 3 4 5 6 7
S—= XY |YX X —>AZ|a Z = XA Y - AT | AA|b T — AY A—a
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L S11 Tra
S2.3
S11 S22
3 Y51
X31 T7q
) Zy1 Zy S11
Y6,1 Y61 T71
X X X
1 Y
A A A
a a a b

(e) Mivel S szerepel a legfels6 mezGben, a sz6 levezethetd. (S6t, mivel kétszer is szerepel, kétféle levezetési
fa is van. Az indexek mutatjak, hogy az egyik az 1., a masik a 2. szaballyal indul.)

7. A CYK-algoritmussal elemezze az alabbi nyelvtant hasznélva az abbbba és az abbba szavakat! Rajzolja fel a
kapott levezetési fakat is!

S— AX | BY | AA| BB X — SA Y - SB A—a B —b

Megoldds: A nyelvtan Chomsky-normélforméban van, tehat az algoritmus a nyelvtan tovabbi 4talakitasa
nélkiil alkalmazhato.

Beszamozzuk a szabalyokat:
1 2 3 4 5 6
S— AX |BY | AA| BB X - SA Y - SB A—a B — b,

majd kitoltjik a tablazatot.
Latszik, hogy egyetlen levezetési fa van a széhoz:

S
6. | Sia1 / \
A X
5. — X574 ‘ / \
e RN R AN
3. — Y&Q Y672 X5,2 B Y a
2. — San | San | San | — | /\
b S B
L. A B B B B A / \ ‘
a b b b b a B Bb
b b
A masik, révidebb szora:
5. —
4. | — —
3. — Ye0 X522 Mivel a fels6 mez6be nem keriilt be az S, ezért
o | iy iy o a sz nem vezethetd le, nincs levezetési faja.
.| A B B B A
a b b b a

8. Adjon meg egy 2 szalagos, determinisztikus Turing-gépet (az dtmeneti fiiggveény leirdséval) az
{a"b™c™ : n > 0} nyelvhez!
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Megoldds: A miikddés elve: a 2. szalagra egy, a szalag elejét mutatdé X karakter kifrasa utan g, allapotban
lemasoljuk az a-kat. Amikor az 1. szalagon a b-khez ériink, egy 1j ¢, allapotban Osszehasonlitjuk a b-k
szdméat a 2. szalagon levS a-kkal. Ha egyszerre ériink az 1. szalagon az els6 c-hez és a 2-on az X-hez, akkor
a q. allapotban az els6 szalag c-inek szamat hasonlitjuk a 2. szalag a-ihoz. Elfogadunk (¢ ), ha egyszerre
ériink az els6 *x-hoz mindkét szalagon.

(%,%) (a,*) (b,*) (b,a) (¢, X) (c,a)
o | (q+,*,* H.H) | (qa:2, X, H, J)
da (qa:2,2,J,J) | (q,b, % ,H,B)
b (a,b,2,J,B) (ge, ¢, X, H,J)
Ge | (qe,x,* H,H) (ge,c.a,J,J)

Elfogadé allapot: gy — itt a szamitds véget ér. Vagy az iires bemenetnél 1éphetiink ide gg-bdl, vagy ha
sikeresen feldolgoztuk az egész szot.
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