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BEVEZETES
Klasszikus fizikai kiegészit6

A klasszikus fizikaban gyakran talalkozunk olyan jelenségekkel, amikor egy ”F” fizikai mennyiség a

tér minden 7 ” pontjaban és barmely ”t” iddpillanatban valamilyen F (17 ,l‘) értéket vesz fel. Gondoljunk
példaul egy kozegben az anyag stirliségére, vagy a kozeg egy pontjdnak az elmozduldsira, az akar az

elektromagneses térre. A célunk ekkor legtdbbszor az, hogy meghatarozzuk a kérdéses fizikai mennyiséget, mint
a hely és az id6 fiiggvényét, azaz az F (7,1 )fﬁggvényt. Az ilyen (vektorvaltozos skalar) fliggvények
szemléltetésére az Un. szinfeliilletek hasznaljuk. Ez azt jelenti, hogy meghatarozzuk a tér azon pontjainak a

”t”

halmazat, amely pontokban az ”F” érték ugyanaz, azaz I (17 , t) = F| . Ez a térben egy adott "t” iddpillanatban

egy (vagy tobb) feliilet lesz. Az id6 mulasaval ez a feliilet valtoztathatja a helyét és az alakjat. Ez szemlélteti a
jelenség dinamikajat. Magat a jelenséget adott fizikai hullamok gerjesztésének illetve ezen hulldmok
terjedésének nevezzik.

A vizsgalt redlis fizikai rendszerekben a tér egyes pontjaiban megvalosuld fizikai allapotok nem
fiiggetlenek egymastol. Ezért terjedhet a hullam a kozegben. Ekkor a rendszer dinamikai leirasa altalaban egy
(linearis) hullamegyenlettel torténik. Ezt kell megoldanunk az adott kezdeti és peremfeltételek ismeretében (ezek
adjak meg, hogy milyen mdédon gerjesztjiik. A megoldasok matematikai leirasara az elkdvetkez6kben komplex
fiiggvényt fogunk hasznalni. Ennek az az oka, hogy a komplex fiiggvényeknek kellemes matematikai
tulajdonsagai vannak, amelyek megkdnnyitik a veliik valdé szamolast. Fizikai tartalma természetesen csak valds
mennyiségnek lehet. Ezért mindig meg kell mondanunk azt, hogy az elméleti targyalasban hasznalt komplex
figgvénybdl hogyan kapunk egy olyan valos fiiggvényt, amely a vizsgalt fizikai jelenség leirasara szolgal. A
klasszikus fizikaban legtobbszor ez a komplex fliggvény valds, vagy képzetes része szokott lenni.

A lehetd legegyszertibb megoldas lehet egy a kdzegben haladd sikhullim. A sikhullim esetén a
szintfeliiletek sikok lesznek (innen van az elnevezés is). Ezeket a szintfeliileteket most “hullamfront(ok)nak”™
vagy “fazisfeliilet(ek)nek” is nevezik. Specialis sikhullam az Gn. harmonikus sikhullam. Ekkor mind térben,
mind pedig idében egy “’szinuszos” periodicitast tapasztalunk. A (harmonikus) sikhullamot jellemz6 adatok az o
korfrekvencia (az idébeli periodicitast megadd mennyiség) és a A hullamhossz (a térbeli periodicitast megado

mennyiség). Ez utobbi helyett a k& hullamszam vektort fogjuk hasznalni, amely megadja a sikhullam
terjedésének az iranyat is. Ez a vektor ugyanis merdleges a hullamfrontok sikjara. Nagysaga pedig a
hulldmhossz reciprokaval aranyos. Célszerii. Célszerli olyan Descartes koordinatarendszerben dolgoznunk,

amelyben a sikhullim az x tengely mentén halad, azaz ]; = (k,0,0). Ekkor ugyanis a hulldim leirasara egy
egydimenzids F(x,¢) hullamfliggvényt lehet hasznalni.
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Ha a vizsgalt fizikai rendszer linearis”, akkor kiilonb6z6 o (kor)frekvenciaju sikhullamok linearis
kombinacidja szintén megolddsa a hullamegyenletnek. Ezt a megoldast szemléletesen hullamcsomagnak
nevezzilk akkor, ha az egy térben lokalizalt (véges kiterjedésii) (hullam)jelenséget ir le. Az Osszetevé “k”
hulldmszamua sikhullamok amplitidodinak Osszességét a hullamcsomag “c(k)” spektrumanak nevezzik. A
matematikai nehézségek elkeriilése végett egy olyan hullamcsomagot vizsgalunk meg, amelynek a spektruma
“négyszdg alaka”. Bz azt jelenti, hogy egy ko hullimszam =+ Ak kornyezetében 1évé minden sikhulldmot

egyforma ”cy” amplitidéval dsszeadunk. Ez a hullamcsomag a specialitasa ellenére mar rendelkezik azokkal az
altalanos tulajdonsagokkal, amelyekre most rd szeretnénk mutatni. Ha a spektrum elegendden keskeny, akkor az

a)(k ) fiiggés a spektrum ko * Ak tartomanyaban linedrisnak tekinthetd. Ezzel a kdzelitéssel a hullamcsomag

térbeli alakja egyszeri integralassal megkaphato. Az eredményt megvizsgalva azt lathatjuk, hogy minél jobban
lokalizalt egy hullamcsomag, annal szélesebb spektrummal rendelkezik és viszont. Ez 4ltalaban (azaz tetszdleges
alaku de véges szélességil) spektrum esetén is igaz! A hullamcsomag, mint egységes objektum haladési
sebessége az Un. csoportsebesség. Ezt legtobbszor a hullamcsomag egy pontjanak (pl. a maximumanak) a
haladasi sebességét jelenti.



A hulldamcsomagok harmonikus hullimokra vald felbontédsat, (illetve a hullamcsomag felépitését)
”Fourier analizisnek” nevezziik. Az ennek megfelelé matematikai miivelet a “Fourier integral” illetve “Fourier
transzformacio”.
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A fizika ¢és ezen belill a kvantummechanika is (mint a természettudomanyok altalaban) az elméleti
modellek és a kisérleti eredmények alland6 kolesonhatasanak eredményeképpen fejlédik. Minden elméleti allitas
kisérleti igazolast kovetel és minden kisérleti eredmény elméleti magyarazatot igényel. A “Kisérlet” (azaz a
"Valbsaggal vald szembesiilés") ebben a kapcsolatrendszerben teljes "véto"-val rendelkezik. "4 tudomany nagy
tragédiaja, ahogyan egyetlen rusnya tény lemészarol egy gyonyori elméletet" irta Thomas Huxley. A
“lemészarolt, gyonyort elméletek” torténetébol valdszintileg egy, a mai fizika konyvnél sokkal érdekesebb és
vastagabb konyvet lehetne irni. Bar manapsag a feltamadas és a talélés szép példanyaival talalkozhatunk az
altudomanyok miiveldinek egyre hangosabb és kovetel6z6bb taboraban. Nem art, ha odafigyeliink!

A kvantummechanika kialakulasat és torténeti fejlodését, a kisérleti eredmények (I jeloli) és az elméleti
modellek (e jeloli) egymasrahatasat a kozolt halodiagram szemlélteti.

A 7régi” kvantummechanika 1900. december 14-én sziiletett. Ekkor hangzott el a német Fizikai
Tarsasag iilésén az akkor 42 éves (!) Max Planck eldadasa, amelynek a cime: A normalspektrum energia-
eloszlasi torvényének az elmélete” volt. Ekkor ismertette a fekete test homérsékleti sugarzasara vonatkozo
elképzeléseit (a részleteket a kovetkezd oldalakon ismertetjiik). Ennek a legfontosabb megallapitdsa az volt,
hogy egy n frekvenciaju (rezgésszamu) rezgd atom (Un. “atomi oszcillator”) energidja (sz6 szerint idézve:)
“meghatdrozott szamu kicsiny egyforma részbdl all. Erre a h természeti dllando szolgal, amelyet a
rezgésszammal megszorozva az emlitett energiaelemet kapjuk.” Ez volt a “kvantumhipotézis” elsé
megfogalmazasa.

Rutherford mérései alapjan kideriilt, hogy egy atom atommagbol és a koriildtte ’keringd” elektronokbol
all (1911). Ettdl kezdve beszélhetiink “elektronfizikarol” és “atommag fizikar6l”. A kvantummechanika
elsésorban az elektronok viselkedésének a vizsgalata soran fejlodott. De a neutron felfedezése (Chadwick 1932)
utdn az elmélet megfelelé Aaltaldnositdssal alkalmas volt az atommag modellek megalkotdsdra is. A
kvantummechanikai elmélet és a kisérletezés Osszhangjanak diadala volt az els atomreaktor megépitése (E.
Fermi, 1942) és a tranzisztor megalkotasa (Bardeen, Shockley, Brattain 1947). Egyik sem sziilethetett volna
meg, a kvantummechanika elmélete nélkil. "Semmi sem olyan gyakorlati, mint egy jo elmélet" mondotta
Boltzmann. A mai mindennapjaink bizonyitjak, hogy a kvantummechanika egy jo elmélet!

Tudnunk kell azonban, hogy a kvantummechanika fogalmi rendszere és szemlélete nagyon eltér a
megszokott klasszikus fizikai gondolkodasunktol. Ezért a hétkdznapi nyelvre “leforditott” allitasait a ”’jozan ész”
képtelennek és lehetetlennek (abszurdnak) itéli.

Létezik azonban egy olyan univerzalis “formalis rendszer” egy egzakt nyelv, amellyel az igen absztrakt
allitasainkat egyértelmiien kifejezhetjiik. Ez a ’nyelv”” a matematika.

Igen komoly filozofiai kérdés az, hogy mi lehet az oka annak, hogy a matematika ilyen jol hasznalhato
a természetben tapasztalhato jelenségek leirasaban és megértésében. Tény azonban, hogy szinte egyetlen mod a
természeti torvények pontos megfogalmazasara az, ha azt a matematikai allitdsok (egyenletek) formajaban adjuk
meg. A hétkoznapi szemlélet hidnya miatt a Kvantummechanikdban erre kiilondsen nagy sziikség van. Bar a
Fzika nem matematika, de nem lehet meg a Matemetika nélkiil. Ahogyan azt el6szor G. Galillei megfogalmazta
”A Természet a matematika nyelvét beszéli.” (ekkor a XVII. szazad elejét mutatta a naptar.)
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1. KVANTUMMECHANIKA

Bevezeto (Torténeti attekintés)

A homérsékleti sugarzas jelenségét a hétkoznapokban is mindenki tapasztalhatja. Minden T
hémérsékletii test elektromagneses hulldmok formajaban energiat sugaroz. Ennek oka a testet felépitd



atomokban 1év0 elektromos tdltések (gyorsuld, pl. rezgd) mozgasa. Abszolut fekete testnek azt a testet
nevezziik, amely a raes6 elektromagneses sugarzast teljes egészében elnyeli. Ez a “test” egy tetszbleges anyagi
mindségli szilard anyagba vajt, tetszéleges alaku iireg elegendden kicsiny kivezetdé nyilasaval modellezhetd.
Ugyanis a nyilason bejutd fény (elektromagneses sugarzas) elvileg végtelen sok reflexié utan érné el ismét a
lyuk kivezetdé nyilasat. Ekkorra azonban (az egyes reflexioknal elnyelodott energiak kovetkeztében) az
intenzitasa gyakorlatilag a zérusra csokken. Igy a nyilason belépett fény teljesen elnyelédétt. Pontosan ez a
fekete test definicigja.

Valamely ”T” homérséklet esetén az iireg faldban az elektromos tdltéssel rendelkezé atomok (a
statisztikus fizikaban tanultak szerint) termikus mozgast végeznek. Ezek a ”v” frekvenciaval rezgd atomok, (in.
atomi oszcillatorok) mint piciny (atomi) antennak elektromagneses hullamot bocsatanak be az {iregbe.
Ugyanakkor (az iiregb0l) rajuk esé elektromagneses sugarzast el is nyelik. Egyensuly esetén az atomok altal
elnyelt és kisugarzott energia egymassal megegyezik. Mindezek ereddjeként az iiregben elektromagneses
allohullamok formajaban p, homogén energia siiriiségii elektromagneses tér van jelen. A nyilason keresztiil
eltavozo energia evvel ardnyos kell, hogy legyen. Méréssel megéllapithaté a kisugarzott E energia frekvencia

szerinti eloszlasa. (Ezt nevezték el “normal spektrumnak”. Lasd 3. oldal.) Ez egy jellegzetes, “harang alaku”
gorbe.

A XIX. szazad végén a fizikusok sikerteleniil probalkoztak avval, hogy elméleti szamitasokkal
megadjak a gérbe matematikai alakjat. A Maxwell egyenleteket, a termodinamika és a statisztikus fizika ismert
torvényeit alkalmazva rendre rossz eredmények sziilettek (pl. J.W.S. Rayleigh és J.H. Jeans vagy W.Wien). A
sikeres megoldas Max Planck (1900) nevéhez fiizodik. Elképzelése a kovetkezd volt. Termikus egyensuly 1évén,
a falban 1év6 tetszoleges v frekvenciaju atomi oszcillatorok atlagenergiaja egyenld kell, hogy legyen az iiregben
kialakult v frekvenciaju elektromagneses allohullamok atlagenergiajaval. Ebbdl kifolydlag nyilvanvalo, hogy a
rezgd atomok energiaja fogja meghatarozni az tiregben 1évé majd onnan tavozd (és igy a mérhetd)
elektromagneses sugarzas energidjat. Elméleti szamitasokkal kimutatta, hogy csak akkor kaphat6 meg a
kisérletekben tapasztalhatdo (“harang alaka™) emisszidos spektrum, ha feltételezziik azt, hogy az atomi
oszcillatorok “g” energidja nem lehet tetszéleges. Pontosabban, egy atomi méretli v frekvenciaval rezgd
tomegpont (mechanikai oszcillator) energidja csak a “Av” energia adag (“energiakvantum”) egész szamui

tobbszorose lehet, azaz &, =n-hv (=0,12,..). Egy oszcillitor energidja tehat “kvantdlt” azaz nem

folytonosan valtozik. Elvileg ez igaz kell, hogy legyen egy makroszkopikus tomegii rezgé tomeg esetén is. A
”h” kicsi értéke miatt azonban a szokasos energiakndl ez a kvantaltsdg olyan kicsi, hogy a klasszikus mechanikai
mérésekkel nem mutathato ki.

A kezdetben pusztan csak egy paraméternek tekintett, ”A” értékét gy kell megadni, hogy az igy
meghatarozott gorbe visszaadja a kisérleti eredményeket. A késobbiek soran, éppen maganak Plancknak az ez
iranyu erbfeszitései soran deriilt ki az, hogy a ”A” (amit elébb “hatdskvantumnak”, majd késébb “’Planck
allandonak” neveztek el) nem csupan csak egy egyszerli paraméter, hanem egy 01j természeti allando. Ugyanis
nem fejezhetd ki a mar ismert klasszikus természeti allandokkal. Maga Planck ezt irta errdl
visszaemlékezésében: "Rividesen probalkozni kezdtem, hogy a h hatdaskvantumot valamiképpen bekényszeritsem
a klasszikus elmélet kereteibe, de ez minden ilyen kisérletnek makacsul ellenszegiilt. Hiabavalo faradozdsaim
tobb éven dt elhizodtak és igen sok munkamba keriiltek. Néhany kollegam valami tragikust latott ebben . Nekem
mas a véleményem. Szamomra értékesebb volt a nyereség, amelyet ez az alapos feltards hozott. Ma mar tudom,
hogy a h hataskvantum a fizikaban sokkal jelentésebb szerepet jatszik, mint ahogy kezdetben gondoltam. Latom,
milyen elkeriilhetetleniil sziikséges, hogy atomi problémak targyalasandl teljesen uj szemléletet, teljesen uj
szamitdsi modszert vezessiink be. "

A "h" (mint a fizika 0j természeti allandoja) mindig megjelenik az elméleti modelljeinkben, ha azok
atomi szinten lezajlo jelenségeket irnak le.

Az 1918-as fizikai Nobel-dijat Max Planck kapta a ,,hataskvantum felfedezéséért”.

Megsziiletett tehat a Kvantummechanika, amely a XX. szazad legnagyobb és legsikeresebb szellemi
alkotasanak bizonyult. Megjelenésével egy teljesen 1j természetszemlélet és a hétkdznapi eszkézok soha nem
sejtett sokasaga jelenik majd meg. Mindezt azonban akkor még senki nem sejthette.

A tovabbiakban az ad6dé matematikai 6sszefiiggések egyszerlisitése miatt a 71 -t (kiejtése: ha vonas”)
fogjuk hasznalni, amelynek értéke 4#/2z. Ez az un. redukalt Planck allando.



OROSZ L. Kvantummechanika 5.o0ldal

A kvantummechanika kialakulasanak fontos allomasa volt az Gin.”fényelektromos jelenség”. Ezt a tobb
mint szaz éve ismert effektust hétkdznapjainkban is gyakran hasznaljuk, valahanyszor egy fotocella vezérelt
ajton atmegyiink.

A XIX. szazad utols6 harmadéban a szikra- illetve gazkisiilések vizsgalata (kiilonb6z6 mindségi illetve
kis nyomasu) gazokban igen érdekes és ugyanakkor egy kisérleti fizikus szamara izgalmas kihivast jelentd
tudomanyos kutatds volt. 1888-ban Hallwachs (is) azt tapasztalta, hogy ha a negativ toltésii elektrodat
ultraibolya fény éri, akkor a szikrakisiilés ,,.konnyebben” jon 1étre. Ebbol 6 arra a kdvetkeztetésre jutott, hogy
bizonyara az elektrodabol a fény hatasara negativ t6ltések 1épnek ki. Mindez még kozel 10 évvel az ,elektron”
felfedezése el6tt tortént.

Ma mar tudjuk, hogy a fémekben kdnnyen mozgd elektronok vannak, amelyeket onnan ki is lehet
,Szabaditani”. A kisérleti tapasztalatok szerint tehat, ha egy fémlapra fény (elektromégneses hullam) esik, akkor
a fémbdl elektronok 1épnek ki.

A Maxwell-féle elektrodinamika térvényei szerint, ha a fény kolcsonhatasba 1ép a pontszerinek
feltételezett elektronnal, akkor a fémbdl kilépd elektron kinetikus energidja a fény intenzitasaval lesz aranyos.
Mindez konnyen belathatd. Az elektromagneses hullimban oszcillald ”E” elektromos térerdsség hatasara
gyorsul fel az elektron. Minél nagyobb ez a térerGsség, az elektron annal nagyobb sebességre tesz szert, azaz
annal nagyobb mozgasi energiaval fogja elhagyni a fémet.

A mérések azonban azt mutattdk, hogy a tavozo elektron kinetikus energidja a beesé fény
frekvencidjaval aranyos. S6t, ha a fény frekvencidja egy (az illeté fémre jellemzd) frekvencia értéknél kisebb,
akkor nincsen elektronkilépés. Mindezen tények szoges ellentétben alltak a klasszikus fizikai elképzelésekkel.

Az Annalen der Physik neves, nivos fizikai folyodirat (volt). A 17. kotete (1905-6s év) kiilondsen
érdekes! Ebben a kotetben ugyanis (a 132-ik., az 549-ik és a 851-ik oldalon) harom igen fontos cikk jelent meg.
Mindegyik a kialakuloban 1év6 modern fizika egy-egy kulcsfontossagu alapkovét tette le.

Az egyik a ,,Brown-mozgas elméletét” targyalta és igy a statisztikus fizika fejlédéséhez jarult hozza.

A masodik a ,,mozg6 testek elektrodinamikajarol” szolt és a modern tér-ido fogalmunk megsziiletését
jelentette.

A harmadik a fényelektromos jelenség igen Otletes magyarazatat adta, hozzajarulva ezzel a
kvantummechanika kialakulasdhoz ugyanakkor mar a ,.kvantumelektrodinamika” csirajat is magaba rejtette.

Mar az sem mindennapi (még egy ily’ neves tudomanyos folyoirat életében sem), hogy egyetlen
kotetében (alig tobb mint 700 oldalon beliil) ennyi zsenialis €s ujszerti gondolat jelenjen meg. De sokkal
meglepdbb a helyzet, ha figyelembe vessziik, hogy mindhdrom cikk fejlécén ugyanaz az (addig gyakorlatilag
ismeretlen) név szerepelt. A név viseldje egy akkor 26 éves fiatalember, a berni szabadalmi hivatal kezdd
alkalmazottja volt. Neve ma mar szinte a ,,legismertebb tudos név”’ még a kézember szamara is.

O volt Albert Einstein!

A fényelektromos jelenség magyarazatat tehat A.Einstein adta meg (1905). Feltételezte, hogy a v

frekvenciaji fény az elektronnal val6 kolcsdnhatés sordn az elektronnak csak ” 4V ” nagysagu energidt adhat 4t.
Ezt az energia adagot ("fénykvantumot") fotonnak nevezte el. Ha ez az energia kisebb, mint az elektront a
fémfeliilethez k6té maximalis energia (ezt a @ “kilépési munkanak™ nevezik.) akkor az elektron nem tud
kilépni a fémbdl.
Alkalmazva a relativisztikus mechanika osszefiiggéseit Einstein a fotonhoz egy impulzust is rendelt. {gy a fotont
egy részecske tulajdonsagaival ruhazta fel (aminek a nyugalmi tomege zérus). Megsziiletett a hires (és azota is
gyakran félreértett) “hullam- részecske kettds természet” ideaja. A "foton" fogalma nem egyszerii. A hétkéznapi
értelemben vett szemléletes képet igen nehéz alkotni réla. Kezdetben Einstein véges hosszusagu igen keskeny
hulldmvonulatnak képzelte. Ezt szemléletesen a fény "tlisugarzas" elméletének nevezték. Azonban 1911-ben a
magyar Selényi Pal elséként kisérletileg bebizonyitotta, hogy az atomi fénykibocsatas gdmbhullam formajaban
torténik. Ezt a "hullam képet" igen nehéz 0sszeegyeztetni a foton "részecske" képével. Nem véletleniil mondta
Debye:" A4 fizikusok nagy szerencséje, hogy Selényi a kisérletét nem néhany évvel korabban végezte el. Akkor
talan meg sem sziilethetett volna a fénykvantumok elmélete.” A T. Huxley josolta "mészarlas" (3.oldal) ezuttal
elmaradt. A foton furcsa fogalmanak a fogadtatasara Planck mondatai is jellemzdek, eszerint:" Einstein
nagysagabol mit sem von le az a kériilmény, hogy mds tanulmanyaiban kalandos és megalapozatlan
hipotézisekbe bocsatkozik. Egyik ilyen hipotézise fénykvantumok létezésének a feltételezése ". Ekkor 1914-et
irtak.

Az 1921-es fizikai Nobel-dijat Albert Einstein kapta:"érdemdiis matematikai-fizikai kutatdsaiért,
kiilonds tekintettel a fényelektromos -jelenség torvényének a felfedezésére "



A fotonimpulzus (mint részecske tulajdonsag) kozvetlen bizonyitékat A.H.Compton mérései szolgaltattak 1923-
ban. A réla elnevezett ,,Compton-effektus” felfedezéséért 1927-ben Nobel dijat kapott.

Ett6l kezdve a "foton" fogalma végleg meggyodkeresedett a fizikdban. A kvantummechanika majd a
(relativisztikus-)kvantumelektrodinamika fejlédésével egyre bonyolultabba valt de mara mar a mindennapi
fizikai gondolkodéasunk szerves része.

A kozvélemény Einsteinrdl alkotott képét nagyrészt kozepes tehetségli emberek alakitottak ki. Az
Ujsagirok orokké interjuért zaklattak, konyveket irtak életérél és eredményeirdl, tigy tettek, mintha megértenék
azokat a problémakat, amelyekkel birkozott. Az igy létrejott kozvéleménykép messze allott a valosagtol. Elég
nehéz dolog egy olyan géniuszt értékelni, aki ilyen egyediilalld adottsdgokkal rendelkezik ¢és ilyen egyediili
helyet foglal el a tudomanytérténetben....” frta rola a magyar szarmazasa Lanczos Kornél, aki hosszi éveken at
Einstein kozvetlen munkatarsa és igy személyes jo ismerdse volt. Nyilvan valo, hogy a”Térrél” és az ,,1d6r6l”
mint alapvetd fogalomrél mindnyajunknak van valamilyen (a hétkdznapok tapasztalatan alapuld) elképzelése.
Annyira megszoktuk mar ezeket a fogalmakat, amelyek a maguk modjan beépiiltek a szemléletiinkbe, hogy
minden ettdl eltérd allitds mélyen meghokkent minket. Nem meglepd tehat, hogy az einsteini Térid6 fogalom
forradalmian 0j struktiraja és a hozza kapcsolodd specialis relativitiselmélet volt az, amely Einsteint
kozismertté tette. Pedig a valoban eredeti alkotasa a ”foton” fogalma volt!

A ,kiilonc, tudos professzor sztereotipiaja” Einsteinben latszott testet olteni. Sok személyéhez kot6do
story” €l és terjed rola, amelyeknek nagy részét éppoly meghdkkentd ,legendava” alakitotta a szajhagyomany,
mint amilyen elméletének furcsasaga volt. Ezek egy része nélkiilozi a valésagos alapokat, de ahogyan mondani
szokas ,,ha nem is igaz, jol ki van talalva”!

,,Nem volt csodagyerek, bar a természet titkai mar igen hamar érdekelni kezdték. Az 6téves koraban
ajandékba kapott iranytii rendkiviili médon lenyligozte és erGsen hatott ra az az elemi geometriai kézikonyv, ami
tizenkét éves koraban keriilt a kezébe. Az iskolak nemigen feleltek meg Einstein vérmérsékletének, és tanarai
gyakran fegyelmezetlennek talaltak. Egyik elkeseredett tanara egyszer meg is josolta nem tul talaloan:
>>FEinstein, Einstein, maga semmire sem fogja vinni az életben!<<”- irta Laczos Kornél.

Késdbb, egyetemi évei alatt sem tlint ki a tarsai kozil. ,,Egyik matematikaprofesszora az a Hermann
Minkowski volt, aki kés6bb a specialis relativitaselmélet geometriai értelmezésének uttdréje lett. Amikor
elolvasta Einstein 1905-6s tanulmanyat, igen meg volt lepve. >>Ez ugyanaz az Einstein lenne —kérdezte egyik
baratjatol - , aki néhany éve a didkom volt? Akkor gy latszott, hogy nagyon keveset tud!<<” (L.K.)

A tarsadalmi atlagra tervezett intézményes oktatas és a kiilonlegesen gondolkodé Einstein konfliktusa
sziikségképpen végig kisérte az életét. Nem volt ,,j6” didk és egyetemi tanarsaga idején nem szeretett tanitani
sem. Bar mindez igen izgalmas lehet az utca emberének, de a ,zsenialis bukott didk” legendaja csak a
kozépszeriiség dnamitasanak tekinthetd.

Mint mar az elézéekben emlitettiik a gazkisiilések és ezen belill az un. a katédsugarzas vizsgalata a
XIX. szazad végén érdekes tudomanyos munka volt. Lassan kialakult a sejtés, hogy talan a katdédsugarakban
addig ismeretlen, elektromos t6ltéssel rendelkezé részecskék 4aramlanak. J.Stoney 1890-ben ezeknek a
(hipotetikus) részecskéknek az ,,elektron” nevet adta.

1897-ben J.J.Thomson a katédsugarak elhajlast vizsgalta elektromos térben. Sikeriilt bebizonyitania,
hogy a katodsugarzas valoban negativ toltések (tehat elektronok) aramlasabol all. Meghatarozta a katédsugarban
repiil6 elektronok témeg-tdltés aranyat. A kisérlet részleteibdl azt a kdvetkeztetést vonta le, hogy az elektronnak
univerzalis és elemi részecskének kell lennie. Az elektron 1éte fizikai realitassa valt.

Valészintileg még senki nem sejtette azt, hogy a felfedezett elektron, a XX. szazad alapvetd objektuma
lesz és egész iparagak épiilnek majd ra. 1906-ban a fizikai Nobel-dij nyertese az elsd elemi részecske felfedezdje
J.J.Thomson volt.

J..J. Thomson joggal feltételezhette, hogy a katddsugarcsOben mozgé elektronok csakis az elektroda
anyagat felépitd atomokbol szarmazhatnak. fgy az addig ,,0szthatatlannak™ (ez az ,,atom” szé eredeti jelentése)
gondolt atom valdjaban egy, elemibb részletekkel bird objektum, azaz valamilyen szerkezete van. A XIX-XX.
szazad forduldjara (az addigi tapasztalatok alapjan) megsziiletett az in. Thomson-féle atommodell. Eszerint az
atom egy kb. 10" m atmér6jii gdmb alaka egyenletes pozitiv toltéseloszlas, amelyben pontszerii elektronok
uszkalnak.

Ernest Rutherford angol fizikus kozvetlen mérésekkel szerette volna ellendrizni a modell helyes voltat.
Ezért elektronjuktol megfosztott He (hélium) atomokat 16tt vékony fémfoliara. A visszapattanod €s a folian szinte
akadalytalanul athatolé He 16vedékek aranya azt mutatta, hogy a Thomson-féle atommodell nem helyes (1907,
1911). A széraskisérletek eredménye szerint, az atomban a pozitiv t6ltés csak egy ,kicsiny” térrészbe, egy kb.
10™"° m atméréjii gombbe koncentralodik. Ezen kisérleti tény alapjan Rutherford egy uj atommodellt alkotott.
Eszerint az atom egy kb. 10™° m atmér6jii pozitiv toltésii atommagbol és koriilotte mozgd elektronokbol all. A
tovabbra is pontszeriinek képzelt elektronok, a Coulomb vonzas kdvetkeztében, az atommag koriil keringenek
egy kb. 107" m sugart palyan. A hidrogén atom a periddusos rendszer elsé eleme. Ha megfosztjuk az egyetlen



elektronjatol, akkor egy még elemibb objektumot kapunk, amelyik igy az "els6 elott allo" (gorogiil protosz) lesz.
Rutherford a hidrogén atom magjat "protonnak" nevezte el.

Rutherford atommodellje a kvantummechanika fejlédésének egyik gerjesztéje volt, €s mint ilyen fizika-
torténeti jelentdsége oriasi. Megalkotoja a kémiai Nobel-dijat (nem ezért, hanem még korabban) 1908-ban, a
radidaktivitassal kapcsolatos kutatasaiért kapta (tobbek kozott az ,,alfa” és a ,,béta” sugarzas azonositasa és
elnevezése is téle szarmazik).

OROSZ L. Kvantummechanika 6. oldal

A Rutherford féle atommodell megfelelt ugyan a korabeli kisérleti tényeknek, de alapvetd elméleti
hianyossaga is volt. Ugyanis, ha az elektron kering az atommag koril, akkor centripetalis gyorsuldssal
rendelkezik. Ekkor azonban, az elektrodinamika torvényei szerint, elektromagneses hullamot kellene
gerjesztenie és igy energiat kellene allanddan kisugaroznia. Az elektron (az energia-megmaradas elve
szerint ez kb. 107" sec). Azaz az atom nem lenne stabil. Ugyanakkor igaz viszont az is, hogy a spektroszkopiai
megfigyelések szerint az atomok bizonyos koriilmények kozott elektromagneses hullamot bocsatanak ki. A
kisugarzott energia frekvencia szerinti eloszlasa minden fajta atomra (s6t molekulara) kiilonb6z6. Kozos
jellegzetességiik a diszkrét frekvencia eloszlas. Ezt "vonalas spektrumnak” hivjuk.

A legegyszertibb atom a hidrogén atom. Ezért célszerti, ha el6szor a hidrogén atom spektrumat
probaljuk megérteni. Kezdetben csak a négy lathatd vonal (frekvencia illetve hullamhossz érték) volt ismeretes.

Az 1860-as évektdl a spektroszkopia megfigyelések soran hatalmas mennyiségii kisérleti adat gytlt
Ossze. A hidrogén atom lathatoé négy spektrumvonalat igen nagy pontossaggal Anders Angstrom mérte meg.

A kisérleti spektroszkopia fejlédése lehetdvé tette, hogy a megfigyeléseket kiterjesszék mind az infravords, mind
pedig az ultraibolya tartomanyba is. fgy ,,lathatova valt” a hidrogén atom tobbi (rendkiviil sok) spektrumvonala
is.

Az 1Q tesztek egyik kozkedvelt feladata, amikor szabalyossagot kell felfedezni egy adott szamsor
elemei kozott. Példaul az (1,2,3,5,8,.....) feladatot az emberek dont6 tobbsége konnyedén megoldja. Valamivel
nehezebb lenne a kovetkezé (1, 7/2, 7, 23/2, ....). Erdekes feladatnak mutatkozik a (1, 9/8, 5/4, 4/3,3/2, ....)
szamsor is. Erre csak akkor tudunk kdnnyen valaszolni, ha ,,segitségként” felirjuk: (c, d, e, f, g, a, ....). Szinte
rogton felismerjiik, a C-dur hangsor alaphanghoz viszonyitott frekvenciait.

Mindezen el6készités azt a célt szolgalta, hogy kellden felmérjiik annak a feladatnak a nehézségét,
amelyben szabalyossagot kell felfedezni a (6562.1, 4860.74, 4340.10, 4101.20, ....) szamadatok kdzott. Az
els6 ranézésre a megoldas meglehetdsen komplikaltnak igérkezik. Hacsak nem talalunk valamiféle vezérfonalat,
(hasonloan a C-dur skalahoz) a megoldas szinte reménytelennek tiinik. Pedig ezt a feladatot mar megoldotta
valaki. Az illetd Johann Jacob Balmer svajci kozépiskolai tanar volt. A meglepGen egyszerii megoldas a bazeli
leanyiskola évkonyvében latott elészor napvilagot, majd 1885-ben egy révid kézlemény formajaban az
,Annalen der Physik’-ben, a kor vezet0 eurdpai tudomanyos folyoirataban is megjelent. A kdzlemény cime:
”"Megjegyzések a hidrogén atom szinképvonalaihoz”. A megadott szamsor ugyanis a hidrogén atom altal
kibocsatott lathato fény hullamhosszait jelenti 107° m egységben.

J.J.Balmer abrazol6 geometriat tanitott. A geometria nemcsak 6nmagaban érdekelte, de foglalkoztatta
annak épitészeti ¢s miivészeti vonatkozasa is. Szerteagazo6 érdeklddési kore tette 6t alkalmassa arra, hogy igen
egyszert formulat kapjon a hidrogén atom fent megadott spktrumvonalainak a megadasara. A fizikatorténet
bizonyitja, hogy egy 0j tudomanyteriilet kezdeti szakaszaban elsdsorban a széleskorii ismerteken alapuld
analogiaérzék lehet igen gyiimolcs6zo, természetesen csak akkor, ha mindez logikai igényességgel is tarsul. Ez
tortént Balmer esetében is. Filozofiai beallitottsagat tekintve ,,Pithagoras” kovetoi kozé tartozott, aki hitt abban,
hogy a vilag jelenségei 0sszefiiggd harmoniat alkotnak és ez a harmonia egész szamokkal kifejezhet6.
Feltételezte ezért, hogy hasonldan a C-dur skalahoz a hidrogén atom spektruma is egész szamokkal megadhato.
Maga a mddszer, ahogyan Balmer a végso felismeréshez eljutott igen eredeti és intuitiv, de most nem fontos. A
Iényeg az, hogy végiilis a hidrogén atom lathato frekvencia spektrumara a kovetkezo dsszefiiggést kapta:

1 1 c
V= R(Z ——2j (n=3,4,5,6), ebbédl a keresett hullaimhosszak a A =— hanyados segitségével
n 1%
megkaphatok.

Balmer formulaja és neve csaknem 20 évre feledésbe meriilt. Csak akkor fedezték fel Gijra, amikor
Rydberg (1890) és Ritz (1906) munkassaga kdvetkeztében nyilvanvalova valt az, hogy kelld altalanositassal, a



képlet segitségével az 0sszes (ultraibolya és infravords tartomanyban 1évo ,,végtelen sok™) frekvenciaérték is
kiszamithato.

A Balmer-formula megadta ugyan a hidrogén atom teljes sugarzasi spektrumat, de azt megmagyarazni
nem tudta.

Végiil is Niels Bohr déan fizikus volt az, aki harom egyszeri posztulatum (alapfeltevés) segitségével
matematikai levezetését adta a Balmer formulanak (Koppenhaga, 1913. aprilis). A Bohr-féle modell
alapfeltevései a kovetkezok.

1.) Az elektron a hidrogén atomban csak meghatarozott energiaji palyakon tud sugarzas nélkil keringeni.
Ezek a (kor)palyak tehat stabilak.

2.) Ha az elektron egy magasabb energiaji palyarol egy alacsonyabb energiaji palyara "ugrik", akkor az
energia kiilonbséget egy hn energiaju foton kibocsatasaval leadja.

3.) Csak azok a (kor)palydk stabilak, amelyen az elektron palyamozgisbol adodé perdiilete, a ., 7 ”-nak
egész szamu tobbszorose.

A korpalyan torténd mozgashoz sziikséges centripetalis gyorsuldst az elektron és a proton kozott fellépd
Coulomb erd biztositja. A 3. posztulatumban rogzitett kvantalasi torvény segitségével a diszkrét energiaszintek
kiadédnak. A 2. posztuldtum alapjan pedig a Balmer formula egyszeriien megkaphat6.

Késébb megsziiletett a modell egy tovabbfejlesztett valtozata is, amelyben az elektron (az
altalanosabbnak tekinthetd) ellipszis palyakon is mozoghat. Ez volt a Bohr- Sommerfeld modell.

N.Bohr a fizikai Nobel-dijat 1922-ben kapta meg, az indoklas szerint:”’Az atomok szerkezetének és az
azokbol eredd sugarzasoknak a vizsgalataiért.” Modelljének merész Gjdonsaga dontd 1épés volt abba az iranyba,
amely szakitast jelentett a megszokott klasszikus fogalmakkal. Bohr ennek tudataban volt, szavait idézve: ,,...az
eldadott gondolatok merev ellentétben allnak a fogalmaknak azon csodalatra mélto, dsszefiiggd rendszerével,
mellyet joggal >>klasszikus<< elektrodinamikanak neveziink”

A fizikusok feltételezték, hogy minden atom szerkezete a hidrogén atoméhoz hasonlo.

A diszkrét energiaszintek kozvetlen mérését J.Franck és G.L.Hertz valositotta meg (1913-ban, hat
honappal a Bohr modell megsziiletése utan!). A mérés elve az volt, hogy megmérték a higany atomokkal iitk6z6
elektronok {itkdzés utani kinetikus energiajat. A higany atom tdmege kb. nyolcvanezerszer nagyobb, mint az
elektron tomege €és a kisérletben az atlagsebessége az elektronokéhoz képest elhanyagolhato. Ha az {itkozés
soran az 1itkdz6 elektron kinetikus energiaja lecsokken (azaz az iitk6zés rugalmatlan), akkor ez azt jelenti, hogy
a higany atom valamelyik elektronjanak az energidja megnovekedett. Ha az atomban az energiaszintek
diszkrétek, akkor az iitk6z6 elektronok energiacsokkenése nem lehet akarmekkora.

1926-ban a fizikai Nobel-dijat megosztva J.Franck ¢s G.L.Hertz kapta ,,az elektronok és az atomok
egymas kozotti litkozés torvényeinek a felfedezésért”.

OROSZ L. Kvantummechanika 7. oldal.

A linearis oszcillatorra vonatkoz6 Planck-féle és a kormozgasra vonatkozé Bohr-féle kvantalasi
torvény formailag nagyon kiilonbozik egymastol. Mi lehet az az altalanos kvantalasi torvény, amely minden
esetben érvényes? A valaszt Bohr ¢s Sommerfeld adta meg 1916-ban. Az altalanositas alapja az, hogy egy
tetszbleges, (egydimenzids) periodikus mozgast végzé tomegpont mozgasat az impulzus és a koordinata altal
definialt Gin. fazissikban egyetlen fazispontnak zart trajektorian torténé mozgasaval adhatjuk meg. A kvantalasi
torvény az, hogy ezen zart gérbe altal hatarolt teriilet a ,, 2~ Planck alland6 egész szami tobbszorose lehet csak.
A torvény altalanosithatd tetszdleges szabadsagfoki mozgas esetére is. Ekkor az Osszetartozo (altalanos)
koordinata és (altalanos) impulzus parokra kell alkalmazni az emlitett 6sszefiiggést.

OROSZ L. Kvantummechanika 8. oldal.

Louis de-Broglie 1923-ban (majd az 1924-ben megvédett doktori dolgozataban) egy igen furcsa
hipotézist dolgozott ki. Arra gondolt, hogy ha az elektromagneses tér hullamszer(i tulajdonsagot (pl. diffrakcio,
interferencia, stb...) és részecske jellegli tulajdonsagot (foton!) is mutat, akkor ez a “kettGsség,, esetleg az
elektronokra is igaz. Azaz az elektron mozgasahoz egy valamiféle hullam rendelhetd.

Késobb igy emlékezett vissza azokra az idokre:



., ...nem konnyii szivvel, hanem vonakodva és kényszer hatisara hagytam el a klasszikus fizika
hagyomanyos pozicioit, ez a megallapitas talan megmutatja a hitetlenkeddknek, hogy a hagyomanyos
poziciok mennyire védhetetlenekke valtak.”

. - aki egy uj elmélet alapveté gondolatait kifejti nem mindig veszi észre rogton annak minden
kovetkezmenyét. Személyes meglatasai alapjan iranyitva, a matematikai hasonlosagok belsé ereje dltal
indittatva, szinte onmaga ellenére kényszeriil uj utra, amelyrél maga sem tudja, hogy tulajdonkeppen
hova vezet...” ,, Lassanként olyan értelmezésekre kényszeriil, amelyekre eredetileg nem is gondolt...”

., Minthogy a fényelmélet keretében oOssze kellett hdazasitani a megfeleléen értelmezett hullam- és
részecske-fogalmat, sziikségszertien felmeriilt a kiovetkezd kérdés: Vajon az elektronnak, akarcsak a
fénynek, a jol ismert korpuszkularis természeten kiviil nincsen-e hullam természete is, amely a
hullamoptikdahoz hasonlo jelenségekben nyilvanul meg?” 1923-ban ,,ennek a kérdésnek a felvetése igen
merész dolog volt, mert akkor még semmi sem mutatott arra, hogy az elektronnak hullamtermészete is
van. De ha az ember elgondolkozott a kvantumelmélet altal bevezetett uj fogalmakon, akkor lehetett
talalni néhany bizonyitékot, amely az elgondolas helyessége mellett szolt.” Példaul: ,, ... Planck, Bohr és
Sommerfeld dltal bevezetett kvantumfeltételekben egész szamok szerepelnek, ami az anyagi pont
dinamikajaban még sohasem fordult eld, de egészen megszokott olyan problémdkban, amelyekben
hullamokrol van szo (interferencia, rezonancia, stb...)”

L. de-Broglic ezt a hullamot igen talaléan "vezérhullam”-nak nevezte el és meglehetés Ovatossaggal
fogalmazott:
., Az anyagi részecskek lehetséges megnyivanulasainak térbeli eloszlasat ekkor a részecskékhez tarsulo
hullam terjedése kell, hogy leirja... ”

A mindennapokban a fizikusok ezt a vezérhullamot ,,elektronhullimnak” szoktak hivni. Ez azonban azt a hamis
képet sugallja, mintha ,,az elektron maga hulldmzana”. Mint az majd késobb ki fog deriilni, ez nincsen igy.
Mindenesetre a félreértések elkeriilése végett mi az elkovetkezokben a ,,de-Broglie hullam” elnevezést fogjuk
hasznalni.

De Broglie feltevése szerint, az altala bevezetett hullam frekvenciaja és hullamhossza az elektron
energidjabol és impulzusibol szamithato ki (E =hw , p = hk ), hasonl6 médon, mint ahogyan azt a foton
esetében lattuk.

Ennek az igen furcsa hullim-modellnek a meghokkentd eredménye az volt, hogy segitségével a Bohr
féle harmadik (kvantalasi) hipotézis igen szemléletes jelentést kapott. Nevezetesen csak azok a palyak stabilak,
amelyeken az elektronhoz rendelt ”vezérhullam” 6nmagaval interferalva allohullamot alakit ki.

Az 1929-ben kiosztott fizikai Nobel-dij tulajdonosa Louis de Broglie lett ,az elektron
hullamtermészetének a felfedezéséért”.

Az elektron hullamtulajdonsaganak a kozvetlen kimutatasa C.J.Davisson és munkatarsa L.H.Germer
(1927) amerikai fizikusok nevéhez flizodik. Nikkel kristaly feliiletérdl szorodo elektronnyalab intenzitas-
eloszlasat vizsgaltdk. Ez olyan volt, hogy az csak az elektronokhoz rendelt de-Broglie féle hullamoknak a
kristalyatomokon torténd diffrakciojaval volt magyarazhat6. Hasonléan a rontgen sugarzas Bragg-féle
reflexiojahoz. Ez azt jelenti, hogy egy kristaly rontgendiffrakcios €s elektrondiffrakcids képe megtévesztden
hasonlo. Toliik fiiggetleniil G.P.Thomson (Aberdeen, 1928) arany, platina ¢és aluminium filmeken athaladé
elektronnyalab diffrakcios képeit hozta Iétre.

Mivel ezek a kisérletek alapvetéen hozzajarultak a kvantummechanikai gondolkodasmoéd fejlodéséhez
igy az 1937-es fizikai Nobel-dijat megosztva C.J.Davisson és G.P.Thomson kapta.

Tudomanytorténeti érdekesség, hogy G.P.Thomson aki az ,.elektron hullam” kisérleti kimutatasaért
nyerte el a legnagyobb tudomanyos dijat, annak a J.J.Thomsonnak a fia, aki 31 évvel elbtte az ,,elektron mint
elemi részecske” kimutatasaért kapta meg ugyanezt a tudomanyos elismerést.

Joggal meriil fel a kérdés: valojaban mi is az, ami ,,hullamzik™?!

Erre a nyilvanval6 kérdésre azonban még nem volt valasz! De Broglie szavait idézve:

"A hullam-részecske dualitds helyes értelmezését azonban nem ldttam vilagosan és tovabbra is
foglalkoztatott a kérdés.” Tegyiik hozza: ebbéli gondjaiban nem volt egyediil!



A 24 éves(!) Werner Heisenberget (aki ekkor Gottingenben magantanarként dolgozott) nagyon zavarta
az, hogy a Bohr-féle atommodell til szemléletes. Olyan sajatossagokat tulajdonit az elektronnak, amit
kozvetleniil még soha senki nem mért meg (pl.:a pontszerli elektron az atomban kering). Ezért kigondolt egy
olyan szamitasi modszert, amely kiindulasul csak a hidrogén atom megmérhetd adatait tartalmazta (a Balmer-
féle frekvenciakat) Ezeket az adatokat tablazatokba rendezte és a tablazatokkal fura, altala definialt miiveleteket
kellett végezni. Mint utobb kideriilt ezek matrix miveletek voltak. Megsziiletett az Gn. "matrixmechanika"
(1925), egy eredeti modszer, amit senki sem értett meg igazan!

Amugy W.Heisenberg a XX.szazadi fizika egyik nagy egyénisége. A Kvantummechanika egyik
kidolgozdja aki a szilardtestfizikdban (ferromagnesség elmélete) és az atommagfizikaban (atommagmodellek) is
sokat és maradandot alkotott. Késobb még talalkozunk a nevével! A fizikai Nobel-dijat 1933-ban kapta meg.
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1.1. Hullimmechanika
1.1.1 A Schrodinger egyenlet és a hullaimfiiggvény

Az anekdota szerint a kvantummechanika axiomatikus kiépitésének a torténete a Ziirichi Egyetem
egyik elméleti fizika szemindriuman elhangzott, artatlannak tiiné kérdéssel vette kezdetét. Ebben az idében
(1925, 26) Peter Debye a ziirichi Miiszaki Féiskola tanara volt. Rendszeresen szervezett kdzos szeminariumokat
az Egyetem fizikusaival. O javasolta (az ott elméleti fizikat tanito, akkor 39 éves) Ervin Schrodingernek, hogy
egy ilyen kozos szeminarium keretében ismertesse Louis de Broglie (1924) doktori dolgozatat. Az a feltételezés,
hogy az elektron valamiféle “hullam jellegii tulajdonsagokkal” is rendelkezik nem kis meglepetést okozott a kor
fizikusainak. A fiatalsdg (mint mindig) most is nagy érdeklodéssel fordult az 0 és igencsak “furcsa” elmélet
felé. Az omindzus szeminarium végén Pete Debye feltette a kérdést az eléadonak:

”Ha van hullam, akkor hullimegyenletnek is lennie kell! Milyen ez az egyenlet?”

Természetesen az azonnali valasz elmaradt, hiszen de Broglie publikalt dolgozataban err6l nem esett szo.
Schrédingert azonban elgondolkoztatta a feltett kérdés és maga probalt valaszolni ra. Par hét mulva megsziiletett
az Un: ”Schrodinger egyenlet”, amely a (nemrelativisztikus) kvantummechanika egyik axiomaja lett (A mi
besorolasunk szerint ez az 5.axidoma).

Az Annalen der Physik (1926 januar, februar, majus €s juniusi szimaban) dsszesen négy cikk jelent
meg (gyors egymasutanjaban) amely a témaval foglalkozott. Schrodinger eldszor egy relativisztikus egyenletet
(a késoébbi un. Klein—-Gordon egyenletet) konstrualta meg, de ez nem adta meg jol a “probakének” tekintett
Hidrogén atom spektrumat. Végiil is ennek egy nemrelativisztikus kozelitése vezetett a helyes eredményre.

A késdbbiekben ezt az egyenletet nevezték el Schrodinger egyenletnek és megalkotojat az 1933. évi
fizikai Nobel-dijjal tiintették ki.

Mivel a Schrodiger egyenlet a kvantummechanika egyik alapfeltevésének (azaz axiomajanak)
bizonyult, igy az nem vezethetd le mas ismert térvényeinkbdl! Intuitiv 1épések nyoman kimondott hipotézisrél
(feltételezésrol) van szo, amelyet majd a gyakorlat “bizonyit” vagy cafol. Tul hossza lenne, hogy
tudomanytorténeti hitelességgel kovessiik az egyenlet megsziiletésének minden részletét. Erre nincs is sziikség,
mert ma mar szamtalan visszaemlékezés és onélatrajzi iras jelent meg, amely a “fizika (jkori” forradalmaval, a
modern fizika megsziiletésével foglalkozik.

Mi egy olyan gondoltmenetet mutatunk be, amely lényegét tekintve hasonlé ahhoz, mint amit
Schrodinger kovethetett. Az elétanulményaink hidnyos volta miatt azonban ez sokkal egyszeriibb, mint az
eredeti volt (lehetett).

Tudjuk, hogy egy szabadon mozgd tomegponthoz (a tovabbiakban legtobbszor elektront fogunk
mondani) egy sikhullam rendelhetd a de-Broglie altal definialt modon.

A szabadon mozgo6, tomegpontnak képzelt elektron energidja és impulzusa kozotti kapcsolatot a newtoni
mechanika hatarozza meg (energia megmaradas tétele). Ez az 6sszefliggés egyértelmiien megadja az elektronhoz
rendelt sikhullam frekvencidja és hullamszama kozotti kapcsolatot is (ennek neve diszperzios dsszefiiggés).

Els6 1épésként tehat egy olyan differencidlegyenletet kell keresni, amelynek a megoldasa olyan
sikhullam, amely kielégiti a diszperziés Osszefliggést. Ez egyszeriien hely és idd szerinti derivalasokkal
megkaphato.
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Az igy kapott masodrendii (négyvaltozos) parcialis differencidlegyenlet még csak a szabadon mozgé
elektronhoz rendelt sikkhullamot adja meg.

Axidma rangjara akkor emelkedett ez az egyenlet, amikor Schrodinger feltételezte azt, hogy ugyanez az
egyenlet érvényes tetszOleges mozgas esetén is. Ekkor a potencidlis energia a hely és az id6 tetszéleges
fiiggvénye lehet. Az egyenlet megoldasa pedig komplex alakban felirhatd helyt6l és id6tol fiiggd valamilyen

‘P(F , ) fliggvény lesz. Ennek neve: "allapotfiiggvény" vagy "hullamfiiggvény”. Megsziiletett az n. ,,id6fliggd

Schrodinger egyenlet”,.egy egyenlet, amit minden fizikus rogton hasznalni tudott.

De a kérdés tovabbra is valasz nélkiil maradt: "Mi az, ami hullamzik?”!

Az id6fliggd Schrodinger egyenlet formalisan igen egyszerli alakba irhat6 fel, ha bevezetjiik az un. "operatorok”
fogalmat. Operatoroknak nevezziik jol definidlt matematikai miiveletek egyiittesét. Ha egy operator egy
fiiggvényre hat, akkor ez azt jelenti, hogy a fiiggvényen végre kell hajtani azokat a miiveleteket, amelyeket az
illetd operator eldir. Az operator tehat egy fliggvényt egy masik fiiggvénybe transzformal

(egy fliggvényhez egy masik fiiggvényt rendel.)

Az id6fiiggetlen Schrodinger egyenletben szerepld operatort Hamilton operatornak nevezik.

A parcialis differencidlegyenletek megoldasa altalaban igen bonyolult matematikai feladat.

Csokkennek a nehézségek, ha a tobbvaltozos differencidlegyenlet egyvaltozéos un. "kozonséges"
differencialegyenletekké alakithato at. Ezt a miiveletet szeparalasnak (a valtozok szétvalasztasanak nevezziik.).
A keresett tobbvaltozos fiiggvény ekkor egyvaltozos fiiggvények szorzataként irhato fel.

Ha az elektron potencialis energidja nem fiigg az id6tdl, akkor az elektron dsszenergiaja allando, azaz
konzervativ rendszerr6l van sz6. Ebben az esetben (tetszOleges helyfliggd potencialis energia esetén is) a
megoldas felirhat6 egy (csak a helykoordinataktol fliggd) haromvaltozos és egy (csak az id6tdl fiiggd)
egyvaltozos fiiggvény szorzataként. Azaz a helykoordinatak és az idoparaméter szeparalhatok.
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A szeparalas miiveletét a késdbbiekben sokat fogjuk hasznalni. Fobb 1épései a kovetkezok:

A megoldasfiiggvényt a feltételezett szeparalt alakba irjuk.

Végrehajtjuk a differencialegyenletben elirt derivalasi miiveleteket.

A diffegyenlet mindkét oldalat elosztjuk a szeparalt alakban felirt megoldasfiiggvénnyel

Az egyenletet Ugy rendezziik, hogy az egyenlet egyik oldalan csak az egyik valtozotol fiiggd
kifejezések szerepeljenek.

5. Ezutan mind a két oldalt ugyanazzal az allandoval tessziik egyenlévé.

i

A kozolt modszerrel az idofiiggd Schrodinger egyenlet szeparalhaté. Az idofiiggd fliggvényre vonatkozo
kozonséges diffegyenlet egyszerlien megoldhatd. A helyfiiggd fiiggvényre az un. id6fiiggetlen Schrodinger
egyenlet adodik. Ezt megoldani csak a potencidlis energia ismeretében lehet. A szeparalas soran bevezetett ,,E”
un. szeparalasi allando fizikai jelentését egy ujabb axioma (a 3.axioma) alapjan tudjuk majd megmondani.
Fogadjuk most el mintegy kijelentésként, hogy az E a rendszer 6sszenergiajat adja.

Hatra van még annak a kideritése, hogy mi a hullamfiiggvény fizikai jelentése, azaz "Mi az, ami
hullamzik!?"

Fizikai jelentése csak valos mennyiségnek lehet. Mivel a ‘P(?,t) allapotfiiggvény komplex, ezért

valami modon egy P (17 N ) valos fiiggvényt kell hozzarendelni. Mint miden fizikai tartalommal rendelkez6 r
helyvektortol fiiggd térfiiggvénynek, igy ennek a fliggvénynek is ki kell elégitenie néhany altalanos feltételt.
Ezek alapvetd fizikai meggondolasokbdl adddnak. Ezek szerint tehat P(f,t) fiiggvénynek egyértékiinek,

folytonosnak és végesnek kell lennie. Belathatd, hogy a ‘P(f,t) allapotfiiggvény is ugyanezen

tulajdonsagokkal kell, hogy rendelkezzen. Ezeket a tulajdonsagokat (feltételeket) regularitasi feltételeknek
(regula = szabaly) nevezziik. A kés6bbiekben mindig igy fogunk ra hivatkozni. Mint az majd kideriil erre



mindig sor keriil, valahanyszor megoldjuk a Schrodinger egyenletet. A fontossdga miatt célszerli ismét
osszefoglalni:

A \P(F ,t) fiiggvény regularis, ha: 1. egyértékd,
2. folytonos,
3. véges (ez utobbit késébb még kiegészitjiik).

Mar csak az a kérdés, hogy mi modon kell a komplex allapotfiiggvény ismeretében a valds P(r,t) fliggvényt
megadni és mi lesz ennek a fizikai jelentése?
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Elészor maga Schrodinger is arra gondolt, hogy létezik valamiféle "anyagi kozeg,, (az elektron anyaga),
amelyben a 1étrejovo és tovahaladd jol lokalizalt gerjesztést, mint egy elektront érzékeljiik. Azonban ez az
amugy tetszetosnek tiing elképzelés tarthatatlannak bizonyult. Ennek oka a kdvetkezo:

Mint azt a bevezetésben lattuk minden lokalizalt gerjesztés hullamcsomagként is felfoghato, azaz elemi
sikhulldmok szuperpoziciéjaként eléallithatd. Altalanos esetben ezen elemi sikhullimok fazissebessége fiigg a

srer

szamitasokban ez azért nem jelent meg, mert egy igen keskeny spektrumot vizsgaltunk, amelyen beliil
(kozelitésként) minden Osszetevd elemi sikhullam fazissebességét ugyanakkoranak vettik azaz az ,, a)(k )—t

linearizaltuk”

Elektron esetén a hullimcsomag szélessége (azaz az elektron ,,mérete”) kb. 1077 secundum alatt
megduplazodik. Azaz, ha a Schrodinger-féle elképzelés ,,igaz” volna, akkor az elektron nem lenne stabil
részecske.
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Végiil is a hullamfiiggvény fizikai értelmezésére vonatkozo, mindent kielégitdé megoldast Max Born
talalta meg (1926). Javaslata rendkiviil szokatlan, a klasszikus fizikai szemléletiinkkel és ismeretelméleti
elképzelésiinkkel nehezen 0sszeegyeztetehetd volt. Nem véletlen, hogy a kvantummechanika ,,nagy oregjei”
koziil jo néhanyan nem tudtak elfogadni és azota is sok fejtorést okoz szdmunkra. Mara mar a sok kisérleti
tapasztalat egyértelmiien igazolta a borni hipotézis helyességét és ennck kovetkeztében beépiilt a fizikusi
paradigmarendszeriinkbe. Mindez megvaltoztatta a vildg megismerhetdségére vonatkozo fizikai
elképzeléseinket. Ugyanakkor sokszor filozofiai félremagyarazasok és hamis kovetkeztetések kiinduldpontjava
is valt.

- - N2
Legyen a P(r, t ) = |‘P(r, t ] az allapotfiiggvény abszolut értékének a négyzete!.

P(l7 St )d V annak a valoszinliségét adja, hogy a pontszerti elektron az r helyvektor dV kdrnyezetében
van (azaz ott megtalalhato).

Tekintsiik most ezt az intuitiv kijelentést egy axioma jellegii allitdsnak, azaz minden kiilondsebb
indoklas nélkiil fogadjuk el! Kisérleti eredmények sokasaga valik ezzel értelmezhetévé, amely igazolja majd
feltevésiink helyességét. A kovetkezOkben kell6 altalanositassal a 4.axiomahoz jutunk el (induktiv szemlélet!).
Ugyanakkor latni fogjuk, hogy a ,,Kvantummechanika axiomarendszerének™ az ismeretében a hullamfiiggvény
Born-féle értelmezése a 4. axidomabol egzakt matematikaval levezethetd (deduktiv szemlélet!).

Az elézéekben emlitett hullamcsomag szétfolyas tehat a megtalalasi valosziniiség idébeli szétteriilését
jelenti, ami pedig fizikailag igen szemléletes és érthetd. Ezzel egy csapasra megsziint a "hullam-részecske
kettdsség,, feloldhatatlannak tind ,misztikus” Onellentmondasa. Pontszerii részecskék vannak és a
kvantummechanika ezen pontszerii részecskék megtaldlasi valdszinliségét hatdrozza meg az idofiiggd
Schrodinger egyenlet segitségével. Ezt a fizikai interpretaciot tdmasztja ald az a szoras-kisérlet is, amikor
vékony fémfolian egyenként elektronokat 16viink at. A folia mogott elhelyezett felfogd ernydn lehet a szor6do
elektronok becsapodasat detektalni. A kezdetben szabalytalanul elhelyezkedd becsapddasi pontok nagyszami
egyedi elektron-becsapddas utan szabalyos interferencia gylirikké olvadnak Ossze. Az adott helyre beérkezd
elektronok szama az ottani megtalalasi valosziniiséggel lesz aranyos.



Max Born (1882-1970) széleskorii matematikai ismeretekkel rendelkezé fizikus volt.
A ,matematikusok Mekkajaban”, Goéttingenben olyan nagyhiri ,,profétak” eléadasait hallgatta, mint: Felix
Klein, David Hilbert és Hermann Minkowski. A doktori munkajat a neves elméleti csillagasz K. Schwarzschild
vezetése alatt irta. Valoszinlileg ennek a matematikai tudasanak koszonhette, hogy a ,hullamfliggvény
valoszinliségi értelmezése” éppen az o otlete volt.

Mindezekkel kapcsolatban a kdvetkezoket irja:
2
Schrédinger ,,az elektront nem részecskének, hanem az altala felirt hullamfiiggvény |l//| négyzetével

meghatdrozott siiriiségeloszlasnak tekintette. ...En azonban naponta lattam, hogy Franck atomi és molekuldris
litkozesi kiserleteiben milyen termékeny szerepet jatszik a részecske fogalom és meg voltam gyézddve, hogy a
részecskéket nem lehet egyszeriien kiebrudalni. Modot kell talalni a részecskék és a hullamok Osszebékitésére. Az
Osszekoté lancszemet én a viosziniiség fogalmaban lattam....A hipotezist sikeriilt igazolni az iitkozési
Jolyamatoknak hullamok szorddasaval valo leirdasaval és mas eljarasokkal....A VY fliggvény dltalaban adott

statisztikus értelmezése csupan az elsé lépés volt az atomfizikaban a részecskék és a hullimok kézotti kapcsolat
megértésében....Noha ezeket az elgondolasokat a fizikusok dontd tébbsége elfogadta, mindig volt néhany kivétel,
kozottiik olyan nagy nevek, mint Planck, Einstein, de Broglie és Schrédinger. Ez a magyardzata, hogy miért
tartott huszonnyolc esztendeig amig munkdssagomért megkaptam a Nobel-dijat.”

Az 1954-es fizikai Nobel-dij atvételekor M.Born 72 éves(!) volt, az inoklasban ez allt: ,alapvetd

Planck akkor mar 7 éve halott volt. De Broglie 62, Einstein 75, Schrodinger 67 éves volt.
., Valamely tudomanyos igazsag nem oly modon szokott érvényre jutni, hogy ellenfeleit meggyozik és azok
meggyozottnek jelentik ki magukat, hanem inkabb ugy, hogy az ellenfelek lassanként kihalnak és a kovetkezd
generacio kezdetektol fogva ezt az igazsagot ismeri meg.” E Kkijelentés igazsaga szépen igazolodott a
kvantummechanika fejlédése soran, a hataskvantum bevezetésétdl egészen a borni interpretacioig. Az idézett
sorok ir6ja Max Planck volt.

A felsorolt ,,nagy nevek” is mutatjak, hogy a kvantummechanika alapjaban valdsziniliségi szemlélete
nem tartozik a konnyen elfogadhaté fizikai interpretaciok kozé. Einstein kozkedvelté valt mondasat szabadon
idézve: nehezen elfogadhato, hogy az ,Isten kockajatékos”. M. Born kedvelte a filozofiat és megfeleld
alapképzettséget is szerzett benne. Atérezte hipotézisének természet-filozofiai vonatkozasait is. Nem véletleniil
irta a kovetkezdket:

»Még ha figyelmen kiviil hagyjuk is a filozofiai szempontokat, a fizikaban a sugarzas korpuszkularis és
hullamtulajdonsagai kozotti ellentmondas a statisztikus nézopont nélkiil nem oldhato fel. ...Noha az uj elmélet
kisérletileg jol megalapozottnak latszik, mégis felvetheto a kérdeés, vajon az elmélet nem tehetd-e ismét
determinisztikussa a jovoben, tovabbi kiterjesztéssel vagy finomitassal? Erre ezt vdlaszolhatjuk: egzakt
matematikai szamitasokkal bebizonyithato, hogy a kvantummechanika ma elfogadott formalizmusa nem tesz
lehetségessé ilyen kiegészitest. Ha tehat meg akarjuk orizni a reményt, hogy a determindcio egy napon visszatér,
ugy a mai elméletet alapvetoen tévesnek kell mindsiteniink. Vagyis az elmélet egyes dllitasait kiserletekkel
kellene megcafolni. A deterministanak tehat nem tiltakoznia, hanem kisérleteznie kell, ha meg akarja tériteni a
statisztikus elmélet hiveit.”

Tudomanytorténeti érdekesség, hogy a ,kvantummechanka” elnevezést eldszor Born hasznalta egy
1924-ben megjelent dolgozatdban. Személyében tehat a , keresztapat” is tisztelhetjiik.
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1.1.2. A hullamfiiggvény matematikai tulajdonsagai

Az idéfliggetlen Schrodinger egyenlet egy linearis (differencial) egyenlet. Azaz, ha a ,y”
allapotfiiggvény megoldéasa az egyenletnek, akkor a ,,c -/ ” szintén megoldas, ahol ,.c” egy komplex szam. A

2
hullamfiiggvény fizikai jelentésébdl kovetkezik, hogy a |l// | (pszi abszolut értéke négyzetének) az egész térre

vett integraljanak egynek kell lennie. Az ilyen fiiggvényeket "négyzetesen integralhatonak,, hivjuk. Ez mar (egy
egységnyi abszolut értékli komplex szdm erejéig) meghatarozza a ,,c” komplex szam értékét.
Az idéfliggetlen Schrodinger egyenlet egy un. "sajatérték egyenlet". A Hamilton operator ugyanis a i/

allapotfiiggvényt onmaga éallandoszorosdba, azaz FE -y -be kell, hogy transzformélja. A lineéris (vektor)



cres

allapotfiiggvényt "sajatfliggvénynek" , az E-t "sajatértéknek " hivjuk.

Az alabbiakban megvizsgaljuk H v =FE-y differencidlegyenletnek az 4altalinos matematikai
tulajdonsagait. Az egyenletben két ismeretlen mennyiség van, ezek a | fiiggvény és az E allando.

A megoldas menete a kovetkezd.
1.) Tetszdleges E (valos) esetére meghatarozzuk a lehetséges I/ (matematikai) megoldasokat.

2.) A kapott matematikai megoldasok koziil kivalasztjuk azokat, amilyek eleget tesznek az el6zékben
definialt regularitasi feltételeknek. Ezeket a regularis megoldasokat fizikai megoldasoknak is mondhatjuk,
hiszen csak a reguldris  filiggvényekhez rendelhetiink fizikai allapotokat. Bizonyos esetekben ezen

megoldasfiiggvényekhez tartozé E sajatértékek megszamlalhaté halmazt alkotnak. Azaz az energiaszintek
kvantaltak. Az ilyen allapotokat kotott allapotnak nevezziik.

A kotott allapotokhoz tartozo allapotfiiggvények matematikai jellegzetességeit egy ,.egydimenzids vilag”
esetben vizsgaljuk meg. Ez elég egyszerii ahhoz, hogy mar az elemi analizis mddszereivel boldoguljunk,
ugyanakkor az eredményeink kell6 altalanositassal a ,,reélis, hAromdimenzi6s” vilagra is atvihetok.

A klasszikus newtoni mechanika szerint egy (az ,,x” tengely mentén mozgod) tdmegpont csak olyan
tartomanyban mozoghat, ahol a potencialis energiaja kisebb, mint az E Osszenergidja. Ezért azt a tartomanyt,
ahol a részecske potencialis energidja nagyobb, mint az Osszenergiaja, "klasszikusan tiltott" tartomanynak
nevezziik. "Visszafordulasi pontnak" hivjuk azokat a helyeket, ahol a potencidlis energia éppen egyenld az E
Osszenergiaval. Egy részecske kotott allapotban van, ha a klasszikus mozgasi tartomanya véges nagysagu.

Ennek legegyszerilibb esetét fogjuk targyalni..

Ebben az egydimenzios vilagban a ko6tott allapot i/ allapotfiiggvénye valos fliggvény.

A valos allapofiiggvény masodik derivaltjanak az eldjele (" > 0, " < ) meghatérozza a fiiggvény

alakjat (az ,,x” tengely felol nézve konvex vagy konkav).

A regularitasi feltételek miatt a hullamfiiggvénynek a végtelenben zérushoz kell tartania, hiszen csak
elengedhetetlen.

A vizsgélat eredménye szerint a hullamfiiggvény a klasszikusan tiltott tartomanyban monoton eltiing,
mig a klasszikus mozgas tartomanyaban oszcillal az ,x” (helykoordinata) tengely koriil. Inflexioja van a
figgvénynek a visszafordulasi pontokban és ott, ahol a fiiggvény értéke zérus. Minél magasabb energiaszinthez
tartozo allapotfiiggvényt tekintlink, annal tobb oszcillacioval rendelkezik.

OROSZ L. Kvantummechanika 15. oldal.

A kapott eredmények alapjan megmondhato, hogy az egyes energiaszintekhez milyen hullamfliggvény
tartozik (,,egypupu”, ,.kétpupu” stb...)

Mivel a klasszikusan tiltott tartomanyban a hullamfliggvény csak a végtelenben tlinik el igy a
megtalalasi valdszinliség ebben a tartomanyban nem lesz nulla. Arra a meglepd eredményre juthatunk, hogy a
kvantummechanika szerint a részecske véges valdsziniiséggel tartozkodhat abban a térrészben is, ahol a mozgasi
energidja negativ(!). Ahhoz, hogy ennek az allitasnak realis fizikai tartalmat tulajdonithassunk, szakitanunk kell
a hagyomanyos tdmegpont modellel.

Gydkeresen 1j szemléletet kell kialakitanunk magunkban!

EZ PEDIG A KVANTUMMECHANIKA SZEMLELETE.

OROSZ L. Kvantummechanika  16. oldal.
1.1.3. Egyszerii példak kotott allapotokra
1.1.3.1. Az egydimenzi6s potencialvolgy.

Az abrabol lathato, hogy kotott allapotrol akkor beszélhetiink, ha a részecske energidja pozitiv, és
nagysaga kisebb, mint a potencidlvolgy (potencialgdddr) magassdga. A klasszikus mozgas tartomanya az L



hosszusagu szakasz. Az altalanos ismereteink alapjan fel tudjuk rajzolni a hullamfiiggvények varhat6 alakjat.
Pontos matematikai kifejezésekhez a Schrodinger egyenlet megoldasaval juthatunk.
Ennek menete a kovetkezo:
1. A potencialis energia szakaszonként van megadva (V, és zérus) ezért a differencidlegyenlet
megoldasat is szakaszonként keressiik meg.
2. TetszOleges, pozitiv, de V,-nal kisebb E energia esetén az altalinos matematikai megolddsok
egyszeriien megkaphatok. Ezek exponencialis, szinusz vagy koszinusz fliggvények.
3. A regularitasi feltételek teljesitésével a lehetséges matematikai megoldasok koziil kivalasztjuk a
fizikai megoldasokat.
Jelen esetben a regularitasi feltételek a kovetkezok:
-a hullamfiiggvénynek a végtelenben el kell tiinnie,
-a potencialvolgy hatarpontjaiban (0 és L)  a hullamfliggvénynek és
a derivaltjanak is folytonosnak kell lennie.

Ezeknek a feltételeknek csak bizonyos E;, E,, E;, ....stb.... energidkhoz tartozo hullamfiiggvények tesznek
eleget.

Ezek elemi matematikai (grafikus) eljarassal egyszerien meghatarozhatok.

A V, nagysagatél fiiggden mindig véges szami kotott allapotot kapunk. Es (ebben az egy dimenzids esetben)
barmilyen alacsony is legyen a potencialvolgy mélysége, egy kotott allapot mindig lesz.

OROSZ L. Kvantummechanika 17.oldal.
1.1.3.2. A potenciildoboz

Az egydimenzids potencidlvolgyben mozgd elektron kvantummechanikai targyaldsa elég egyszeri
feladatnak bizonyult. Tovabb egyszeriisodik a matematikai munka, ha az un. (egy dimenzios) "potencialdoboz"-
ba bezart részecskét targyaljuk.

A potencialdoboz a potencialvolgybdl kaphaté a V;; — o0 hataratmenettel.

Mivel a klasszikusan tiltott tartomanyban a potencialis energia végtelen nagy, ezért itt az
allapotfiiggvénynek azonosan nullanak kell lennie. Regularis megoldast ebben az esetben csak a (0,L)
tartomanyban kell keresniink. Lathato, hogy ebben a térrészben a potencialis energia zérus. A Schrédinger

egyenlet altalanos matematikai megoldasa elemi modon megkaphato: g//(x)z A-sin(/cx)+B-c0s(xk ) A

regularitasi feltételek szerint a tartomany hatarain a hullamfiiggvénynek folytonosnak kell lennie. A derivaltak
folytonossagat most nem kell megkdvetelni, mert végtelen magas potencialvolgyrol van szo. Ennek megfelelden
tehat a hullamfiiggvény a 0 és L pontokban zérus kell, hogy legyen.

Végeredményiil azt kapjuk, fizikai megoldas csak olyan szinusz fliggvény lehet, amely esetén a
potencidldoboz L hossza a i allapotfiiggvény fél-hulldmhosszénak egész szamu tobbszordse. (Hasonldan a két

végén rogzitett hur lehetséges rezgési modusaihoz). A regularis (fizikai) megoldasfiiggvényekhez tartozo
energiaszintekre egy matematikai kifejezés adodik: £ = E, -n”. Eszerint tehat a diszkrét energiaszintek értékei

egy egész szam (n = 1, 2, 3,...) négyzetével aranyosak. Azaz a lehetséges energiaszintek kvantalasi szabalya egy
E(n) zart matematikai képlettel fejezheté ki. Altaldban is igaz, hogy vannak olyan fizikai feladatok, amelyek
esetén a kvantalasi torvény zart matematikai kifejezés alakjaban megfogalmazhatd. Az itt megjelend egész
szamot (ill. szamokat) kvantumszamoknak nevezziik. Mindig meg kell adni a kvantumszamok lehetséges
értékeit is, mert ezek mindig az illetd fizikai feladattol fliggnek.

OROSZ L. Kvantummechanika 18.0ldal.

A klasszikus mechanika szerint a potencidldoboz belsejében, ahol a potencialis energia allando
(nevezetesen zérus), a részecskére nem hat erd. Ezért a sebessége allandd. Ebbol az kdvetkezik, hogy mindenhol
ugyanakkora valdszintiséggel talalhato meg.

Az Aallapotfiiggvény (¥ hullimfiiggvény) ismeretében a részecske megtalalasi valdsziniisége is
meghatarozhato. Eredményiil azt kapjuk, hogy a kvantummechanikai valdszintiségsiiriiség a klasszikus koriil



oszcillal méghozza anndl nagyobb térfrekvencidval, minél nagyobb a részecske energidja. Ez az észrevételiink
altalaban is igaznak fog bizonyulni.

Az egydimenziés potencialdobozban mozgd részecske klasszikus targyalasban két fal kozott pattogd
tomegpontnak felel meg. Az imént kapott kvantummechanikai eredmények elsé pillantasra meglehetésen
idegenek a klasszikus szemléletiink szamara. A makroszkopikus vildgban a newtoni fizika eredményeit
tapasztaljuk, ezért azt varjuk, hogy a kvantummechanika makroszkopikus hataresetben vissza kell, hogy adja a
klasszikus mechanika eredményeit. Erdemes tehat ezt megvizsgalni ebben az igen egyszerli és szemléletes
esetben. A klasszikus hatareset a mikroszkopikus energiaszintekhez képest nagy(?) energiat jelent. Ez azt jelenti,
hogy a klasszikus mechanikaval targyalhatd részecske energiaja sokkal nagyobb, mint az alapallapoti energia (az
els6 energiaszint!). Azaz az ,,n” kvantumszam sokkal nagyobb, mint egy.

Minden makroszkopikus mérés csak valamilyen véges relativ pontossaggal végezhet6 el. Ez a mérémiiszerek
tulajdonsaga. A makroszkopikus fizika szerint egy mérémiszer pontossaga elvileg tetszélegesen csdkkenthetd,
de mindig véges marad. Ennek pusztan technikai okai vannak.

Az energiaszintek vonatkozasaban azt kapjuk, hogy a makroszkopikus energiamérés esetén nagyon sok
kvantalt energiaszint esik a mérémiiszer pontatlansagi tartomanyéba. fgy makroszkopikus esetben az energia
kvantaltsaga kimérhetetlen lesz, azaz folytonos energiaskalat tapasztalunk.

Az éllapotfiiggvények szempontjabdl a nagy kvantumszam nagyon strli térbeli oszcillaciot jelent. Ekkor a
makroszkopikus helymérés pontatlansagi tartomanyaban a hullamfiiggvénynek igen nagyszamu oszcillacidja
esik. gy a kvantummechanikai megtalaldsi valosziniiség erre a tartomanyra vett atlaga éppen a klasszikus
értéket adja. Azaz a klasszikus mechanika eredményeit fogjuk a makroszkopikus hosszusag skalan is tapasztalni.

Azt a kivanalmat, hogy az altalanosabbnak és alapvetobbnek tekintett kvantummechanika hataresetben
adja vissza a klasszikus mechanika eredményeit a ,korrespondencia elvének" hivjuk, és gyakran hasznaljuk
eredményeink globalis ellenérzésére. Azaz egy mikrofizikai modell helyességének ez sziikséges feltétele.

OROSZ L. Kvantummechanika 19. oldal.

A haromdimenziés potenciadldoboz az egydimenzidsnak a kézenfekvd altalanositasa. Egy L
¢lhosszusagli kocka alaku tartomany belsejében a potencialis energia zérus, azon kiviil pedig végtelen. A
Schrodinger egyenlet most egy haromvaltozos parcialis differencidlegyenlet. Ennek a megolddsa a mar

részletezett szeparalassal végezheto el. Feltételezziik tehat, hogy a t//(x,y,z ) haromvaltozés hullamfliggvény
felirhato harom egyvaltozos fiiggvény szorzataként (x, v, Z) =X (x) Y (y) VA (Z) Mindhérom fiiggvényre
ugyanaz a kozonséges differencidlegyenlet adodik, mint amit az egydimenzios esetben kaptunk. A regularitasi
feltételek is ugyanazok, mint az egydimenzids esetben voltak. Mivel harom egyvaltozos fiiggvényt kell
meghatarozni igy harom kvantumszam fog az eredményeinkben megjelenni. Ezek egymastol fliggetleniil pozitiv
egész szamok lehetnek. A lehetséges energiaszintek értékére az egydimenzids dobozhoz igen hasonld formula
adodik:
_ 2 2 2 _
E—EO-(nX+ny+nz), {nx,ny,nz—1,2,3,...}

OROSZ L. Kvantummechanika 20.0ldal

A haromdimenziés potencidldoboz targyalasa soran egy uj fogalommal a degeneraltsag fogalmaval
ismerkedhetiink meg. Mint azt lattuk egy allapotot egy kvantumszdm harmas (harom kvantumszam egyiitt)
hataroz meg. Kiilonb6z6 kvantumszam harmasok kiilonbozé allapotfiiggvényeket adnak meg. Ugyanakkor
lehetnek olyan kiilonb6z6 kvantumszdm harmasok, amelyek ugyanakkora energia értéket eredményeznek.. Azaz
eléfordulhat, hogy egy energiaértékhez (energiaszinthez) tobb allapotfiiggvény tartozik. Ezt nevezziik
degeneracionak.

Az elektronallapotok degeneracidja a vizsgalt rendszer (térbeli) szimmetridjanak a kdvetkezménye. Ez
a kapcsolat olyan szoros és jellegzetes, hogy a rendszer szimmetridjanak az ismeretében kovetkeztetni lehet az
allapotfiiggvények matematikai alakjara is. Ez a fontos észrevétel a magyar szarmazasti Wigner Jend érdeme.

Wigner Jend a kvantummechanika kdzismerten nagy egyénisége. A szimmetria meggondolasai annyira
alapvetonek bizonyultak, hogy a kidolgozott modszere a késobbiek soran a kvantummechanikai szamitasok (az
atomi elektronhéj és az atommagok) alapvetd eszkozévé valt.

A szimmetria tulajdonsagok matematikai targyaldsa az Un. ,,csoportelmélet” segitségével torténik. A
csoportelmélet alapjait az 1832-ben, a 21éves koraban, parbajban megolt zsenialis francia matematikus Evariste
Galois [ejtése: GALOA] tette le. A csoportelméletet E.Galois az 6t6d- és magasabbfokil egyenletek algebrai



megoldhatatlansaganak a problémaja vizsgalatdhoz teremtette meg, amely azutdn hamarosan nélkiilozhetetlenné
valt a matematika egész teriiletén és a XX.szazadi modern fizikédban is. A wigneri felismerés a csoportelmélet
tovabbfejlédésénk az 6sztonz6jévé valt. Mara mar egy igen hatékony matematikai apparatust sikeriilt kiépiteni.
Napjainkban a ,,szimmetriacsoportok™ hasznalata az elemi részek fizikajanak alapvetd eszkdzévé valt.
Az 1963.-évi fizikai Nobel-dijat Wigner Jend kapta, indoklasul: ,, az atommagok ¢€s az elemi részek
elméletének fejlesztéséért, kivalt az alapvetd szimmetriaelvek felfedezéséért és alkalmazasaért.”

A kovetkezokben az allapotfliggvény €s a rendszer szimmetriajanak a kapcsolatat fogjuk szemléltetni a
jelenlegi ismereteinknek megfeleld, lehetd legegyszeriibb szinten.

Tekintsiik a haromdimenzios, kocka alaktl potencialdobozban 1évé elektron (részecske) esetét.
A rendszer szimmetriaja azt jelenti, hogy ha egy geometriai transzformacioval (forgatas, tiikr6zés) a kockat
onmagaba transzformaljuk, akkor ez semmiféle fizikai valtozast nem eredményez. Meg fogjuk nézni, hogy mi
torténik egy allapotfiiggvénnyel a szimmetriatranszformaciok soran.

2
Egy adott energiaszinhez tartozd W/ hullamfiiggvény ismeretében a részecske P = |l//| megtalalasi

valészinliség striisége meghatarozhat6. A P(x, y,z) haromvaltozés fiiggvény 4brdzoladsira az un.
szintfeliileteket hasznaljuk. Szintfeliiletnek nevezziik azon térbeli pontok Osszességét amelyek kielégitik a
P(x, y,Z)ZPO egyenletet. Ezek a pontok egy térbeli felilletet adnak. Marmost a i allapotfiiggvény
abrazolasa esetén felrajzoljuk azt a szintfeliiletet, amelyen belill az elektron ,kozel egy” (pl.: 0.95)

valdsziniséggel talalhatd meg.
A potencialdoboz esetén a i hullamfiiggvények matematikai alakja jol ismert. Ezek vizsgalata alapjan

a kovetkezoket vehetjiik észre:
Alapallapotban minden szimmetriatranszformacié soran a |l// 000 | szintfelillet 6nmagaba

transzformalodik.

A masodik energiaszinthez tartozd6 harom (degeneralt) allapotfiiggvény olyan, hogy minden
. . . ., , 2 2 2 . . .

szimmetriatranszformacio6 soran a |l// a1 o |Viai]| s ‘//112| szintfeliiletek egymasba

transzformalddnak.

OROSZ L. Kvantummechanika 21.o0ldal
1.1.3.3. A harmonikus linearis oszcillator

A (egydimenzids) harmonikus linedris oszcillator esetén a potencialis energia az egyensulyi helyzett6l
vald eltérés (legyen x) négyzetével aranyos. A klasszikus mechanikai tulajdonsagai mar jol ismertek. A
mechanikéban széles korben hasznaljuk. Ennek oka a kdvetkezd. Barmely két test kozotti kdlcsonhatas taszitd és
vonzd erdk egyiittes fellépésének a kovetkezménye. E két erbhatds eredményeként a két test kozott stabil
egyensulyi allapot johet 1étre. Ebben az esetben a potencialfiiggvénynek az egyensulyi helyzetben minimuma
van. Az egyensuly helyzett6l valo kis kitérések esetén, a potencialfiiggvény egy parabolaval kozelithetd. Azaz a
rendszer egy oszcillatornak tekinthetd.

A kvantummechanikai targyalds esetén az idofiiggetlen Schrodinger egyenletet kell megoldanunk. A
potenciélis energia helyére egy parabolikus (x*- t6] fiiggd) fiiggvényt kell beirnunk. Ismeretlen az E energia és a
v allapotfiiggvény. Alkalmasan bevezetett allandok segitségével elsé pillanatra egyszerlinek tind

differencialegyenletet kapunk. Bar a differencialegyenlet egyszeriinek latszik, megoldasaval eddig még nem
talalkoztunk.

OROSZ L. Kvantummechanika 22.0ldal

Az egyenlet megoldasa pusztan eddigi matematikai ismereteink alapjan igen nehéz lenne.
Tamaszkodhatunk azonban arra, amit a Schrédinger egyenlet altalanos matematikai vizsgalata soran
tapasztaltunk. Azaz tudjuk, hogy kotott allapot 1évén az energiaszintek kvantaltak, és az allapotfiiggvények
"egypupu”, “kétpipt”, “harompupt", stb.. (valés)fiiggvények lesznek. Mivel a potencidlis energia szimmetrikus
(paros fiiggvény), konnyli belatni, hogy az allapotfiiggvények paros és paratlan fiiggvények lesznek. A



legalacsonyabb energiaszinthez (az alapallapothoz) tartozé i fiiggvény tehat egy "egypupl" paros fiiggvény

kell, hogy legyen. Keressiik ezt egy x*-tdl fiiggé exponencialis fliggvény alakjaban (an. Gauss fiiggvény).
Kozvetlen behelyettesitéssel igazolhatjuk, hogy a feltételezésiink helyes volt.

OROSZ L. Kvantummechanika 23.0ldal

Ugyancsak megkapjuk az alapéllapot energiajat. Ennek értéke 7@ felével (1) egyenld. Tovéabb is
probalkozhatunk az allapotfiiggvények felirasaval. Hiszen, ha az alapallapothoz tartozd Gauss fliggvényt egy
alkalmas (paros vagy paratlan) polinommal megszorozzuk, akkor mind szimmetridjat, mind pedig alakjat
tekintve a vart tulajdonsagt hullamfiiggvényeket (allapotfiiggvényeket) kapjuk. Keressiik tehat a megoldast egy
ismeretlen polinom ¢€s az ismert Gauss fiiggvény (alapallapot) szorzatanak a formajaban.

OROSZ L. Kvantummechanika 24.0ldal

A feltételezett |/, fliggvényt beirva a Schrodinger egyenletbe (némi manipuldci6 utdn) az ismeretlen

polinomra egy Ujabb differencialegyenlet adodik. Ez elsd pillantdsra bonyolultabb, mint a kezdeti, ¥/, -re

vonatkozo egyenletiink. Nagy elénye azonban az, hogy a megoldasai ismeretesek. Ez ugyanis egy Hermite-féle
differencidlegyenlet és a megoldésai Hy, az in. Hermite polinomok. Az egyenletben van még egy ismeretlen, ez

az 1], . Ez tartalmazza a meghatarozando6 £ energiét.
n

A késobbiekben sokszor kell majd megkeresniink a Schrodinger egyenlet megoldasait. Ekkor
természetesen mar nem fogjuk a matematikai részleteket targyalni, hanem majd csak hivatkozunk arra a
matematikai modszerre, amely alkalmazasaval a megoldasok magkaphatok. Ennek a neve az alabbiakban
elmondandé un. "polinom médszer”. A mddszert ezen a feladaton keresztiil mutatjuk be.

A polinom moédszer f6bb 1épései tehat a kovetkezok:

1.) A differencidlegyenlet megoldasat egy hatvanysor alakjaban keressiik, tehat meghatarozandok a
hatvanysor egyiitthatoi.

2.) A hatvanysorba felirt keresett fliggvényt beirjuk a differencialegyenletbe és elvégezziik a sziikséges
derivalasokat.

3.) Az igy adodo, nullara redukalt egyenletben az azonos hatvanykitevdji tagokat dsszevonjuk, igy
egyetlen hatvanysort kapunk.. (Ennek oka az, hogy egy hatvanysor derivaltja ismét hatvanysor és
hatvanysorok 6sszege ugyancsak hatvanysor)

4.) Mivel egy hatvanysor csak akkor azonosan egyenlé nullaval, ha minden hatvanytag egyiitthatoja
nulla. fgy az egyiitthatokra egy un. rekurziés 6sszefliggést kapunk.

5.) Megkeressiik az egyenlet polinom megoldasait. Azaz azokat, amelyeknél a hatvanysor egy véges
fokszami polinom lesz.

OROSZ L. Kvantummechanika ~ 25.oldal
A harmonikus linearis oszcillatorra kapott megoldasok jellegzetességei tehat a kovetkezok.
1
Az energiaszinteket az £, =@ - (n +Ej ,n=0,1,2,3,... osszefliggés adja meg.

Az alapallapoti energia (n=0) nem nulla, hanem véges érték. Ezt nevezik nullaponti energianak. Mivel ez a
legalacsonyabb energia, ezért ez az oszcillatorbol nem vonhato el. Ez azt is jelenti, hogy az oszcillator soha
nincsen nyugalomban. Kis n. alapallapoti (nullaponti) rezgést mindig végez.

Az energiaszintek egymastol egyenld tavolsagra helyezkednek el. Ez a tivolsag éppen /i . Tehét az
oszcillator csak, i nagysagh energiat tud leadni, vagy felvenni.

A kvantummechanikai megtalalasi valosziniiség stiriség a klasszikus eredmény koriil ingadozik.



OROSZ L. Kvantummechanika  26.0ldal
1.1.4. Nem kotott allapotok targyalasa
1.1.4.1. A valésziniiségi Aramsiiriiség

Lattuk azt, hogy az elektron behatol a klasszikuson tiltott tartomanyba is. gy ha ez a tartoméany véges
szélességll, akkor az elektron ezen a tartomanyon véges valdszintiséggel at is tud jutni. Ennek a jelenségnek a
neve "alagut effektus". Az effektus azért kapta ezt a nevet, mert nem arr6l van szd, hogy a részecske "atugorja "
a potencialgatat. Az dsszenergiaja ugyanis mindvégig allando marad.

Ha a klasszikusan megengedett tartomany mérete "végtelen nagy", akkor ebben az esetben un. nem
kotott allapotok alakulnak ki. A hullamfiiggvénynek a (kotott allapotok esetén definialt) valdsziniiségi
értelmezése ekkor, minden tovabbi nélkiill, mar nem lehetséges. Ugyanis a hullamfiiggvény nem lesz
négyzetesen integralhato. A hullamfiiggvény fizikai jelentésének az altalanositasahoz 10j fogalmat kell
bevezetniink. Azaz meg kell szabadulnunk a négyzetesen integralhatdsagtol. Ez az 01j fogalom a "valosziniiségi
aramsliriiség”.

Az egyszerlsités miatt egydimenzios modellbdl fogunk kiindulni. Tekintsiink egy i1d6tdl fiiggd
allapotot. Ekkor a részecske megtalalasi valosziniségsiirisége idében valtozni fog. A teljes térre vett
valdszinliség azonban allando (kotott allapotok esetében éppen egy). Ez azt jelenti, hogy ha egy véges térrészben
a megtalalasi valoszinliség, pl. csokken, akkor azon kiviil ndnie kell. A jelenség gy modellezhetd, hogy a
val6szinliség mintegy "kidramlik" az adott térészbdl. Hasonldan egy adott mennyiségii kozeg zart térben torténd
aramlasahoz.

Bevezethetd a valdszinliség aramlasi siirisége (,,J”). Egydimenzidos modell esetén egy dx nagysagu
tartomanyban a megtalalasi valosziniség idébeli megvaltozasa egyenld a "bearamld" ¢és a "kiaramlo"
valoszintiségek Osszegével. Az igy adodo egyenlet az un. kontinuitasi egyenlet.
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Tudjuk, hogy a részecske allapotat a hullamfiiggvény egyértelmiien meghatarozza. Tehat, az imént
bevezetett ,,J” valdsziniiségi aramsiiriiséget is a hullimfiiggvény fogja megadni. Azaz ki kell deriteni a ‘¥
allapotfiiggvény és a J valoszinliségi dramsiiriség kapcsolatat. Tudjuk, hogy a W -t az id6fiiggd Schrodinger
egyenlet hatarozza meg, a J-t pedig a kontinuitasi egyenlet definialja. Tehat ha sikeriil az iddfiiggd Schrodinger
egyenletet egy kontinuitasi egyenlet alakjaba 4tirni, akkor ebbdl az utébbibol ki lehet olvasni a J-nek a ‘¥ altal
definialt alakjat. A szamolas elvégezhet6. Eredményiil azt kapjuk, hogy a valoszinliségi aramsiriiség egy valos
mennyiség (ahogyan az kell is!) és nagysigat a V' hullamfiiggvény és W' annak helyszerinti derivaltja
hatarozza meg.

h
J=—— (9w )
2mj
Mint azt lattuk, egydimenzios kotott allapot esetén a i/ valods fiiggvény, igy a J a valoszinliségi dramstirliség
zérus
Az eredmények szemléletesen altalanosithatok haromdimenzios esetre.
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Szemléltetd példaként kiszamithatjuk egy szabadon mozgd részecske esetén a valdszinlségi
aramsiriiséget. A W allapotfiiggvény most egy sikhullim lesz Az altala definialt (valdsziniiségi) dramsiirtiség
egyszertien meghatarozhat6.

A kapott eredmény igen szemléletes. Az aramsiiriiség ugyanis aranyos lesz a részecske (De-Broglie altal

definialt) impulzusaval és igy a "V" sebességével, valamint a megtalaldsi valoszinfiség siirliséggel, azaz

2 .
J=v- |‘P| . A valoszinliségekre tehat pontosan a klasszikus fizikabol ismert aramsiiriiség kifejezést kaptuk.



1.1.4.2. Athaladas potencialgiton (kozelité szamitas)

A valdszinliségi aramsiiriség bevezetése lehetévé teszi annak kiszamitasat, hogy egy (az ,,x” tengely
mentén mozgo) ,, E<V,” kinetikus energiaju részecske mekkora valdszintiséggel jut at egy ,,V,” magassagl és

oL =x,—x7 szélsségli Gn. "négyszogletes potencialgaton”. A feladat értelemszerlien egydimenzios. Az

atjutas valosziniiségét T "transzmisszids tényezOnek" nevezziik. Ez természetesen egy 0 és 1 kdzé es6é valds

A potencialgatra balroél beesd részecske bizonyos valdszinliséggel athalad illetve visszaverddik a
potencialgaton. A beesd, a visszaver6dé és az atjutds utan eltdvozo szabadon mozgd részecske
kvantummechanikai leirasa a megfeleld valoszinliségi aramsuriiségekkel torténik. A transzmisszidt az eltdvozo

HJEL” €s a beesd ,,Jpe” valoszinliségi aramsur(iségek hanyadosaként definialjuk. A potencidlgat szimmetrikus
alakja miatt a gat mindkét oldalan a részecske sebessége ugyanakkora. Igy az a szamitas soran kiesik. A

hulldmfiiggvény folytonossaga miatt a transzmissziét a gaton beliil szamitott, exponencidlisan csdkkend
hullamfiiggvény hatarozza meg. Mivel a hullamfiiggvény derivaltjara (a gat széleinél) semmiféle kikotést nem
tettiink, ezért az eredményiink csak egy kozelitd érték lehet. Neve Gamow -féle kozelités.

A Gamow kozelités matematikai alakja a kovetkez6nek adodott: T, = exp{— all-\|V, - E - L}

Lathatoan, a potencialgat ,,.L.” szélességének a novelésével az atjutas valosziniisége exponencialisan csokken.
Annak egyik jele, hogy a kapott 6sszefliggés csakis egy kozelités lehet tobbek kozott az, hogy E=0 esetén Tg>0.
Az az allitas, hogy (szemléletesen szolva) egy allo részecske is atjuthat a gaton, még a kvantummechanikai
szemléletlink szerint is hamis kell, hogy legyen.
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A négyszogletes potencialgatra kapott Gamow-féle eredmény segitségével kozelitden meghatarozhatjuk
egy tetszOleges alakll potencialgaton vald athaladas valosziniiségét is.

A tetszdleges alaku potencialgat ugyanis ige kicsiny ,,dx” szélességli négyszogletes gatak egyiitteseként
foghat6 fel. Feltételezziik, hogy az egyes elemi gatakon vald ,,dT” athaladasi valdszintiségek Osszeszorzodnak
(lasd valoszinGis égszamitas: fliggetlen események egyiittes bekovetkezése!). Mivel az ,,dT” elemi

valosziniiségek exponencialis kifejezések, a T, = I | dT szorzatuk is exponencialis kifejezés lesz. A kitevok

cres
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Az alaguteffektus egyik legszebb példdja a hideg -(vagy tér-) emisszido jelensége, amikor
elektrosztatikus tér hatdsara a fémbdl elektronok 1épnek ki. A fém feliiletére merdleges, homogén, sztatikus
elektromos tér potencialja a fémen kiviil linearis lesz. A fémen beliil az elektromos tér nulla. A fotdeffektusnal
bevezetett potenciallépcsd ennek megfeleléen fog modosulni. A transzmisszios tényezo az elézéekben targyalt

Ez az un. Fowler-Nordheim formula. A szamitasok megegyeznek a mérési eredményekkel.

Az alaguteffektus a klasszikus fizikai szemlélet szamara értelmezhetetlen és paradox jelenség. A mérési
eredmények fényesen igazoljak a kvantummechanikai szemléletiink helyességét. Létezése ma mar trivialitas.
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1.1.4.3. Athaladas potencialgaton, potencialvolgyon
Térjiink ra a négyszogletes (egydimenzios) potencidlgaton torténd transzmisszid pontos targyalasara.

A hullamfliggvény kiszamitasara a mar ismert modszert hasznaljuk. Azaz el6szér meghatarozzuk a
Schrédinger egyenlet altalanos, matematikai megoldasait, majd ezekbdl (a regularitasi feltételek segitségével)



kivalasztjuk a fizikailag értelmezheté megoldasokat. A véges potencialugrasok (Iépcsdk) a teret (az ,,x” tengelyt)
harom részre bontjak. Az egyes tartomanyokon beliil a Schrodinger egyenlet altalanos megoldasai egyszeriien
megkaphatok. Mivel most nem kotott allapotrol van szo, ezért a végtelen tavoli pontokban a J valosziniiségi
aramsuriségnek kell végesnek lenni (a négyzetes integralhatosagot csak kotott allapotban kell teljesitenie az
allapotfiiggvénynek!). A regularitasi feltételeket a potencidlugrasok helyén (x; és x, pontokban) is teljesiteni
kell, azaz a W -nek folytonosan derivalhatonak kell lennie. A Gamow-féle kozelitésben csak a

folytonossagat koveteltiik meg!
A transzmisszios tényez6t a mar definialt moédon hatarozzuk meg.

cres

alakjanak fobb fizikai tartalma a kdvetkezo:
1.) Ha a bees6 részecske energidja a potencialgat magassaganal kisebb (E<V,), akkor a részecske alagut
effektus révén véges valoszinliséggel atmehet a gaton. (Klasszikus esetben biztosan nem jut at!)
2.) Ha a beeso részecske energidja a potencialgat magassaganal nagyobb (E>V,), akkor a részecske csak
bizonyos E; energidkon képes biztosan 4thaladni a gaton (Klasszikus esetben minden ilyen energian
atjut!) A T(E;) = 1 egyenlet megoldasa egyszerii, és az eredmény igen szemléltetésen értelmezhetd.
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A V, mélységli négyszdgletes potencialvolgy kotott allapoti megoldasaival mar foglalkoztunk.
Lathatéan vannak nem kotott allapoti megoldasok is. A T(E) transzmisszios tényezd szamitdsa ugyanigy
torténik, mint a gat esetében. Az eredmények is nagyon hasonléak az ott kapottakhoz.

A modern mikroelektronikdban ma mar hasznaljak az un. rezonans alagtteffektus jelenségét. Ekkor az
elektronok két, egymashoz "kdzel 1év6", Vi, magassagi (egyforma) négyszogletes potencialgaton haladnak at.

A kvantummechanikai szamitasok szerint vannak olyan E; <V energiaszintek, amelyekre 7' (E ; ) =1, azaz

biztosan atmennek a két gaton. Ugyanakkor ezen energiaszintek esetén az elektronok viszonylag "sokaig"
maradnak a két gat kozott. Mintha ott ideiglenesen kotott allapotba keriilnének. Innen van a ,,rezonans
alagtteffektus” elnevezés is.

Mindez tiikr6z6dik az elektronok (jol mérhet6) makroszkopikus viselkedésérben is, amely az
elektronikus eszkdzokben keriil felhasznalasra. A szilard testben mozgod elektronok szamara az effektushoz

cres

hianyzo részletekkel a szilardtestfizikai fejezet végén talalkozunk majd.
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1.2. A kvantummechanika axiomatikus felépitése

A kvantummechanika a fizika egyik axiomatikusan felépitett rendszerének tekinthetd. Azaz ismeretesek
azok az alaptorvények (gorogiil axiomak, latinul posztulatumok), amelyeket kdzvetlen bizonyitas nélkiil el kell
fogadnunk és amelyekbdl minden mas allitas levezethetd. Az axiomarendszer helyességét az igazolja, hogy az
eddig tapasztalt valamennyi jelenség a segitségével értelmezhetd, s6t az altala elére megjosolt jelenségeket a
mérések utdbb igazoljak.

A kvantummechanika axiomait mi 6t db torvénybe foglaljuk 6ssze. Ne zavarjon meg senkit az, hogy az
irodalomban mashol esetleg ezekkel a torvényekkel részletesebb bontisban talalkoznak. A Iényeget ez nem
érinti! Ahol az lehetséges volt, ott mi a "Iényegileg Osszetartozo" allitasokat egy axiomaba foglaltuk 6ssze. Ezen
elvek szerint a kvantummechanika 6t axiomaja két csoportba valaszthato szét. Az els6 két axioma rogziti azokat
a matematikai fogalmakat (eszkozrendszert), amelyeket a fizikai fogalmainkhoz rendeliink. A maradék harom
axioma pedig lényegében a mérhetd fizikai mennyiségekre vonatkozo allitasokat fogalmazza meg.



El6szor az lesz a feladatunk, hogy az axidmakat "kitalaljuk™. Ez gy torténik, hogy az egyedi mérési
tapasztalatainkat altalanositjuk. Ez a kvantummechanika kialakulasa soran is igy tortént. Sok hibas altalanositas
csapdain és zsakutcain atvergddve jutottak el a fizikusok a mai "letisztult" allapotig. Az, hogy ez mennyire
"tiszta és érthetd" illetve, hogy vajon ez-e a "végsd" helyzet, az mas kérdés. A vélasz valdszintién mindkettore
nemleges. De ez mar kiviil esik a vizsgalodasunk teriiletén.

1.2.1. A kvantummechanika matematikai eszkozei

El6szor csak (az eddigieknek megfeleléen) egyetlen részecske mikrofizikai tulajdonsagainak a
meghatarozasaval foglalkozunk. Ekkor a kdrnyezetnek a részecskére gyakorolt hatasat az (altalanositott)

V(I_’" ,1 ) potencialis energia fliggvény fejezi ki. (Az altalanositas az id6fliiggésben van!) A “tobb részecskés
rendszerek” vizsgalatara késébb keriil majd sor, amikor mar kell6 jartassagot szereztiink az “egyszeriibb”
jelenségek megértésében.

A Schrodinger egyenletek targyaldsanal mar bevezettiik az un. Hamilton operatort. Eddig ez azt a célt
szolgalta csupan, hogy egyenleteink formalisan egyszeriibbnek tiinjenek. Altaldban a matematikdban az
ilyenfajta egyszer(sités valdjaban valamilyen Iényeges struktira felismerését jelenti. Ez pedig mar nem iires
formai jaték, mert magaban rejtheti az altalanositas lehetdségét. Mint kideriilt most is err6l van sz6. A
Hy = E -y idofiggetlen Schrodinger egyenlet formailag egy sajatérték egyenlet, amely, a mérési
tapasztalatok szerint, az elektron (vagy valamilyen mas részecske) energiajanak a meghatarozasara szolgal. Az
, E” energiat az egyenlet sajatértéke adja meg. Ezen (egyedi tapasztalatot kifejez6) egyenlet altaldnositasaval
juthatunk el az axidomak egy részéhez. Azaz tételezziik fel, nem csak az energia, hanem minden mas esetben is
hasonlé matematikai szamitasokkal kaphatjuk meg egy keresett fizikai mennyiség szamértékét! Kiindulasul
megfogalmazhatjuk tehat a harmadik axiémat. Eszerint:

"Minden fizikai mennyiség lehetséges mérheté értékeit, az illeté fizikai mennyiségre jellemzo
sajatérték-egyenlet sajatértékei adjak meg.".

Ezekben az egyenletekben operatorok, sajatértekek és sajatfiiggvények szerepelnek. Meg kell tehat mondani,
hogy milyen operatorokat kell haszndlnunk, illetve azt, hogy mit jelentenek a sajatfiiggvények? Ez iranyu
tapasztalatainkat az els6 két axiomaban foglaljuk 6ssze.

Kimondhatjuk tehat, a masodik axioma késobb még kibdvitésre keriild egyszerti valtozatat, azaz,

hogy:

"A fizikai mennyiségekhez (jelen esetben mechanikarél 1évén szé ezeket dinamikai valtozéknak
fogjuk nevezni) operatorokat kell rendelni."

Eddig annyit tudunk, hogy az &sszenergiahoz a Hamilton operator tartozik. A tdbbi operator-hozzarendelést
ebbdl fogjuk kitalalni és azt ugyancsak a masodik axidomaba fogjuk rdgziteni. Induljunk ki abbodl, hogy a
dinamikai valtozok kozotti kapcsolatokat a klasszikus mechanikabdl mar ismerjiik! Tételezziik fel, hogy ezek a
kvantummechanikaban is érvényben maradnak! Ezek szerint egy tomegpont (részecske) minden dinamikai

tulajdonsdga megmondhatd, ha a helye (7 ) és az impulzusa ( p ) ismeretes. Tehat minden dinamikai valtoz6 az
¥ vektor és a p vektor fiiggvényeként definidlhato. A klasszikus mechanikaban a W, kinetikus és a V'
potencialis energia sszegét a H (17 , [_5) =W, ( [_5)+ V(I7 ) Hamilton fiiggvénynek nevezik A feladatunk tehat
az, hogy kitalaljuk azokat az operatorokat, amelyeket a helykoordinatdkhoz (x,y,z,) és az impulzus

koordinatakhoz (py Py ,p,) kell rendelniink gy, hogy azok a jol ismert I:I Hamilton operatort adjak vissza.
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A H (px, PysP.sX, y,z) Hamilton fliggvény és a Schrodinger egyenletnél bevezetett H operator

Osszehasonlitasaval egy kézenfekvd lehetéség kindlkozik a hely(koordinata) és az impulzus(koordinata)
operatorok megkonstrualasara. Mi a Schrodinger altal javasolt megoldast fogjuk hasznalni. Eszerint a
hely(koordinata)-hoz rendelt operatornak a “helykoordinataval valé szorzast” feleltetjik meg és az



impulzus(koordinata)-hoz rendelt operator a megfeleld “helykoordinata szerinti derivalas” matematikai
miuveletével hozhato kapcsolatba.

Azaz X = x - valamint f)x = _'a_ és a tobbi komponens is esetén hasonldo mddon jarunk el.
J OX

Az (X, Y, z, Px Py ,P,) dinamikai alapmennyiségekhez rendelt operatorok ismeretében egy tetszdleges

F ( p.r )dinamikai valtozohoz rendelt /' operator a Hamilton operator mintajara kaphat6 meg.
Ezek szerint, egy tetszdleges F dinamikai valtozéhoz oly modon rendeliink operatort (2.axioma!), hogy

s

impulzuskomponensek helyébe beirjuk a Schrodinger féle operatorokat, azaz F = F (f)x D> P2 X, 0,2 )

Az eddigiek alapjan mar megfogalmazhatjuk azt az altalanos matematikai modszert, amelyet mindig
alkalmazunk majd valamely ismert dinamikai valtozé kvantummechanikai targyalasa soran. Elészor felirjuk az
illetd dinamikai valtozé klasszikus mechanikai definiciojat (F ( p,r )) Utdna a 2.axiéma szerint

A

megkonstrualjuk a dinamikai valtozéhoz rendelt operatort \F' | . Majd ezutan felirjuk a sajatérték egyenletet és
megoldjuk (13' g, =F, -(01.). A 3.axidma szerint igy megkapjuk a szoban forgd dinamikai valtozé mérhetd

értékeit {Fl ,FZ,F3,...,FI.,...}. A kapott szamitasok a kisérletekkel 6sszehasonlithatok, azaz (és ez nagyon

Iényeges!) a hasznalt elméleti modell fizikailag kdzvetleniil vagy kdzvetetten értelmezhetd. A hasznalt modszer
egyszerusitett sémadja tehat a kovetkezo:

"Klasszikus mechanika — Operatorok — Sajatérték egyenlet — Fizikai értelmezés — Mérés”.

A tovabbiakban mindig igy fogunk hivatkozni ra!

Az imént elmondottak a természettudomanyos gondolkodasmod (paradigmarendszer) alapsémajanak az
alkalmazasat jelenti a kvantummechanikaban.

Ez a séma (az “egzakt” tudomanyok esetén) leegyszerisitve a kdvetkezo:

”Elmélet”—>"Matematikai modell”—”Kvantitativ eredmények”—” Kisérlet”

Ez a természettudomanyos gondolkodasméod (a “régi gorogoktol” napjainkig) tobb ezer év soran szerzett
ismeretek és tapasztalatok soran alakult ki és bizonyult sikeresnek. Ennek nyoman az Emberiség egy technikai
civilizaciot” hozott 1étre annak minden 6romével és kesertiségével egyiitt. Lehet filozofalgatni azon, hogy ez a
civilizacio az “Embert” boldogabba tette—e vagy sem (J.J. Rousseau ota sokan és sokat gondolkodtak mar el
ezen az “0rokzold” téman). A tény azonban tény marad: az Emberiség ezt az utat valasztotta a bolcseleti
civilizacio” helyett, jollehet ennek csirai is megvoltak féleg a tavolkeleti gondolkodasi sémak mélyén.

A kisérletekkel (a tapasztalattal) vald szembesiilés azt a “természetes igényiinket” fejezi ki, hogy a
fizikaban hasznalt modelljeink “realisak” legyenek (azaz legyen “valosagtartalmuk™). Nem realis modellek
lehetnek nagyon szépek, izgalmasak, emberkozeliek és lélekemeldek” (a vallasi mitoszoktol kezdve a
szamtalan ezoterikus tanon 4t a hétkdznapi babonakig) de ezeknek az “objektiv’ valdsagtartalma a
természettudomanyos szemlélet szerint (diplomatikusan fogalmazva) “er6sen vitathatd”. Igy ezek hasznalata
kivill esik a Fizika (mint tudomany) korein. Napjainkban az altudomanyok (média altal felkapott”) egyre
hangosabb (és népszeriibb) képviseldi miatt néha rakényszeriiliink ilyen iranyd tudomanyos vizsgalatokra is. De
(a tobb szazéves tapasztalatok szerint) ennek “jozanitdé” hatdsa az altudomanyokra nézve enyhén szolva is
kétséges és igy egy “fizikus szamara” elveszett erGfeszités. Talan ezért hallgatunk akkor is, amikor szolni
kellene?! (P1. ”az 6rokmozgd” évenkénti feltalalasa kapcsan.)

Mivel az operatorok kulcsfontossagli szerepet toltenek be a kvantummechanikai szamitasokban, ezért
sziikség van az altalunk gyakran hasznalt matematikai szabalyok és tételek rovid dsszefoglalasara. Itt elssorban
a matematikaban a "linearis terek" elméletében tanultakra alapozunk.

Rovid matematikai 6sszefoglalé.

A haromdimenzios fizikai teriink geometriai tulajdonsagait mar régota kutatja a gondolkoddé Ember. A
geometria a régi gordg természetfilozofia egyik alapja volt. Az évszazadok soran felgylilemlett geometriai
ismertek rendszerbefoglalasa Euklidesz nevéhez flizodik. Az alapfogalmakra és axiomakra épiild logikai



konstrukci6 a gorog tudomanyos gondolkodas csucsteljesitménye volt. Allitdsai (matematikardl 1évén sz0) azota
is érvényesek.

Az altalanositas lehetésége tobb oldalrdl is kinalkozott, egyrészt a haromnal tobb dimenz6, masrészt a
komplex szdmok irdnyaba. Igy alakult ki aztdn a Funkcionalanalizis, mint a matematika egyik fontos
részteriilete.

A linearis tér (= vektor tér)
Adott I' = {a,b,c, ..... } komplex (vagy valos) szamok halmaza, amelyeket “skaldroknak” neveziink.
Legyen adva L = {)_c s Vs Zgeeenn } ,-absztrakt” elemek halmaza ezeket “vektoroknak” nevezziik. Itt most nem kell
semmiféle konkrét algebrai, vagy geometriai objektumra gondolni, ezek legyenek valdban ,,absztrakt” elemek. A
,.feliil vonas” ()_C ) jelolést azért vezettiik be, hogy egy ,,vektor” lathatoan is kiilonb6zzon egy ,,skalartol” (a) A

vektorok ,,.L.” halmazan értelmezziik a vektorok Osszeadasa (jeldlése:“+”) és a skalarral vald szorzas (jelolése
,»-") miiveletét. Ez utobbit gyakran nem jeldljiik (azaz a ,,pontot” elhagyjuk).

Az ”L” halmaz linearis tér (vagy vektortér), ha teljesiilnek a kdvetkezd axiomak:
(,,Ha A akkor B” logikai kifejezést ,,A—B”-vel fogjuk jeldlni)

1.) x,yel > x+yel

2) xelLésael > axel

3) X+y=y+Xx [a vektorok dsszeaddsa ,,kommutativ’’ miivelet.]
4) x+y)+z=x+(y+2) [a vektorok dsszeaddsa ,,asszociativ’ miivelet]

5) 3 6, X+0=Xx [van ,,nulla vektor”, jeldlés 0 = 6]

6.) 3 (-X), X+(-x)=0 [van ,inverz” elem, jelolés: X+ (—y)=Xx—).]

7.) lel', 1-x=Xx
8.) a,bel, a(bx)=(ab)x
9)  (a+b)x=ax+bx
10)  a(x+y)=ax+ay
Ha a skalarok valosak, akkor “valds linearis térr6l”, ha komplexek, akkor “komplex linearis térrél” beszéliink.

Bevezethetd a skalar szorzas miivelete, amely a tér két tetsz8leges ,, X,y * eleméhez egy ()7, )_/)

komplex szamot rendel a kdvetkezd axiomak szerint:

o &®y)=0.x%)

2)  (x,ay)=al(x,y)

3) (_1+)_52=J7):()_61=J7)+(229J_’)
4)  (%x)20

A normalt terek
A linedris (vektor) tér normalt tér, ha létezik egy “léképzés”, amely az L vektortér minden “Xx >

eleméhez egy valos ”)_C” szamot rendel a kdvetkezd axidomak szerint:
b [E]zo0
2) o] =d- ]

S S N



A metrikus terek
Metrikus egy vektortér, ha létezik egy olyan leképzés, amely a tér barmely két “ X, ) ” eleméhez egy

“ r()? s f) ” valos szamot rendel a kovetkezd axidméaknak megfeleléen:
o r®y)=r(F.x)
2)  r(x,x)=0
3y r(xy)+r(37,2)2 (&, 2)

Euklideszi tér

rnz |5|=F®%) e r(x,7)=]x-7]

Hilbert tér

A fentiekben nem kellett megmondani, hogy az absztrakt vektor tér L = {x, Vs Zyeoonn } elemei milyen konkrét

matematikai objektumokkal valositjuk meg.
A linearis terek egy konkrét megvaldsitasat a tér egy reprezentaciojanak nevezziik.

A kvantummechanika megalkotasa soran kidertilt, hogy az elméleten beliil olyan fliggvényekkel kell
dolgozunk, amelyek Hilbertet alkotnak.
Azaz meg kell ismerkedniink a Hilbert tér egy adott fliggvényreprezentaciojaval.

crer

A H= {)?, Vs Zyeuuon } absztrakt Hilbert tér egy fiiggvényreprezentacidjat a kovetkezéképpen fogjuk

jelolni:: H = {a, LoV s @, W,...}. A halmaz @, ¥,7,....5th... elemei adott tulajdonsagu (a Hilbert tér
axiomarendszerét kielégit6) komplex fiiggvények.

Legyen tehat megadva, (a késobbiekben még részletezendd) ismert tulajdonsagu "fiiggvények"
H = {0{ S BV s O ,} halmaza! A matematikai dsszefoglaloban mar lattuk, hogy ezek a tulajdonsagok

nagyon hasonlitanak egy véges dimenzids Euklideszi vektortér tulajdonsagaira. Ezért az elnevezéseket is onnan
vettiik at.
Ezen a fiiggvényhalmazon értelmezhetiink kiilonb6z6 transzformaciokat. Ezeket a transzformaciokat

mésként operatornak nevezziik. Altalaban egy transzformacié (operator) a halmaz egy pl. [ elemét a halmaz
egy masik pl. @ elemébe visz at. Ezt igy jeldljik: ¢ = AfS .

Egy A operator linearis, ha eleget tesz az ltalanos linearitasi feltételnek. Az operatorok tehat
tulajdonképpen a H  (fiiggvény)halmazon értelmezett linearis transzformaciok, amelyek a halmazt onmagara
képezik le.

Az operatorok kozott két miveletet definidlunk az "6sszeadast" (A + B ) és a "szorzast" (AB )

A H halmazon értelmezziik a "skalar szorzast”. Ez a halmaz barmely két (&,  fiiggvény) eleméhez

egy <a | p > komplex szamot rendel a megadott (integralasi) definicio szerint.
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Egy a fliggvény dnmagaval vett <0{ |0£> skalar szorzatat "norméanak" nevezziik. Ez a skaldr szorzat

definici6jabol fakadoéan mindig egy valds szam. A H halmaz olyan fiiggvényekbdl all, amelyek normaja véges
mennyiség. Ezeket normalhaté fliggvényeknek nevezziik.



A normat definicioszeriien egynek valasztjuk, <Ol o > = 1‘ .
Két fliggvény, @ és [ "ortogonalis", ha a skalér szorzatuk zérus, azaz <a | p > =0.

A skalar szorzat felhasznalasaval minden A operatorhoz hozza tudunk rendelni egy masik A" {n.

v).

"adjungalt" operatort a kdvetkez6 képpen: <¢)|121 v > = <12[+(0

Egy operitor Onadjungalt, ha adjungalta —megegyezik Onmagival A= 12[+ . Azaz
A l//> = <A¢ v)
Az onadjungalt operatoroknak kiemelt szerepe van a kvantummechanikai alkalmazasokban. Ennek oka
az, hogy az 6nadjungalt operatorok sajatértékei valosak (1.Tétel).
Azaz,ha A" = A é Aa=A-a,akkor A" = A
fgy (a méar kozolt harmadik kvantummechanikai axiéma értelmében) a dinamikai véltozékhoz
onadjungalt operatorokat kell rendelni, hiszen minden mérési eredmény csak valos szam lehet.

Az onadjungalt operatorok masik, a fizikai alkalmazasok szempontjabdl igen fontos tulajdonsaga az,
hogy a kiilonb6z6 sajatértékihez tartozo sajatfiiggvényei ortogonalisak egymasra (2.Tétel).

(0
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Az ortogonalitas igen fontos tulajdonsag. Gondoljunk példaul arra, hogy segitségével elemi modon,
szemléletesen értelmezni tudjuk az egy, két és a haromdimenzios (geometriai) terek egymasra-épiilését. Az,
hogy az altalunk ismert fizikai tér a tapasztalataink szerint hdiromdimenzios, ez mas kérdés! Mint lattuk, a
konkrét geometriai (haromdimenzids) teriink egyfajta altalanositas kiindulopontjanak tekinthetd. Matematikai
absztrakcionk képes arra, hogy tetszéleges, haromtdl kiilonb6z6 dimenzids, absztrakt tereket is leirjunk €s
hasznaljunk.

Egy fiiggvényrendszert ortonormaltnak hivunk, ha az elemei linedrisan fiiggetlenek, a normajuk egy és
az elemek péaronként ortogonalisak egymasra. A H  fiiggvénytér fontos tulajdonsiga az, hogy mindig
kivalaszthato beldle egy B ortonormalt fiiggvényrendszer. Ezt a B fiiggvényrendszert a tér bazisanak

mondjuk ¢s az «; elemeit bazisfiiggvényeknek nevezziik azért, mert a H fiiggvénytér barmelyik v eleme

felirhaté az «r; bazisfiiggvények linedris kombinacidjaként. Erre azt mondjuk, hogy a H fiiggvénytér "teljes
tér”, mert elemei egy bazis szerint sorbafejthetok. A bazisfliggvények szama éppen a tér dimenzidszamat adja.
(Lathatéan helyzet, és ezért a szohasznalat is, ugyanaz mint a mar megszokott és ezért szemléletes
haromdimenzios tér esetén.) Mivel (jelen esetben) a H  fiiggvénytér «, bazisfiiggvényeinek a szdma végtelen

(i = 1,2,3,...00), igy a H egy végtelen dimenziéji euklideszi tér. Mint ismeretes, a "végtelen" a
matematikaban nem mennyiség, hanem minéség! igy a "végtelen dimenzios euklideszi" tér néhany tulajdonséga
kissé eltér a véges dimenzidsokétol. Ez azt jelenti, hogy van néhany olyan tulajdonsag, ami a véges dimenzios
euklideszi terekben trivialisan teljesiil de a végtelen dimenzids térben mar nem (pl. egység ¢lhosszisagu kocka
”atlds csucspontja” nem eleme a térnek). Ezért bizonyos kikotéseket kell tenniink annak érdekében, hogy a tér
tovabbra is "euklideszi" maradhasson.

Mindenesetre azokat az euklideszi tereket, amelyekben a ’szamok™ a “komplex szamokat” jelentik
nem mas, mint a "komplex szamtest felett értelmezett euklideszi tér”.

Mivel a H  tér minden @ elemének a norméja egy, ezért ez a B bazis szerinti a; sorfejtési

egyiitthatokra nézve egy megkotést jelent. Az a; sorfejtési egyiitthaté a @ fliggvénynek és az «; béazisfiiggvény
<ai |§0> skalar szorzataval egyenls. A B bazis a H -n értelmezett barmelyik operator sajatfiiggvény-

rendszere lehet.
Ezen rovid és korant sem teljes matematikai 6sszefoglalas utan kimondhatjuk a kvantummechanika elsé
axiomajat is :

Egy részecske (pl. egy elektron ) allapotaihoz a H Hilbert tér elemeit rendeljiik.



Ez azt jelenti, hogy a (fizikai) elektrondllapotokat a szdmitdsaink sordn (matematikai) fiiggvények
reprezentaljak, azaz jelenitik meg.

Ebben az axidmaban (is) egy igen fontos tapasztalati tény fogalmazodik meg. A mikrofizikai
jelenségeknek ugyanis van egy (a klasszikus jelenségeknél nem tapasztalt és ezért a hétkdznapi szemléletiink
szamara egyaltalan nem szemléletes) sajatossaga, amit az Un. “szuperpozicié elvében” fogalmazunk meg.
Eszerint, ha egy mikrofizikai objektum felvehet két kiilonbozé allapotot, akkor felveheti ezen allapotok
allapotokhoz rendelt hullamfiiggvények linearis kombinacidjaval adunk meg. (Ne felejtsiik el, hogy most a
szamok komplex szamokat jelentenek!) Lathato, hogy a “szuperpozicid” ténye matematikailag a Hilbert téren,
igen egyszerlien megfogalmazhato, ugyanakkor nehezen tudjuk (sot szinte lehetetlen is) ezt a jelenséget
hétkdznapi fogalmainkkal képszeriien leirni. Ennek ellenére (mint azt majd 1atni fogjuk) a klasszikus szemmel
nézve furcsa tapasztalatok sokasaga bizonyitja ezen elsé axidma realitasat.

”Hiaba, a Kvantummechanika megértéséhez csak a Kvantummechanikan keresztiil vezet az ut!” (O.L.)
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1.2.2. Az operatorok felcserélési torvényei

Az altalunk hasznalt Schrodinger féle kvantummechanikai modellben (ezt Schrodinger féle
reprezentacionak is szoktak nevezni) mar meghataroztuk a helykoordinatakhoz €s az impulzus komponensekhez
rendelt operatorokat. Erdemes megvizsgalni azt, hogy ha két operator (egymas utan) hat egy fiiggvényre, akkor
szamit-¢ az operatorok sorrendje. Lattuk azt, hogy ha két operator egymas utan hat egy fiiggvényre, akkor azt az
"operatorok szorzasi" miiveletével fejezziik ki. Az operatorok kozott definidltuk az Osszeadas (kiilonbség)
miveletét is. A két operatorbol ennek a két algebrai miiveletnek a kombinaciojaval egy tujabb operator
képezhetd, amelyet a két operator Un. "kommutatoranak" hivunk. Ha a kommutator(operator) zérus, akkor ez azt
jelenti, hogy a két operator egymas utani alkalmazasakor a sorrend;jiik felcserélhetd. Roviden azt mondjuk, hogy
"a két operator felcserélhetd". Mint azt majd latni fogjuk a kommutatoroknak igen fontos szerepe van a
kvantummechanikai méréselméletben. Emiatt valdjaban nem is az a fontos, hogy az alapmennyiségekhez
(koordinata és impulzus) milyen operatorokat rendeliink, hanem az, hogy ezeknek a kommutdtorai mivel
egyenléek. Ezeket "felcserélési torvényeknek” vagy " kommutacios relacioknak" nevezzik.

A miasodik axiéomankat ki kell tehat egésziteniink avval, hogy megadjuk a koordinata és

impulzuskomponensek kozott fennallo felcserélési torvényeket.
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Fontos tétel a kovetkezo:

Ha két operator felcserélhetd, akkor a sajatfiiggvény-rendszeriik megegyezik.
Két esetet kiilonboztethetiink meg.

Az elsé esetben a két (fliggvény)operator olyan, hogy kiilonbozo valtozoju fliggvényekre hatnak. Ekkor
a kozos sajatfiiggvény-rendszer a két operator sajatfiiggvényeinek a szorzatabol all.

A masik esetben a két operator olyan, hogy az egyik operator a masiknak egy hatvanysorba fejthetd
fiiggvénye. Ez létezhet, hiszen az operatorok Osszeaddsa €s szorzasa jol definialt miiveletek. Ekkor a két
operator sajatfiiggvényei ugyanazok lesznek és a sajatértékek mintegy oOroklik az operatorok kozotti
fiiggvénykapcsolatot is.
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1.2.3. A kvantummechanikai méréselmélet alapjai

Lattuk azt, hogy a ‘P(F R t) allapotfiiggvény Born féle fizikai értelmezése egy olyan intuitiv kijelentés
volt, amelyet a mérési tapasztalatok igazoltak.(Intuicid: a dolgok Iényegének 6sztonds felismerése)



Az elektronra (mikro részecskékre) vonatkozd valdsziniliségi kijelentések csak a méréseken keresztiil
értelmezhetdek. Ezért sziikség lesz majd a "mérés" fogalmanak a preciz definialasara. Addig is a "mérésen" a
klasszikus fizikaban mar megszokott eljarast fogjuk érteni. A mérést magat egy mérérendszer végzi. Ez egyrészt
tartalmaz egy olyan berendezést, amely egy adott allapotu elektron (vagy egyéb részecske) eldallitasara
alkalmas, masrészt egy mérémiiszert, amelyik az ezen az elektronon (részecskén) végrehajtott mérés eredményét
kijelzi. A mérdrendszert egy blokk diagrammal szemléltethetjilk. A mérérendszer mindkét része igen bonyolult
lehet. Gondoljunk csak azokra a hatalmas részecskegyorsitokra, amelyekkel a f61di koriilményekhez képest igen
kiilonleges allapotu részecskéket lehet "gyartani”. Valamint azokra az igen bonyolult szamitogépek altal vezérelt
detektorokra, amelyek a mérémiiszer szerepét toltik be. A funkci6é a lényeg, nem a bonyolultsagi fok! Egy
mérémiiszer természetesen csak egyféle dinamikai valtozo mérésére alkalmas (hiszen egy adott méréskor csak
egyféle eredményt jelezhet). gy beszélhetiink, pl.: helymérd, impulzusmérd, energiamérd, stb... miiszerekrél.

rrrrrr

juthatunk el, a kovetkez6képpen. Legyen adva egy ¢ allapota elektron (1.axidma)! Az egyszeriiség végett
tételezziink fel egy egydimenzidés modellt, azaz go(x) allapotfiiggvény csak az x koordinatanak legyen a
fiiggvénye! Legyen ebben az allapotban az elektron energidja E (3.axioma)! Ez azt jelenti, hogy ha valahanyszor
megmérnénk a ¢ allapotu elektron energiajat arra mindig E értéket kapnank. Ezért az energiamérés atlaga is
E lesz. Ezt az E értéket, mint az energiamérés atlagat, a (p(x) allapotfiiggvény ismeretében a Schrodinger
egyenletbdl egy skalar szorzat segitségével ki tudjuk szamitani: <E>¢ = <(/)|1:1| (0>. Ugyanekkor a (o(x)
allapotfiiggvény ismeretében, a Born-féle valdsziniiségi értelmezés felhasznalasaval ki tudjuk szamitani a
helymérés varhatd értékét (a helymérés atlagat) is: <x>¢ =<¢)|fc| (0>. Azt tapasztaljuk, hogy mind az

energiamérés, mind pedig a helymérés varhato(atlag)értekére formailag ugyanolyan tipusu matematikai
kifejezést kapunk. Ezek utan az eredményeink altalanosithatoak. Azaz kimondjuk a negyedik axiomat, amely
szerint:

"Egy tetszoleges ¢ allapotii allapoti elektron (részecske) esetén, egy tetszéleges " A " dinamikai

valtoz6 mérésének a varhato (atlag) értéke a <§0|A| (0> skalar szorzat segitségével szamithaté
ki'"
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Miel6tt tovabb mennénk, iktassunk be "pihentetonek" illetve "kedvcsinalonak" egy kis "Filozofikus
Kozjatékot™:

Az eddigiekben megalkottuk a kvantummechanika axiomarendszerét. Az axiomarendszer
helyességét a meéreési eredmeények igazoljak. Mi ezt (a szakmai érdeklédésiinknek és a céljainknak
megfeleléen) az elektron(ok) viselkedésének a leirasira fogjuk felhaszndlni. Igy az alkalmazott
matematikai egyenleteink is ennek felelnek majd meg. Ez azonban nem azt jelenti, hogy a
kvantummechanika kozélt axiomai csak az elektronokra érvényesek. Ugyanez az axiomarendszer, de
egy altalanosabb és absztraktabb formaban, alkalmas a ma ismert valamennyi mikrofizikai jelenség
leirasara is. Mi ezzel a tanulmdnyaink soran nem tudunk foglalkozni. De jo az, ha tudjuk, hogy a felirt
axiomakkal egy olyan szemlélethez és paradigma rendszerhez (gondolkodasi semak rendszeréhez)
Jutottunk, amellyel a ma ismert (majdnem!) valamennyi fizikai jelenség (a gravitaciot kivéve!)
targyalhato. A fizikusok vagya az, hogy az ismert négy kolcsénhatas (ugy, mint az erds, gyenge,
elektromdgneses és gravitdcio) egyetlen egy kélcsonhatasbol levezetheto legyen. Eddig a gravitdcio
meég kicsuszott a kezeink koziil, de a mdsik harom mar valamiféle egységbe vonhato. Az uton tovabb
kell haladni, bar az elméleti nehézségek oriasiak.

Az ut neve a "GUT = Grand Unification Theories = Nagy Egyesitési Elméletek”.

Az eddigi kisérleti és elméleti részecskefizikai ismereteink lehetévé teszik, hogy megbizhatéan
reprodukadljuk az univerzum dllapotat a nagy robbandst kévetd 1018 (!!!)masodperctil kezdve
napjainkig. De még sejtelmiink sincsen arrol, hogy milyen meglepetéseket tartogat a Természet, ha
sziiletésének korabbi titkait kutatjiuk. Az eddigi uton (GUT) mindvégig azt a kvantummechanikat
haszndltuk, amelynek egyszeriisitett valtozatat az el6zéekben "kitaldaltuk”.



Joggal mondhatjuk, hogy a KVANTUMMECHANIKA az emberiség szellemi alkotasainak a
csucsa. Teljesitéképessége (az Univerzum titkainak a feltarasa) és gyakorlati hasznalhatosaga (mai
modern technologiak) minden eddigi szellemi alkotas folé emelik OT ! .
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Ezen kis kitér6 utan térjiink vissza a kvantummechanikai méréselmélet kidolgozasahoz.

Lattuk azt, hogy a 3. és a 4.axioma a részecskék dinamikai jellemzdinek a mérésével kapcsolatosan tesz
alapvet6 kijelentéseket. Sziikség van tehat annak a pontos definialasara, hogy mit is kell érteniink "mérésen" a
kvantummechanikédban.

Induljunk ki a trividlis esetbdl! Ekkor az elektron egy olyan allapotban van, amelyet egy olyan ¢,

fliggvény reprezental (1.axioma), amelyik a mérendd A dinamikai valtozohoz rendelt A4 operator (2.axiéma) i-
edik sajatfiiggvénye, azaz Aai = Al. - ;. Ekkor, valahanyszor "megmérjik" az A dinamikai valtozot,

mindannyiszor az A4; sajatértéket kapjuk (3.axiéma). A mérendé dinamikai véltozd szempontjabol azt
mondhatjuk tehat, hogy az elektron a mérés el6tt egy sajatallapotban” volt és a mérés soran mindvégig abban is

maradt. Ezen hosszl és bonyolult mondatok helyett réviden azt szoktuk mondani, hogy az elektron egy «;

"sajatallapotban" volt és a mérés "sajatallapotban" tortént.
Bonyolultabb az eset akkor, amikor az elektron olyan allapotban van, amelyet egy olyan @ fliggvény

reprezental (1.axioma), amelyik nem tartozik a mérendé A dinamikai valtohoz rendelt A operator (2.axiéma)
sajatfiiggvényei kozé. Ekkor pongyolan, de roviden azt mondjuk, hogy a mérést “nem sajatallapotban”
végezziik. Mi lesz ekkor a mérés eredménye? Keressiik meg azt az axiomat, amelyik kozvetleniil valaszt adhat
erre a kérdésre! Ez csak a 4.axioma lehet, hiszen a 3.axioma kozvetleniil csak a sajatallapotban torténd mérésre
alkalmazhat6. Azaz a szoban forgd esetben a megmérendé A dinamikai véltozo varhato(atlag)értékét tudjuk
csak elére kiszamitani. Sziikség van tehat arra, hogy precizen megmondjuk, hogy mit is jelent a
kvantummechanikai mérés soran a varhato(atlag)érték méréssel torténd meghatarozasa. Ezen (egyaltalan nem
trivialis) kisérleti kiértékelési mod megadasa igen szemléletessé valik, ha eldbb néhany, egyszerli elméleti
meggondolast tesziink.

Elemi szdmolassal és az axiomak felhasznalasaval a kérdéses varhato értékre (az atlagértékre) egy igen
fontos matematikai kifejezést kapunk. A levezetés soran felhasznaltuk azt, hogy az A dinamikai véltéhoz

rendelt A operatornak az A; sajatértékeihez tartozé «; sajatfliggvényei a Hilbert tér egy bazisat adjék és igy a
@ Allapotfiiggvény ezen bazisfiiggvények szerint sorbafejthetd. A sorfejtési egyiitthatokat a; jeloli. Eredményiil

2
az adodik, hogy a mérés atlagértéke (a véarhato érték) az A; sajatértékeknek |al.| —el sulyozott dsszege lesz,
o0

2 . . . .
azaz: <A>¢, = Z|ai| A, . A sulyozési egyiitthatok az a; sorfejtési egyiitthatokkal fejezhetd ki. A @

2 |2
allapotfiiggvény norméja miatt az |ai| sulyozasi egyiitthatok Osszege egy: Z|ai| =1. Az eredmény az

elemi valoszinliség szamitasban tanultak alapjan matematikailag konnyen értelmezhetd.

A fizikai értelmezéshez tovabbi meggondoléasok sziikségesek.

A mondandoénk jobb kifejthetdsége végett finomitsuk a szohasznalatunkat és vezessiik be az "elemi
mérés" és a "mérés" fogalmat. Ez a két fogalom némileg hasonlit a valdszinlis €gszdmitasban hasznalt "elemi
esemény" és "esemény" fogalmakhoz. Bevezetésének didaktikai célja van. Az irodalomban nem !! talalhato
meg, mert ott mindkét fogalomra ugyanazt a "mérés" szot hasznaljak. A szovegkornyezetbdl kovetkezik, hogy
pontosan melyik fogalomrdl van éppen sz6.

Elemi mérésnek fogjuk nevezni azt, amikor egy valamilyen dllapotban [évd elektron (részecske)
kélcsonhatasba lep a mérdmiiszer detektordaval és ennek hatasara az egy adott “értéket jelez”. Pongyolan, de
roviden azt fogjuk mondani, hogy a meéromiiszeriinket “rakapcsoltuk” az adott dallapotu elektronra (részecskere)
A 3.axioma értelmeében egy elemi mérés eredménye csak egyetlen egy sajatértek lehet. Ha egy adott allapotu
elektronon ugyanazon dinamikai valtozonak sok elemi mérését hajtunk végre, akkor a dinamikai valtozo
meérésérdl beszéliink.



Nézziik meg, hogy az imént bevezetett fogalmak segitségével a targyalt méréseket hogyan tudjuk
értelmezni (interpretalni).

A “sajatallapotban torténé” mérés soran A dinamikai valtozé mérését egy «; sajatallapotban hajtjuk

végre, akkor minden elemi mérés eredménye ugyanaz az 4; sajatérték lesz A mérés eredménye tehat az A4;
sajatérték maga.
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Mint azt lattuk, a "nem sajatallapotban torténd mérés" esetén a mérés varhatd értéke a mérendd
dinamikai valtozo sajatértékeinek stlyozott atlagaként szamithatd ki. A valdszinliség szamitasban tanultak

2
értelmében az |ai| stlyozo egyiitthatokat valosziniiségekként kell értelmezniink. Ez most az alabbi mdédon

teheté meg:
Tekintsiink egy ¢ 4allapotu elektront! Mérjiilk meg ennek az elektronnak azt a fizikai tulajdonsagat,

amelyet az A dinamikai véltozéval jellemziink! Ha ezen a ¢ 4llapotd elektronon egy elemi mérést

végrehajtunk, akkor ennek eredménye a 3.axidma szerint csak valamelyik 4; (i = 1,2,3,...) sajatérték lehet.
Végezziink el N db elemi mérést, de ligyeljiink arra, hogy minden elemi mérés eldtt az elektron ugyanabban a @

allapotban legyen. A mérés tehat most N db elemi mérésbol all. Minden egyes elemi mérés eredménye
(véletlenszeriien!) valamelyik sajatérték lesz. Most a mérés eredményének azt a hisztogramot tekintjiik, amelyik
az elemi mérések sordn adodo 4; (i = 1,2,3,...) sajatértékek relativ gyakorisagat tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy
N db elemi mérés kozill N; esetben adodott 4; sajatérték. A valosziniiségszamitisban tanultak alapjan N—> o0
esetén az A; sajatérték Ny/N relativ gyakorisaga annak a val6szin{iségét adja, hogy egy elemi mérés eredménye
¢ppen 4; lesz.

A kvantummechanikdban a mérés tehat az alabbi moédon interpretalhatd. A mérés elbtt az elektron
valamilyen ¢ Aallapotban van. Az, hogy ismerjiik-e ezt az allapotot vagy sem most nem lényeges. A

gyakorlatban mind a két eset el6fordul. Egyszeriien tekintsiik adottnak ezt a ¢ allapotot. Meg akarjuk mérni az

A dinamikai valtozot. Rakapcsolva az A dinamikai valtozot mérd miiszert a rendszerre (egy elemi mérést
végrehajtva) a miiszer valamelyik 4; sajatértéket fogja mutatni. De ez egyben, a 3.axioma szerint, azt is jelenti,

hogy az elektronunk éppen ¢, éllapotban van. Azaz az elemi mérés soran az elektron a kezdeti ¢ allapotbol a
mérémiiszerrel valo kolcsonhatds kovetkeztében az ¢, é4llapotba ment 4t. Az elemi mérés eldtt csak azt tudjuk

megmondani, hogy mi annak a valésziniisége, hogy az elektron ¢ 4&llapota pl.«; allapotra fog véltozni. Azt

mondjuk erre, hogy “elemi mérés pillanataban(!)” d6l az el, hogy melyik allapot fog 1étrejonni (realizalodni).

Tehat egy elemi mérés kimenetelére (altalaban az események bekdvetkezésére) a kvantummechanika
”ab ovo” (eleve azaz mar az axiémak szintjén!) csak valosziniiségi kijelentéseket tud tenni.

Ez alapvetéen mas, mint az, amit a klasszikus fizikdban (mechanikaban) tapasztaltunk. Ott a
valoszinliségi kijelentések mogoétt mindig egy szigortian kauzélis (ok—okozati) “alvilag” hiuzodott meg.
Gondoljunk pl. a statisztikus fizikdban tanultakra, ahol a gazmolekuldk mindegyike az egzakt Newton torvények
szerint mozgott, azaz barmelyik molekula mozgasa elvileg determinisztikus volt. Praktikus okokbol (a 10%
nagysagu, hatalmas részecskeszam miatt) tértiink ra a statisztikus targyaldsra. Mindez azonban az elméleti, elemi
alapokat nem érintette.

Mindez azért izgalmas dolog, mert a kvantummechanikéban a Természet (jelenlegi ismereteink szerinti)
legalapvetébb torvényeit fogalmaztuk meg. A klasszikus fizika szigorii kauzalitdsan nevelkedett szemléletiink
szamara nagyon meghokkentd kijelentés az, hogy a Természet alaptorvényei véletlenszeriiek. Azaz nincsen egy
kauzalis "alvilag” a kvantummechanikai események mogott (hiszen, ha lenne, akkor az axiomaink nem lennének
alaptorvények). Legalabb is eddig még ilyet senki soha nem tapasztalt! Ez az “okok nélkiili véletlen” nehezen
emésztheté fogalom. Nagyon tigy néz ki, hogy Einstein kétkedése ellenére az Uristen mégis csak kockajatékos!

Az elmondottak filozéfiai kovetkezményei belathatatlanok.

Kiilonosen ismeretelméleti vonatkozasai izgalmasak, ezért 6vakodnunk kell az elhamarkodott és
feliiletes kijelentésektol!
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1.2.4. A koordinata és az impulzus kvantummechanikai targyalasa

Mint azt lattuk, a 4. axidmahoz a hullamfiiggvény Born féle értelmezésének az altalanositasaval
jutottunk el. Most nézziik meg azt, hogy a 4. axiomabdl hogyan jon ki a Born féle értelmezés! Mint az ismeretes,
ebben az esetben azt tudjuk megmondani, hogy mekkora valdsziniiséggel talalhatdé meg az elektron a tér egy
tetszoleges pontjaban. Tehat helymérésrdl van sz6. Az egyszeriiség végett egydimenzidos modellen fogunk

dolgozni. A bevezetett sémank szerint a mérdrendszeriink most egy go(x) allapota elektronbol és egy

helykoordinata mérdé miiszerbdl all. A helymérés eredménye a tapasztalatok szerint barmekkora lehet. Azaz az
X dinamikai valtozohoz rendelt X operator sajatértékei folytonos spektrumot adnak. Ez némi nehézséget jelent
a tovabbi matematikai 1épésekben. Azért, hogy ezt konnyebben elviseljiik, mindent a mar megtanult diszkrét
spektrum mintajara fogunk csinalni. igy pontosan tudni fogjuk azt, hogy honnan hova akarunk eljutni. Mint azt
emlitettiik, az X operétor x sajatértéke barmilyen valos szam lehet, ezért a sajatértékek és igy a sajatfliggvények
halmaza "kontinuum szamossag”. Ez azt jelenti, hogy a sajatértékek ill. a sajatfiiggvények nem szdmlalhatok
meg. Ezért nem alkalmazhatunk egy i=1,2,3,.. szamlalo indexet. Ehelyett bevezetiink egy folytonosan valtozo
paramétert, amely atveszi a szamlald index szerepét, és a sajatfliggvények megkiilonboztetésére szolgal.
Célszerii ennek az azonositd paraméternek magat a (folytonos) sajatértéket vélasztani. Igy tehat a ;((x,x')

sajatfiiggvényben az x betli a valtozot az x' szimbdlum pedig az azonositd paramétert jeldli. Ez azt jelenti, hogy
az X' sajatértékhez tartozo, x valtozotol fiiggd fiiggvényrdl van szd. A levezetés menete mindenben koveti a
mar jol ismert diszkrét spektrumt esetet. Annyi csak a kiilonbség, hogy a (diszkrét) szummazasok helyett most
(folytonos) integralokat kell hasznalni. A levezetés célja meghatarozni azt, hogy mi annak a valdsziniisége, hogy
a kezdetben ¢(x) allapotu elektron az elemi helymérés hatdsira a ¥ (x, b ') allapotba megy at. Ez mas
szavakkal azt is jelenti, hogy meghatarozzuk annak P(x') valoszinfiségét, hogy a helymérés eredménye x' lesz,
azaz, hogy az elektront az x' helyen talaljuk. Hasonloan a diszkrét esethez ez a valdszinliség most is a <X| (p>

skalar szorzattal kapcsolatos.
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A P(x') valosziniiség meghatarozisdhoz ismerniink kell az X operitornak a ;((x,x')
sajatfiiggvényeit. Mi a Schrodinger féle operatorokat hasznaljuk, ezért az X operator az x-el vald szorzast
jelenti. A sajatérték egyenletbdl latszik az, hogy a ¥ (x, x') sajatfiiggvény nem tartozhat az eddig hasznalt H

fiiggvénytér elemei kozé. Valdjdban nem is tekinthetdé a hagyomanyos értelemben vett fiiggvénynek. A
fiiggvényfogalom altalanositasaval kaphato Gn. disztribaciok kozé tartozik és Dirac-deltanak hivjak. A nevét
P.A.M. Dirac-rdl kapta, aki eldszor oldotta meg ezt a sajatérték problémat. Ezek utdn mar meghatarozhat6 a

<X| (p> skalar szorzat és igy a keresett valosziniiség is. Eredményiil a vart Born-féle kifejezést kapjuk.
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Az elézéekben meghataroztuk a helykoordinata operator sajatfiiggvényeit. Oldjuk most meg a masik
alapmennyiségre, az impulzusra vonatkozo6 sajatérték problémat is. A py, Py és p, impulzus komponensékhez
tartozo operatorok egymassal felcserélhetok és egymastol fliggetlen valtozokra hatnak. Ez azt jelenti, hogy
kozos sajatfiiggvény-rendszeriik van, ami a kiillonbozd valtozoéju sajatfiiggvények szorzatabol all. (Lasd a
38.oldalon elmondottakat.) Eredményiil azt kapjuk, hogy az impulzus sajatértékei €s sajatfliggvényei éppen a jol
ismert, a de-Broglie 4ltal intuitiv moédon bevezetett sikhullamok. Ez pont 6sszhangban van az eddigiekkel.

Lattuk tehat, hogy sem a helykoordinata operator sajatfiiggvényei (Dirac delta disztribuciok) sem pedig
az impulzus operator sajatfiiggvényei (nem normalhaté sikhulldmok) nem tartoznak a H Hilbert tér elemei
kozé.



Belathatd azonban, hogy ezek az Aallapotfiiggvények -eldallithatok a Hilbert tér elemeinek
"hatérértékekként". Ezért (egy lehetséges modszerként) ezeket a "allapotfiiggvényeket" is hozzavessziik a H

halmazhoz, és az igy kiegészitett H * téren fogjuk értelmezni az 1.axiomat.
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1.2.5. A hatarozatlansagi relacio

A helyes kvantummechanikai szemléletiink kialakitasanak egyik igen fontos allomasahoz érkeztiink. A
kapott Osszefiiggések alapjan végérvényesen szakitanunk kell a megszokott klasszikus fogalmainkkal és egy
masfajta gondolkodasmodot kell 6nmagunkban kialakitanunk. Mindez nem nélkiilozhet némi filozofiai kitérot
sem.

Tekintsiink egy @ allapotu elektront és mérjiink ezen két dinamikai valtozot (legyen ez A és B')! Vigyazzunk

most is arra, hogy minden elemi mérés el6tt az elektronunk ¢ éllapotban legyen! A mérés eredménye két

hisztogram lesz, amely a két dinamikai valtozo sajatértékeinek relativ gyakorisagait tartalmazza. Az axiomak
segitségével elore meghatarozhatok a két hisztogram jellemz6 adatai. Ezek a varhato értékek (atlagértékek) és a
négyzetes szorasok. A varhato(atlag) értékeket a 4.axioma alapjan kozvetleniil kiszamithatjuk. Nézziik meg van-
e valamiféle kapcsolat a két szoras (A4 és AB ) kozott? A kérdés indokolt, hiszen a két mérést ugyanabban a
@ allapotban 1év6 elektronon torténik.

A szérasok kiszadmitasanal is a kvantummechanikai moédszereit kell kovetniink. El6szor is a szoras
klasszikus definicigjat leforditjuk a kvantummechanika "nyelvére", majd az axiomak felhasznalasaval
elvégezziik a sziikséges szamitasokat.

A szoras matematikai definicidja a kovetkezd: "az atlagtol valo eltérés négyzetének az atlagabol vont

négyzetgyok." A kvantummechanikai szamitasokban az "4tlagot" a 4.axidoma el6irasa szerint kell képezni. Ehhez

pedig sziikség van az "atlagtél valo eltérés" (AA illetve AB) operatorara. Ezt az operatort a 2.axidma szerint
kell képezniink. Azaz el6szor megadjuk a klasszikus definiciot, majd utdna a dinamikai valtozok helyébe
operatorokat irunk. Az atlagérték nem dinamikai valtozo, hanem egy skalar érték, ezért a hozza rendelt operator
az ezzel a szammal valo szorzas lesz. A két dinamikai valtozo kvantummechanikai v1szonyat a hozzajuk rendelt

A esB operatorok csererelacidja adja meg. Egyszeruen b1zony1that0 hogy a AA és AB operatorok kozott is
ugyanez a csererelacio érvényes. Képezzik a G g AA+ A AB operatort, ahol g tetszéleges valds

A

paraméter. G nem reprezentidl semmilyen dinamikai valtozot, mert nem ©nadjungalt. Egyszerlien egy

matematikai segédmennyiségnek kell tekinteniink. Képezziik a G(l) fliggvény normajat, amelyik definicid

szerint egy nem negativ valdos mennyiség. Jeloljik ezt /(g)-vel. Az adddik, hogy I(g) a valdés g paraméter
négyzetes fliggvénye.
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(3Pl

Ahhoz, hogy I(g) ne legyen negativ, az sziikséges, hogy a “g” paraméter megfeleld egyiitthatoibol
képzett "diszkriminans" ne legyen pozitiv. Ebbdl a feltételbél a A4 és AB szérasokra egy egyenlStlenség
adodik. Ez az un. Heisenberg féle hatarozatlansagi relacid. Eszerint ha a két dinamikai valtozéhoz rendelt két
operator nem cserélhet6 fel, akkor a szorasok szorzata nagyobb, mint egy pozitiv szam. Ez azt jelenti, hogy nem
létezik olyan allapot, amely esetén mindkét dinamikai valtozo "egyszerre" nulla szorassal mérheto.

Tekintsiik az x és a py kozott fennalld hatdrozatlansagi relaciot Eszerint az elektron lehet példaul egy
olyan allapotban, hogy a helye kozel nulla szorassal mérhetd. Azaz az elektron tér egy meghatarozott pontjanak
nagyon kicsi kornyezetében talalhat6. Ekkor azonban az impulzusmérés szorasa nagyon nagy lesz, azaz errdl
semmi biztosat nem tudunk mondani. Ugyankkor viszont, van olyan allapott elektron is, amelynek az impulzusa
egy jol meghatarozott érték. Ekkor viszont az elektron helymérése lesz nagyon bizonytalan.

Eddig mindig azt mondtuk, hogy egy @ allapoti elektronon N (sok) elemi mérést végziink. Ezt

azonban nem lehet megvalositani! Ennek az oka a kovetkezd. Amikor az elemi mérés soran az elektron a
mérémiszer detektoraval kolcsonhatasba 1ép, akkor ott mindig realis (mikro)fizikai objektumokkal talalkozik



(atomokkal, ionokkal, elektronokkal, elektromagneses térrel, stb...), hiszen a méromiiszer is az anyagi vilagunk
része. A kolcsonhatas soran a mérendd elektron mintegy "elkeveredik" a mérémiiszert alkoto elektronok kozott.
Mivel minden elektron teljesen egyforma, igy 6t onnan mar visszavenni nem lehet. Azaz egy elemi mérést csakis
egy elektronon és csak egyetlen egyszer lehet elvégezni. Akkor hogyan lehet értelmezni az N (sok) elemi
mérésbol alld mérést? A valasz egyszerli, ha figyelembe vessziik azt, hogy minden elektron tokéletesen
egyforma, azaz nem lehet ket egymastol megkiilonboztetni. Eszerint nem egyetlen ¢ allapotu elektronon

mériink N (sok)-szor, hanem N (sok) azonos ¢ allapott elektronon mériink egyszer. Az eredmény nyilvan
ugyanaz lesz. A két dinamikai valtozo "egyszerre" torténé mérése is hasonloan térténik. Ekkor a sok azonos ¢

allapotu elektron felén megmérjiik az egyik, a masik felén megmérjiikk a masik dinamikai valtozot. Az igy kapott
szorasok kozott a Heisenberg féle hatarozatlansagi relacié fog fennallni. Az elektronok egyformasaga miatt a
sok fiiggetlen elektronon torténd mérésbol adodo fizikai kdvetkeztetéseinket egy elektron (helyesebben: "az"
elektron) tulajdonsagainak tekintjiik. Ilyen moddon alakitottuk ki szemléletiinket. Ezért beszélhettink az
elézéekben mindig "egy (!) elektron "-rol.

A fontossaga miatt foglaljuk Ossze a hatarozatlansagi relaciordl hallottakat. A kozépiskolaban azt
tanultuk, hogy "egy elektron helyét és impulzusat nem lehet egyszerre pontoson meghatarozni". Ez a
megfogalmazas konnyen félreérthetd, mert nem tisztazza az "egyszerre" szo6 jelentését. A most tanultak szerint a
preciz allitas az, hogy: "Nincsen olyan allapot, amelyben 1évé elektronok sokasagan elvégezve a hely- és az
impulzusmérést, mindkét mérés szoérasa tetszélegesen kicsinek adodik." Az "egyszerre" sz6 tehat szigortian véve
nem egyidejiiségre utal, hanem az ugyanabban az allapotban torténd mérést jelenti. Kvalitativ szemléletiinkben,
egyetlen elektron dinamikai tulajdonsagainak jellemzésekor, mégis joggal asszocidlunk az egyidejliségre. Hiszen
egy objektum (elektron) a tulajdonsagaival minden iddpillanatban egyszerre rendelkezik. De ezzel ismét a
filozbfia (az ismeretelmélet) teriiletére tévedtiink és ez mar nem tartozik ennek a tantargynak a témajaba.

A hatarozatlansagi relacio alapvetd szerepet jatszott a kvantummechanikai szemléletlink
kialakulasaban. A mikrofizikai modelljeink kvalitativ értelmezésekor allanddan hasznaljuk.
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1.2.6. A klasszikus mechanika és a kvantummechanika kapcsolata
1.2.6.1. Az Ehrenfest tétel

Az eddigiekben a megmérend elektron ¢ 4llapota nem fiiggdtt az iddtsl. Most a P(¢) idofiiggs

allapotban torténd mérést fogjuk megvizsgalni. Mivel az elektron allapota allanddan valtozik igy a dinamikai
tulajdonsagai is pillanatrol pillanatra valtozni fognak. Sz6 sem lehet tehat arrdl, hogy egy dinamikai valtozo
mérését (ami sok elemi mérést jelent) egy elektronon egy adott idopontban elvégezhessiik. Ennek ellenére a
tovabbiakban is mindig az "egy részecske - sok elemi mérés" szemléletet fogjuk hasznalni az elméleti
szamitasainkban. De tudnunk kell azt, hogy a mérések szempontjabdl ez valdjaban mit is jelent.

Legyen az elektronunk a ‘P(l_; o1 ) idéfiiggd allapotban. Ekkor az A dinamikai valtozé mérésének a
varhatd értéke is fog fiiggni az 1d6tdl. Ezt az idofiiggést az atlagérték ido szerinti elsé derivaltja (a valtozas
sebessége) jellemzi. A varhatoé érték a 4.axioma alapjan kiszamithato, az allapot idofliggését az S5.axioma
hatarozza meg. Eredményiil az adédott, hogy az A dinamikai valtozé varhat6 értékének a valtozasi sebessége, a

H energiaoperitor és az A operator kommutatoratdl fiigg:

%<A>\P(z) - %<1P [ISI’A]\P>

Ez az altalanos Ehrenfest tétel.
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1.2.6.2. A klasszikus mechanika mozgasegyenlete

Az Ehrenfest tétel alkalmazasaként elsének vizsgaljuk meg az impulzus varhato értékének az idobeli
valtozasat. A tételt alkalmazva az adodik, hogy az impulzus varhato értékének id6 szerinti els6 derivaltja a
potencialis energia negativ gradiensének az atlagaval egyenl6:



2 ipd=tv(-Z )

A kapott eredmény fizikai értelmezésekor két esetet kell megvizsgalnunk.

Elészor tekintsiink azt amikor az elektron potencialis energidja nagyon nagyot valtozik abban a
térrészben ahol az elektron nagy valoszinliséggel megtalalhato. Ez a helyzet pl. atomokba kotott elektronoknal.
Ekkor az impulzusatlag iddderivaltjanak a kiszamitasahoz sziikség van a hullamfiiggvény ismeretére is. Ez pedig
csak a kvantummechanika alkalmazasaval kaphato meg.

A masik esetben a potencialis energia térbeli valtozasa elhanyagolhatdan kicsi abban a térrészben, ahol
az elektron egy adott iddpillanatban nagy valdsziniiséggel van. Ez a helyzet 1ép fel, amikor az elektront
makroszkopikus tartomanyban valtozé elektromagneses térbe helyezziik (pl. egy kondenzatorba) .Ekkor a
potencialis energia gyakorlatilag allandonak tekinthetd az elektron "helyén”. A kvantummechanikai atlagképzés
soran a hullamfliggvény az 6sszefliggéseinkbdl eltiinik:

d oV
a5,

Tehat a mozgastorvényt a kvantummechanika hasznalata nélkiil is meg tudjuk fogalmazni, azaz eljutottunk a
klasszikus mechanikdahoz. Lathato tehat, hogy Newton masodik axiémajat le tudtuk vezetni a
kvantummechanikabol. Tehat a kvantummechanika magéaban foglalja a klasszikus mechanikat, azaz (ahogy
annak lennie is kell!) a korrespondencia elv teljesiil.
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Most mar valaszolhatunk arra a kérdésre is, hogy hogyan alakult ki a klasszikus tdmegpont fogalmunk.
Egy makroszkopikus méretli objektum mérése soran a klasszikus mérémiszeriinkben egy idépontban (ami a
mikroszkopikus skalan mindig egy véges id6tartam) nagyon nagy szamu kvantummechanikai elemi mérés zajlik
le. Ennek az atlagat jelzi ki a miszeriink mint a klasszikus mérés eredményét. A hatarozatlansagi relaciot nem
érzékeljiik, hiszen a szorasok bdoven beleesnek a klasszikus méromuszer pontatlansdgi tartomanyaba. Azaz a
klasszikus mechanikai mérések szerint egy részecske egy adott "idGpillanatban" a tér egy adott "pontjaban" lesz
¢és adott impulzussal fog rendelkezni. Ennek alapjan alkottuk meg a részecskék tomegpont modelljét.

Masodik példaként vizsgaljuk meg a helykoordinata atlaganak az idébeli valtozasat! Az Ehrenfest tétel

Six)=—(p.)

m
Az eddigiekbdl mar lesziirhetd az az altaldnossdgban is igaznak bizonyuld kovetkeztetésiink, mely
szerint a kvantummechanikai atlagok ko6zott éppen a klasszikus mechanika Osszefiiggései allnak fenn. Ez
tulajdonképpen az altalanos Ehrenfest tétel verbalis megfogalmazasa. gy részletes szamitasok nélkiil is
felirhatjuk példaul a munka-tétel Ehrenfest szerinti alakjat. Ez a szilardtest-fizikaban nagyon fontos szerephez
jut majd.
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1.2.6.3. Az energia és az id6 kozotti hatarozatlansagi relacié

Az “id6” fogalmunk talan a legérdekesebb és bdlcseleti szempontbol a legizgalmasabb fogalmaink kozé
tartozik. A “Mi az id6?” kérdésre bizony nehezen tudnank kapasbol valaszolni.

A sziiletéslink utan atélt sok szubjektiv élmény hatasa kovetkeztében, lassan érlel6dott benniink az id6
szubjektiv érzete, majd ennek kapcsan a fogalma. Kisgyermek korunkban a tér-fogalmunk hamarabb alakult ki,
mint az id6¢. El6bb értettiik meg azt, hogy mit is jelent az “itt” és az “ott”, mint a “most” és a “majd”. “Hanyat
kell még aludni Karacsonyig?” kérdeztiik. “Addig kell itt ilndd, amig a nagymutato legfeliilre nem érkezik!”
mondtak a felndttek. Mindkét esetben az “idordl” illetve annak “mulasarél” volt sz6. Emlékezziink csak vissza
arra, hogy mikor tanultuk meg azt, hogy “mennyi idét mutat az 6ra”! Ez kb. 8-9 éves korunkra tehetd. A hosszu
évek soran kialakult szubjektiv idéérzetiink igen csaloka. Egy fogorvosi székben iilve a percek is oraknak



tlinnek, a szeretteink kdrében szinte “repiilnek az évek”. Az absztrakt id6 fogalmunk kialakuldsa még csak ezek
utan kovetkezett.

Mi tehat az id6? Pusztan csak egy szubjektiv fogalom, vagy t6liink fiiggetlentil 1étez6 “valami”. Vajon
az Univerzumban is “telik az id6?” A Nagy Bumm elott is 1étezett az id6?” vagy az is “csak akkor keletkezett,
mint amikor az Univerzum maga?”’. A kozmoldgia modern elmélete probal valaszolni ezekre e kérdésekre (is).
A természettudomany (jelesiil a fizika) valaszait azonban a “szubjektiv idGérzettel terhelt elménkkel” kell
értelmezniink és ez egyaltalan nem egyszerii. Nem véletlen, hogy minden filozoéfiai és vallasi rendszer sarkalatos
pontja az “id6hdz, mint olyanhoz” fiz6d6 viszonya. Gondolhatunk a “lélekvandorlas™ ciklikus idéfogalmara,
vagy a kereszténység linearis idészemléleten alapulé tanaira, amely szerint az “Ordkkévald” az “orok élettel”
kecsegteti vagy riasztja a muland6 embert. “Mi tehat az id3?” Ervényes-e itt is az ismert paradoxon: “Hasznélni
jol tudom, de megmagyarazni nem!”. Einstein ezt igy fogalmazta meg:

>

“Tudjuk, hogy mi az ora és mi a méter, nem tudjuk azonban, hogy mi az idé és mi a tér.’
Emlékezetiinkbe idézhetjiilk Madach Imre szavait az idordl és annak mulasarol:

“Minden mi él az egyenld soka él,

A szazados fa, s egynapos rovar.
Eszmél, oriil, szeret és elbukik,

Midon napszamat s vagyait betolté.
Nem az ido halad: mi valtozunk,

Egy szazad, egy nap szinte egyre megy.

Ezen kis, lirai kitérd utan, térjiink vissza a kvantummechanikahoz!

Ismereteink mar elegendéek ahhoz, hogy a kvantummechanika egyik leginkabb félreérthetd és ezért legtobbszor
valdban félre is értett tételét precizen megfogalmazzuk.

Tekintsiink egy ‘P(F,t ) id6fiiggd allapotban 1évé elektront és merjiik meg egy adott idépontban az
energiajat és egy masik A dinamikai valtozojat is! Az adott pillanatban a mérés eredménye két hisztogram
lesz, értelemszeriien az egyik az energiara, a masik az A dinamikai valtozora vonatkozik. Mivel az elektron
allapota id6ben valtozik, igy a mérés eredményét szemléltetdé hisztogramok is pillanatrél pillanatra valtozni
fognak. Az Ehrenfest tétel segitségével kiszamithatd a varhato(atlag)értékek valtozasi sebessége.

L) =Low i)

A Heisenberg féle hatarozatlansagi relacio pedig megadja a szorasok kozotti kapesolatot.

1 N

A-AE 2| [H.A]\P>‘.

Vezessiink be egy Af mennyiséget (karakterisztikus idStartamot), amelyik a rendszerben lezajlé id6beli
valtozasokat jellemzi, az alabbi definicio szerint:

0
AA—5<A>-At

Azért, hogy jobban megértsiik ennek a sziikségességét tegylink ismét egy kis filozofalgatd kitérot:

Az "id6t", mint olyat mérni nem tudjuk. Mérni csak valamilyen dinamikai mennyiséget (valtozot)
tudunk. A dinamikai mennyiségek megvaltozasa kelti benniink az "id0 mulasanak" a képzetét. Minden, a
Természetben meglévd, vagy az ember altal konstrualt 6ra "mikodésének” is ez az alapelve (pl.: a Hold sarl6ja
megvaltozik, a Nap felkel és lenyugszik, a homokszemek leperegnek, az éramutatd elmozdul, a kvarckristaly
alakja eltorzul, az elektromagneses térerdsség megvaltozik, stb.) Ha a valtozasok a testiinket felépitd sejtek
fiziologiai tulajdonsagait jellemzik, akkor az "idé mulasat" bizony mar sajat boriinkon is tapasztalhatjuk. (“Nem
az idd halad: mi valtozunk...”) Ezért alakult ki benniink az az érzés, mintha az "idé" mint olyan énalléan létezd,
abszolit valami lenne. Ezt a képzetet az einsteini relativitaselmélet mar meg kellett, hogy renditse benniink
(egyidejtiség, idddilatacid, ikerparadoxon) .A kvantummechanika remélhetdleg a maradék illtizionkat is
eloszlatja majd. Ez persze nem megy konnyen! Beidegzett gondolkodasmodunkhoz, megszokott
szemléletliinkh6z sokszor irracionalis makacssaggal ragaszkodunk. Néha "jobban hisziink a szemiinknek, mint az
esziinknek”. Minden esetre mindez vitara késztet! Mint azt a bevezetoben elmondottak is sugallhatjak, az id6rdl,



mint olyanrdl folytatott vitdink és elmélkedéseink nagyon messzire vezethetnek. Fontos filozéfiai kategoriarol
van szo, amellyel kapcsolatos gondolataink a tiszta racionalitastol, a benniink szunnyadé miszticizmus
gyokeréig ivelhetnek. Mindez azonban nem tartozik e tantargy keretei kozé.

Ott tartottunk tehat, hogy bevezettiik a Af mennyiséget. Ennek fizikai jelentése igen szemléletes. A
At az az idStartam, ami alatt az A dinamikai valtoz6 atlaga éppen egy szorasnyit véltozik. Ez tehit egy olyan
karakterisztikus, mérheté id6tartam, amellyel a \P(t ) idobeli valtozasat jellemezhetjik. Az allapotfiiggvény
ugyanis kdzvetleniil nem(!) mérhetd, igy annak id6beli megvaltozasa sem. Az elézbekben elmondottak szerint
tehat az A dinamikai valtozé az ora szerepét tolti be. Ha a At kicsi, akkor ez azt jelenti, hogy az elektron az
allapotat gyorsan valtoztatja. Ha a Af nagy, akkor ez a valtozas lassi. Ezek utdn a fenti egyenletek
kombinaciojabdl egy igen fontos és érdekes Osszefiiggésre juthatunk, nevezetesen:

AE-AtZE.
2

Lathatoan a szdmolasunk eredményeképp egy hatdrozatlansagi reldciot kapunk a Af karakterisztikus
idétartam és az energia AE szorasa kozott.

Az elmondottak szemléltetésére nézziink egy példat. Tekintsiik a Hidrogén atom energiaszintjeit. Az
alapéllapotban az elektron végtelen hossz( ideig tartdzkodhat ( Af —> o0) ezért az alapallapoti energia egy
pontos érték (AE — 0). Ha az elektron egy magasabb energiaszintre keriil, akkor egy id6 milva visszaugrik az
alapéllapotba, azaz az allapota megvaltozott ( Af = véges). Ezért a gerjesztett allapot energidja nem egy pontos
érték, hanem véges szoérassal rendelkezik (AE = véges). A legerjesztddéskor kisugarzott energia sem lesz egy

kisugarzott fotonok frekvencidja nem egy meghatarozott érték, hanem egy keskeny frekvenciatartomanyba esik,
amelynek a “szélességét” AE =h-Av oOsszefiiggéssel definialjuk. Azt mondjuk erre, hogy a spektrumvonal
elmosodik, kiszélesedik. Ezt a spektroszkopidban tapasztalt jelenséget a spektrumvonalak Un. "természetes
vonalszélességének" nevezziik.

Ezzel befejeztiik a kvantummechanikaval kapcsolatos altalanos vizsgalodasainkat. Megtanultuk az
alaptorvényeket (axiomakat) és a bel6liik fakadd azon kovetkeztetéseket, amelyek mar elegendéek ahhoz, hogy
megértsiik a kvantummechanikai gondolkodasmoéd 1ényegét. Az egyéni szemléletet azonban mindenkinek
maganak kell kialakitania dnmagéaban. Természetesen még nagyon sok igen érdekes részlet van, amir6l nem
hallottunk. Ez azonban mar nem tartozik azon ismeretek kozé, amelyek feltétleniil elvarhatok lennének egy
mérnoktol.

Ezek utan az eddigiek alkalmazasaval fogunk foglalkozni. A végsé célunk azon mikrofizikai
folyamatok alapelveinek a megértése, amelyek az elektronikus eszkdzokben lezajlanak.

El6tte azonban még meg kell érteniink azt, hogy egyetlen atom hogyan épiil fel és hogyan “miikodik”.
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1.3. A perdiilet és a magneses momentum
1.3.1. A palyaperdiilet

Eddig a koordinata, az impulzus és az energia voltak azok a dinamikai valtozok, amelyek
kvantummechanikai tulajdonsigaival megismerkedtiink. Most egy ujabb dinamikai valtozot, a palyamozgasbol
adodo perdiiletet fogjuk vizsgalni. A modszer a mar megszokott lesz:

"Klasszikus mechanika — Operatorok — Sajatérték egyenlet — Fizikai értelmezés — Mérés "

Egy tdmegpontnak egy adott pontra (legyen ez az origd) vett L =7 x p perdiilete vektor mennyiség.
Ezért harom skalar adattal, pl.: az (L, ,L, ,L.) harom Descartes komponenssel jellemezhetd. A 2.axidma szabalyai

szerint a megfeleld operatorok konnyen képezhetdek. Tekintsik az L_ operatort! Bizonyithato, hogy gémbi

A

koordinata rendszerben ez az operator a ¢ szdg szerinti elsé derivalttal aranyos: L = _'8_. Ez fizikailag
J oo

szemléletesen is értelmezhetd. Gondoljunk csak arra, hogy pl. az x-iranyu mozgéasbol adodo py impulzushoz

rendelt operator az x-szerinti derivalttal aranyos, és ugyanez igaz az y és a z komponensekre is. GOmbi

koordinatarendszerben L, perdiilet csak a @ valtozasabol adodé mozgasbol adodik. Igy joggal varjuk, hogy az

L, perdiilethez rendelt operator a ¢ szdg szerinti derivalassal legyen aranyos.

Az izq) = L_- O sajatérték egyenlet matematikai megoldasai egyszeriien meghatarozhatoak. Ezek
koziil a regularitasi feltételek valasztjak ki a fizikai megoldasokat (l.axioma). A d)((o) sajatfiiggvény

egyértéki, ha CD(([) + 27[) = CD(¢). Ez csak akkor teljesiil, ha az L, sajatérték a /i egész szamu tobbszordse,
azaz L =mh, ahol m; = 0,+1,+2,..+..... Tehat az L. sajatértéke kvantalt
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1.3.2. A (zart) palyamozgas magneses momentuma

Ha egy pontszerii elektron zart palyan mozog (pl. a Bohr- féle atommodellben) akkor ez a mozgd
elektromos t61tés magneses teret kelt. Ez a tér egy magneses dipdlus terével jellemezhetd. Ez a magneses dipolus
egy Ujabb dinamikai valtoz6. Vizsgaljuk meg ennek a kvantummechanikai tulajdonsagait!

Az egyszerliség végett egy “r” sugaru korpalyan mozgd elektron esetét fogjuk vizsgalni. A klasszikus

9

fizika szerint, a palyamozgéas sordn az elektron “m” tomegébdl adédd L perdiilete és az

3

‘-e” elektromos

t51tésébol szarmazo M ; Mméagneses momentuma kozott szoros kapcsolat van. A perdiiletet mar az el6zéekben

részletesen targyaltuk. A korpalyan mozgo elektron egy kis aramhurkot jelent. fgy a magneses momentuma a

mér tanult modon (“4ramerdsség x feliilet”) egyszeriien szamithato: M, =1 - r> 7 . Ezt dsszehasonlitva az L

perdiilettel eredményiil az adodik, hogy a magneses momentum vektor a palyaperdiilet vektorral aranyos:
- e

M, = —2—L . Az aranyossagi tényez6 lathatoéan univerzalis allandokbol all, ugymint az elemi tdltés és az
m

elektron tomege.
A magneses momentum vektor Descartes komponenseihez rendelt operatorok a perdiilet operator

A

ismeretében a 2.axioma szerint képezheték. Tekintsiik a z komponenshez rendel M, operatort. Ez az L_

operatortdl csak egy konstans szorzoban kiilonbozik. Ezért a 38.oldalon tanultak értelmében a két operatornak
kozosek a sajatfliggvényei és az operatorok kozotti kapesolatot a sajatértékek oroklik. Az adodik tehat, hogy az

M, magneses momentum komponens kvantalt. Azaz M, =m,u, ahol m, =0,+1,£2,£3 ... &s

érthetd okokbol magneses kvantumszamnak hivjuk. A magneses momentum kvantumét a [/, -t, Bohr-féle

"magneton"-nak nevezziik és univerzalis fizikai allandokbol 4ll (beleértve a kvantummechanikara jellemzd 7 —t



is). A magneton szot a foton sz6 mintajara képeztiik. (Altalaban egy jelenség elemi kvantumait az illetd fizikai
jelenség nevébdl képezziik. gy sziilettek meg a: foton, magneton, fonon, magnon, exciton, polaron,... stb ...
szavak, amelyeket a szilardtest-fizikaban hasznalunk. Ezek koziil mi csak az elsé harommal fogunk e targy
keretében talalkozni.).

OROSZ L. Kvantummechanika 54.0ldal

1.3.3. Mozgas centralis erétérben
1.3.3.1. A palyaperdiilet meghatarozasa

Eddigi targyalasunkban a korpalyan mozgé elektront kinematikailag adottnak vettiik. Nem vizsgaltuk
azt, hogy mik a létrejottének a dinamikai feltételei. Ez pedig fontos, hiszen a valdésagban egy elektron
mozgasallapotat a kornyezetében 1évé mas testekkel vald kdlcsonhatasai hatarozzak meg. Csak az a mozgas
létezhet, amelyet valamilyen eréhatas 1étrehoz. Mindig kell, hogy a kinematikanak legyen dinamikai héttere is.
A targyalasunk most is, mint mindig a szokasos séman alapul:

"Klasszikus mechanika — Operatorok — Sajatérték egyenlet — Fizikai értelmezés — Mérés "

El6szor a klasszikus mechanikaban tanultakat foglaljuk 6ssze. Centralis erdtér esetén az eré mindig egy
pont felé (er6centrum felé) iranyul. Nagysaga legyen aranyos az “r” sugarral, azaz a centrumtol mért tavolsaggal
Ezen er6térben egy r-t6l fiiggd skalar potencial definidlhatod, amelynek az ekvipotencialis feliiletei gobmbok. Az
er6térben mozgo tdmegpont tehat egy V(r) potencialis energiaval rendelkezik. Egy elektromos ponttdltés is egy

centralis er6teret hoz maga koriil 1étre (Coulomb térvény).
Centralis er6 hatdsara mozgd tomegpont L perdiilete és az E Osszenergidja allando. Mivel a pont

sebessége mindig merdleges a perdiilet vektorra, igy ha L irdnya allandd, akkor a mozgés az erre merdleges
sikban torténik. Centralis er6térben mozgd tomegpont tehat sikmozgast végez. Ezért a mozgas leirasara célszerti
a mozgas sikjaban felvett polarkoordinata-rendszert valasztani. Centralis erétér 1évén a tdmegpont potencialis

energidja csak az r sugartol fiigg. A H (77 s Z?) Osszenergia kifejezése (a Hamilton fliggvény) definicid szerint a
kinetikus és a potencialis energia 0sszegébdl all. A kinetikus energia a sugaririnyl mozgasbol ( ﬁr) és a
sugarra merdleges ( ]30) mozgasbol adodod kinetikus energiak Osszegeként irhatd fel. A sugarra merdleges

[T 1}

mozgas energidja pedig az allandé nagysagi perdiilettel fejezheté ki, és csak az “r” fliggvénye

2 2
1esz:2—0 = P Ezért ez egy potencialis energiaként foghato fel. Az elnevezés jogossdganak a fizikai
m mr

hattere a kovetkezOkbdl érthetd meg. Vizsgaljuk a tomegpont mozgasat egy, a centrumot a tomegponttal
0sszekotd egyeneshez rogzitett, forgd vonatkoztatasi rendszerben. Ekkor, ebben a koordinata rendszerben, a
forgd mozgas kovetkeztében, tehetetlenségi erdk is fellépnek. A tomegpont helyzetét ekkor az “r” tavolsag
egyértelmilen meghatarozza, tehat a mozgasa most egydimenzios lesz. A fellépd tehetetlenségi erébdl adodo
potencialis energiat "centrifugalis potencialnak" hivjuk. (A tovabbiakba is gyakran hasznaljuk a potencialis
energia helyett a rovidebb potencial kifejezést. Ha tudjuk azt, hogy fizikailag mir6l van szo6, akkor ez a
pongyolasag megengedhetd!) Nos pontosan ez az a potencialis energia, amelyet a perdiilet a fentebb leirt
modon meghataroz. Tehat a tomegpont Osszenergidja a sugariranyu mozgasbol adodo kinetikus és csak a

12
sugartol fiiggd un. effektiv potencial(is energia) 6sszege. A Veﬂ (r) effektiv potencial pedig a ch (r) = Py
mr
centrifugalis és a V(r) centralis potencial dsszege.
Az energia-megmaradas tétele miatt csak azok a palyak johetnek létre amelyek esetén a [ (7 s ]_5) =F
egyenlet teljesiil.
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A mint lattuk, centrifugalis potencial pozitiv, L>-t61 és 1/°-t6l fiigg. A vonzé Coulomb potencial
negativ és //r-t6l fiigg.

o
Ismeretes, hogy V' = —— -es vonzo potencial esetén kiipszelet palyak adodnak. Az effektiv potencial
r

ismeretében a kiilonbdz6 tipusu palydk a H (77 R f)) = E feltétel alapjan energetikailag azonosithatok. A kotott
allapotot megvaldsitd zart palyak (kor és ellipszis) Osszenergidja negativ. A nem kotott allapotot jelentd nyilt
palyak (parabola és hiperbola) dsszenergiaja nem negativ érték.

Két fontos egyenl6tlenséget lehet felirni.
Az egyik szerint az azonos perdiileti palyak koziil a korpalya energidja a legkisebb.
A masik szerint az azonos energiaju palyak koziil a korpalya perdiilete a legnagyobb.
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Ezek utan ratérhetiink a kvantummechanikai targyalésra.

Lattuk azt, hogy a centralis erdtérben 1évé részecske mozgasa legegyszeriibben polarkoordinata-

rendszerben irhatd le. A M Hamilton operatort ezért most polarkoordinatikkal fogjuk megadni. Az
eredményhez kétféle modon juthatunk el. Az egyik esetben felirjuk a klasszikus Hamilton fliggvényt
polarkoordinata-rendszerben, majd a 2.axioma szerint megadjuk a Hamilton operatort. A masik modszer az ,
hogy megadjuk a Hamilton operatort Descartes koordinatakkal majd ezt az operatort atirjuk polarkoordinatas
alakba. A feladat tulajdonképpen a Laplace operator polarkoordinatdkba valo felirasara redukalédik. Ez pedig
matematikai kézikdnyvekben megtalalhato. Mindkét modon ugyanarra az eredményre kell jutnunk. Azaz
ugyanannak az operatornak kétféle formaban felirt alakjat kapjuk. A két Hamilton operator 6sszehasonlitasaval a

sugéariranyll mozgas kinetikus energidjanak az operatora és L° a perdiilet négyzetének az operatora kaphato
meg. Lathato ugyanis, hogy a Laplace operatornak jol felismerhetd strukturdja (felépitése) van, azaz sugartol és

szogektdl “fiiggd” részekbsl all: A, ,  =A +—A, . Ennek alapjan a perdiilet négyzetének az operatorara
r

az adodik, hogy: [} =—h’A 9. - Lathato, hogy ez magaba foglalja a “z” iranya komponens négyzetének az
IZ operatorat is.
A megfelel6 sajatértékegyenletek tehat a kovetkezok:
H¥(r,9,0)=E-¥(r,9,0)
*Y(9,0)=L1*-Y(9,0)
L.o(p)=L. ®(p)

Rénézésre l4thaté, hogy a H Hamilton operator, az I perdiilet operator és az L_ perdiilet komponens

operator egymassal paronként felcserélhetd. A 38.oldalon tanultak szerint a harom operatornak ko6zos
sajatfiiggvény-rendszere van. Mivel az operatorok kiilonboz6é valtozokra hatnak, ezért a kozos sajatfiiggvény a

kiilonb6zo valtozoju fiiggvények szorzata lesz. Ezek szerint van az elektronnak olyan ‘P(r, 9, (p) allapota,
amelyben az E 6sszenergidja, az L’ perdiilete és L. a perdiilet z iranyi komponense adott pontos érték, azaz:

HY =E-¥
Y =1>¥
LY=L_-¥

A tovabbiakban ezeket az allapotokat fogjuk megkeresni.
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Az iz perdiilet komponens sajatérték egyenletét mar megoldottuk (52.oldal).

Az LA2 perdiilet operator sajatérték egyenlete szeparalassal oldhat6é meg .
Az Y (19,(0) sajatfiiggvény a @(19) és a d)((o) fiiggvények szorzataként irhatd fel. A szeparalast a

tanult médon hajtjuk végre (10 és 19. oldal). Kézben kihasznaljuk azt, hogy £z®(¢) = hm, -q)(¢), azaz a
d)((o) figgvény az iz operator sajatfliggvénye adott sajatérték mellett. Végiil is a @(19) fliggvényre egy (az

113

m,”-t, mint paramétert tartalmazo) mésodrendli differencidlegyenlet adodik, amelyik polinom modszerrel
megoldhato. A regularis megoldasok az Un. (asszocialt) Legendre [kiejtése: “l6zsandr”] polinomok melyeknek a
véltozoja most a COS(S), ésigy erre a @(19) = P,‘m" (COS 3) jelolést vezetjiik be.

Az L’ sajatértéket egy uj kvantumszam (az un. mellék kvantumszam) az “I” hatirozza meg:
I’ thl(l +1), és ezért L= l(l +1). A mellék-kvantumszam lehetséges értékei I= 0,1,2,.. egész

szamok. A regularis (polinom) megoldés feltétele az is, hogy az egyenletben 1évé magneses kvantumszam
abszolut értékének a maximalis értéke “I” legyen. Tehat a magneses kvantumszam lehetséges értékei
m, =0x1+2+3%. . £/ Ennek a fizikai tartalma igen szemléltes, azaz a perdiilet vektor “z” komponense
nem lehet nagyobb, mint a vektor hossza.

A szogektdl fiiggd Y™ (3, (0) = P,‘m" (COS 19) e’ fiiggvényt “gdmbfiiggvénynek” hivijuk. Az
elnevezés oka a kovetkez4. Mint az ismeretes, a gombfeliilet egy pontjat egy (19, ¢) szogparral tudjuk kijel6lni

(ezt hasznaljuk a foldi helymeghatarozaskor is). igy az Y (3,(0) fliggvény a gombfeliilet egy pontjahoz egy
komplex szamot rendel.

A A

A perdiiletvektor Descartes komponenseihez rendelt Lx,Ly,LZ operatorok nem cserélhetok fel

egymassal. A Heisenberg féle hatarozatlansagi relacioé szerint ez azt jelenti, hogy nincsen olyan elektronallapot
amelyben mindhdrom komponensnek pontos értéke van. Mindebbdl kovetkezik, hogy a fent meghatarozott

‘P(F,S, (0) allapotban az L értéke egy adott érték, és igy L, és L értéke teljesen hatarozatlan lesz. Ezért

nem kell foglalkoznunk ezzel két komponenssel.
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Centralis erdtérben mozgd elektron L  perdiiletvektoranak a kvantildsa egy vektorabraval

€9

szemléltethetd. Csak olyan elektronallapotok léteznek, amelyben a perdiilet L nagysiga és a “z” irdnyu
komponense L_ hatarozott érték, de az x és y komponensek teljesen hatarozatlanok.

Adott “I” mellék-kvantumszdm meghatarozza a perdiiletvektor nagysagat: L =h4/l{([+1). A
mégneses kvantumszam m, = 0+ 1£2+3+... . £/ értékei pedig megadjék a perdiilet “z” irdnyu vetiiletét:
L_=hm,. Az és m kozétti kapesolat fizikai tartalma tehat az, hogy egy vektor barmelyik komponense nem
lehet nagyobb mint a vektor hossza. Lathato az is , hogy fennall az L. < L relacio ,azaz a perdiiletvektor soha

nem lehet fiiggoéleges. Ez 6sszhangban van a vizszintes komponensek kdzotti hatarozatlansagi relacidval.

Teljesen hasonld eredmények addédnak a palyamozgasbol addddé magneses momentumra is. Ennek
nyilvanvalo oka az, hogy a perdiilet és a magneses momentum csak egy konstans szorzétényezében térnek el
egymastol.



1.3.3.2. A sugariranyi (radialis) mozgas leirasa

Centralis erdtérben mozgd elektron energidja kotott allapotban negativ. A kvantalt energiaszintek
meghatarozasa HY=E-¥ a Schrodinger egyenletnek (a Hamilton operator sajatérték egyenletének) a
megoldasat jelenti. A ‘P(F,t )z R(r)- Y (3,(0) allapotfiiggvény szeparalhatd. A szogektSl fliggd részét az
Y (19,(0) gombfiiggvényeket mar meghataroztuk. Ez tehat minden centralis potencialnal ugyanolyan. A V(r )

potencialis energia csak a sugartol fiiggd R(r) fliggvényt meghatarozd differencialegyenletben jelenik meg.
Ebben az egyenletben célszer(i bevezetni a mar jol ismert Veff (r) effektiv potencialis energiat.
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ﬁ 2 h 2
A sugariranytl mozgés kinetikus energidjanak az operatora, a 2—r = —Z—Ar, elsérendii derivaltakat
m m

is tartalmaz. igy az R(r) fiiggvényt meghatarozo differencialegyenlet formailag nem egészen olyan, mint a mar
jol ismert egydimenzids Schrodinger egyenlet. Egy egyszer(i transzformacioval azonban ez a "hidnyossag"
kikiiszobolhetd. Vezessiik be ugyanis a R(r) helyett a P(r) = rR(r) figgvényt. Ekkor P(r) fliggvényre mar csak a
sugar szerinti masodik derivaltat tartalmazo, formailag is a megszokott, egydimenzioés Schrodinger egyenlet
adodik. A sajatérték egyenletben az (egydimenzids) effektiv potencial szerepel.

Ezt az egyenletet az L perdiilet és a V(r) potencidlis energia ismeretében mar meg tudnank oldani.
Azonban a diszkrét energiaszintekhez tartozo P(r) egydimenzids sajatfiiggvények alakjat a 14-15 oldalakon
tanultak szerint, a konkrét matematikai szamitasok nélkiil is meg lehet josolni.
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A P(r) egy "valodi" egydimenzidos Schrodinger egyenlet sajatfiiggvénye és igen szemléletes fizikai
jelentéssel rendelkezik.

A teljes hullamfliggvénnyel felirt |‘"P(r, 9, ¢deV kifejezés megadja az elektron megtalalasi

valoszinliségét az r pont dV kornyezetében. Szamoljuk ki a tartdozkodasi valdsziniiséget, ha a dV térfogat egy r
sugar és dr vastagsagi gdombhéj. Ez azt jelenti, hogy a tartdozkodasi valosziniiség strliség szogektdl fiiggod

2
részét Osszegezni kell a teljes gombhéjra. Eredményiil éppen a |P(I’) dr -et kapunk. Tehat a P(r) fiiggvény

ismeretében meg tudjuk hatarozni annak a valdsziniiségét, hogy az elektront a centrumtol barmelyik iranyban r
tavolsagban talaljuk meg.

1.3.3.3. A hidrogénszerii ion

Ha a centralis V(r) potencial helyébe a vonzé Coulomb potencialt irjuk, akkor altalanos esetben a
hidrogénszerli ion kvantummechanikai modelljéhez jutunk. Azért "hidrogénszeri", mert egyetlen elektront
tartalmaz és azért "ion", mert a pontszeriinek képzelt pozitiv magtoltés az elemi toltés tobbszordse, pl. +Ze.

A teljes hullamfiiggvény szogektdl fiiggd Y,m’ (9, ¢) része altalanosan ismert. Igy csak a sugartol

fiiggd R(I’) tényezot kell meghatarozni. Az effektiv potencial ismeretében a szamitasok elvégezhetk. A kapott

egydimenzids Schrodinger egyenlet (ami egy sajatérték egyenlet) polinom mddszerrel oldhaté meg.

A regularis megoldasok (a sajatfliggvények) un. (asszocialt) Laguerre [ejtése:”lager”] polinomok. A
sajatértékek a kotott allapot lehetséges energiaszintjeit adjak. A kvantdlt energiaszinteket egy tjabb
kvantumszammal, az "n" fékvantum-szdmmal tudjuk kifejezni. Reguldris megoldasok akkor addédnak, ha a
mellék-kvantumszam kisebb, mint a fékvantum-szam, azaz /=0,1,2,...,(n-1). Ennek a korlatozo 6sszefiiggésnek a
fizikai tartalma a klasszikus fizikai targyalds soran az 55.oldalon bemutatott egyik egyenl6tlenségi relaciobol
adodik. Nevezetesen, adott energiaju (n) allapotok perdiilete (1) feliilrdl korlatozott.
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Az eddigiek roviden az alabbiakban foglalhatok 6ssze. A hidrogénszerii ionban a kotott elektron
allapotfiiggvényét harom kvantumszdm hatdrozza meg (n,lmyp). Ezek’ugyanakkor megadjak az ebben az
allapotban pontosan (nulla szorassal) mérhetd dinamikai valtozdkat is. Ugymint az E(n) Osszenergiat, az L(l)
perdiilet nagysagat és L (mj) —t a “z” iranyu perdiilet komponenset.

Mint azt a torténeti bevezetdben lattuk, a Bohr modell a hidrogén atom energiaszintjeit jol adja meg
(hiszen pontosan ebbdl a célbol késziilt). A korpalyan keringd pontszerli elektron képe azonban a
kvantummechanikai szemlélet szerint teljesen hamis. Célszerti megvizsgalni azt, hogy milyen médon adja vissza
a korrekt kvantummechanika a fél-klasszikus Bohr palyakat. Azaz hogyan teljesiil ebben az esetben a megkivant
"korrespondencia" elv?

A Bohr modell esetén a diszkrét energiaszinteket a perdiilet Bohr-féle kvantalasi térvénye hatarozza

meg. Ezt grafikus modszerrel a kovetkezOképpen lehet szemléltetni. Felrajzoljuk a Bohr féle (L = nh)

perdiiletkvantalasnak megfeleld effektiv potencial fiiggvényeket (n =1,2,3, ...). A korpalya feltétele az, hogy az
E, energiaszinteket jelentd egyenesek egy pontban (a minimumnal) érintsék az effektiv potencialokat abrazold
gorbéket. Az érintési pontok megadjak a lehetséges korpalyak r, sugarait is.

A kvantummechanikai modell ennél joval bonyolultabb. Ezért csak a Bohr modell szempontjabol
lényeges elemeit fogjuk figyelembe venni. Rajzoljuk fel itt is az effektiv potencialokat, de a perdiiletet a

kvantummechanikai L =7 l(l +1) kvantalasnak megfeleléen adjuk meg (/=0,1,2, ...). Lathaté, hogy az

effektiv potencialok “kissé” az [, energiaszintek “ala lognak™. Igy az I=0 esetet kivéve két metszéspont adodik.

Az 55.oldalon tanultak szerint, az adott energiaszinthez tartozo korpalyanak mindig a maximalis perdiiletii
allapot felel meg. Az n-ik energiaszint esetén a maximalis perdiiletet pedig a mellék-kvantumszam /=n-/ érteke
hatdrozza meg. Ez ugyanakkor azt is jelenti, hogy adott perdiilet esetén ebben az allapotban minimalis az
energia. Ezért ebben a (korpalyanak megfeleld) allapotban a sugartdl fiiggd P(r) allapotfiiggvénynek csak “egy
pupja van”. Tehat az elektron, jo kozelitéssel, egy gombhéjban lokalizalodik. A maximalis megtalalési
valoszinliséghez tartoz6 gémbnek a sugara éppen a Bohr-féle korpalya sugaraval egyezik meg. A Bohr modell
tehat csak a maximalis valdszintiségeket ”1atja” és azt is csak egy sikban.
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1.3.3.4. Az atomok elektronszerkezete

A hidrogénszerli ionnal tanultak azért fontosak, mert segitségével egy egyszerli altalanos atommodell
alkothatd, amely a periddusos-rendszer felépitésének a magyarazatdul szolgdl. Az egyedi atomok
elektronszerkezetének pontosabb meghatarozasahoz mar bonyolultabb modellek sziikségesek. Az elvekre még
késdbb visszatériink.

Tételezziik fel, hogy az atomban 1évé elektronok csak az atommag terét érzékelik, azaz az elektronok
kozotti kolesonhatastol tekintsiink el! Ekkor minden elektronallapot valamilyen hidrogénszerti ionallapot lesz. A
kérdés az, hogy hany elektron veheti fel ugyanazt az allapotot az atomban. Az atomi elektronallapotok
betdltésénél két szabalyt kell kdvetniink. Mindkettét fogadjuk most el tapasztalati ténynek. Az egyik az un. Pauli
elv. Ez azt éllitja, hogy egy atomban egy (n,/,m;) kvantumszam harmassal jellemzett atompalyan maximum két
elektron lehet. Az elv mélyebb okairdl és a pontos megfogalmazasarol a késdbbiekben lesz sz6. A masik az un.
Hund szabaly, amely az allapotok betoltési sorrendjét hatdrozza meg. A részletekre még az elektronspin
bevezetése utan visszatériink.

Az atomok elektronszerkezetének a grafikus abrazoldsara egy un. blokk-diagramot fogunk hasznalni.
Minden “[1”-al jelolt blokk egy atompalyat reprezental. Az atompalydkhoz rendelt kvantumszamok értéke
hatarozza meg a blokk relativ helyét az abraban. Egy adott fékvantum-szamhoz tartozé allapotok alkotjak a
"héjakat" (ezek a blokk-diagram sorai). Az azonos mellékkvantum-szamu allapotok pedig ugyanazon "alhéjhoz"
tartoznak (ezek a blokk-diagram oszlopai). Az [=0,1,2,3,4,... alhéjakat s,p,d,f,g,.. betikkel is szoktuk jeldlni.
Mindezek a kozépiskolai tanulmanyainkbo6l mar ismertek.
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Mint mar emlitettiik, az elektronallapotok betoltési sorrendjét a Hund szabaly rogziti. Eszerint az
allapotok betdltése alhéjanként torténik. Az alhéjak sorrendjét pedig novekedo energidjuk hatarozza meg. Ha az
elektronok kozotti kolesonhatast elhanyagoljuk, akkor az alhéjak energiajat csak a fokvantum-szam értéke
hatarozza meg. gy az ugyanazon héjhoz tartozé alhéjak energidja megegyezik. Az elektronok kozotti
kolcsonhatas megvaltoztatja az egyes alhéjak energiajat. Szemléletesen azt mondjuk, hogy az adott héjhoz
tartoz6 energiaszint "felhasadt". A kiillonb6zo héjakhoz tartozd alhéjak (felhasadt) energiaszintjei
"0sszekeveredhetnek”. (Példaul “3d” éallapot energidja nagyobb lesz, mint a “4s” allapoté.) A felhasadt
energiaszintek jol elkiiloniilo csoportokba rendezddnek.

Az egyes csoportosulasokhoz tartozo allapotok teljes betdltése az in. nemesgazok elektronszerkezetét
adja. Ezek meglehetdsen stabil elektronszerkezetek, ami azt jelenti, hogy viszonylag nagy energia kell ahhoz,
hogy egy elektront a lezart héjbol eltavozzon. Ezért a “nemes gazok” a szokasos koriilmények kozott nem
alkotnak vegyiileteket. Egyatomos gaz formajaban talalkozunk veliik.

Az alhéjak betoltési sorrendje (nagyrészt) az un. atlés diagrambol hatadrozhatd meg.
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1.3.3.5. Az Allapotfiiggvények (atompalyak) grafikus abrazolisa

Az éllapotfiiggvények meghatarozzak az elektron megtalalasi valosziniiségét az atommag koriil a
térben. Ezt szemléletesen "elektronfelhdnek" is szoktuk hivni. Ez az atomi elektronfelhé megadja az illet6 atom
kémiai tulajdonsagait. Ezért hasznos bevezetni egy olyan grafikus modszert, amely vizualisan informal minket
az elektronfelhd atomon beliili eloszlasarol.

Az éllapotfiiggvényt szeparalt alakban hataroztuk meg. Mivel az R(r) sugartol fiiggd rész nyilvanvaloan

s

hatarozzdk meg. Ezek abrazolasa Gn. polar diagrammal torténik. Ekkor felrajzoljuk azt az Ylm’ (9, (0) = alland6

feliiletet, amelyen beliil az elektron kozel egy valosziniiséggel (“1-¢”) talalhatdé meg.

Az s-allapot gémbszimmetrikus. Abrazolasa tigy torténik, hogy megadjuk azt a gsmbét, amelyen beliil
az elektron, pl.: 90 % valoszintiséggel tartdzkodik.

A p-allapotban a mellékkvantumszam / =1 és a magneses kvantumszam lehetséges értékei
m, =—1,0,+1. Mint azt lattuk, ebben az allapotban az elektron perdiilete L = h\/i és a “z” irdnyu vetiilete
L. =—h,0,+% . Lattuk, hogy az Yl_1 (9,§0), Y1+1 (3, (0), YIO (19, (/)) fliiggvények ugyanahhoz a
perdiiletértékhez tartoznak, tehat degeneralt allapotok, igy ezek barmilyen linearis kombinacidja szintén
lehetséges sajatfliggvények lesznek. Ezért a komplex fliggvények helyett azok linearis kombinacidjaval képzett

valos fliggvényeket haszndlunk az dbrazolaskor.
Azaz tehat:

Y7'(9,0)=sin$-e™/* helyett sinJ-cose
Y7 (%,0)=sin$-e™* helyett sin-sing
Y(9,9)= cos $
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A kapott valos fiiggvények Descartes koordinatakkal is kifejezhetdk:

B9e)=". x(%e)=" 7(9.0)=2.



Eredményiil az adodott, hogy a p-allapotok mindegyike egy csomosikkal rendelkezik, ezek rendre az
x=0, z=0 és az y=0 sikok. Csomdsiknak nevezziik ugyanis azt a sikot, amely mentén a hullamfiiggvény zérus. A
gombszimmetrikus allapot a csomoésik mentén mintegy "beflizodik" és egy hengerszimmetrikus allapot jon 1étre.

A geometriai abrazolas soran egy "kett0s szivar" alakzatot kell felrajzolnunk (rendre az x, z, y
tengelyek mentén).

A hullamfiiggvény (+, - ) eldjelét is be szoktuk irni a megfeleld tartomanyokba.
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1.4. Atomok magneses térben
1.4.1. A magneses tér harasa a palyamozgasbél szarmazé magneses momentumra

Az, hogy a kvantummechanika axiomarendszere jo-¢ vagy sem magabol az axidomakbol természetesen
nem deriil (nem deriilhet) ki! Erre a kérdésre a valaszt csak az elméleti szamitasok eredményeinek kisérleti
ellendrzése adhatja meg. A hidrogén atom Bohr-féle modelljében az energiaszintek helyes voltat kdzvetve a
Balmer formula segitségével bizonyitottuk. Mas kisérleti eredmény az id6 tajt nem is volt ismeretes, igy nem
dertiilt ki az, hogy a perdiilet Bohr-féle kvantalasi torvénye vajon 6nmagaban helyes-e vagy sem? A gyant akkor
ébredhet fel benniink, amikor kideriil, hogy a kvantummechanika a perdiiletre mas kvantalasi szabalyt ad meg.
Felmertil tehat a perdiilet megmérésének a sziikségessége. Ehhez pedig kdlcsonhatasba kell 1épni a perdiilettel.
Ez a hozzd szorosan csatolodd magneses momentumon keresztiil torténhet. Ugyanis, ha a magneses
momentumot magneses térbe helyezziik, akkor arra a tér valamilyen hatast fog gyakorolni. A kdvetkezdkben
evvel a hatassal foglalkozunk.

El6szor megint a klasszikus fizikai modellt vizsgaljuk meg. Homogén B magneses térben 1évo M I

magneses momentumra egy M, X B forgatonyomaték hat. Mivel a mégneses momentumhoz egy L

perdiiletvektor csatolodik, a forgatonyomaték most a perdiiletre is hatni fog. A perdiilet megvaltozasanak a
torvényét a newtoni mechanikabol ismerjiik. Eszerint a perdiilet pillanatnyi megvaltozasa a forgatonyomatékkal
aranyos. Mivel a (magneses momentumra hatd) forgatonyomaték merdleges a magneses momentumra, igy a

perdiilet dL megvaltozasanak is merélegesnek kell lenni magara a perdiiletre. A perdiiletnek tehat csak az
iranya valtozik meg, a nagysaga alland6 marad. A perdiiletvektor Un. precessziés mozgast fog végezni, azaz a
perdiiletvektor végpontja egyenletes @, szogsebességgel fog forogni a mdagneses tér irdnya koriil. Ennek

szogsebességnek a neve a Larmor-féle korfrekvencia. Nagysaga univerzalis allandokon kiviil a magneses tértol

fiigg.
A kvantummechanikai targyalas sordn a homogén magneses térbe helyezett atom Schrodinger
egyenletét kell megoldanunk. Az egyszeriiség kedvéért tekintsiink egy hidrogén atomot. A hidrogén atom

valamely i/, allapotdban az elektron a palyamozgasabol adodo perdiilettel és a hozza csatolodd magneses

momentummal is rendelkezik. Ez a magneses momentum a jelenlévé magneses térrel kolcsonhatasba 1ép, amit a
Schrodinger  egyenletben egy potencialis energia(operator) taggal kell figyelembe venniink:

W, =-M_-B=w, L, (2.axioma).
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Kozvetlen behelyettesitéssel bizonyithatd, hogy az elektron ¥/, allapotfiiggvénye nem valtozik meg,

ha a hidrogén atomot homogén magneses térbe helyezziik. Ennek az az oka, hogy W, a fellépé uj potencialis
energia tag operatora az L_ operatorral aranyos. Mivel az L_ operator felcserélheté a magneses tér nélkiili
hidrogén atom H , Hamilton operatoraval, ezért a sajatfiiggvényeknek meg kell egyezni. Az E, energiaszintek

azonban &, = E +m, - h@), -re valtoznak. Ezt a megvaltozast szemléletesen felhasadasnak nevezziik.



A pélyaallapotok energiaszintjeinek a felhasadasa megvaltoztatja a lehetséges elektronatmeneteket és igy a
kibocsathatd fotonok lehetséges energidit is. Ez pedig a spektrum vonalak felhasaddsat eredményezi, ami
spektroszkopiai méréssel detektalhatd. A jelenséget Zeeman effektusnak nevezik. Helyesebben ennek a neve a
"normalis Zeeman effektus" (1896. Ekkor még csak a klasszikus Lorentz-féle pontszerti elektronmodell 1étezett.
Ennek alapjan is meg lehetett magyarazni ezt a jelenséget). A kovetkezd fejezetben latni fogjuk, hogy az
elektronnak maganak is van egy magnese momentuma. Természetesen ez is kolcsonhatasba 1ép a kiilsd
homogén térrel. A kétféle eredetii, de azonos nagysagrendii magneses momentumok hatasa a valésagban egylitt
kell, hogy jelentkezzen. Ekkor beszéliink az "anomalis Zeeman effektusrol". Az ellentmondé elnevezésnek
torténeti okai vannak.

1.4.2. Az elektron sajit magneses momentuma és az elektronspin

Ez a tantargy nem fizikatorténet! Ezért az egyes kisérleteket nem a megsziiletésiik sorrendjében
mutatjuk be. Mai, letisztult és egzakt ismereteink birtokaban legrovidebb uton, a kisérlet és elmélet
Osszekapcesolodasanak logikus lancolata mentén szeretnénk eljutni az elektronspin fogalmahoz. A tudomany
torténete azonban nem mindig olyan logikus, ahogyan azt mai didaktikai szemléletiink igényelné. Ezért a
célunknak megfelelden ,,atrendezziik az eseményeket”. (Akar igy is torténhetett volnal)

Az atomok elektronszerkezetének a targyaldsakor mar lattuk azt, hogy az egyes alhéjak betoltése nem
az egymast kovetd héjak sorrendjében, hanem attol eltéré modon torténik. A betdltési sorrend ellendrzése mérés
utjan lehetséges.

Tekintsiik példaul a Z=47 rendszamu Eziist atomot! A 46 elektron lezart alhéjakban helyezkedik el. Azt
kell méréssel eldonteni, hogy a 47-ik elektron (4f), vagy (5s) allapotban van-e, azaz igaz-e a 63.oldalon
bemutatott "atlds szabaly"? A mérésre az ad lehetdséget, hogy a lezart héjak palyamozgasbol adodd eredd
magneses momentuma zérus kell, hogy legyen. Ennek oka az, hogy lezart héj esetén az Gsszes (+ €s -) magneses
kvantumszamhoz tartozo palya be van tdltve, és igy a magneses momentumok kompenzaljak egymast. Az eziist
atom eredd magneses momentuma tehat csak a 47-ik elektron palyaallapotabol adodhat. Ez pedig mas az (5s) és
mas a (4f) allapotban. Azaz ha megmérjilk az eziist atom magneses momentumat, akkor ennek alapjan a feltett
kérdés egyértelmiien megvalaszolhato.
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Az atomok illetve molekulak magneses momentumanak a meghatarozasara az Gin. “atom-" vagy
“molekulasugaras mérés” hasznalhatd. Ennek elve a kdvetkezé. Ha inhomogén magneses térbe egy magneses
momentumot (magneses dipolust) helyeziink, akkor arra a forgatonyomatékon kiviil egy er6 is fog hatni,
amelyik a (a magneses tér iranyatol fliggden) a nagyobb vagy a kisebb térer0sség iranyaba gyorsitja a magneses
momentumot. Ha tehat atomokbol allé sugarnyalabot inhomogén magneses térbe vezetiink, akkor a kezdetben
egyiitt mozgo kiilonbdzo iranylt magneses momentumok a rajuk hato kiilonbozé nagysagh erék hatasara
szétvalnak. A bees6 dipolus nyalab igy tobb agra szakad. A becsapodasok helye detektalhato. Példaul, ha eziist
atomokbol 4116 nyalabot hasznalunk, akkor (4f) allapott elektron esetén hét nyalabot (m, = 01+ 2), (55)
allapot esetén egy nyalabot (m, = 0) kellene kapnunk. Az érdekesség azonban az, hogy a bemend eziist atom
nyalab ketté(!) agra valik szét. A nyalabokban a magneses momentum magneses térre vett vetiiletének (ez
legyen a “z” iranyu vetiilet) az értéke a mérések szerint * 1, (Bohr magnetonnyi). Ez a meglepd kisérlet
eredménye csak igy magyarazhato, ha feltessziik, hogy a 47-ik elektron (5s) palyaallapotban van (igy ennek a
magneses momentuma zérus) és maga az elektron is rendelkezik egy (sajat, un. “belsd”’) magneses
momentummal, amelynek “z” irdnyu vetiilete csak t |1 , lehet.

Magat, az imént vazolt molekulasugaras mérést 1920-ban Otto Stern a frankfurti egyetem magéantanara
dolgozta ki és a kisérleteit 1921-t61 W. Gerlach-al Rostockban folytatta. Ekkor még csak a Bohr-Sommerfeld
atommodell 1étezett, ezért a mérések kiértékelése is csak ennek alapjan torténhetett. Mint tudjuk, e modell
szerint a palyamozgas perdiilete soha nem lehet zérus. Késobb a Schrodinger-féle elmélet megsziiletése utan
kiderdilt, hogy az elektron palyaperdiiletének legkisebb értéke valdjaban zérus (“s” allapot). Nyilvanvaldan
ugyanezek érvényesek a palyamozgasbol adodd magneses momentumra is. A Stern-Gerlach féle (atom- illetve)
molekulasugaras mérésekkel el lehetett donteni azt, hogy melyik modellnek van igaza. A mérés eredménye
utélag természetesen Schrodinger elméletét igazolta és (pl. a fentiekben targyalt eziist atom esetén) elvezetett az
elektron sajat magneses momentumanak a felfedezéséhez is.



Az 1943-as fizikai Nobel dijat Otto Stern kapta, az indoklds szerint: “a molekulasugar-modszer
kifejlesztéséért €s a proton magneses momentumanak a felfedezéséért.”

Ha az elektronnak van sajat magneses momentuma, akkor joggal tételezhetd fel, hogy van sajat
perdiilete is. Ezt nevezziik spinnek. A bizonyitékot az a kisérlet szolgaltatja, amelyet Einstein javaslata alapjan
W.J.deHaas német fizikus végzett el. (Ma ezt Einstei-de Haas kisérletnek nevezziik.)

Eredetileg, 1915-ben, azt akartdk ellendrizni, hogy a ferromagnesség Ampere-féle elméletében
feltételezett elemi koraramok azonosithatok-e az atomokban kering6 elektronokkal. Mivel a mérés nem a vart
eredményt adta, ezért a jelenséget magneses anomalianak nevezték el. A magyarazatra csak joval késébb, az
elektron sajat magneses momentumanak és a spinjének a bevezetése utan keriilt sor. Mi mar ennek a tudatdban
ismertetjiik a kisérletet.

A mérés lényege a kovetkezé. Aramjarta tekercs homogén magneses terébe vékony torzids szélra
felfiiggesztett vasrudat helyeziink. A fémben 1évo, a ferromagnesességért felelds(?) elektronok sajat magneses
momentumai "beallnak" a tér irdnyaba. Valtoztassuk meg az aram iranyat a tekercsben! Ekkor megvaltozik a
magneses tér iranya is. Az elektronok magneses momentumai kovetik a tér iranyvaltozasat. Ha az elektronnak
van sajat perdiilete, akkor azok is megfordulnak. De a perdiilet megmaradasi tétele miatt az egész fémhengernek
is el kell fordulnia ahhoz, hogy a rendszer ered6 perdiilete tovabbra is zérus maradhasson. Ez az igen kicsiny kis
makroszkopikus elfordulds rezonancia modszerrel felerdsithetd. Ekkor az aram iranyat éppen a mechanikai
torzids rendszer rezonancia frekvenciajanak az litemében valtoztatjuk. A mérés eredménye az, hogy az elektron
spinje, pontosabban a spinnek a magneses tér irdnydra vett S, vetiilete, csak 7 /2 értéket vehet fel.

Mint mar emlitettiik, az eredeti elképzelés az volt, hogy a ferromagnességért az “atomi aramok”, azaz
az atomi elektronok palyaéllapotaban fellépd magneses momentum a felelés. Ha ez igy lenne, akkor a mért
perdiiletre (a palyaallapotoknak megfeleléen) a 7 tobbszordse adddott volna. Mivel nem ezt mérték, ezért
nevezték az effektust “magneses anomalianak”.

A mérési eredmények szerint tehat az elektron sajat magneses momentumanak és a spinjének az aranya
kétszer akkora, mint a palyamozgasbol adodo ugyanezen mennyiségekeé.

Ez a nagyon fontos kisérleti eredmény azt bizonyitja, hogy a spin nem egy klasszikus dinamikai
valtozo, jollehet a mértékegysége ugyanaz, mint a klasszikus perdiileté.

Ezért a spin kvantummechanikai modelljének kidolgozasanal ,,bajban” lesziink! Mivelhogy nincsen klasszikus
definiciod, igy a 2.axiomaban eldirt eljaras a "spin-operator" definialasara nem alkalmazhato.
Az eddig hasznalt séma:

"Klasszikus mechanika — Operatorok — Sajatérték egyenlet — Fizikai értelmezés — Mérés."
helyett egy “forditott” utat kell kdvetniink. Ugyanis most a mért (kvantalt) sajatértékek ismeretében kell
“kitalalni” a dinamikai valtozot reprezentald operatort és igy annak kvantummechanikai tulajdonsagait.
Az alkalmazando6 séma tehat a kovetkezo:

"Mérés—Fizikai értelmezés — Sajatérték egyenlet — Operatorok — Kvantummechanikai
elmélet.”

Hasonlo6 problémaval a részecskefizikusok nap mint nap talalkoznak. Az elemi részecskéknek ugyanis
szamos olyan tulajdonsaga van, amelyeknek nincsen megfeleldje a klasszikus fizikdban. Valdjaban az elemi
részecskéket éppen ezen tulajdonsagaik alapjan osztalyozzuk. Ezeknek (hogy ,,beszélni tudjunk” roluk)
valamilyen nevet kellett adni. Ezek csak ,,fantdzia-nevek”, tehat ha esetleg van is eredeti jelentésiik, azt nem
abban az értelemben hasznaljuk. Az elméleti fizikusok fantaziaja itt is meglehetdsen jatékosnak és élénknek
bizonyult. Az izospin, a barionszam, a ritkasag, a leptontdltés, a kvarkok “szine”, €s “ize” mind-mind olyan
tulajdonsagokat jelolnek, amelyek a klasszikus fizika szintjén nem “lathatok”, igy nem is alakult ki benniink
veliik kapcsolatos “hétkdznapi szemléletes” kép. Itt egyediil csak a matematikara tdmaszkodhatunk. A
részecskefizikaban ennek alapjan alakijuk ki azt a sajatos szemléleti rendszert amelyben gondolkozva probaljuk
“megérteni a Természet titkait”. Itt a vezérfonal mindig valamilyen ,,megmaradasi tétel” és azokat sz{ikito
,.Kivalasztasi szabalyok” felismerése. Mindezek mélyén a Természet valamilyen ,,szimmetria tulajdonsaga”
huzodik meg. Ezen szimmetridk olyan altalanos szabalyszeriségek, absztrakt ,,mintazatok” amelyek leirasara a
,matematika”, mint a ,,mintdzatok tudomanya” egyediil alkalmas. Ez az a ,.kiralyi ut” amely a Természet
megértéséhez elvezethet. A ,,Nagy Bumm”-tdl az ,,emberi értelemig”, amely megérti a ,,Nagy Bumm”-ot a
bonyolultsag és a szervezettség hihetetlen gazdagsagaval talalkozunk. Hat igen: ,,Felség ! A Vilag Nagyon
Bonyolult!”.
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A spint, mint az elektronnak egy sajatos tulajdonsagat, el6szor S.A.Goudsmit és G.E.Uhlenbeck
vezette be a kvantummechanikaba 1925-ben. Az altaluk kidolgozott spin-fogalom jelentdsége messze talndtt
azon, amit a felfedezék gondoltak.

A spinre jellemz6 kvantumszam(ok) definialasa legegyszertibben a palyamozgasbol adodo perdiilet
mintajara torténhet. Tételezziik fel, hogy az elektron spinje és magneses momentuma éppen olyan elemi
tulajdonsaga az elektronnak, mint a tomege vagy a toltése. A palyamozgasbol adoddé momentumok mintajara be
kell vezetni az "s" (ami az “I” mellékkvantum-szdmmal analog), és az “mg" (ami az “m;” magneses
kvantumszdmmal anal6g) kvantumszamokat valamint a "g¢" (giromagneses) faktort. Ez utobbi a perdiilet és a
magneses momentum aranyat mérd puszta szam.

Az elmélet helyességét az bizonyitja, hogy a sajat magneses momentum mért értékeit (Stern-Gerlach)
beirva az elméletbe, az kiadja az elektronspin mért értékeit (Einstein-deHaas). Mivel az "s" csak egyetlen értéket
vesz fel (1/2), ezért nem tekinthetd igazi kvantumszamnak, hiszen minden elektronallapotban mindig ugyanaz az
értéke. Uj kvantumszam az "m, =+1 /2", amelyet talaléan "spin kvantumszamnak" hivunk. Ezzel
tulajdonképpen a Bohr-Sommerfeld féle (tovabbfejlesztett) atommodell elektronjainal alkalmazott Pauli elv
negyedik kvantumszamat ,.fedezték fel”.

A spin vektormodellje a palyamomentum mintajara készithetd el.

Ha az elektron spinjérdl beszéliink, akkor mindig a spin “z” iranyu vetiiletére az S,-re gondolunk.
Tehat, ha azt mondjuk példaul, hogy az elektron spinje: ,,felfelé all” , vagy ,,pozitiv”, vagy ,,+1/2”, vagy
.+ /27, stb..., akkor ez mind azt jelenti, hogy az S,= + 7 /2.

OROSZ L. Kvantummechanika 70.0ldal
1.4.3. A spin-palya kélcsonhatas

Lattuk azt, hogy nincsen olyan klasszikus mechanikai fogalom, amelyik az elektronspinnek felelne
meg. Ezért a spin-operator definialasara a 2.axidmaban el6irt modszer nem alkalmazhat6. Mint emlitettiik, most

[Tt}

egy inverz eljarast kell kovetniink. Azaz a sajatértékek ismeretében kell megkonstrualni a spin “z” iranyu
komponenséhez rendelhetd SA'Z operatort ¢és a sajatfiiggvényeket. A klasszikus fogalom hianya miatt csak a
heurisztikus utat kovethetjiik. (Heuristica=gorog sz, jelentése: feltalalas, valamire valo rajovés.) Legyen a
Z(f ) spin &llapotfiiggvény valamilyen & valtozé fiiggvénye, amit "spin véltozonak" hivunk. A +7 /2

sajatértékhez tartozzon az ¢ (é‘ ) sajatfiiggvény, a -h/2 sajatértékhez tartozzon a ﬂ (f: ) sajatfiiggvény. A
tovabbiakban mindig igy fogunk ezekre hivatkozni.

Nem sziikséges, hogy valamiféle konkrét klasszikus kép kapcsolodjon ezekhez, hiszen a dolgok
lényegénél fogva ez amuigy is lehetetlen volna. Valamiféle tampontot nytjthat az, ha a spint egy adott nagysagu,
klasszikus vektorként képzeljiik el, de azzal a megszoritassal, hogy a skalar komponensei eleget tesznek a
kvantummechanikai térvényeknek. Jelen esetben a "z" iranyu komponens csak kétféle ("fel" vagy "le") lehet,

nen nen

valamint az "x" és az "y" vetiilet teljesen hatérozatlan. A & valtozo, némi fantaziaval, a vektor ¢ polarszogébdl
absztrahalhato.
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Egy elektron fizikai viselkedését az atomban nem csak az 6t reprezentdld elektronfelhd szabja meg,
hanem az elektron spinje is. Mindezen tulajdonsagokat egyiittesen megadd allapotfiiggvényt "spin-palyanak”
nevezziikk. A spin-palya allapotot az atomban négy kvantumszam fogja megadni (n,l,m,,m) és az

allapotfiiggvény négy valtozonak {x, v,z,& } a fliggvénye. Az elmondottak miatt az elektron allapot jelolésére

a (I)n,l’m/ m (F ,& ) szimbolumot fogjuk hasznalni. Ez a jel6lés azt is kifejezi, hogy az elektronfelhd eloszlasa



(azaz a megtalalasi valoszintség!) fiigg az elektron spinjétdl is. Ennek oka az tgynevezett "spin-palya”

kolesonhatas. Ennek szemléletes fizikai tartalma az, hogy az elektronnak a palyamozgasbol szarmazdé M, és a
sajat M ; magneses momentuma (hasonloan, mint két magneses dipolus) koélcsonhatasba 1ép egymassal. Az

ebbél adodé V, =—a- L-S potencialis energia jellemzi a spin-palya kolcsonhatast. Ha ezt elhanyagoljuk,
azaz ha ez a (kOlcsOnhatasra jellemz6) operator nem szerepel a Hamilton operatorban, akkor a teljes
D, (F, &) allapotfiiggvény szeparalhato lesz és eldallithato egy W, (F) palya dllapotfiiggvény és egy

X (f ) spinfiiggvény szorzataként. A palyaallapotokat most mar csak "kiils6" tényezOok hatdrozzak meg, az

elektron spinjétdl fiiggetlen lesz.

Ezek utan pontosithatjuk a mar ismertetett Pauli elvet. Eszerint egy elektronrendszerben (pl: egy
atomban) nem lehet két elektron ugyanabban a spin-palya allapotban. Illetve (ha a spin-palya kolcsonhatast
elhanyagoljuk, akkor) egy palyaallapotban maximum két ellentétes spinii elektron lehet [TV]. Az atomok
elektronszerkezetét szemléltetd blokk diagramban egy [ blokk egy palyaallapotot reprezental. A Hund szabaly
szerint az alhéjak betoltése gy torténik, hogy a palyaallapotokban egyediil 1évé elektronok (Gn. "nem
kompenzalt spinek") szama mindig a lehet6 legnagyobb legyen.
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1.5. Sok (azonos) részecskébdl allo rendszer vizsgalata
1.5.1. Az energia operatora és az allapotfiiggvény

Eddig csak egyetlen részecske kvantummechanikai tulajdonsagait vizsgaltuk. A valdsagban azonban
szinte mindig tobb azonos részecskébdl allo rendszerrel van dolgunk (pl: atomok elektronszerkezete) Sziikség
van tehat a kvantummechanika sokrészecskés kiterjesztésére. Mindezt az atomokon, mint egy konkrét realis
példan, fogjuk bemutatni. Természetesen a kapott altalanos térvények mas, sok azonos részecskébdl allo
rendszerre is érvényesek. A szokasos sémat alkalmazzuk: "Klasszikus mechanika — Operatorok — Sajatérték
egyenlet — Fizikai értelmezés — Mérés."

Tekintsiink N darab pontszerii elektronbol all6 klasszikus fizikai rendszert. A rendszer teljes dinamikai
leirasahoz ismerni kell minden elektron helyét és impulzusat. Ezek lesznek tehat a dinamikai alapmennyiségek:

{171 sy s Fssees 'y Prs Dos Pyseeos Dy } A rendszer Hamilton fiiggvénye (azaz az sszenergiat megad6 fiiggvény)

tartalmazza a részecskék kozotti kolcsonhatast megadd V(Fl 5 772 R 173 yenes FN ) potencialis energia kifejezését is.

A kvantummechanikara a 2.axioma szerint kell attérni. Az alapmennyiségekhez rendelt operatorok
definialasa az egyetlen részecske esetén megtanultak mintajara torténik. Azaz minden egyes elektron hely- €s
impulzuskoordinatajahoz a szokasos modon rendeliink operatorokat.

Hanyagoljuk el a spin-palya kolcsonhatast! A Hamilton operator most 3N fiiggetlen valtozot tartalmaz, igy a

(palya)allapotfiiggvény is egy 3N valtozos fiiggvény lesz: ‘P(?] Py s Fyaeeis Ty ) A részecskék (elektronok)

kozotti (Coulomb) kdlesdnhatast megado potencialis energia olyan, hogy a rendszer hullamfiiggvénye nem
szeparalhat6, azaz nem fejezhet6 ki egyrészecske hullamfiiggvények szorzataként:

lP(Fl’FZJ%V'"FN)iWl(rl)'WZ(Fz)'l/IS(FB»)' ---- V/N(?N)'

Egyszerii szamolassal meggy6zddhetiink arrdl, hogy egy 3N valtozos fliggvény kiszdmitasa
gyakorlatilag megoldhatatlan feladatot jelent. Tekintsiik példaul a natrium atomot! Ennek 11db elektronja van.
Igy a allapotfiiggvény 33 db valtozot tartalmaz. Ha minden valtozo csak 10 értéket vesz fel (ami eléggé
pontatlan szamolast jelentene), akkor 10* adatot kell kiszamitani. Tegyiik fel, hogy egyetlen adatot 1
nanosecundum

(10 secundum) alatt lehet meghatarozni. Akkor ehhez 10** sec id sziikséges. Tajékozodasul az Univerzum
kora 15 milliard év, azaz kb. 5 10'7 secundum. Lathato, hogy sokvaltozés allapotfiiggvény egzakt kiszamitasa
lehetetlen. Szamolni csak szeparalt alakban megadott allapotfiiggvénnyel lehet. Ezért kozelitéseket fogunk
alkalmazni.



A részecske rendszer palya allapot fiiggvényének a fizikai tartalma (az egyrészecske
allapotfiiggvényhez hasonloan) a részecskék megtalalasi valosziniiségével van kapcsolatban. Pontosabban a

- = - -~ \2 o, et . . s .
|‘P(r1 Ty s lygenns I”Nj dv,dv,dV;..dV, kifejezés annak a valosziniiségét jelenti, hogy az az els részecskét

az r| pont dV| kornyezetében, ugyanakkor méasodik részecskét az ry pont dV, kdrnyezetében, stb... ,az N-ik
részecskét az ryy pont dVyy kornyezetében talaljuk.
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1.5.2. A Hartree kozelités és az SCF modszer

A lehetd legegyszeriibb, a valosagban is 6nalldan 1étez6 "sok elektronos" rendszer a Hélium atom. Csak
két elektronnal rendelkezik ugyan, de ez mar elegendd ahhoz, hogy a kvantummechanikai tobbrészecske
probléma kozelité modszereit bemutassuk rajta.

A tovébbiakban a spin-palya kdlcsonhatast elhanyagoljuk, igy csak a palyaallapot-fiiggvényt kell
meghatarozni. A spint csak az allapotok betdltésekor alkalmazando Pauli elvnél vessziik figyelembe. Mint arra
mar a bevezetdben utaltunk, az elektronok kozotti kdlecsonhatas miatt a palyaallapot-fliggvény nem szeparalhato,
azaz az egzakt megoldas nem irhat6 fel két egyrészecske allapotfiiggvény szorzataként.

Kiindulasul probalkozhatunk a legdurvabb kozelitéssel, amikor is az elektronok kozotti kolesonhatast
elhagyjuk. Ekkor mindkét elektron csak az atommag elektromos terét érzékeli ugyanugy, mint a hidrogénszeri
ion esetén. A rendszer hullamfliggvénye most mar szeparalhato. A két hullamfiiggvény mindegyikére ugyanazt a
(hidrogénszerti ionnal mar részletesen megoldott) Schrodinger egyenletet kapjuk, csak az egyikben azrj a
mésikban az ry valtozé szerepel. Matematikailag tehat csak egyetlen egyenletet kell megoldani. Ennek az
Schrédinger egyenletnek a megoldasait mar ismerjiik. Ezek szolgaltatjak azokat a lehetséges allapotokat,
amelyeket a két elektron a Pauli-elv szerint majd betdlt Tulajdonképpen a mar megismert szemléletes
,.blokkdiagram” moédszerhez jutottunk.
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A kisérleti eredmények azt mutatjak, hogy a kdlcsonhatas mentes elektron modell meglehetdsen
pontatlan. Sziikség van az elektronok kozotti kdlcsonhatas valamilyen modon torténd figyelembe vételére is!
Két, egymasnak ¢élesen ellentmondé dolgot kell dsszeegyeztetniink. Egyrészt szamolnunk kell a kdlcsonhatassal,
de ugyanakkor a szeparalhatosagot is valahogyan biztositanunk kell. Ezt a feladatot az Gn. Hartree kozelitéssel
sikeriilt megoldani.

Az egyszerliség végett maradjunk tovabbra is a Hélium atomnal! Mint mar emlitettiik, ezen a két
elektronbol all6 rendszeren az eljaras 1ényege mar bemutathato és az eredmények majd igen szemléletesen
altalanosithatok sok elektronbol (sok azonos részecskébdl) allo rendszerre is.

srer

"energia sajatallapotban"(!) szamoljuk ki, akkor pontosan az ehhez az allapothoz tartozd E energiaszintet kapjuk

meg. Haa W egzakt allapotfiiggvény helyett valamilyen ¥ kozelité fliggvényt hasznalunk, akkor az igy
adodo kvantummechanikai atlag csak kozelitleg adja meg a valodi (mérhetd) energia értékét:

E-(¥
szeparalhato!) allapotfiiggvényeket nem ismerjiik és pontos meghatarozasukra még csak reményliink sincsen.
Ezért csak kozelitd megoldasokra szoritkozhatunk! A kozelités "josaga" attol fligg, hogy a fentebb emlitett

atlagérték mennyire kozeliti meg a kisérletekben mérhetd energia (sajat)értéket. Ez tampontot ad egy kozelitd
eljaras kidolgozasara.

H ‘ \TI> ~ E Az eddigiekbdl kideriilt, hogy sokelektronos rendszerek esetén az egzakt (és ezért nem

Keressiik ugyanis azt a lehetd legjobb kozelitést, amely q’(ﬁ by ) =, (171 )(p i (172 ) szeparalt alakba
irhat6. Ezt nevezziik "egyrészecske, vagy egyelektron" kozelitésnek. A teljes rendszer, szorzat formajaban felirt
allapotfiiggvényében szerepld @, (771 ) és @ ; (172) tényezoket pedig "egyrészecske (vagy egyelektron)
allapotfiiggvényeknek" hivjuk. Ezzel tulajdonképpen azt tételeztiik fel, hogy fizikailag is van értelme egy



elektron allapotarol beszeélni egy elektronrendszeren beliil! Ekkor ezeketa ¢, ; egyelektron allapotokat olyan
Schrodinger egyenletekbol hatarozhatjuk meg, amelyekben az elektronok kozotti kdlecsonhatast is figyelembe
vessziik. Ez formalisan gy torténik, hogy az egyelektron Schrédinger egyenletekbe egy-egy 1j potencialis
energia tagot {U | (772 ), U, (171 )} irunk be, amelyik a masik elektron hatasat modellezi. Ennek a potencialnak a

megadasan mulik a kozelitd modszer eredményessége. Létezik olyan szisztematikus (gordg sz0, szigoruan
kovetkezetest jelent) eljaras, amellyel ez a potencial egyre nagyobb pontossaggal meghatarozhatd. Mi, ehelyett
els6 kozelitésként, egy igen szemléletes modon megkonstrualhatd potencialt fogunk hasznalni. Ezt nevezziik
Hertree-kozelitésnek. A keresett potencialhoz heurisztikus titon juthatunk el.

Vegyiik, tehat a Hélium atomot és hatarozzuk meg a masodik elektron hatasat az elsére! Tekintsiik a

masodik elektront egy olyan p ; (172 ) toltésfelhdnek, amelyet az & @ ; (172 ) egyrészecske allapotfiiggvénye

— — 2 .
hataroz meg a kovetkezd (trivialis) médon P, (7’2 ) =—e- ‘(Dj (rz )‘ . Azaz az elektron toltését a megtalalasi
valoszinliségnek megfelelden fogjuk "elkenni" a térben. Ennek a toltésfelhének az elektromos terét fogja
érzékelni az elsé elektron. Igy a pozitiv toltésii atommag Coulomb kolcsonhatasat megado V. (171 ) potencialis
energia mellett fellép a masodik elektron ugyancsak Coulomb hatasa altal Iétrehozott

2
2 —
. e ‘(Pj(’”z)( . . . , e .
U, (rl ) = J.Td V, n. Hartree potencialis energia tag is. Ezt a két potencialfiiggvényt kell tehat
. 47zgo|rl - r2|

beirnunk az els6 elektron Schrodinger egyenletébe:

B’ ) NI
{—EAIWC(%FUZ(H)col-(rl)=8,--(p,-(n)-

Ugyanigy jarunk el a masik elektron esetében is.

n’ . - N\~ -
L U)o )5 0, )

Az igy kapott Gn. “csatolt integro-differencialegyenlet rendszer" megoldasa sem egyszeri, de legalabb
egy elvileg kezelhetd modellhez jutottunk. Ezt a kdzelitést ,,SCF modszernek™ hivjuk és mindig igy fogunk ra
hivatkozni. Az ,,SCF” egy betliszd, a Self Consistent Field angol kifejezésbdl szarmazik. Ennek jelentése kb.
»onmagaval dsszhangban 1évé mez6”. Az elnevezés valoban talalo, hiszen a @ egyelektron allapotfiiggvények

éppen ezen @ -k éltal definialt U Hartree potencidlok segitségével hatdrozhatok meg.

Az egyenleteket iteracios modon (fokozatos megkozelitéssel) old(hat)juk meg. Azaz kiindulasul

(0)

megoldast. Ezekkel kiszamitjuk a U (0) Hartree potencialokat, és az igy ad6do
(1) (1)

feltételeziink egy @

Schrodinger egyenleteket megoldjuk. A kapott ¢’ megoldasfiiggvények éaltal meghatarozott ij U Hartree

)

a két egymast kovetd 1épésben kapott allapotfiiggvények mar csak kevéssé térnek el egymastol, azaz

(/)(”) (n+1)

R Q . Sajnos ez az eljaras nem mindig konvergal! Ekkor ujabb "triikkoket" kell kitalalni. De ez mar
nem fizikai hanem inkabb numerikus szamitasi probléma.

potencidlok Gjabb @'’ megoldasfiiggvényeket szolgaltatnak stb.... Az eljarast addig kell folytatnunk, ameddig
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A Hartree moédszert kételektronos rendszerre mutattuk be, de természetesen tetszéleges N szamu
elektront tartalmazé rendszerre is alkalmazhat6. Ekkor N db csatolt egyelektron Schrodinger egyenletiink lesz.
Mindegyik egyenletben a Hartree potencial a tobbi (N-1 db.) elektron hatasat foglalja magaba. Mar kis N-ek
esetén is a szamolasi nehézségek igen nagyok. Ezen egy jabb kozelitéssel segithetiink.

Ennek alapgondolata az, hogy minden elektron teljesen egyforma. Ezért feltételezhetjiik, hogy az adott
rendszer valamelyik elektronjanak a Hartree-potencidlja egy "bizonyos mértékig ugyanolyan (?)" lesz mint a



rendszer barmely mas elektronjaé¢. Azaz a rendszeren belill minden egyelektron Schrodinger egyenlet
gyakorlatilag ugyanolyan. (Erezniink kell, hogy az évatos fogalmazis nem véletlen!) igy tehat matematikai
értelemben ismét csak egyetlen Schrodinger egyenletiink lesz, amelyben a Hartree potencialt egy valamilyen
kozelito, kiatlagolt potencialfiiggvény alakjaban adjuk meg. Ezt gyakran egybeolvasztjuk a kiilsé testek altal
produkalt potencidlokkal (pl.: az atommagok vagy iontdrzsek hatdsaval) és ezt igy egylitt valamilyen Un.
"modellpotenciallal" kozelitjiik. Ezek a modellpotencialok bonyolult rendszerek esetén nagy intuiciot kdveteld
elméleti meggondolasok alapjan adhatok meg. De ez mar az ezen a teriileten tevékenykedo fizikusok feladata.

Az igy kapott egyelektron Schrodinger egyenlet {(/)1 s Doy Psses @, ,}‘ sajatfiiggvény rendszere fogja

szolgaltatni a rendszer elektronjainak a lehetséges allapotait. Ezen allapotok betdltése a Pauli-elv
figyelembevételével torténik. Itt ismét a mar tanult ,,blokk diagramra” kell utalnunk.

Egy ilyen intuitiv modellpotenciallal mi is talalkozunk majd a fémek szabadelektron elméletének a
targyalasa soran. Ennek a Iényege az, hogy a fémben 1évo barmelyik vezetési elektronra a kristalyt alkot6 pozitiv
iontorzsek €és a nagyszamu tobbi elektron egyszerre hat. Ezek els6 kdzelitésben semlegesitik egymast és igy az
elektron a fém belsejében "nem észlel" eredd toltéseket, ezért "szabadon" (?) tud mozogni. A feliilet kozvetlen
kozelében a fizikai viszonyok azonban megvaltoznak. Ezt mutatja az a tény, hogy az elektronok magukt6l nem
hagyjéak el a fémet, mert az iontdrzs- és elektron-hattér ezt valamilyen modon megakadalyozza. Ez az amugy
igencsak bonyolult hatds egy potencialdobozzal helyettesithetd. Ez lesz most a modellpotencidlunk. A térbeli
potencialoboz esetén kapott allapotfiiggvények adjak a fémelektronok lehetséges allapotait. A tovabbi
részletekre és a beldliik levonhat6 fizikai kdvetkeztetésekre még a késobbiekben visszatériink majd.
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1.5.3. A Pauli elv

Tekintsiink egy N db azonos részecskébdl 4116 rendszert! Minden egyes részecskét most az 7,
helykoordinatajaval és a f:l. spinvaltozojaval jellemziink . Ezt az (I_’; , é’l) koordinata négyest egy X,
szimbolumba foglaljuk 6ssze A rendszer tejes spinpalya allapotfiiggvénye tehat most igy irhato fel:

CD()?1 3 X5 Xg50. Xy ) A részecskék legyenek egymastol megkiilonbdztethetetlenek. Ekkor, ha két részecskét
megcseréliink akkor a rendszerben semmiféle fizikai valtozast észlelni nem lehet. Ez azt is jelenti, hogy az
allapotfliggvény fizikai tartalmanak sem szabad megvaltoznia. Azaz a |(I)|2 invarians (valtozatlan) két részecske

megcserélésével szemben. Ez magara a @ allapotfiiggvényre nézve azt jelenti, hogyha a rendszerben két
részecskét megceseréliink, akkor a @ egy egységnyi abszoltt értékii komplex szammal fog szorzodni.
Ugyanazon két részecske kétszeres cseréje az eredeti sorrendet adja vissza. Ezért végiil is az adodik, hogy ha a
rendszer barmely két azonos részecskéjét megeseréljiik, akkor a @ allapotfiiggvény (+1)-el vagy (-1)-¢l
szorzodik, azaz vagy eldjelet valt vagy nem. Ekkor azt mondjuk, hogy a rendszer allapotfiiggvénye
szimmetrikus (+) illetve antiszimmetrikus (-).

A kérdés marmost az, hogy a természetben vajon melyik eset valosul meg?
A tapasztalat azt mutatja, hogy mindkett6! Ezt a megfigyelésiinket az Un. ,,altalanos Pauli” elvben fogalmazzuk
meg. Eszerint:

»Fermionokbol” allo rendszer allapotfiiggvénye antiszimmetrikus mig a ,,bozonokb6l” all6é
szimmetrikus.

A fermionok a feles spinii részecskék gyiijtd neve. Azok a részecskék tartoznak ide, amelyeknek a S spinje

1 3 5
{i 5 ht 5 ht 5 ht..... } . A fermionok E. Fermi és P.A M- Dirac altal kidolgozott kvantum-statisztikai

torvényeket kovetik. Innen van az elnevezésiik is. A bozonok az egész spinii részecskék gytijté neve. Azok a
részecskék tartoznak ide, amelyeknek az S, spinje: {0,ih,i2h,i3h,i ..... } . A bozonok kvantumstatisztik4jat

Bose és A. Einstein dolgozta ki. Az elnevezés az 6 munkassagukra utal. Az altalanositott Pauli elv tehat egy
alapvet6 szimmetria kovetkeztében fellépd, igen altalanos és ezért nagyon fontos térvényt fogalmaz meg, amely



a vizsgalt rendszert alkot6é azonos mikrorészecskék megkiilonboztethetetlenségébdl fakad. Ezaltal a
kvantummechanika axiomarendszerét sokrészecskébdl allo rendszerekre is kiterjeszti.

A rendszer allapotfiiggvényének a szimmetriajaban jelentkezo latszolag ,kis” (eldjel) kiilonbségnek
messzemeno kdvetkezményei vannak, ami miatt a kétféle rendszer makroszkopikus viselkedése 1ényegesen eltér
majd egymastol. Ennek oka viszonylag egyszertien belathato.

Tekintsiink egy, két fermionbol all6 rendszert. Ha a rendszer CD()?l R )?2 ) allapotfiiggvényét kozelitdleg a tanult

médon D(X,,%,)= ¢, (¥, )¢, (%, ) szeparalt alakba irjuk, akkor az nem teljesiti az altalanos Pauli elvet. Azaz
nem valt eldjelet, ha a két fermiont megcseréljikk. Mivel két fermion teljesen egyforma, igy barmelyik lehet
akarmelyik ((151 -el vagy ¢2 -vel jelolt) egyrészecske spinpalya allapotban. Ezért ezt is figyelembe kell venni,
amikor az egyes fermionokkal bet6ltjiik az egyrészecske allapotokat. A mi esetiinkben ez a kovetkezo lesz:

@ma#j%h@)ﬁw—mzmmﬂ

Az 1/ \/5 egyiitthato azt fejezi ki, hogy mind a kétféle részecske kiosztasnak egyforman ' a valoszinisége. A
fenti kifejezés matematikailag tomorebben egy determinans formajaba is irhato:

1 G) ()
oion)= 75 4,(7) @(@J'

Ezért az ily modon megkonstrualt allapotfiiggvényt, utalva annak matematikai alakjara, ,,determinans
hulldmfiiggvénynek” szoktuk nevezni. Hangstlyoznunk kell a kdvetkez6t. Annak ellenére, hogy ez a
determinansos” feliras pusztan csak a tomorités céljat szolgalja, mégis (mint az mindjart kidertil) az
altalanositas soran igen nagy konnyebbséget jelent majd.

Ha nem csak kett6, hanem pl. ,,N” db. (azonos) fermionbdl 4ll a rendszer, akkor is hasonlé médon

jarunk el kozelito @ allapotfiiggvény elballitasakor. Vesziink N db egyrészecske spinpalya allapotot, és ebbe

elhelyezziik az N db. fermiont. Csak akkor kapunk antiszimmetrikus @ allapotfiiggvényt, ha egy spinpalya
allapotba maximum egy fermiont tesziink, és a rendszer allapotfiiggvényét az dsszes lehetséges kiosztas
(permutacio) megfeleld szuperpozicidjaként allitjuk eld (1.axidoma). Az egyes permutacidknak megfeleld
allapotfiiggvényeket tigy kell szuperponalni, hogy az igy kapott ered6 allapotfiiggvény antiszimmetrikus legyen.
Az kétrészecskés esetbdl 1athatod, hogy a kozelitd allapotfiiggvényt egy egyrészecske allapotokbol felépitett
determinans alakjaban célszert felirnunk. Ugyanis a "determinans hullamfiiggvény" kifejtési definicidja éppen
ugy valtogatja az egyes tagok eldjelét, hogy az antiszimetrikussa teszi magat az allapotfiiggvényt. Egyszertien
belathat6 az is, hogy a determinans hullamfiiggvény eleget tesz az eredeti Pauli-elvnek, amely szerint nem lehet
két fermion (pl. elektron) ugyanabban a spin-palya allapotban.
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Vizsgaljunk most meg egy két bozonbol allé rendszert. Ha megint az egyszerii szorzat alakban felirt

(T)(fl , X, ) =g, (551 )¢2 (552) szeparalt allapotfiiggvényt tekintjiik, akkor ez nem teljesiti ebben az esetben sem

az altalanos Pauli elvet. Azaz, ha a két bozont megcseréljiik, akkor nem kapjuk vissza magat a valtozatlan @
allapotfiiggvényt. A megoldas menete most is az, mint a fermionok esetén volt. Mivel a két bozon teljesen
egyforma, igy akarmelyik keriilhet barmelyik allapotba. Tehat a teljes rendszer hullamfiiggvényében az 6sszes
olyan lehetséges elrendezést figyelembe kell venni, amelynek a 0sszenergidja megegyezik. A szimmetria most
akkor is teljesiil, ha mind a két fermion ugyanabban a palyaallapotban van. Ez egy lényeges kiilonbség a fermion
€s a bozon rendszer kozott. Ez akkor valik még jobban szembetiingvé, ha viszonylag nagyszamu részecskébol
allé rendszerek alapallapotat hasonlitjuk 6ssze. Lathato, hogy fermionrendszer esetén az allapotok egy magas
lényeges kiilonbségre vezet a két rendszer makroszkopikus viselkedésében. A késobbiekben majd latunk erre
példékat is.

Nagyon nagyszamu részecskébdl allo rendszerek makroszkopikus viselkedésének a leirasaval a
termodinamika foglalkozik. A rendszer allapotanak a jellemzésére (termodinamikai) allapotjelzéket hasznalunk
(pl.: nyomas, térfogat, homérséklet, entropia, részecskeszam = Gssztomeg, kémiai potencial, stb...). Ezekrdl az
eddigi fizika targyakban (FizikaC1 és C2) mar részletesen tanultunk.



Az igen részletes, minden egyes részecskét nyomon kdvetd (és emiatt gyakorlatilag
megvalodsithatatlan!) mikroszkopikus targyalas és a mikrofizikai hattérrél teljesen elfeledkezd termodinamikai
leiras kozott a "statisztikus fizikai" modell jelent egy kozbiils6, athidalé megoldast. A tovabbiakban ezzel a
modszerrel fogunk nagy vonalakban megismerkedni.
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1.5.4. Kvantumstatisztikak

Az elozéekben mar megbeszeltiik, hogy nagyszami azonos részecskébol 4llo rendszerek
kvantummechanikai targyalasakor mindig az egyrészecske kozelitésben dolgozunk. Feltessziik, hogy a
rendszerben definialhatok egyrészecske allapotok. Tételezziik fel, hogy ezeket valamilyen mddon a lehetd
legpontosabban sikeriilt mar meghataroznunk. A statisztikus fizika azt vizsgalja, hogy ezek az egyrészecske
allapotok hogyan vannak betoltve a rendszer egy, makroszkopikus allapotjelzdkkel jol definialt, termodinamikai
(makro) allapotaban. Mint azt lattuk, a "betoltési szabaly" mas a fermionokra (egy spinpalya allapotban
legfeljebb egy fermion lehet) és megint mas a bozonokra (itt egy spinpalya allapotban akarmennyi bozon lehet)
nézve. A két fajta rendszert egyszerre fogjuk targyalni. Az altalanos modszer ugyanis mindkét esetben ugyanaz.
igy jol lathatoak majd a kiilonbségek is.

A rendszer egy gerjesztett (nem a legalacsonyabb energidji) allapotat fogjuk vizsgalni. Ez a
makroszkopikus skalan (termodinamika) azt jelenti, hogy a rendszer hdmérséklete az abszolut nulla foltt van.
Az egyrészecske allapotok altalaban degeneraltak, azaz tobb allapot is van, amelynek az energiaja ugyanakkora.

Legyen d ;, azon egyrészecske édllapotok szama, amelyek ugyanahhoz az &; energiaszinthez tartoznak. Legyen
az &, energiaji részecskék szama a rendszerben 7, . Azaz a d ; lehetséges allapotban Osszesen 7, szdmu

részecske van. A feladat az, hogy kiszamitsuk az n; (i= 1,2,3,..) szamokat a T homérséklet fliggvényeként.

Magyarul az, hogy meghatarozzuk, hogyan toltédnek be az egyrészecske allapotok a T hémérsékleten.

A megoldas elvi modszerével mar a klasszikus kinetikus gézelmélet kapcsdn megismerkedtiink.
Ismételjiik at az ott bevezetett fogalmakat! Ezek: a makroallapot, a mikroallapot és a termodinamikai
valdsziniség. A makroallapot tulajdonképpen egy termodinamikai allapot, azaz a rendszernek egy, a mérhetd
makroszkopikus allapotjelzékkel meghatarozott, allapotat jelenti. A mikroallapot a részecskék szintjén jelenti a
rendszer egy allapotat, tehat ekkor minden egyes részecske allapotat ismerniink kell. Nyilvanval6, hogy a
rendszer egy makroallapotdhoz nagyon-nagyon sok mikroallapot tartozik. Gondoljunk csak a kinetikus
gazelméletre mint analogiara! A termodinamikai valoszinliség éppen az a W szam , amely megadja, hogy egy
adott makroallapotot hany mikroallapot valdsit meg. Marmost a statisztikus fizika alapfeltevése (amit az altala
kapott helyes eredmények sokasdga bizonyit) az, hogy a rendszer minden mikroallapota egyforma
valdsziniséggel valosul meg. Azaz a Természet nem részesit elényben egyetlen egy mikroallapotot sem a
tobbihez képest. Ezek utan mar nyilvanvald, hogy a valdsagban az a makroallapot fog megvalosulni, amelyet a
legtobb mikroallapot valdsit meg. Azaz amelynek a termodinamikai valdszintisége a legnagyobb. (Innen adddik
az elnevezgs is.)

A most vizsgalanddé modelliinkben egy makroallapotot az {”1 (T [ T ,} adatsor hataroz meg.
Egy mikroallapot pedig egy lehetséges részecske-betoltést jelent. A feladat tehat azon 7, (i= 1,2,3,...) betoltési
szamok meghatarozasa, amelyeknél a I/V(n1 SNy, 0y, 1, ,) termodinamikai valdszinliség maximalis

értékéket vesz fel.

A rendszer termodinamikai valoszinlisége az egyes energiaszinteken szamithato lehetséges betdltések
szorzata lesz. Hiszen barmelyik energiaszinten egy megadott konkrét betdltési elrendezéshez a tdobbi
energiaszinten lehetséges Osszes elrendezés hozzarendelhetd. A feladat tehat arra korlatozodik, hogy

meghatérozzuk azt, hogy d ; allapotot hanyféleképpen lehet 7, fermionnal illetve bozonnal betdlteni. Ismerve a

fermionokra és a bozonokra érvényes betdltési szabalyokat, az alabbi modellekhez juthatunk.

A W termodinamikai valdsziniiség matematikai képlete mind a fermion, mind pedig a bozon rendszer
esetén egyszerli kombinatorikai modell segitségével megadhato.

Fermionok esetén az ekvivalens kombinatorikai feladat a kovetkezd ,,Hanyféleképpen lehet d ; darab

dobozba n; darab egyforma golyot elhelyezni ugy, hogy egy dobozba maximum egy golyo keriiljon?”.



Bozonok esetén az ekvivalens kombinatorikai feladat pedig a kovetkezd: ,,Hanyféleképpen lehet
(d ;= 1) darab egyforma falat és #, darab egyforma golyot egy sorban elhelyezni?”
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A feladat ezek utdn az, hogy mindkét rendszer esetén a W(nl,nz,n3,...,nl.,...) tobbvaltozos

fliggvény maximumat megkeressiik. Azonban a folytonos (!) valtozoknak tekintett 7, (i= 1,2,3,..) betoltési

szamok most nem fiiggetlenek egymastol. Két "melléekfeltételt" kell kielégiteniiik. Ugyanis a rendszerben a
részecskék N szdma adott és a rendszer Osszenergidja a vizsgalt termodinamikai allapotban szintén egy
meghatarozott £ érték. Tehat egy Un. "feltételes szélséérték” feladattal allunk szemben. Az ilyen tipusu
feladatokat a Lagrange [kiejtése “lagranzs™] altal kidolgozott modszerrel oldjuk meg. Ennek az alapgondolata
az, hogy a vizsgalandd fliggvényhez ugy "adunk hozza zérust", hogy valojaban az a mellékfeltételeket
tartalmazza. Az igy kiegészitett fliggvénynek mar a kdzonséges (feltétel nélkiili) maximumat kell megtalalni. A
megjelend két 0j paraméter (@@ és [3) fizikai jelentését is tisztdznunk kell majd. A szamolas soran érthetdvé
valo matematikai okok miatt nem a W-nek, hanem az /nW-nek fogjuk a maximumat megkeresni. Mivel nekiink
igazabol a maximum helye, azaz az n, (i= 1,2,3,..) betdltési szamok, kellenek igy ez megtehetd. Ugyanis az

,.In”” egy monoton fiiggvény!
A faktoridlisok logaritmusa az un. Stirling [kiejtése:”sztorling”] formuléval egyszerti, jol viselkedd
folytonos fiiggvénnyé alakithatd, amelynek a derivaltja konnyen szamithato.
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A maximum létezésének a sziikséges feltétele az, hogy az els6érendl derivalt zérus legyen. Mivel most
tobbvaltozos fiiggvényrdl van szo, ezért ugyanez igaz a parcialis derivaltakra is. A szamolas eredményeként
megkaptuk azt, hogy az egyes (€;) energiaszinteken hany darab részecskének kell lenni ahhoz, hogy az a
maximalis termodinamikai valdsziniiségre vezessen. Ami azt jelenti, hogy egy tetszOleges termodinamikai
allapotban meg tudjuk hatdrozni a részecskék energia szerinti eloszlasat. A 7, betdltési szamok és a dl.
lehetséges allapotszamok (degeneracio) kozotti kapesolatot az f (€;,0,3) n. "eloszlasfiiggvény" teremti meg.

Ez azt mondja meg, hogy az adott €, energiaszinten 1év8 7, részecskék szdma hanyad része illetve hanyszorosa
a lehetséges d, allapotoknak. Valojaban ez volt a kitlizott statisztikus fizikai feladatunk. Hatra van még a két
szabad paraméteriink, az & és a [ fizikai jelentésének a tisztdzdsa. Ezeket a két makroszkopikus allapotjelzé

(N és E) altal definialt mellékfeltételeken keresztiil vezettiik be. Ezért tehdt az -t és a [F-t a rendszer

termodinamikai allapota egyértelmiien meg kell, hogy hatarozza.
Mivel a rendszeriink nagyon nagyszamu részecskét tartalmaz, igy a viszonylag magas (€;)

energiaszintek is be lesznek tdltve €s az n, (i= 1,2,3,..) betdltési szdmok (az esetek majd mindegyikében)
szintén nagyon nagyok lesznek. Ez azt jelenti, hogy a relativ kvantalas elhanyagolhatdo lesz (lasd a
potencidldoboz példajat a 18.oldalon), azaz kvazi-folytonos energiaskalan dolgozhatunk. Ekkor a d,

degeneracié helyett be lehet vezetni a g(€) un. spinpalya allapot-siirliséget. Gyakran, ha ez nem okoz
félreértést, egyszertien csak éallapotsiiriiséget mondunk. Ez azt jelenti, hogy a g(€)de kifejezés megadja az

(€,e+dg) tartomanyba tartozé spinpalya-allapotok szamat. A g(€)spinpalya allapotok széma a d

spinallapotok és az N (8) palyaallapotok szamanak a szorzataként irhato fel.
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Ugyanigy a n(€)de kifejezés megadja azon részecskék szaméat , amelyeknek az energidja az
(€,€+de) energiatartomanyba esik. Az eloszlasfliiggvény felhasznalasaval ez az n(g) = g(é‘)- f (g,a, ﬂ)
modon szamithato ki.

A [ paraméter meghatérozésa az E Osszenergidra vonatkozé mellékfeltételbdl torténik. Mivel a
rendszer dsszenergiaja a termodinamika szintjén a rendszer T hémérsékleteként mérhetd, igy a f# paraméter a T

homérséklettel kell, hogy kapcsolatba legyen. Ez a kapcsolat legegyszeriibben a korrespondencia elv
segitségével kaphaté meg. Eszerint ugyanis nagy energiaszinteken, ahol a kvantalas mar elhanyagolhato, a
kvantummechanika statisztikus torvényének (Fermi-Dirac és Bose-Einstein) a klasszikus statisztika tdrvényébe

(Maxwell) kell atmennie. Ez akkor teljesiil ha a [ paraméter a T hémérséklet reciprokéaval ardnyos, azaz
P =1/kT (ahol ,k” a Boltzmann allandé).

Az o paraméter meghatarozasa az N Osszrészecskeszam allandosagabol hatarozhatoé meg. Az
elébbihez hasonl6 altalanos megoldas most nincsen. Részleteket csak a g(é‘) allapotsiiriiség konkrét
ismeretében tudunk mondani, hiszen az N elméleti uton torténé meghatarozasahoz kell az allapotsiiriiség. Az &
paraméter helyett bevezetjiik a £ ,kémiai potencialt” az @ = —u/ kT definiciéval. A tovabbiakban mindig
ezt fogjuk hasznalni. Mivel az ¢ szerepét mostantdl a g veszi at, ezért ennek az értékét kell majd a rendszer

részecskéinek a szamabol meghataroznunk.
AZ eloszlésfiiggvényre kapott eredményeinket egy egységes matematikai formaba irhatjuk:

-1
g f—
f(g,T): exp Alis ,
kT
ahol 0 = +1 esete a Fermi-Dirac, 0 = —1 pedig a Bose-Einstein statisztikat adja. Lathat6 az is, hogy a 0 =0
esetében éppen a klasszikus statisztikus mechanikaban tanult Maxwel-féle eloszlashoz jutunk. Ez azért

megnyugtatd, mert igy a statisztikak teriiletén is teljesiil a korrespondencia el. Azaz a kvantumstatisztikak
hataresetben (magas energiaszinteken) visszaadjak a klasszikus fizikdban tapasztalt eredményeket.
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A p kémiai potencidl fizikai tartalmanak a megértése nagyon lényeges a kvantumstatisztikak
alkalmazasa szempontjabol. Ezért ezt egyszeri modellrendszerek példajan keresztiil probaljuk tisztazni.

A Fermi-Dirac statisztika, mint azt lattuk, fermionokra érvényes. Az elektronok fermionok. Ezért a
szilard testek elektromos tulajdonsagainak a targyalasanal mindig ezzel a statisztikaval talalkozunk. Tekintsiink

egy olyan elektronrendszert, amelynek az allapotstiriiségét egy monoton ndvekedd g(é‘) fliggvény irja le. Ha a
rendszer alapallapotban van, azaz a homérséklete T=0 Kelvin, akkor az allapotok betdltottségét megadod
f p (8,T = O) Fermi-Dirac eloszlasfiiggvény egy 1épcsofiiggvény lesz. Ez azt jelenti, hogy alapallapotban az
elektronok egy bizonyos €. (0) energiaszintig minden allapotot betdltenek azon feliil pedig minden 4llapot iires

lesz. Ennek az energiaszintnek a neve ,,Fermi-szint” vagy ,,Fermi energia”. Lathatd, hogy éppen ez a Fermi
energia felel meg a 4 kémiai potencidlnak. Az €,(0) meghatirozasa abbol a feltételbdl adodik, hogy az
allapotokat betoltd elektronok szama N.

Ha novekszik a rendszer hémérséklete, akkor ez azt jelenti, hogy az elektronok az alacsonyabb
energiaju  4llapotokbol magasabb energiaji é4llapotokba ugranak. Ez tikrozédik az = f FD (S,T )
eloszlasfiiggvény alakjaban is. Fermi energidnak most azt az €,(7") energiaszintet hivjuk, amelynél az
eloszlasfiiggvény 1/2 értéket vesz fel. Az eloszlasfiiggvény ,,szimmetrikus” a Fermi szint kdrnyezetében. Ez azt
jelenti, hogy ha a g(¢€) allapotsiirtiség 4llandé volna, akkor a hémérséklet emelkedésével az € . (0) Fermi szint
alatt kiiiriil§ allapotok szdma éppen megegyezne az € . (0) folott betdltédd allapotok szamaval. Az elektronok
N szdma tehat nem valtozna, ahogyan annak lennie is kell. Ha a g(€) allapotsiiriség (mint a mi példéankban is)
egy monoton ndvekvo fiiggvény, akkor a Fermi szintet csdkkenteni kell ahhoz, hogy a kiiiriilé és az Gjonnan



betoltddd allapotok szama megegyezzen. Azaz ahhoz, hogy az N Osszelektronszdm allandé maradjon az kell,
hogy az € . (T') csokkenjen az € . (0) -hoz képest.

Tekintsiink most egy bozonokbdl allé rendszert! Legyen a g(é‘) (spinpalya)allapotsiiriiség fiiggvény

olyan, hogy az egy bizonyos € érték alatt zérus, felette pedig monoton névekedd. Az €  érték akar zérusnak is

vélaszthato. Hogyan toltédnek be ezek az allapotok? Vizsgaljuk meg elészor az f BE (8,T ) Bose-Einstein
eloszlasfiiggvény matematikai tulajdonsagait! Lathatd, hogy ha az & energia a g/ kémiai potencialnal kisebb,
akkor az eloszlasfiiggvény értéke negativ (!). Ez azonban az eloszlasfiiggvény fizikai jelentése miatt lehetetlen.
Negativ szdmu részecske ugyanis értelmetlen dolog! Mindebbdl kovetkezik, hogy a g kémiai potencidlnak
mindig kisebbnek (!) kell lennie mint az €  érték.

Tegyiik fel, hogy a bozonok szama a rendszerben a T homérséklet csokkenésével nem valtozik. Ekkor a
M kémiai potencial értékét ndvelniink kell ahhoz, hogy ezt a feltételt teljesiteni tudjuk. Tegyiik fel, hogy a

kémiai potencial éppen a T, hOmérsékleten éri el az €, értéket azaz ,u(T R ) =&, ! Mivel a kémiai potencial
nem emelkedhet az €, folé, ezért a kémiai potencial értékét tovabbra is az € értéken kell tartanunk azaz
w7 < 1:)) =g, Tehat a T, hdmérséklet alatt a bozonszam allandésagat matematikailag mar nem tudjuk
teljesiteni.

Ezek utan a tovabblépéshez két lehetdség kinalkozik.

Az els6 az, hogy kereslink olyan bozonrendszereket, amelyekben a bozonok szama a hémérséklet
csokkenésével szintén csokken. Mint azt majd a kovetkezd fejezetekben részleteiben is latni fogjuk ilyenek
valéban léteznek, s6t a mindennapi életben talalkozunk is veliik (bar eddig ezt még nem tudtuk).

A masik lehet6ség talan még érdekesebb és kiilondsen az alacsony homérsékleti fizikaban van
jelentésége. Tételezziik fel ugyanis, hogy a bozonok nem tlinhetnek el a rendszerbdl, azaz a szamuk allandé kell,

hogy maradjon. Ha most megvizsgaljuk az f BE (S,T ) eloszlasfiiggvény viselkedését az € = € értékekre a
I 2T — 0 esetén, akkor azt latjuk, hogy az eloszlasfiiggvény az € pontban igen "¢lesen” a végtelenhez tart.
Ez a meredek novekedés az € _érték igen kis kornyezetére korlatozodik. Tudjuk azonban azt, hogy a
kvantumstatisztikaknal bevezetett folytonos energiaskala hasznalata valdjaban csak nagy energidkon indokolt.
Alacsony energidn az energiaszintek kvantiltsiga mar nem moshaté el. Ez igaz most is. Azaz az €,
kornyezetében vissza kell térniink a diszkrét energiaskalara. Ez pedig azt jelenti. hogy ha a hdmérséklet eléri a 0
értéket, akkor minden bozon az €  energiaju alapallapotba keriil (ahogyan azt a 77.oldalon talalhato bevezetoben
mar emlitettik is). A 7, =T — 0 folyamat soran bozonok az &, energidji alapallapotba kezdenek
felhalmozddni, tehat az 0sszmennyiségiik nem valtozik. A folyamat hasonlit egy fazisatalakulashoz, ahol az
egyik fazist (pl. a folyadékot) az € energidju bozonok, a masik fazist (pl. a gazt) az ennél nagyobb energidju
bozonok alkotjak. A jelenség neve Bose kondenzacio. A Bose kondenzacid alapjan érthetd meg pl. az abszolut
zérus fok kozelében fellépd szupravezetés, vagy a szuperfolyékonysag jelensége.
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1.5.5. Bozonokbdl all6 rendszer

A elektromagneses hullamok és a kvantummechanikai foton fogalma azt sugallja, hogy barmilyen
klasszikus fizikai hullamjelenség a kvantummechanikaban bozonokbdl allo rendszerként irhato le. Most arra
fogunk példakat latni, hogy a sejtésiink valoban helytallonak bizonyul. Ezt a szilard testekben fellépd
mechanikai (ezen beliil is az akusztikus) hullamok esetében fogjuk megvizsgalni. Mind az elektromagneses,
mind pedig az akusztikus hullimok kozds jellemzdje az, hogy eleget tesznek az @ = ck diszperzios
Osszefiiggésnek. Ez egyben azt is jelenti, hogy pontosan ugyanolyan tipust hulliamegyenletet elégitenek ki. Ezért
(nagyrészt) kozos modon targyalhatok. A kiilonbségek az esetleg eltérd specialis perem- illetve
mellékfeltételekben lehetnek. Tekintsiink egy kocka alak(i zart rendszert, amelyben a fenti tulajdonsagi
alléhullamok (Gn. modusok) alakulhatnak ki. Ez lesz a rendszer egy rezgési allapota. A peremfeltételekkel
megadjuk a "rezg6 fizikai mennyiség" (elektromos tér, vagy elmozdulas) értékét a kocka felillete mentén. A
diszperzids relacio és a peremfeltételek egyiittesen meghatarozzak azt, hogy adott frekvencian hanyféle modus
lehetséges ebben a kocka alaku rendszerben. Az adodik, hogy egy modust harom nem negativ egész szammal az



(nx,ny,nz)-vel tudunk jellemezni. Ezért az {nx,ny,nz} koordinata rendszerben egy modust egy pont
reprezental. Bevezethetd az N(@) (térbeli)allapotsiiriiség fogalma. Az N(w) d@ kifejezés megadja az
(a),a) +da)) frekvenciatartomanyban 1év6 térbeli modusok szamat. Tekintsiik az ezeket a moddusokat

reprezentald pontok halmazat az J\nx,n y,nz} koordinata rendszerben. A diszperzios relacio kdvetkeztében

ezek a pontok egy gombhéj nyolcadban fognak elhelyezkedni. Mivel az (nx N, ,nz) szamok csak nemnegativ

egész szamok lehetnek, igy egy egységnyi térfogatban csak egy "moduspont" talalhaté. Ezért tehat az
(a),a) + da)) frekvenciatartomanyban 1év6 térbeli modusok szama pontosan a gdmbhéjnyolcad térfogataval
lesz egyenlé. Ez pedig éppen az N () (térbeli) llapotsiiriiséget hatirozza meg. Eredményiil azt kaptuk, hogy

linedris diszperzios torvény esetén az allapotsiiriiség a frekvencia négyzetes fiiggvénye lesz, azaz N (a)) oc .

Ez az Osszefiiggés tehat mind az elektromdgneses hullamokra, mind pedig az makroszkopikus akusztikus
mechanikai hullamokra érvényes. Minden térbeli modus még kiilonféle polarizacioju is lehet (hiszen mind az
elektromagneses tér, mind pedig az elmozdulas vektor mennyiség!) Ezért a tényleges g(®) allapotsiiriiséget

gy kapjuk meg, hogy az N (®) térbeli modussiiriiséget megszorozzuk a lehetséges polarizacios allapotok

d  szamaval.
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1.5.5.1. Fotongaz

Alkalmazzuk az eddigieket egy kocka alakil liregben gerjesztett elektromagneses allohullamok
kvantummechanikai leirasara! (A probléma a hémérsékleti sugarzas elméleti vizsgalatanal mar szerepelt, ezért
ismerds kell, hogy legyen!)

Az elektromagneses tér kvantummechanikai targyalasara vezettiik be a foton fogalmat. Eszerint az
elektroméagneses tér energidja csak /1@ energiaadagokban valtoztathat6. Ezt az energiaadagot neveztiik el
fotonnak. A ,,T” hdmérsékletli falban @ frekvenciaval rezgo toltések (mint atomi sugarzo ,,antennak’) hatdsara,
az iiregben @ frekvencidju elektromagneses allohullamok (modusok) alakulnak ki. Egy @ frekvenciaji modus
energidja attol fiigg, hogy a kis atomi oszcillatorok mennyi 7@ fotont adtak 4t az iiregnek. Ezért az iiregben

1évé modusok energidja kvantélt és két szomszédos energiaszint kozotti kiilonbség 7icw . Ha az @ frekvencigju
1
modus energidja — A + nh®, akkor ez azt jelenti, hogy a rendszerben ,,n” darab foton van jelen. Tehat az @

frekvenciaji modusok energiajata i@ energiaji fotonok szdmaval fejeztiik ki.
Egy adott @ frekvencian a lehetséges médusok szamat az N (a)) o« allapotstirtiség hatarozza meg.

A kvantumstatisztika szerint, a i energiaju fotonok szamat T hémérsékleten a Bose-Einstein féle
eloszlasfiiggvény adja meg. Az liregbe fotonok 1épnek be, illetve tavoznak el annak megfelelden, hogy az egyes
(elektromégneses hullam) médusok energidja csokken vagy novekszik. Tehat a rendszerben a fotonok szdma
nem 4lland6. Mint azt az elé6zéekben lattuk, igy a kémiai potencialnak allandénak kell lenni. Az N (a)) <’
allapotstiriség miatt a kémiai potencial értékét zérusnak kell valasztani. Kvantumstatisztikai fogalmakban
gondolkodva szemléletesen azt mondhatjuk, hogy az tiregben T hémérsékletii, zérus kémiai potenciala fotongaz
van jelen, amelynek tulajdonsagait a Bose-Einstein féle statisztikai torvények hatarozzak meg.

Ezek utdn a rendszer Osszenergidja, azaz az @ frekvencidju modusok energidja egyszeriien
meghatarozhat6. Eredményiil a mar jol ismert Planck féle 6sszefliggésre jutottunk, ahogyan az varhato is volt.
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1.5.5.2. Fonongaz

Tekintsiink egy kocka alak merev fallal hatarolt, rugalmas, szilard anyagot. Kiilsé gerjesztés hatasara
az anyagban rugalmas allohullimok alakulnak ki. A g(®) allapotsiirtiséget ugy kapjuk meg, hogy az

N(a))oc ®° térbeli moddussiiriiséget megszorozzuk ds =3 -al a lehetséges polarizacios allapotok szamaval.

Ugyanis kétféle transzverzalis és egyféle longitudinalis hullam terjedhet egy szilard anyagban. Ha a
kvantummechanikai targyaldsra akarunk attérni, akkor mar valahogyan figyelembe kell venni a szilard test
atomos szerkezetét is. Ha a szilard test N darab atombol all, akkor a mechanika szerint 3N féle rezgési allapota
létezhet, hiszen egy 3N szabadsigfoku rendszerr8l van sz6. Ez azt jelenti hogy a g(®)oc o’
allapotsiiriiségnek egy maximélis ® ,, frekvencia felett zérusnak kell lenni. Az ® ,, in. Debye [kiejtése: dob4;”]
frekvencia értékét gy kell megadnunk, hogy az 6sszes lehetséges modusok szama éppen 3N legyen. Azt, hogy
kell léteznie egy maximalis frekvenciaértéknek (azaz, hogy egy modus frekvencidja nem lehet akarmekkora)
fizikailag egyszertien belathato. Ugyanis, az atomi szerkezet miatt egy rugalmas hulldm fél-hullamhossza nem
lehet kisebb az atomok kozotti racstavolsagnal (szemléletesen szolva két atom kozott nincsen ami hullamzana).
A lehetséges minimalis hullamhossz egy maximalis frekvencianak felel meg.

A rendszer kvantummechanikai targyaldsanak a gondolatmenete ezek utan teljesen megegyezik az
elektromagneses hullimoknal tanultakkal. Az egyetlen kiillonbség az, hogy most a rugalmas (hullam) médusok
egy I energiaadagjat "fononnak" nevezziik.

Kvantumstatisztikai fogalmakban gondolkodva szemléletesen azt mondhatjuk, hogy T hémérsékleti
szilard testben, zérus kémiai potenciala fonongdz van jelen, amelynek tulajdonsagait a Bose-Einstein féle
statisztikai torvények hatarozzak meg.
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Ezek utan a T homérsékletli fonongaz Gsszenergidja kiszamithato. Az Gsszenergia értéke fliggeni fog a
g(®) allapotstiriiségben megjelend ® , Debye frekvenciatdl is. Ezen frekvencia helyett inkabb a e ,, = k0,

Osszefiiggéssel definialt O , (n. Debye hdmérsékletet szokds hasznélni. Ha a T hdmérséklet sokkal kisebb mint a
Debye homérséklet, akkor az 6sszenergia a T homérséklet 4-ik hatvanyaval lesz aranyos.
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Az eddigiek segitségével kiszamithatjuk a szilard testek fajhdjét. Az ilyen modon kapott elméleti
eredmények a kisérleti tapasztdlatokkal Osszehasonlithatok és igy szamot adhatunk az elméleti modell
helyességérol.

Tekintsiink egy molnyi mennyiségii szilard testet. Szamitsuk ki ennek a testnek a molhgjét (molaris
hékapacitasat) a klasszikus statisztikus fizika szerint. A szilard test N , (Avogadrd szamnyi) iontrzsbol és (az

egyszeriiség végett) ugyanennyi elektronbdl all. Modellezziik a szilard testiinket, mint az iontérzsek és az
elektronok egymassal termikus egyensulyban 1év6 rendszerét. Az ekviparticio tétele (klasszikus statisztika!)
segitségével ki tudjuk szamolni a teljes rendszer Gsszenergiajat. Az iontdrzsek rezgd mozgast végeznek, tehat a
termodinamikai szabadsagfokuk 6. Az elektronok kozel szabadon mozognak, igy a termodinamikai
szabadsagfokuk 3. A rendszer 0sszenergidjara igy 9/2 RT érték adodik. Az allandd térfogaton mért molhére
ezért 9/2R -et kapunk. A mérések szerint azonban ez az érték 6/2R. Ezt nevezik Dulong-Petit [kiejtése:”diilong-
pit”] torvénynek.

A klasszikus statisztikus fizika tehat helytelen eredményt ad. De ez még nem minden! A termodinamika
harmadik fététele szerint minden fajhdnek az abszolut zérus kozelében zérushoz kell tartani. Mindezt a mérések
is igazoljak. Ugyanakkor a klasszikus statisztikus fizika szerint a részecskék szabadsagfoka fliggetlen a
hémérséklettdl és igy a fajhdnek is allandonak kellene maradnia. Mindezek az ellentmondasok mar joval a
kvantummechanika megsziiletése el6tt ismeretesek voltak és jelezték azt, hogy valami itt nincsen rendben. A
helyes valaszt mindkét kérdésre csak a kvantumstatisztikak tudtak adni.



A szilard test molhgjét az iontorzsekbdl allo rendszer molhdjének és a szabadelektronok molhdjének az
Osszege adja. Hatarozzuk meg elészor az iontdrzsek moélhdjarulékat. Az el6z6 oldalon mar a kvantummechanika
segitségével kiszamitottuk a rezgd rendszer Osszenergiajat. igy a molhd ennek a hémérséklet szerinti elsd
derivaltjaként szamithatd. Az eredmény az, hogy az iontdrzsek molhéjaruléka alacsony hémérsékleten T3
hatvany szerint valoban zérushoz tart. Magasan a Debye homérséklet f616tt pedig a klasszikus 6/2R eredményt
adja. Lathatd, hogy csak akkor kapunk a tapasztalattal egyez6 eredményt, ha feltételezziik, hogy az elektronok
fajhdjaruléka elhanyagolhato. Ezt a szilardtestfizikai részben bizonyitani is fogjuk.

A szilard testek fajhdjének a helyes kiszamitasa a kvantumstatisztikak alkalmazasanak egyik igen szép
sikere.
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1.6. A kovalens kémiai kotés

A kovalens kémiai kotésr6l, mar a kdzépiskolai (s6t az altalanos iskolai!) kémia tantargyban részletesen
volt szo6. Ennek a fejezetnek az a célja, hogy megteremtse a kapcsolatot az eddig targyalt preciz
kvantummechanikai ismereteink és a kémiaban tanultak kozott.

1.6.1. A molekulapalyak
1.6.1.1. Egydimenzi6és modell

Két atom kozott 1étrejovo kovalens kémiai kotést mar egydimenzids modellen is szemléltetni tudjuk.
Az egydimenzids atomot egy potencialgddorrel fogjuk modellezni. Legyen ebben az "atomban" az elektron
energidgja £ . Ha két atom egymastdl nagyon nagy tavolsagra van, akkor a két ¥, és W, elektronfelhé nem

zavarja egymast, azaz két fliggetlen atomunk van. Ha a két "atom" elegendden kdzel keriil egymashoz, akkor
mar egy kvantummechanikai rendszernek kell 6ket tekinteni. Egy kettds potencialgddrot kapunk. Felrajzolhatjuk
a kotott allapothoz tartozd megoldasokat. Az egydimenzidés Schrodinger egyenlet altalanos matematikai
tulajdonsagainak az ismeretében ez konnyen megteheto.

Lathato, hogy lesz egy olyan W, kotott allapot amelynek az . energidja egy kissé az E ala fog
esni. Ennek az oka a kovetkez6. Mivel £ valamivel kisebb, mint £, ezért a potencial godérben az elektron
impulzusa kisebb, tehat a ‘¥, hullamfiiggvény lassabban fog valtozni. De ez azt jelenti, hogy a két godrot
elvalaszto falban a W, hullamfiiggvény a szabad atomi hullamfiiggvények (‘¥ ,,'V,) felett fog menni. A

szimmetria miatt W, a potencialgat kozéppontjara nézve egy paros fiiggvény lesz.
Lathatoan lesz egy ‘¥, allapot is, amelynek az E, energidja egy kissé az £, folé fog keriilni. Ennek

az oka a kovetkez6. Mivel £, valamivel nagyobb, mint £ , ezért a potencial godorben az elektron impulzusa

nagyobb, tehat a W, hullamfiiggvény gyorsabban fog valtozni. De ez azt jelenti, hogy a két godrot elvalaszto
falban a ¥, hullamfiiggvény a szabad atomi hullamfiiggvények (‘¥ ,, V) alatt fog menni. A szimmetria miatt
¥, apotencialgat kozéppontjara nézve egy paratlan fiiggvény lesz .
Y, allapot esetén az elektron felhé a két atom kozotti térben (a potencialgatban) véges értékil, ezért ez egy un.
Lkoté palya” lesz. A W, allapot esetén az elektron felhd a két atom kozotti térben (a potencialgat
kozéppontjaban) zérus értékii, ezért ez nem hozhat 1étre kotést. Ezt hivjak ,,lazitd (vagy nem kotd) palyanak™.
Mivel mind a ‘¥, mind pedig a'¥, allapot mind a két atomra kiterjed, ezért ezeket "molekula palyaknak" is
hivjak.

Lathato, hogy a molekula palydk a molekulat alkoto két atom W, és W, atompalyaibol alkalmas
linearis kombinacioval kozelitéleg 1étrehozhatok.

Altalanossagban is elmondhatjuk, hogy két atom kozelitésekor a szabad atomi energiaszint két kozeli
energiaszintre hasad fel. Az alacsonyabb energiaju a koto palyakat, a magasabb energiaju a lazitd palyakat adja.
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1.6.1.2. A hidrogén molekula ion

Most egy realis fizikai feladat kapcsan bevezetjiik a kémiaban gyakran hasznalt é€s a molekulapalyakkal
kapcsolatos, fontosabb jeloléseket és elnevezéseket. A lehetd legegyszeriibb, a természetben 1étez6 molekula a
H 2+ hidrogén molekula ion. Ez két atommagot (jelesiil protont) tartalmaz (ettdl lesz molekula) de csak egyetlen
elektronja van (ezért tudjuk elvileg pontosan kiszamolni). Az elektron két, egymastol R tavolsagra 1évé proton
terében mozog. Kezdetben tekintsiik R értékét adottnak. Az elektron Hamilton operatora egyszertien megadhato.
Az ennek alapjan felirt Schrodinger egyenlet megoldasai lesznek a keresett molekulapalyak.

A feladat pontosan megoldhat6é, ha Gn. hengerszimmetrikus konfokalis koordinata rendszerben
dolgozunk. Itt a koordinata feliiletek konfokalis (=azonos fokuszu) forgasi ellipszoidok illetve forgasi
hiperboloidok. A koordinatakat pedig {V, ,u,go} betiikkel jeloljiik. Lathat6, hogy R—0 esetben a koordinata

rendszeriink a gémbi koordinata rendszerbe megy at.
A hullamfiiggvény szeparalhatdo és a Schrodinger egyenlet a polinom modszerrel megoldhato. A

megoldas soran harom kvantumszam jelenik meg, az (n, l,m / ) . Ezek ugyanolyan értékeket vesznek fel mint a

hidrogén atom esetén ¢és a fizikai tartalmuk is ugyanaz. Van azonban egy lényeges kiilonbség. Ez pedig az, hogy
amig a hidrogén atom gdombszimmetrikus, addig a hidrogénmolekula ion egy hengerszimmetrikus molekula. A
két proton altal definialt egyenes lesz a ,,z” tengely. Igy a perdiilet vektornak e tengely iranydba szamitott

vetiilete lesz az L_ komponens. Az |m1| =0,1,2,... kiilonbozé értékeinél fellépd allapotokat most betiijellel

latjuk el, ezek lesznek (sorrendben) a 0, 7, 0,... palyak.

A kiilonb6z6 molekulapalyak energidjat a R protontavolsag fliiggvényében felrajzolva ellendrizhetjiik
az eredményeink helyességét. Ugyanis R=0 esetén a két proton egy helyen van, tehat egy hélium iont kapunk.
Az R — o0 esetén pedig egy hidrogén atombol és egy téle fiiggetlen protonbol 4lld rendszerhez jutunk.

Mindketté megoldasait mar az el6z6ekbdl is merjiik. Ezeket kell, hogy visszakapjuk most is. A H ; molekula

ion teljes energiajat gy kapjuk meg, hogy az elektron energidjahoz hozzaadjuk a két proton kozott fellépd
taszitdsbdl szarmazoé potencialis energiat is. Ezek utan felrajzolhatd a rendszer Osszenergidja mint a protonok

kozotti R tavolsag fiiggvénye. A két legalacsonyabb energiaji (1so és 2 po ) allapothoz tartozé jellegzetes

gdrbe az R — o0 esetén ugyanahhoz az energiaszinthez tart. Ennek a fizikai tartalma konnyen megérthetd.
Helyezziink el egymastol nagyon nagy R (kb. végtelen) tdvolsagra egy hidrogén atomot és egy protont. Ekkor a
két objektum olyan tavol van egymastdl, hogy kozottiik nem 1ép fel kdlcsonhatds. A rendszer energiaja a
hidrogén atom alapallapoti energidjaval fog megegyezni. Ha csokkentjiik az R tavolsagot, akkor az elektron
érzékelni kezdi a masik proton hatasat is. A kezdeti szabad atomi energiaszint felhasad (ugyantgy, ahogyan azt
az egydimenzids és eléggé ,,mesterkélt” bevezetd modellben lattuk). Tovabb csokkentve az R tavolsagot az
Is o kotépalya esetén a rendszer egy minimélis energia értéket vesz fel. Ez lesz a rendszer (stabil) alapallapota.
Ha megvizsgaljuk a két palyahoz tartozo elektronfelhét, akkor azt tapasztaljuk, hogy lazitd palya esetén a két
protont dsszekotd egyenes felezdsikjaban az elektronfelhd zérus lesz. Ugyanigy, mint az egydimenzids modell
esetén.
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1.6.2. A molekulapalyak felépitése atompalyakbél

A molekulapalydk kiszamitasa legtobbszor igen nehéz feladat. Ezért kozelité modszereket szoktunk
hasznalni. Mar az egydimenzidés modell esetén lattuk, hogy a molekulapalydk atomi palyakbol kozelitdleg
felépithetok. Ezt szoktuk hasznalni a realis molekula szamitasok esetén is.

Az abran azt mutattuk be, hogy hogyan lehet atomi ,,s” és ,,p” allapotokbdl kot6 és lazitoé ,,0 7 és ,, 7”7
molekulapalyakat 1étrehozni.

A lazitd palyak jellegzetessége az, hogy a molekulat alkotd6 két atom kozotti felezdsikban az
elektronfelhd zérus lesz.



Kémiai tanulmanyainkbol ismeretes, hogy a ,,77” kotés fontos szerepet jatszott a benzolmolekula
(szabalyos hatszog alaku) szerkezetének a magyarazataban.
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1.6.3. A hidrogénmolekula

A hidrogénmolekula szamitasanal ismét felmeriill ugyanaz a sulyos nehézség, amely minden
tobbelektront tartalmazo6 rendszernél fellép. Nevezetesen az, hogy az elektronok kozotti kolesonhatas miatt a
rendszer allapotfiiggvénye nem szeparalhatd. Ha az elektronok kozotti kolesonhatast elhanyagoljuk, akkor a
szeparalas ugyan végrehajthato, de a szamolasunk igencsak pontatlan lesz.

Ha a spinpalya kolcsonhatastol eltekintiink, akkor csak a palyaallapotokat kell meghatarozni. A
szeparalas soran kiszamolt egyelektron molekulapalyakkal lehet a rendszer teljes (antiszimmetrikus)
allapotfiiggvényét megadni. Ez vagy a palyaallapot fiiggvényben, vagy pedig a spinallapot fliggvényben lesz
antiszimmetrikus. A rendszer energiaja akkor lesz minimalis, ha a legkisebb energiaju molekulapalya allapotban
van mind a két elektron, de a spinjiik ellentétes (Pauli elv).

Az elektronok kozotti kolcsonhatas kozelitd figyelembevételére a kvantumkémidban szamtalan
maddszert és eljarast fejlesztettek ki. Ezek segitségével bamulatos pontossagokat érnek el még viszonylag
bonyolult molekulak esetén is.

A kvantumkémia ma az alkalmazott kvantummechanika kiilén tudomanya. Az elmult évtizedekben
hatalmasat fejlédott, koszonhetéen a hatalmas gyogyszergyartd cégek anyagi tdmogatasanak, amelyet
kvantumkémiai szamitasok igen sikeres gyakorlati felhasznalhatosaga motivalt.
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