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Az el6adas célja

A hallgat6

@ megismeri az dllapotegyenlet alakjat, a matrixok méreteit, az
alapmatrix fogalmat és az dllapotegyenlet megoldasat,

érti az allapotegyenlet geometriai interpretacidjat,
képes figyelembe venni a bazis-transzformécié hatasat,

tisztdban van az dllapotegyenlet és az dtviteli matrix kapcsolatdval,

képes az iranyithat6sag meghatirozasira a Kdlman-kritérium alapjan.
megismeri az megfigyelhet6ség és rekonstrudlhatésag definicidit és a

(2]
(5]
o
© megismeri az irdnyithatésdg koncepcidjat,
(6]
o
hozza kapcsolddo kritériumokat LTI rendszer esetén,
o

megérti az Ackermann-képletet és a mogottes algebrai feladatot,
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Hattértudas matematikabol

Maitrixokkal, vektorterekkel, sajatértékekkel, alterekkel, vektorokkal
dolgozunk: linedris algebra. (Matematika A2a)

Cayley- Hamilton tétel
Adott egy A € R™*" matrix. Karakterisztikus egyenlete:

detOM —A) =X+ X" '+ 4 a,_A+a,=0

Az A métrix kielégiti sajat karakterisztikus egyenletét:

det(M —A) =A" +aq A" '+ +a, A+ al=0

A Cayley-Hamilton tétel hasznalata a mai el6addson

Barmely A métrix n. €s anndl nagyobb hatvanyai kifejezhet6k a kisebb
hatvanyok (A7,i =0, 1,...,n — 1) stilyozott 6sszegével.
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Apollo program (1961-1972)
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Kronologia

Elmer és Lawrence Spe
Routh !
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Vissza az id6tartomanyba

(Linedris) Allapotegyenlet Mitrixok méretei

Els6 index az sorok, masodik az
X =Ax+ Bu oszlopok szdma.

y = Cx+Du A e R™" BeR™™

CeR*" DeR"
@ x € R" az éllapotvektor

@ u € R™ a bemenetek vektora Allapotok
@ y € R” a kimenetek vektora Adott dinamikus rendszer esetén azon
Altaldban m < n és p < n. véltozok halmaza, amelyek
ismeretében (derivaltjaik ismerete
SISO rendszer nélkiil) barmely pillanatban

,;mindent” tudunk a rendszerrdl.

p = m = 1
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di . .

u—clw:R,i—l—L,d—; i = Ow + fw

Egytarolds tag a fesziiltség és a
rotordram kozott.

Egytarolds tag a rotordram és a
szogsebesség kozott. (w = y)
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Alpotvekior

AT = [i,w,3] = b1, 2, %] (Aci & c; konstansok jelentése
@ (- rotordram © c;: nyomaték konstans
@ w - szogsebesség Q c;: fesziiltség konstans
© y - tengelyszog

i _R _a 1

X1 L ? 0 X1 I

X = o  _f

{Cz & s O x2 |+ 0 |u
X3 0 1 0 X3 0

y=[0 0 1]|x |+0-u
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Az éllapotegyenlet geometriai interpretacioja

n=3,p=m=2,D=0

3 Megjegyzések
Az allapotegyenlet
@ Ax(r) + Bu(t) minden iddpillanatban x(z)
P P |
%) © A bemenetek az allapottérbeli mozgas
Y= [ 1 ] . irdnyét és sebességét befolyasoljak.
&)

x(0) = xo X

Az Ax vektormezd

O linedris X(0) |

Wi

@ definidlja a sajatmozgast: \ X,
eA txo /
. ; X, "
@ alapmitrix: e* |
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x(t) = exp(At)xo + /t exp {A(t — )} Bu(¥)dv
0

Az egyenletek tovabbra is linedrisak, de az egyiitthaté matrixok id6fiiggék:
x=A(t)x+ B(t)u
x(T) = x;
Ilyenkor a megoldés

x(t) = B(t, 7)xr + / & (2, 9)B(D)u(9)d

T

és O(1,9) az alapmatrix.
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Invertdlhat bazis-transzformdciét ~ Differencidljuk a transzformdcidt

tételeziink fel: . . .
z=Tx+Tx = TAx + TBu

z=Tx 3r! z=Ti=TAT 'z+ TBu
x=T"'z y=CT"'z+4 Du



http://szakirany.iit.bme.hu

@ Bevezetés

© Allapotegyenlet
@ Geometriai interpretacio
@ Koordinata-transzformacid
@ Allapotegyenlet és atviteli fliggvény
@ IrdnyithatSsag és elérhetSség
@ Definiciok
@ Kritériumok
@ Megfigyelhetdség és rekonstrudlhatésag
@ Definiciok
@ Kritériumok
© Lineiris rendszerek dekompoziciéja

@ Ackermann-képlet

MUEGYETEM 1782


http://szakirany.iit.bme.hu

Bevezetés  Allapotegyenlet  Irdnyithatosdg és elérhetdség  Megfigyelhetdség és rekonstrudlhatésdg  Linedris rendszerek dekompozicidja  Ackermann-képlet
00000 0000000e 00000000000 0000000000000 000000 0000

Allapotegyenletbdl dtviteli fliggvény
J6l ismert Osszefiiggés
Nulla kezdeti feltételek mellett.
W(s) = C(sI —A)"'B+D

Bazis-transzformacio hatasa

Tovabbra is nulla kezdeti feltételek mellett.

CT~'(sTT™" — TAT™")"'TB+ D = T~ (T(s —A)T~") "' TB+ D =
=CT 'T(s—A) " 'T"'TB+D=C(sI —A)"'B+D = W(s)

ahol kihaszndltuk, hogy (ABC)~! = C~'B~1A~1.

Megjegyzés

A bazis cseréje az u +— y atvitelt nem valtoztatja meg.
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Iranyithatosag

Megjegyzés
A definiciok nem csak a linearis €s iddinvaridns rendszerek (Linear Time

Invariant - LTT) esetében alkalmazhaték. S6t, bizonyos definiciok bar
kiilonboznek, LTI rendszerek esetében egyenértékiiek.

Definiciok

@ Legyen a rendszer a 7 id6pontban egy x, dllapotban. A (7,x.) paros
nulldba irdnyithatd, ha 1étezik olyan véges T > 7 id6 és egy
u: [1,T) — R™ irdnyitds, hogy azt alkalmazva x(T) = 0.

© A rendszer 7 idGpontbdl teljesen nulldba irdnyithat6, ha minden
X, € R"-re a (7, x,) péaros nulldba irdnyithato.

© A rendszer teljesen nulldba irdnyithat6, ha minden 7 id6pontbdl teljesen
nulldba irdnyithat6.

it i
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Elérhet6ség

Definiciok

@ Legyen arendszer a 7 id6pontban az allapottér origéjaban. Egy x;
allapot elérhetd, ha 1étezik olyan véges T > 7 id6 és egy
u: [1,T) — R™ irdnyitds, hogy azt alkalmazva x(T) = x;.

@ A rendszer 7 id6pontbdl teljesen elérhetd, a 7 id6pontbdl minden
x1 € R” elérhetd.

© A rendszer teljesen elérhetd, ha minden 7 id6pontb6l minden x; € R”
elérhetd.

Megjegyzés
Id6invaridns esetben a definiciok egyszertisodnek, tovabbd a teljes
irdnyithatdsag és a teljes elérhet6ség definicidi ekvivalensek.
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Hogyan ellendrizhet6 az irdnyithat6sag?

Megjegyzés
@ A kritériumot csak id6invaridns esetre adjuk meg.
@ Csak a teljes irdnyithatésagra (elérhetdségre) adunk kritériumot.

© Elegend6 a x = Ax + Bu egyenletet vizsgalni.

Tétel (Kalman-kritérium)

Adott az x = Ax + Bu LTI allapotegyenlettel adott rendszer. Ez a rendszer
akkor és csak akkor irdnyithatd, ha az

M.=[B AB A’B ... AUDB]

un. irdnyithat6sagi matrix rangja maximalis, azaz n.
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Bizonyitas
S
Segitség

Fel fogjuk haszndlni az tn. irdnyithat6sagi
Gram-matrixot:

G= /T exp{A(T — 1)} BB  exp {AT(T — 1)} dt
0

Megjegyzés

LTI esetben a definicidk ekvivalencidja miatt Jorgen Pedersen Gram,
elegendd az elérhet&ség bizonyitasa, azaz xy = 0 dan matematikus,
lehet. (1850-1916)

Bizonyitds menete: két lemmaval

(A, B) irdnyithat6 <= G invertdlhaté <= rank(M,) = n
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Bizonyitas - 1. lemma

(A, B) irdnyithaté < G invertélhat6
o G invertdlhat6 = (A, B) irdnyithaté. Ehhez legyen a keresett bemenet

iu(t) =B exp {AT(T —1)} G 'xz

Ezt behelyettesitve az dllapotegyenlet megoldasiba
T
x(T) = exp(At)xo + / exp{A(T — 1)} BB  exp {AT(T — 1)} G~ 'xydt
0

T
=0+ / exp {A(T — )} BB" exp {AT(T — 1)} dtG ™~ 'xr
0
=GG 'xp = xr

@ (A, B) irdnyithat6 = G invertdlhatd. A fentiek alapjan kozvetleniil
adodik.
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Bizonyitas - 2. lemma

G invertélhat6 < rank(M,) = n

G invertdlhat6 = rank(M,) = n. Tegyiik fel, hogy G nem invertélhato.
Akkor 1étezik v vektor, hogy v/'G = 0:

T
vIGy = / v exp {A(T — 1)} BB" exp {A"(T — 1)} vdt = 0
0

Mivel exp {A(T — )} BB" exp {A” (T — 1)} kvadratikus alak, csak akkor
nulla, ha v7 exp {A(T — 1)} B azonosan 0.

viexp {A(T —1)}B =" I+2Aiu B=0

i!
i>1

ahonnan v'B =, v'AB = 0, v A'B = 0, viszont mivel ezek pont M, elemei,
igy vIM,. = 0, azaz rank(M,) < n.
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Bizonyitas - 2. lemma

G invertdlhat6 < rank(M,) = n

rank(M,) = n = G invertélhatd. Tegyiik fel, hogy rank(M,) < n. Akkor
létezik v, hogy
vIM,. =0

Viszont ebb6l a Cayley-Hamilton tétel miatt kovetkezik, hogy v/ A'B = 0
teljesiil minden i > 0 esetén. Tehat

T _ . T i(T_t)i _
viexp{A(T—1)}B=v I—I—;AT B=0

P

Ami az el6z6 f6lia alapjan azt jelenti, hogy AG .

QED
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Egy érdekes alkalmazas

[ nature.

< previous article. next article »

Controllability of complex networks

o e 0 A LS Nagy hdl6zatok irdnyitdsa

Affiiations | Contributions | Corresponding author

T — Szocialis haldzatok és szervezetek
D ) (véllalatok, korményzati szervek,
 ntroduction - Network controllbiity - Controflabifty of roal notworks - — hadsereg) irényitésa éS megﬁgyelése'

The ulimate proof of our understanding of natural o technalogical systems is

sl ke s e g P o Hany irdnyithat6 csomé6pont kell a

bt O o befolyasoldshoz?
L]

apply theso tooks
nodes is determi

@ Hany csomépont megfigyelése kell a
kovetéshez?

aetwaks canbo contoled mgam/nw nodes. Couner el ve
find that in both model and real systems the driver nodes tend to
high-dagree nodes.

Subject terms:  Physics - Applisd physics and enginesring

Nature 2011 oktdberi szamanak cikke:

Komplex hdl6zatok irdnyithatésdga
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Megfigyelhetdségi osztilyok

Az altalanos definiciok idGben valtozo rendszerekre vonatkoznak

x=A(t)x+B({t)u y=C(t)x+D(t)u (1)

Definici6

Legyen adott két par: (7,x1) és (7,x,). Legyen y; () (t > 7) az (1) rendszer
kimenete x; dllapotbdl 7 idGpillanatban inditva és legyen y, () (r > 7) az (1)
rendszer kimenete x; allapotb6l 7 id6pillanatban inditva (azonos bemenetet
alkalmazva). Amennyiben y;(¢) = y,(¢) (V& > 7), 4gy (7,x1) és (7,x2)
azonos megfigyelhet6ségi osztilyba tartoznak (a kimenetek a jovoben nem
kiilonboztethet6k meg egymastol).

Megjegyzés

Ha (7,x;) és (7, x,) azonos megfigyelhetségi osztélyba tartoznak valamely
u(t) bemend jelre, akkor ez igaz u(f) = 0 esetén is.
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Rekonstrualhatosagi osztalyok

x=A(x+B@u  y=C(t)x+D(1)u )

Definici6

Legyen adott két par: (7,x;) és (7,xz). Legyen y; () (¢ < 7) az (2) rendszer
kordbbi kimenete x; dllapotba 7 idGpillanatban eljutva és legyen y, ()

(t < 1) az (2) rendszer korabbi kimenete x, allapotba 7 id&pillanatban
eljutva (azonos bemenetet alkalmazva). Amennyiben y; (1) = y»(¢) (V¢ < 7),
ugy (7,x1) és (7, x,) azonos rekonstrudlhatésdgi osztdlyba tartoznak (a
kimenetek a miltban nem kiilonboztethet6k meg egymastol).

Megjegyzés

Ha (7, x) és (7, x;) azonos rekonstrudlhat6sagi osztélyba tartoznak
valamely u(z) bemend jelre, akkor ez igaz u(r) = 0 esetén is.
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Megfigyelhetdség

I=A(tx+B(tu  y=C(t)x+D(t)u 3)

Definiciék
@ Egy (7,x;) par nem megfigyelhetd, ha létezik egy olyan (7, x;) pér,
melyre x; # x; és azonos megfigyelhetGségi osztalyba tartoznak.

@ A (3) rendszer a 7 id6pillanatban megfigyelhetd, ha Vx € R" a (7,x)

par megfigyelhetd.
© A (3) rendszer tejesen megfigyelhetd, ha V7 id6pillanatban
megfigyelhetd.
Megjegyzés

Ha (7, x;) és (7, x;) azonos megfigyelhetGségi osztilyban vannak, akkor
(1,x1 — x2) egy megfigyelhetdségi osztdlyban van (7,0)-val.
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k Alhatosa
Rekonstrudlhatosag
x=A()x+ B(H)u y=C(t)x+ D(t)u (€]
Definiciok

@ Egy (7,x1) par nem rekonstrudlhat6, ha létezik egy olyan (7, x,) pdr,
melyre x; # x; és azonos rekonstrudlhatsagi osztdlyba tartoznak.

© A (4) rendszer a 7 idGpillanatban rekonstruélhat, ha Vx € R” a (7, x)
pér rekonstrudlhat6.

© A (4) rendszer tejesen rekonstrudlhatd, ha V7 idpillanatban
rekonstrualhatd.

Megjegyzés

Ha (7, x;) és (7,x;) azonos rekonstrudlhatGsdgi osztdlyban vannak, akkor
(7,x1 — x2) egy rekonstrudlhat6sdgi osztilyban van (7, 0)-val.
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Egyszer(sités idGinvaridns esetre

Megjegyzés
Id6invarians rendszerek esetében a megfigyelhetdség és a rekonstrudlhatésag
ekvivalens fogalmak, mert a métrixok idében allanddk.

x =Ax -+ Bu y=Cx+ Du (@)

Definiciok
@ Egy x dllapot megfigyelhets, ha a (5) rendszert x(0) = xo kezdeti
allapotbdl inditva és 0 < T véges ideig megfigyelve az y(¢) kimenetet
és u(t) bemenetet, azokbdl xy meghatdrozhaté.

Q@ Az (5) rendszer megfigyelhet6, ha minden x € R” allapot
megfigyelhetd.
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Mivel

x(t) = exp(At)xo + /Ot exp {A(t — 9)} Bu(9)dV

igy xo akkor és csak akkor megfigyelhet$ u(z) bemenet mellet, ha

Xo — /Ot exp {A(t — )} Bu(9)dV

megfigyelheté O bemenet mellet.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a megfigyelhetdséget elég lenne 0 bemenet
mellett vizsgalni.
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Hogyan ellendrizhetd az megfigyelhet&ség?

Megjegyzés
@ A kritériumot csak id6invaridns esetre adjuk meg.

@ Csak a teljes megfigyelhetéségre adunk kritériumot.

Tétel (Kalman-kritérium) megfigyelhetdségre
Adott az x = Ax + Bu, y = Cx + Du egyenletekkel adott rendszer LTI. Ez a
rendszer akkor és csak akkor megfigyelhet6, ha az

M, = [ cr (CA)T (CA2)T (CAn—l)T ]T

un. megfigyelhet6ségi matrix (observability matrix) rangja maximalis,
azaz n.

it i
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Bizonyitas

Kiindulés: az allapotegyenlet megoldadsa a kimenetre
t
¥(t) = Cexp(Af)xo + / Cexp {A(t — 9)} Bu(9)d¥ + Du(r)
0
Bizonyitanunk kell, hogy x, kifejezhetd y(z) és u(t) ismeretében.

Egy atrendezés

Minden olyan tagot, amelyben xy nem szerepel a bal oldalra rendeziink (az
szamithatd)

y(t) — /Ot Cexp {A(t — )} Bu(¥)dV — Du(t) = C exp(At)xo

Jeloljiik a bal oldalt y(z)-vel.

it i
MUEGYETEM 1782

Dr. Kiss Blint Irdnyitdstechnika és Informatika Tanszék, Bud: i Miiszaki és G agtudoményi Egyetem

9. hét - a a ika +— Irdnyitérend: k dgazat - szakirany.iit.bme.hu


http://szakirany.iit.bme.hu

1 1
&(t)=C<I+At+§A2t2+---FAktk+---)x0

A Cayley-Hamilton tétel miatt a ,,nagy” hatvanyokat kifejezhetjiik, igy

5’(1) = (CYO(t)C P al(t)CA I Olz(t)CAz 4k 000 an_l(t)CAn—l) X0

C
CA

5O = [ ao(t) ai(t) - ana(t) ] C/}z X

car-!
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Bizonyitas - befejezés

Eszrevessziik az M, matrixot

y(t) = [ Oé()(l) Oq(l) a,,,l(t) ]MOXO

Ha rank(M,) < n, akkor ker(M,) nem iires és Vxy € ker(M,) esetén
¥(¢) = 0 azaz Sket a kimeneten nem tudjuk megkiilonboztetni.

Xo Visszaszamitasa

y(t) ap(ty) aq(t) -+ au_i(f)
y(t2) ao(h) ai(h) -+ ap1(t2)

. = . . . M())CO
¥(t) ao(ty) ai(tn) -+ an_1(ta)

Mivel megfelel6 0 < 1} < 1, <13 < --- < t, < T mellett az els6 matrix
invertalhatd, igy xo meghatdrozhaté. (SISO eset.)
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Megfigyelhetd és irdnyithato alterek

Kérdésfelvetés

@ Milyen kovetkezményei vannak annak, ha egy rendszer nem irdnyithatd
vagy nem megfigyelhet6?

Van-e olyan bézisvalasztas, ahol ezek a tulajdonsagok trividlisan
latszanak™?

2]
© Mikor baj, ha egy rendszer nem irdnyithat6?
@ Mikor baj, ha egy rendszer nem megfigyelhet6?

Megjegyzés

A kérdéseket csak linedris id6invaridns rendszerek esetében vizsgaljuk.
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Iranyithat6sagi 1épcsds alak

Vegyiink egy nem iranyithat6 rendszert
X = Ax + Bu,
hogy
rank([ B AB --- A"'B ]) =k<n

Nem irdnyithat6 alrendszer

Legyen L = IM(M,), hogy dim L = k. Akkor létezik egy olyan z = Tx
allapottér transzformacid, hogy

ﬁ | A11 /:\12 <1 + Bl "
dt | 22 0 Ax 22 0 ’

aholz; € R¥, zp e R* % Az 7, = A22Z2 alrendszerre nem hat a bemenet.

T
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Megfigyelhet6ségi 1€pcsds alak

Vegyiink egy nem megfigyelhet6 rendszert
X =Ax+ Bu y = Cx, hogy rank(M,) =k <n

Nem megfigyelhet6 alrendszer

Legyen L = IM(M,), hogy dim L = k. Akkor létezik egy olyan z = Tx
allapottér transzformacio, hogy

alal-lh 2 lla]+[n]

L& o][m]wu

% 22

ahol z; € R¥, 7, € R"*. Az z, alrendszer alakuldsa a kimeneten nem
figyelhet6 meg.
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Adott egy A € R™*" matrix és egy B € R" vektor. Keressiik a K € (R")”
sorvektort, hogy a H = (A — BK) € R™*" sajétértékei egy eldirt

det(M — H) = X"+ A" 4ot by A4 by = 0. (N) =0

karakterisztikus egyenlet gyokei.

A BK (oszlopvektor x sorvektor) egy tn. didd. Tehat egy didd segitségével
kivanjuk elmozgatni A sajatértékeit az elSirt helyekre.
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Ackermann-képlet

Cayley-Hamilton tjra

A tétel miatt H kielégiti sajat karakterisztikus egyenletét

0=H" + hl[{ni1 +--+ hn—1H+hn1 = <)OL(H)
0=(A—BK)"+h(A—BK)" "+ +h, (A —BK) +h,l

atcsoportositva a tagokat

A"+ A" oy A Rl = 0 (A) =

[+ KH" 2 + KH" ! ]
<o+ h KH" 3 + KH" 2

=[B AB --- A"?B A"'B] :
hoK + hKH + KH?
hK + KH
K
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Felismerve az M, irdnyithatésdgi matrixot a jobb oldalon, majd atrendezve

az egyenletet

... +h1KHn—2 +KHn—l ]
oo+ KH"3 + KH"

MC_I(IDC(A) = :
hiKH + KH?
hK + KH
K

Mivel mi K-t keressiik, igy az utolsé sort kivalasztjuk egy alkalmas
egységvektorral (balrdl) torténd szorzdssal

K=[0 0 -+ 0 1]M "o(A)

ami az Un. Ackermann-képlet. (Matlab tdmogatds: acker)
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