Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

Pontozasi itmutatd
2012. majus 7.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutatéd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért
az utmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékd
megoldésanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximaélis pontszamot éré megoldés vézla-
tanak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa
azok alkalmazésa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban lefrt
gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az utmu-
tatoban szereplS részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltérd jo megoldas természetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pont-
szama szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. A 10 csacsa G graf két (kozos csues nélkiili) 5 pontu utbol késziilt ugy, hogy az egyik ut
minden cstcsat Osszekotottiik a mésik it minden csticsaval. Legfoljebb hany élbél allhat G-ben
egy olyan élsorozat, amelyben GG minden éle legfoljebb egyszer szerepelhet?
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A feladat nem mast kivan, mint a G egy lehets legtobb élbal 4116, Euler-uttal bird részgrafjanak
a megkeresését. Més szdval a kérdés az, hogy minimalisan hény élet kell elhagyni G-bél, hogy

a maradék grafban mar legyen Euler-ut. (2 pont)
G-ben 4 darab 6 foku és 6 darab 7 foku pont van (el6bbiek a G-t alkoté két ut végpontjai,
utobbiak az utak belsé pontjai). (1 pont)

Mivel Euler-uttal biré grafban csak 2 péaratlan foku pont lehet és egyetlen él elhagyasa csak
két pont fokszamat valtoztathatja meg, ezért legaldbb 2 él elhagyaséara sziikség van ahhoz,
hogy a 6 helyett csak 2 paratlan foku pont legyen. (2 pont)
Ez kénnyen meg is valosithato: példaul ha vy és vz jeloli az egyik ut (valamelyik vége feldl
szamitott) masodik és harmadik cstuicsat és wy és ws a masik ut két megfelels csucsat, akkor a

{vg, wa} és a {vs, w3} élek elhagyasa utan G-ben mar csak két paratlan foku pont lesz.(1 pont)
Mivel a maradék graf nyilvan osszefiiggs is, (1 pont)
ezért (a tanult tétel szerint) van benne Euler-ut. (1 pont)
Mivel G-nek 33 éle van és ebbdl minimalisan 2-t kell elhagyni ahhoz, hogy Euler-uttal biré
grafot kapjunk, ezért a leghosszabb, élismétlés nélkiili séta G-ben 31 élbdl all. (2 pont)



2. A 30 csucsu G graf egy 4 ponttd, egy b pontd, egy 6 ponti, egy 7 ponta és egy 8 ponti
korbdl késziilt tgy, hogy a 4 pontil kor minden csticsét Osszekotottiik a mésik négy kér minden
csticsaval.

a) Van-e G-ben Hamilton-ut? b) Van-e G-ben Hamilton-kor?
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G-ben konnyen mutathaté Hamilton-kor, példaul a kovetkezSképpen. Jeldlje vy, vo, v3,v4 a 4
pontu kor csucsait, a G-t alkoto 5, 6, 7, illetve 8 ponta kort pedig Cs, Cq, C7, illetve Cs. A
Hamilton-kort példaul v1-bél inditva elGszor ,ugorjunk at” Cj valamelyik csiicsdba, majd a
kor élei mentén sorban jarjuk be C5 Gsszes cstucsat, végiil az utolsorol 1épjiink tovabb vs-re.
Innen az el6z6hoz hasonléan Cy egyik csiicsara ugrunk és bejarjuk Cg-ot; ezutan vs-on keresztiil
C7, majd vs-en keresztiil Cy Osszes csucsat jarjuk be. Végiil Cy legutolsonak érintett csicsarol
visszaléphetiink v;-be. (8 pont)
Mivel G-ben van Hamilton-kor, ezért nyilvan van Hamilton-1t is. (2 pont)
(Ha valaki csak Hamilton-utat talal G-ben, de kort nem, az a fentiek szerint 2 pontot kaphat.)

3. Legyenek a G graf cstcsai a (8 x 8-as) sakktabla mezéi és két kiilonbo6zé csices akkor legyen
szomszédos G-ben, ha a megfelel§ mez6k vagy él mentén szomszédosak a sakktablan, vagy
legalabb az egyikiik a sakktabla szélén helyezkedik el. Hatarozzuk meg G kromatikus szamat,
X(G)-t! (A feladatbeli ,vagy” nem kizaro, vagyis két cstucs akkor is szomszédos, ha mindkét
feltétel teljesiil. A sakktabla széle alatt a legfels és a legalsd sor, valamint a balszélsG és a
jobbszéls6 oszlop mezéit értjiik. )
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G-ben lehet mutatni 30 pontu klikket: a széleken elhelyezkeds 28 mez&hoz vegyiink hozza két
tovabbi (tehat nem a tabla szélén talalhato), egymassal él mentén szomszédos mez6t. (4 pont)

30 szinnel viszont G cstcsai konnyen megszinezhetdk: a széleken 1év6 28 mez6hoz hasznaljunk
el 28 kiilénb6z6 szint, a tobbi (6 x 6-os ,sakktablat” alkotd) mezdt pedig szinezziik 2 tovabbi

szinnel, mégpedig a sakktablan megszokott szinezés szerint. (4 pont)
Mivel G-ben van 30 csucsu klikk, ezért x(G) > 30, (1 pont)
masrészt mivel G csticsai 30 szinnel szinezhetdk, ezért x(G) = 30. (1 pont)

4. Egy 2012 pontu kor minden élét helyettesitettiik 3 vagy 4 parhuzamos éllel; hogy éppen
3-mal vagy 4-gyel, azt minden élre véletlenszertien dontottiik el. Mutassuk meg, hogy a kapott
G grafra x.(G) = A(G) teljesiil (ahol x.(G) a graf élkromatikus szaméat, A(G) pedig a G-beli
maximalis fokszamot jeloli).
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Mivel x.(G) > A(G) minden grafra igaz, ezért a x.(G) = A(G) allitas bizonyitasahoz elegendd
lesz megmutatni, hogy G élei szinezheték A(G) szinnel. (2 pont)
A(G) értéke haromféle lehet: 6, 7, vagy 8.

Ha A(G) = 6, akkor a 2012 pontu kér minden élét pontosan 3 éllel helyettesitettiik, vagyis
ekkor G élhalmaza felvaghatd 3 paronként diszjunkt korre. Ha most mindharom kor éleit két-
két szinnel szinezziik (mégpedig ugy, hogy a kérok mentén a két szint valtogatjuk), akkor ezzel
valoban G egy helyes élszinezését kapjuk 6 szinnel. (2 pont)
Ha A(G) = 7, akkor G-t felfoghatjuk tgy, hogy az a A(G) = 6 esetben leirt grafbol keletkezett
néhany tovabbi él hozzavételével. Azonban ezek kozil az extra élek koziil semelyik ketté nem
szomszédos (mert ha két ilyen él illeszkedne a kézos v csticsra, akkor d(v) = 8 volna). Igy az
extra éleket megszinezhetjiik egyetlen tovabbi szinnel, amivel valéban G egy helyes élszinezését
kapjuk 7 szinnel. (3 pont)
Végiil, ha A(G) = 8, akkor G részgrafja annak a H grafnak, amit akkor kaptunk volna, ha a
2012 ponta kér minden élét 4 éllel helyettesitjiik. Mivel még H élei is megszinezhetSk 8 szinnel
(a A(G) = 6 esettel analog modon, csak 3 helyett 4 korre bontva az élhalmazt), ezért ugyanez
igaz G-re is. (3 pont)



5. A G(A, B; E) paros graf két pontosztalya legyen
A=HAay,as,...,a9} és B = {by,by,...,bg}. Minden
1<i<9¢é 1 < 75 < 8 esetén az a; akkor legyen
szomszédos bj-vel, ha a jobbra lathaté matrix i-edik
sordnak és j-edik oszlopédnak keresztezddésében allo
elem 1-es. Adjunk meg G-ben egy maximalis méretti
parositast!
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Péeldaul az {aq,bs}, {az,bs}, {as, ba}, {a4, b1}, {as, b6}, {as, br} és az {as, b5} élek 7 éli parosi-

tast alkotnak G-ben. (3 pont)
Mivel az {a4, a3, as, as, by, bs, b7} lefogd ponthalmaz G-ben (ez a feladatban megadott matrixbol
kénnyen ellendrizhetd), (5 pont)
ezért 7(G) < 7, igy a v(G) < 7(G) Osszefiiggés szerint 7-nél nagyobb parositds nem létezhet
G-ben. Igy a fent megadott parositas maximalis. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy G-ben sok, a fent megadottol kiilonb6z6 7 éld parositas is van és 7 elemd
lefogd ponthalmazbdl is van masik: {as, as, as, by, bs, by, b7}. A megadott 7 éld parositas maxi-
malitdsa mellett gy is lehet érvelni, hogy mivel az X = {bs, b5, bg, b} csiicshalmaz megsérti a
Hall-feltételt (mert N(X) = {as, as, as}) ezért G-ben nincs a B-t lefed parosités, vagyis nincs
7-nél nagyobb péarositas. (Hasonloan, az X = {by, by, b5, bg, b} is megsérti a Hall-feltételt.) De
akar ugy is lehet indokolni, hogy G-ben nincs 8 éld parositas, hogy meggyézddiink arrol, hogy
a megadott 7 éld parositasra nézve nem létezik javito ut.

6. Adjunk meg az alabbi hal6zatban egy minimalis vagast (S és T' kozott)!
A (4) B

Az aléabbi abran jelolt vagas (tehat {S, A, C, H} és a maradék csticsok kozott futo élek halmaza)
értéke (tehat az S, A, C, H cstucsokbol a tobbibe futé élek dsszkapacitasa) 16. (4 pont)
Az ugyancsak az abran lathato folyam értéke szintén 16. (3 pont)
Mivel tetszéleges folyam értéke legfoljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas értéke, (1 pont)
ezért a 16 értékid folyam bizonyitja, hogy a megadott 16 értékd vagas minimalis. (2 pont)

Az utolso 3 pont tehat annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott vagas minimélis.
(Példaul az ,a Ford-Fulkerson tétel miatt a vagas miniméalis” mondat — tovabbi kiegészités hijan
— nem tekintendd (érdemi) indoklasnak; aki csak ennyit ir, az utols6 3 pontboél 1-et kapjon.)




