Tulélokészlet valszam vizsgara

Logikai szita:

P(A+ B)=P(A)+P(B) — P(AB)
P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC)
Boole-egyenl6tlenségek:

P(A1 + A2 + A3) < P(A1) + P(A2) + P(43)

P(A14243) > 1 - P(A1) — P(42) — P(43)

Feltételes val6szintliség, szorzasi szabaly:

P(A|B) = PP<(ABB)), LA feltéve B”, mekkora eséllyel kdvetkezik be A, ha B-t tudjuk, hogy bekévetkezett.

P (A1 Ay A3Ay) = P(Ag| A1 AsAs) - P(A3| A1 As) - P(As|Ay) - P(Ay)

Teljes valészintiiség tétele:

Ha Ay, Ag, ..., A, teljes eseményrendszer (pontosan egy kovetkezik be koziiliik), B tetsz6leges esemény:
P(B) = P(B’Al) . P(Al) + P(B‘Ag) . P(AQ) + P(B|A3) . P(Ag) —+ -+ P(B|An) . P(An)
Bayes-tétel:

Ha Ay, As, ..., Ay, ... teljes eseményrendszer, B tetszdleges esemény:

_P(A4B) _ P(BJA)-P(4)
P(A1|B) - P(é) - EfilP(Bl|Az) . Pl(Az)

Eloszlasfiiggvény:

X egy valdszintiségi valtozé: az Fx(t) = P(X < t) fliggvényt az X v.v. eloszlasfiiggvényének hivjuk.
Floszlasfiiggvény tulajdonsagai:

lim Fx(t)=0, lim Fx(t)=1, lim Fx(t) = Fx(x) (=,balrdl folytonos”), Fx monoton né.
t——o0 t—o0 t—x—0
Struségfiiggvény:

X egy FOLYTONOS valészinfiségi valtozo, akkor a f,(t) = Fi(t) az X v.v. stiriségfiiggvénye.

Fx(z) = [*__ fx(t)dt, Ix(t) >0 VteR, [ fx(@t)de=1.

Intervallumba esés: P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a) = f; fx(t)dt.

Binomialis eloszlas:

X eB(np), PX=k=(p1-p)"" ke{0,1,2,...,n}

Hasznaljuk, ha n fiiggetlen eseménybol X kovetkezik be, mindegyik p valésziniiséggel.

Poisson eloszlas:

X € Po()), P(X =k) = )‘k—lfe_)‘, ke {0,1,2,...}, Hannagy éspkicsi, \ = np-re: B(n,p) = Po(\).
Hasznaljuk, csak ha NAGYON muszaj, binomidlis eloszlas kozelitésére.

Geometriai eloszlas:

X € G(p), PX=k=0-pr1'p, ke{1,2,3,...}, Orokifju!

Hasznéljuk, ha egy kisérletet ADDIG ismételgetiink, AMIG egy adott p valdsziniliségii esemény be nem
kovetkezik (elészor). X az, ahdnyadikra elsére bekovetkezett.

Exponencialis eloszlas:

X € B\, Orokifja!

Stirtiségfiiggvény: fx(z) = e ™™, >0, Eloszlasfiiggvény: Fx(z) =1—e ™, x> 0.
Hasznaljuk, ha orokifju dolgok élettartamérdl van szé. X az az IDO, amikor elromlik (elészor).

Normal eloszlas:

7(17771)2
X € N(m,o0), Stiriségfiiggvény: fx(z) = =€ 207 Eloszlasfiiggvény: Fx(z) = ®(*™).
2
B(a) = [*, et dl,  B(—x)=1-d(x), (Pt tabldzatbol kell kinézni...)

Hasznaljuk példaul a centralis hatareloszlas-tételben kozelitésre.
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Varhaté érték: -
Diszkrét esetben: E(X) = Z z; - P(X =x;), folytonos esetben: E(X) = / x - fx(x)dx
: —00

E(aX +b) = a-E(X) + b, tetszéleges a,b € R-re (linearités).
Ha Y =t(X), akkor E(Y) =E(t(X)) = / t(z) - fx(z)dz, specidlis esetben: E(X?) = / 22 fx(z)dz

E(X +Y)=E(X)+E(Y), tetszbleges X és Yora. E(X - Y)=EX) -EY), haXéY faggetlenek.
Markov: Ha X > 0 (csak nemneg. értéket vesz fel) és 1étezik EX, akkor P(X > A - EX) < %, YA > 0.
Szérasnégyzet, szoras:

o?(X) =E((X —EX)?) = E(X?) — (EX)? = E((X — ¢)?) — (E(X — ¢))?, tetsz6leges c € R-re.

o(X) = /o2(X) (a széras a szérasnégyzetnek a gydke). Mivel a?(X) > 0, ezért ez értelmes, és o(X) > 0.
o(aX +0b) = la| - 0(X), és 0%(aX +b) = a® - 0?(X) tetszbleges a,b € R-re (a szérés a linedris a-ban!).
o?(X +Y)=0%X)+ oY), ha X és Y fiiggetlenek (a szérasnégyzet dsszegzédik, nem a szérds!).

Csebisev: Ha létezik o X, akkor P(|X —EX| > X-0X) < )\12, VA > 0.

Nevezetes eloszlasok varhaté értéke, szorasnégyzete stb.:

Diszkrét eloszlasok (¢ = 1 — p roviditéssel) és folytonos eloszlasok (a < b és A > 0):

Név: Indikator Binomialis Poisson Geometriai
Jel: | X € 14(p) X € B(n,p) X € Po()) X € G(p)
Képlet: | P(X =0)=q | P(X =k) = (})p*¢" " | P(X =k) = /\k—Te’)‘ P(X=k)=p-¢"!
PX=1)=p ke{0,1,2,...,n} ke{0,1,2,...} ke{l,2,3,...}
E(X) P np A >
o*(X) P npq A %
o (X) VPl V/Pg VA 2t
Név: Egyenletes Exponencialis Standard normél Normélis
Jel: X e U(a,b) X € E(N) X e N(0,1) X € N(m,o0)
fx(@): | 7=, hax € (a,b) | Ae ™ haz>0 ﬁe‘é = () ﬁe_% = Lop(=m)
Fx(z): | =%, haz € (a,b) | 1— e, haz >0 O(x) ()
E(X) atb % 0 m
o*(X) Ga)® & 1 o’
o(X) “’Jg L 1 o

Egyiittes eloszlasok:
Egyiittes eloszlasfiiggvény: Fxy(z,y) =P(X <z ésY <y).

y
Folytonos esetben stirtiségfiiggvény: fxy(z,y) = 5= 6yFXY( y). Fxy(z,y) = / / f(u,v)dvdu.
N
oo

Peremeloszlas (stiriiségfliggvény): fx(z) = / [xy(z,y)dy (a tobbi valtozé szerint kell integralnil!).
y

Fiiggetlenség: Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy(y). Fo_l}jtonos esetben elég: fxy(z,y) = fx(x) - fy(y).
Osszeg eloszlasa (Z =X+Y):

Diszkrét: P(Z Z P(X =1i,Y =k — 1), folytonos: fz(t) / fxy(u,t —u)du
i€ERx

Konvoluicié (X és Y fiiggetlen, Z = X +Y):

Diszkrét: P(Z =k) = »  P(X =1i)-P(Y =k — i), folytonos: fz(t) / Fx () fy (t —u)du
1€ERx

Specidlis esetek (X és Y nevezetes eloszlasuak és fiiggetlenek, Z = X +Y):

Ha X € Po()\), Y € Po(u), akkor Z € Po(A + p).
Ha X € B(ni1,p), Y € B(ng,p), akkor Z € B(ny + na,p). (Azonos p-k esetén!)

Ha X € N(m1,01), Y € N(mg,02), akkor Z € N (ml +ma, \/0F + O‘%). (Hiszen 02X + oY = 0%2.)
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Kovariancia, korrelaciés egyiutthaté:

Kovariancia: cov(X,Y) = E((X — EX)(Y —EY)) = E(X - Y) — (EX) - (EY).

o2 X +Y)=0%X)+ %) +2cov(X,Y), cov(X, X) = o?X, cov(X,Y) = cov(Y, X),

cov(aX +bY,Z)=a-cov(X,Z) +b-cov(Y, Z).

Korreldcids egyiitthaté: R(X,Y) = %, -1<R(X,Y) <1,

R(X,)Y)=4l<=Y =aX +b, a<0esetben van a —1, (1 valséggel) linedris kapcsolat van koztiik.
R(X,Y) = COV(X,Y/), ahol X és Y rendre X és Y standardizéltjai, azaz X = % ésY = Y;E‘Y.

Ha X ésY fiiggetlenek, akkor cov(X,Y) = R(X,Y) = 0, forditva nem kovetkezik!

Centralis hatareloszlas-tétel (CHT):

X1,Xo,... X, ... paronként fiiggetlen, azonos eloszlast valségi valtozdk, kozos m = EX; és 02 = 02 X.
Ekkor a Z, = X1+X2+'T'L'+§”_”'m val6szinfiségivéltozé-sorozathoz van olyan Z € N(0,1), hogy: Z, = Z,

(,,Zy, eloszlasban tart Z—hez”), azaz Fz (x) — ®(z), VzeR.

Specidlis esete a Moivre-Laplace tétel, ,nagyon nem precizen”: X € B(n,p) és n nagy: )\(/;T%) ~ N(0,1).

Feltételes varhatéérték, regresszio:
Regresszio esetén a feladat, hogy egy Y valdsziniliségi valtozd értékét ,,megbecsiiljik”, egy X valdszin(iségi
véltozé értékébdl. Erre a ,legjobb” (legkisebb négyzetes hibdji) becslés: r(X) = E(Y|X).
Diszkrét esetben: E(Y|X = x;) = Z yj - P(Y = y;|X = x;) = r(x;), regressziésorozat.
J

P(X = (L‘Z',Y = yj) (
P(X :mi)

PY =yj|X =2;) = Y-nak az X-re vonatkoz6 feltételes eloszldsa.)
Folytonos esetben: E(Y|X = z) = Y- fyix(ylz)dy = r(x), regresszids gorbe.
y=—00

fyix(ylz) = Jxy(.y) (Y-nak az X-re vonatkozé feltételes siirtiségfiiggvénye.)

x ()

Feltételes varhatéérték tulajdonsigai:

ER(Y) - X|Y)=h(Y) EX|Y), (ha Y a feltétel, a csak Y-tdl fiiggd részt ki lehet emelni).
E(X]Y)=EX, ha X és Y fuggetlenek, (fiiggetlen valtozotdl nem fligg az X vérhato értéke).
E(E(X]Y)) =EX, (mivel E(X|Y) is egy valdszintiségi valtozd, ennek is lehet vérhaté értéke).
E(X|X) =X, (egy valtozé magétdl ugy fligg, hogy énmaga marad, NEM EX lesz!)

(E(XY)-t ugyanigy kell kiszamolni, mint E(Y'| X )-et, csak MINDEN képletben felcserélve X és Y szerepét.)
Linedris regresszié:

Itt is a feladat, hogy egy Y valtozo értékét megbecsiiljiik, egy X valdszinliségi valtozé fiiggvényében, DE
itt csak linedris fiiggvényt hasznalhatunk, azaz Y = aX + b alakban kereshetiink j6 Y becslést (a,b € R).

Ennek megjegyezhetd alakja: Y;EY = X;)E(X -R(X,Y), (atortek kb. pont a véltozok standardizéltjai),

kénnyen szémithaté (ekvivalens) alakja (Y = aX +b):  a= R(X,Y)2X = X1 — Ey — 4EX.
Kiszamitdsahoz kell (legaldbb): cov(X,Y), EX, EY, 02X, ezekhez pedig célszerti: EXY, fx(x), fy(y).

2dim. normalis eloszlds esetén Y = r(X), tehdt ott a regresszids gorbe pont a linedris regresszi6 egyenese!

Polinomialis eloszlas:

Adott egy teljes eseményrendszer: Ay, Aa, ..., A, P(A;) = p;i.

Elvégziink egy kisérletet n-szer, legyen X;, hogy A; hanyszor kovetkezett be i € {1,2,...,r}.
Ekkor az X1, Xo,..., X, valtozdk egyiittes eloszlasat polinomidlisnak nevezik, képlete:

P(Xl :kl,XQZkQ,...,Xr:kr) = W'kr,plfl -pgz-...‘plﬁr.

Tulajdonsdgai: X; € B(n,p;), X1 +Xo+...X, =n, cov(X;, Xj) = —npipj, (1 # J).

Hasznélata: ha egy kisérletet n-szer végziink el, és CSAK kizaré eseményekre (teljes eseményrendszerre).

Kétdimenziés normalis eloszlas:

Ha (X,Y)T kétdimenziés normalis eloszlast és X € N(my,01), Y € N(ma,02) és R(X,Y) = p, akkor:

. (@=m1)? 5 (z—m1)(y—mg) , (y—mq)?
1 e 2(1*,02)( o7 2p o102 + o2 )

Ixy(z,y) =
(@y) 201094/ 1 — p?

Hasznalata: emberek ijesztgetése vele. . .
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