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Vizsgadolgozat
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasianak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az ttmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekintheto, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy péld4ul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastol lényegesen kiilonboz6é megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre ad-
haté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibét tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldo melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0). Az utmutatéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is
oszthatok. Az itmutatoban leirttol eltéro jo megoldéas természetesen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamolasonként 1-1 pont vonandd le a feladatokbol. Ez aldl kivétel,
ha az elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy moédositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon
feladatrészekért, amik az elszamolas okan fel sem mertltek, nem jar pont.

1. Irjuk fel az aldbbi definiciét, illetve &llit4st:

(a) Mikor mondjuk azt, hogy az A, ..., A, események teljes eseményrendszert alkotnak?
(n>0)

(b) Mondjuk ki az eloszlasfiggvény karakterizacidjara vonatkozo tételt.
(Azaz pontosan milyen tulajdonsidgok hatarozzak meg, hogy egy F': R — [0, 1] figgvény
egy valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye-e)?

Megoldds:

a)

5 pont) paronként kizardak
5 pont) uniéjuk az €2
jegyzet 2.2.5 definicid)

(

(

(

(

(b)

(3 pont) monoton nd

(2 pont) hatérérték —oo-ben 0

(2 pont) hatérérték +oo-ben 1

(3 pont) balrdl folytonos

(jegyzet 4.1.3 4llitas)

2. Petra és a kishuga kikészitették az ablakba a szépen kipucolt csizméajukat, amelyekbe a Mikulas
hozott is sok finomsdgot. De a lanyok a hét végére mar majdnem mindent fel is faltak, csak
Petra csizmajaban maradt még harom eziist- és harom aranypapiros szaloncukor. Ezek koziil
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talalomra harmat atrakott szomorkodé kishiga kiiiriilt csizmajaba, majd mindkét lany kivett
a sajat csizmajabol egy-egy szaloncukrot.

Feltéve, hogy azonos szinii szaloncukrot vettek ki, mekkora a valdszintisége annak, hogy a Petra
altal attett szaloncukrok koézott pontosan két aranyszinti volt?

Megoldas:
Tekintsiik a kdvetkezd eseményeket:
(0 pont) B=azonos sziniit hiznak, A;=i darab aranysziniit tett at Petra, i = 0,1,2,3
(1 pont) A kérdezett valoszintiség P(As|B)
(1 pont) Bayes-tételbol
P(B|As) P(A2)

t) P(As|B
( pon ) ( 2| ) P(B)
(0 pont) legyen B,=mindketten aranyat hiznak, B.=mindketten eziistot htiznak
(1 pont) szimmetria okokbél P(B,) = P(B,)
(1 pont)
(2 pont)
(2
(2
(
(
(
(

P(B) = P(B.) + P(B.)
()(:2,)
pont) P(A4;) = TS)_
pont) P(A;) = P(As) = 5, P(Ag) = P(A3) = 55 (1 pont) A teljes valoszinfiség tételébdl
pont) P(B,) = P(Ba|Ag) P(Ao) +IP’(B [A) B(Ay) + B(B,| 42) B(As) + P(B,| Ay) B(A,)
2-2 pont) P(B,|Ao) = P(B,|A;) = ]P)(B |A41) =P(BlAs) =3 -3 =3
1 pont) Behelyettesmve P(B,) =2-55-2=1%
1 pont) P(B) = 2, P(B|4;) = §
4.9
2 pont) tehdt: ]P’(A2|B) =220 — ;
5

3. Egy projektorhoz 6sszesen 150 égonk van, melyek élettartama egymastol fiiggetlen exponencialis
eloszlasu 3 éra varhatd értékkel. Az égéket egymas utan hasznaljuk, azonnal kicserélve azt,
amelyik kiégett.

(a) Kozelitleg mennyi a val6szinlisége annak, hogy 462 6ra utdn még van miikods égénk?

(b) Milyen varhaté élettartamu égéket kellene vasarolnunk, hogy ez a valésziniiség legalabb
0.85 legyen?

Megoldads:

(0 pont) Jeldlje Xi,... X150 az egyes égbk élettartamat.
(1 pont) P(X12 X; > 462) =?

(4 pont) Sztenderdizélunk:

P Y0 X, — 150 - 4 _ 462 1503
V150 - 3 /150 - 3

1 pont) mivel exponencidlis eloszlds esetén a szérds ugyanakkora mint a varhaté érték (1/pa-
améter)
0 pont) Mivel X;-k egymastdl fiiggetlen, azonos eloszlasu val. valtozok, ezért
pont) a Centrahs hatareloszlas tétel miatt
150
) st
)
)

W kozelitoleg standard normaélis eloszlasu.

pont) Tehét a keresett mennyiség: 1 — @(462_150'3> =1— ®(0.3266)

2

3 pont
2 V150-3
1

pont) ~ 1 — ®(0.33) = 0,3707
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(0 pont) A b) feladat megoldasahoz legyen a fenti helyett E(X;) = m ismeretlen, és

(1 pont) P(X129 X; > 462) > 0.85

(1 pont) A kordbbi gondolatmenetet felhasznédlva, a fenti egyenlétlenség bal oldala a kovetke-
zOképp irhato:

p 0 X; — 150 -m - 462 — 150 - m
V150 - m V150 - m

462 150m

1 pont 150

( )

( ) vagyis @(—462_150’”> > 0.85
pont) Tablazatbo >

(1 ) Tablazatbol —202=150m > 1 (4

( )

“V150m
1 pont) Innen m-et kifejezve: m > 3.3658.

4. Kétszer dobunk egy dobdkockaval. Jelolje X a kisebbik, Y pedig a nagyobbik dobott szamot.

(a) Adjuk meg X és X egyiittes eloszlasat. Fiiggetlen-e a két valészintiségi valtoz6?
(b) Legyen Z =2X és W =Y — 1. Adjuk meg Z és W kovariancia matrixat.

Megoldds:
(a)

(3 pont) Az X és Y valdszintiségi valtozok egyiittes eloszlasat az aldbbi tablazat irja le:

% X 112|345 ]| 6 [Y peremeloszlasa
1 T
1 % (1) 0,011 01]0 %
X Bl Vo0 &
> B Do u
4 g6 | 36 a5 |36 0|0 =
5 B I I I A e 4
36 36 36 36 36 36
6 P A I R R 11
36 36 36 36 36 36 36
z 11 9 7 5 3 1
| X peremeloszldsa [| 3¢ | 35 | 35 | 36 | 36 | 38 |

(2 pont) nem fiiggetlenek, ami pl abbdl latszik, hogy

((] ) P(X =3Y =2)#P(X =3)-P(Y =2) = o= - & (mds j6 indokldsra is jar a pont)
b

(2 pont) tudja, hogy mik a kovariancia métrix elemei

(1 pont) cov(2X,Y — 1) = 2cov(X,Y)

(1 pont) cov(X,Y) =E(XY) —E(X)-E(Y)

(1 pont) tudja a varhat6 érték definicidjat

(1 pOIlt) (X) gé’ ]E(Y) = 13661

(1 pont) E(XY) = ¥, i-j - B(X =4,V = j)

(1 pont) E(XY) =

7 ) 8 o) - 1
pon

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

D?

D*(W) = D*(Y — 1) = D*(Y)
D*(X) = E(X?) — (EX)?

E
D

(
gX2) 301 E(Y ) — %

(X) = B = (v

kovariancia matrix tehat

10220 2450
1296 1296
2450 2555 :

1296 1296
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D.

6.*

Legyenek X ~ N(2;4) és'Y ~ U(0,2) fiiggetlen valészintiségi valtozok, és legyen
Z=2XIY + X?Y?-3Y

Szamoljuk ki az E(Z | V) regressziot.

Megoldas:
2pont)E(Z | Y) = EQXInY+X2Y2-3Y | Y) = EQX InY | V)+E(X2Y? | Y)+E(-3Y | Y)
(1 pont) mert..

(2 pont) = Iy - EQ2X |Y)+ Y2 - E(X?|Y)+E(-3Y |Y)

(2 pont) mert... (valahogy hivatkozik a regresszi6 megfelel6 tulajdonségéra)

(2 pont) E(=3Y | Y) = -3Y

(2 pont) mert...(valahogy hivatkozik a regresszié megfelel6 tulajdonsagara)

(2 pont) E2X | V) = E(2X), E(X? | Y) = E(X?)

(2 pont) mert fiiggetlenek

(1 pont) E(X?) = D*(X) + (E(X))?

(1 pont) =4+2%=38

(Bpont) E(Z|Y)=4-InY +8-Y?-3.Y

Legyen (X,Y) ~ N(m,X) kétdimenziés normalis eloszldsi valészintiségi vektorvaltozo, ahol

(12
-~ \2 9 )
(a) Hatdrozzuk meg a P(Y > 2) valdsziniiséget.

(b) Legyen W = X —2Y +5 és Z = 3X + Y — 2. Hatdrozzuk meg W-nek Z-re vett linedris
regresszi6jat.

B
I
—
| o
w
~
I

Megoldas:

1 pont) vetiileti eloszlasok is normélisak
1 pont N(-3,9)

1 pont (Y>2)—1—]P(Y<2)

pont) standardizéljunk P(Y < 2) =P (ﬂ < %)

(

( )Y

( )

(2 pont)

(2 pont) = ®(1.67) = 0.9525 tabldzatbol (két tizedes jegyre kerekitjiik az 2-ot)
(1 pont) , mert 2 ~ N(0,1)

(1 pont) tehat ]P’(Y > 2) = 0.0475

( )

( )

(2
(
(2

3 pont) a linedris regresszi6 formuldja: C‘gg % W) . Z+EW) - Coﬂ‘;gf;)v) -E(Z)

2 pont) cov(Z, W) = —25

pont) D*(Z) = D*(3X +Y —2) =D*(3X +Y) =9D*(X) +D*(Y) +2-3-cov(X,Y) = 30
1-1 pont) a két varhaté érték E(W) =136 EZ)=1

pont) behelyettesités: —%Z + 8 6



