TOKI ZH2 elméleti dsszefoglald

Valosziniiség szamitas osszefoglalo

Logikai szita:

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)
P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)—P(AB) - P(AC) — P(BC) + P(ABC)
Boole-egyenlétlenségek:

P(A; + Ax + A3) < P(4;) + P(A2) + P(43)

P(A1A343) > 1 - P(4;) — P(Ay) — P(A3)

Feltételes valdszintliség, szorzasi szabaly:

P(A|B) = PP(‘(A;;) , A feltéve B”, mekkora eséllyel kovetkezik be A, ha B-t tudjuk, hogy bekovetkezett.
P(A1A2A3A,) = P(A4|A1A2A3) - P(A3|A1A2) - P(A2|A1) - P(A))
Teljes valészintiség tétele:
Ha A;, As,..., A, teljes eseményrendszer (pontosan egy kovetkezik be koziiliik), B tetszéleges esemény:
P(B) = P(B|A;) - P(A;) + P(B|A2) - P(A2) + P(B|A3) - P(A3) + - - - + P(B|Ay) - P(Ay)
Bayes-tétel:
Ha A;,Ag. ..., A,,... teljes eseményrendszer, B tetszoleges esemény:
P(A1B) P(B|A1) - P(A1)

P(A|B) = P(B) - ioil P(B|A;) - P(A)

Eloszlasfiiggvény:
X egy valdszintiségi valtozé: az Fx(t) = P(X < t) fiiggvényt az X v.v. eloszlasfiiggvényének hivjuk.
Eloszlasfiiggvény tulajdonsagai:

lim Fx(t)=0, lim Fx(t)=1, lim Fx(t) = Fx(x) (=,balrél folytonos”), Fx monoton no.
t—p =00 t—ro0 t—rx=0

Binomialis eloszlas:

X € B(n,p), P(X =k)= (:)pk(l —-p)k  ke{0,1,2,...,n}.

Hasznaljuk, ha n fliggetlen eseménybdl X kovetkezik be, mindegyik p valoszintliséggel.

Poisson eloszlas:

X € Po()), P(X =k)= %e_}‘, ke{0,1,2,...}, Hannagy éspkicsi, A = np-re: B(n,p) = Po(}\).
Hasznaljuk, csak ha NAGYON musz4j, binomialis eloszlas kozelitésére.

Geometriai eloszlas:

X € G(p), P(X=k=(1-prlp, ke{1,2.3,...}, Orékifju!

Hasznaljuk, ha egy kisérletet ADDIG ismételgetiink, AMIG egy adott p valésziniiségli esemény be nem
kovetkezik (elészor). X az, ahdnyadikra elsére bekovetkezett.

Exponencialis eloszlas:

X € E()), Orékifju!

Stirtiségfiiggvény: fx(z) = e ™, >0, Eloszlasfiiggvény: Fx(z) =1—e™™, 2> 0.
Hasznaljuk, ha 6rokifji dolgok élettartamarél van szé. X az az IDO, amikor elromlik (el6szor).



Név: Indikator Binomialis Poisson Geometriai
Jel: X € Ia(p) X € B(n,p) X € Po(\) X eG(p)
Képlet: | P(X =0)=¢q | P(X =k) = (})p¢"* | P(X =k) = ?T’!‘e-* P X =k)=p ¢!
PX=1)=p ke{0,1.2,...,n} ke{0,1,2....} ke{l,2.3,...}
E(X) p np A %
a?(X) Pq npq A 4
o(X) N NDT VA 21
Név: Egyenletes Exponencialis Standard normal Normalis
Jel: X eUla,b) X € E(N) X € N(0,1) X € N(m,o)
fx(@): | s&.haz € (a,b) | Ae™ haz >0 \/%e-% = p(z) \,gl_me‘“—z'cf?—z = Ly(z=m)
Fx(z): | 2%, haz € (a,b) | L —e ™ haz >0 D(x) (")
E(X) o 3 0 m
o2(X) (bI;)‘ II? 1 o2
o(X) % % 1 o

Evolucios egyenlet sorhosszra

(7% rendszerben a kezdo (nulladik) idopillanatban Xj igény van. Vezessiik be a

Vkovetkezo jeloléseket:

X, a sorhossz az n-edik idoegység végen;

Y, az n-edik idoegységben érkezett U igények szama;
7, azt mutatja meg, hogy a kiszolgalo a kapacitasabol mennyit képes kiszolgalasra
forditani az n-edik idoegységben, azaz legfeljebb hany varakozo igénynek tud

szolgaltatast nyajtani.

A bevezetett mennyiségekrol

feltessziik, hogy

{Y,} fiiggetlen és azonos eloszlasu sorozat;
{7} is fiiggetlen és azonos eloszlasu;

{V,} fiiggetlen {Y, }-t8l;

az {{Y,},{V,}} par fiiggetlen Xo-t6l.

Ekkor a sorhossz valtozasat a kovetkezo evolucios egyenlet irja le:

)(;r+1 == (){n - Vn+l)+ +Y;?+lg

Tegytik fel, hogy

pij >0, havagyi=0¢s j=0,1vagyi>0¢ésj=i—1,i,i+]1,

tovabba

E(Y]) < E(Vl) < oo,

Ekkor az {X), } Markov-lanc stabil.




Stop-and-Wait protokoll
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Legyen T egy csomag adasahoz sziikséges 1d0, prop a jelterjedési 1d0, fproc pedig
az az ido, amely a vevonek sziikséges a csomag feldolgozasahoz és a nyugta visz-
szakiildéséhez. Mivel 1) csomagot csak akkor kiildhet az ado, amikor az el6z6
csomag sikeres tovabbitasardl visszaérkezett a nyugta a vevotol, ezért az ad6 ido-
zitest allit be

T = 2prop + 1+ fproc

hosszra: ha ez alatt nem jon nyugta a csomag sikeres tovabbitasardl a vevotol,
akkor ezt atviteli hibanak tekinti. A minimalis 1d6, amelynek két sikeres csomag
kozott el kell telnie: 7+ 7.

Legyen egy csomag hibas atvitelének valoszinlisége p. Tegyiik fel, hogy egy
csomagot tetszolegesen sokszor Gjrakiildhetiink. A gyakorlatban ez altalaban nem
igaz, ugyanis ha a sikertelen atviteli probalkozasok szama elér egy elére megadott
¢rteket, akkor az Osszekottetest hibasnak nyilvanitjak, ¢s a felsébb rétegek fel-
adata a probléma megoldasa. A visszacsatolas esetleges hibajat elhanyagoljuk,
tehat egy leadott nyugta mindig rendben visszaér az adohoz. Ha az adas az i-edik
kisérletre sikeres, a tovabbitasi id6 i( T+ 1), melynek eloszlasa (1 — p) paraméterii
geometriai eloszlas. Igy egy csomag sikeres atvitelének atlagos ideje:

T'+z
E(ttrans) — 1 _p.

Go-Back-N protokoll

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 2.

f f } } f } ado
1tt lejar a varakozasi
/ it lejar a varakozisi
Q%' / 1d6 a 2. csomagra
X / (vagy negativ nyugta)
/
/ vevo




A Stop-and-Wait protokollnal megismert idojellemzoket felhasznalva a Go-
back-N protokollnal két csomag adasa kézott csak minimum 7" idonek kell eltelnie
(nem pedig T + T idonek).

T
E(ftrans) = pr +
1—-p

Poisson folyamat
lambda = intezitas
t = jov6beli id6

k = bekovetkezett esemény

oy (F .
P(X(t) =k)= 7™ (t>0,kcS);

Véges Markov lanc stabilitas

tétel. Egy véges allapoty, irreducibilis €s aperiodikus Markov-lanc stabil.

Foster kritérium

ey X homogén Markov-lanc stabilitasara az 1.11. tétel ad elégséges feltételt.
Az ott megkivant tulajdonsagok koziil az irreducibilitast és az aperiodikussa-
got altalaban kénnyebben, mig a pozitiv visszatéroséget nehezen lehet ellenorizni.
A tétel jelentosége, hogy amennyiben egy irreducibilis és aperiodikus Markov-
lanc esetén létezik i, j € S ugy, hogy pg.?) nem 0-hoz tart, akkor az a lanc pozitiv
visszatéro, tehat stabil is. Ezt a tétel végén mondottak alapjan tgy is megfogal-
mazhatjuk, hogy ha egy irreducibilis és aperiodikus Markov-lancnak van legalabb
egy allapota, melynek valoszinlisége nem 0-hoz tart, akkor az a lanc stabil.

A tovabbiakban Foster egy eredményét mutatjuk meg, amely egy elégséges

feltételt ad a stabilitasra, és amelynek bizonyitasa az el0zo megjegyzésre épiil.

Foster-kritérium Legyen az X Markov-lanc irreducibilis és aperi-
odikus. Tegyiik fel, hogy I¢teznek 7 > 0, C' > 0 ¢s d > 0 szamok ugy, hogy &k <7
esetén

E(Xn+l |Xn = k) <C,

és k > I esetén
EX, | X, =k) <k—d.

Ekkor a lanc stabil.



Tegyiik fel, hogy a stacionarius eloszlashoz tartozé masodik momen-
tum véges és {F}, } binaris. Ekkor

E(1)(1-2E(N))+E(1?)

LX) = ——®m—Em)

Atlagos késleltetés (Little formula)

(Little-formula). Ha ¥},¥5,... az egymas utdni idoegységekben ér-

kez0 igények szama, amelyrol feltessziik, hogy fiiggetlen, azonos eloszlasu so-
rozat, akkor

E(Xp)
E(T)’

D=

ahol X(; eloszlasa a hatareloszlas.

Poisson és binomialis eloszlas kapcsolata

3.1. tétel. Legyena {p,},_; (0 < p, < 1) szdmsorozat olyan, hogy
lim np, = A > 0.
n—r=

Ekkor az n-edrendil, p, paraméterii binomialis eloszlas k-adik tagja n — oo esetén
tart a A paraméterii Poisson-eloszlas k-adik tagjahoz, azaz

: n g IJ—E’_}"I} —h
,Eﬂnw(k)p”“_}’”) R

Markov lanc visszatéroség

Az i € S allapotot visszatéronek nevezziik, ha

iffgn) _ 1’
n=1

€s nem visszatéronek, ha

oo

<
1

n=

Egy X Markov-lancot visszatéronek neveziink, ha minden alla-
pota visszatéro, és nem visszatéronek, ha minden allapota nem visszatéro.

Az i€ S allapot akkor es csak akkor visszatero, ha

E pﬁ — oo,
n=0

Az i€ S allapot pontosan akkor nem visszatéro, ha

Y o) <.
n=0



A sorhossz stacionarius eloszlasa



