Egyenletrendszerek

Egyenletrendszerek megoldasa

1.D Lineéaris egyenletrendszem olyan egyenletrendszert
értiink, mely véges sok d@foka egyenletbl all, és
véges sok ismeretlent tartalmaz. Azismeretlenesm
egyenletldl allé lineéris egyenletrendszeédtalanos alakja:

a1121 + a12%2 + -+ + A1 Ty = by

ag1x1 + agae + -+ + agpx, = by

1)

am1T1 + AmaZ2 + - + QppTn = an

ahol z; jeldli az egyenletrendszer ismeretlenéit,a kon-
stansait ésa;; az egyutthatoit{ = 1,2,...,n, j =
1,2,...,m). A lineéris egyenletrendszettomogének
mondjuk, hab; = by = --- = b,,, = 0, ésinhomogének
ha a konstansok legalabb egyike ném

2.D Egyenletrendszeelemi atalakitasaira kdvetked harom
transzformaciot értjuk:

- két egyenlet felcserélése;
- egy egyenlet nem 0 szammal val6 beszorzasa,;

- egy egyenlet konstansszorosanak egy masikhoz adasa.

Egy egyenletrendszer egyitthatéi is matrixba rendékhet
Az (1) egyenletrendszer matrixaragy egyultthatomatrixan
a (2)-beli matrixot értjuk, migkiegészitett matrixara
kovetkedt:

air a2 ain by
asr asp, by

) ) . ) 3)
Am1 Am2 Amn bm

Az egyenletrendszeren végrehajtott elemi atalakitasok a
kiegészitett matrix sorain hasonlé miveletekkel is meg-
valésithatdk, amiketelemi sormiiveletelek nevezink.
Ezek tehat a kdvetkéxk:

- két sor felcserélése;

- egy sor nem 0 szammal val6 beszorzasa,

- egy sor konstansszorosanak egy masikhoz adasa.

Gyakran fogunk talalkozni az alabbi matrixokkal:

5.D Az n x n tipust matrixokahégyzetes matrixolak nevez-

zUk. A tovabbiakban a vektorokat és az egy sorbdl, vagy
egy oszlopbdl &ll6 matrixokat azonositani fogjuk. En-
nek megfeldden azn x 1 tipusl matrixokat, vagyis az
egyetlen oszlopbdl allé matrixokaszlopvektarknak, mig
azl x n tipusu matrixokasorvektooknak fogjuk nevezni.

3.T Egyenletrendszer elemi 4talakitésai ekvivalens atalakita- A vektorokat a tovabbiakban — ha kdl6n mast nem mon-
sok, azaz az eredeti és az atalakitott egyenletrendszernek dunk — oszlopvektoroknak fogjuk tekinteni, igy pl. az eddig

azonosak a megoldasai.

Az egyenletrendszert megoldasakor elemi atalakita-
sokkal olyan alakra hozzuk, amefjlta megoldas kénnyen
leolvashatd. A megoldas lépéseinek lejegyzéséhez elé-
gend a linearis egyenletrendszer egyitthat6inak és
konstansainak valtozasat egy szadmtablazatban szamon
tartani.

(x1,a,...,2,)-nel jeldlt vektort
Ty
€2
Tn
fogja jeldlni.

4.D Azm sorba és oszlopba rendezetn elemii sorozatokat g M Minden matrix tekinthdd ugy, mint amely oszlopvek-

m X n tipusiméatrixoknak nevezzik. Egy matrix egy el-
eménekndexén azt a szampart értjik, mefiaz el$ szam

azt mondja meg, hogy az elem hanyadik sorban, mig a ma-
sodik azt, hogy az elem hanyadik oszlopban van. PI. az
a;—1,2 elem a matrix — 1-edik soraban és a 2. oszlopaban
van. Ha az index mindkét eleme egyjegyi, a véssk
hagyhato, plbos a 2. sor 5. elemét jeldli. A matrixokat
konyvekben félkoveér, kézirdsban gyakran kétszer alahtzott
nagy betlvel jeldlik, indexében gyakran szerepel mérete
(A, A,,«n, A). Altalanos alakjara a kovetkézeloléseket

hasznaljuk:
ail a12 A1n
a21  Aa22 a2n
A= Amxn = = [aij]mxn
Am1 Am?2 Amn
2)

torokbdl illetve sorvektorokbdl all. Pl. a (2)-beX matrix
felirhat6 a kdvetke alakban:

A::[a1|a2‘...‘an},

ahol azA matrix j-edik oszlopvektora:

Hasonléképpen

S1
S2

R ahols; := [aﬂ a;2 ain] .

Sm



A fenti példaban alkalmazott fudteges illetve vizszintes
elvalasztdé vonalakat altaldban akkor hasznaljuk, ha két
vagy tébb matrixbdl rakunk dssze egyet. Példaul a (3)-beli
kiegészitett matrixot a (2)-bel és az egyenletrendszigr

(j =1,2,...,m) konstansaibdl képzelt vektorbdl képez-
zuk, amit igy jelolunk:
aii ai2 ain bl
a1 Q22 a2y | b2
[Ab]=| ]
Am1 Am2 Amn bm

7.D A (2)-beli A matrixféatlgan azay1, ass, . . . , a.- elemeket
értjik, aholr azm és azn elemek kozil a kisebbik. Az
A mellékatlbjaazokbol az elemelkd all, amelyek sor- és
oszlopindexének dsszeget 1.

8.D Azt mondjuk, hogy egy méatrizorlépcsdslaki, ha

1. acsupa 0-bol allé sorok (a zérus sorok) a matrix utolsé
sorai,

2. a nem zérus sorok mindegyikénekéltem 0 eleme
1, amitvezet6 egyeek nevezink,

3. barmely két nem zérus sor vedegyese kozil afels 10.D Azt az eljarast,

soré balra helyezkedik el az alsé sor vézegyeséil.
Ha ezeken tul még az is igaz, hogy a matrixban

4. minden sor vezétegyesének oszlopaban minden mas
elem 0,

2. Ha az el oszlop elé soraban all6 elem 0, akkor
cseréljik ki e sort egy olyannal, melynek &lsleme nem

0. Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban minden Iépés
végrehajtasa utdn megvaltoztatjuk a matrix paramétereinek
jelentését,m ésn mindig az éppen vizsgélt métrix so-
rainak ill. oszlopainak szamat jeldli (ez bizonyos Iépések
utan csokkenhet);; pedig az adott Iépésben éppiaadik
sorban 1é% j-edik elemet.

Miutan elértiik, hogyai; # 0, elosztjuk az el§ sortaq;-
gyel, igy az el8 sor el nem O eleme 1 lesz. Ezutan az 1
alatti egyitthatokat a 2. sortél az-edikig sorban haladva
0-ra valtoztatjuk: ha azedik sorbelia;; # 0, akkor az el
sor—a;1-szeresét hozzaadjuk &edik sorhoz.

3. A fenti atalakitas utan takarjuk le az @&lIsort és az efs
oszlopot. Ha ekkor nem marad a méatrixban tébb sor, vége
az eljarasnak, a kordbban letakart sorokat feltarva megkap-
tuk a sorlépc8s alakot. Egyébként ugorjunk vissza az 1.
Iépéshez, és folytassuk az eljarast.

Ha nem sorlépdss alakra, hanem redukalt sorlépsslakra
akrunk jutni, akkor a sorlépés alak vezét egyesei folotti
értékeket is 0-ra valtoztatjuk a 2. [épésben leirt médon.

amikor a lineéaris egyenletrendszer
kiegészitett matrixat redukalt sorlépss alakra hoz-
zuk, Gauss—Jordan-modszezk illetve Gauss—Jordan-
eliminacithak nevezzilk Gauss-maédszéil illetve Gauss-
eliminaciddl akkor beszélink, ha a kiegészitett métrixot
sorlépcés alakra hozzuk.

akkor azt mondjuk, hogy a matriredukalt sorlépcs6s M Egy lineéaris egyenletrendszer megoldasai azonnal le-

alakua.

P Az alabbi matrixok sorlépés alakiak, az utols6 kétt
raadasul redukalt sorlépis alaki:

1 3 25 1135
010 0 éigg 00 1 2
000 1" | o o 1l 0000
00 0 0 000 0
120201 [1 105
0 01300[,|0012
0000712 |0000

9.T Sorlépcsds alakra hozas:Barmely matrix elemi sor-
miveletekkekorlépcsdslakra hozhat6.

Redukalt sorlépcsds alakra hozaBarmely matrix elemi
sormiiveletekkeledukalt sorlépcsdalakra hozhat6.

B Tekintsiink egy tet€legesn x n-es matrixot, pl. a (2)-belit.
1. Ha az elé oszlopban csak 0 elemek allnak, takarjuk le

olvashaték a kiegészitett matrixb6l annak redukalt sorlépc-
sbs alakra hozasa utan. Az egyenletrendszernek nincs
megoldasa, ha e matrixnak van olyan sora, melyben az
utolsé elem nem 0, de az dsszes tdbbi igen, ennek ugyanis
egy ellentmond6 egyenlet felel meg. Az egyenletrendsz-
ernek egyetlen megoldasa van, ha a zérus sorokat elhagyva
a matrixbdl egy olyam x (n + 1)-es matrixot kapunk,
amelyben az-edik sor vezdi egyese az-edik oszlopban

van ¢ = 1,2,...n). Ha a redukalt alakban az utols6 oszlo-
pon kivill mas oszlop is akad, melyben nincs véagyes,
akkor az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van.
Azokat a valtozokat, melyekhez tartozé oszlopokban van
vezeb egyes, kifejezhetjik azok segitségével, melyekhez
tartozo6 oszlopban nincs vebetgyes. Az élbbieket szokas
kotott ismeretlenek, mig az utébbiszabad ismeretlerek
nevezni.

Egyenletrendszerek megoldasainak
szemléltetése 3 dimenzidban

ezt az oszlopot, és tekintsiik a maradék matrixot. Ha enneli3 Tekintsiik az

elsh oszlopaban ismét csak 0 elemek vannak, azt is takar-
juk le, és ezt addig folytassuk, mig egy olyan oszlopot nem
talalunk, amelyben van nem 0 elem. Ha ilyen oszlopot nem
talalunk, az eljarasnak vége, a matrix sorlémscalaku.

r+y+z=1
r+y+z=2



egyenletrendszert. Lathato, hogy ez két parhuzamos sik jeldléseket hasznalvAx = b alakba irhat6. A matrixok
egyenlete, melyeknek nincs k6z6s pontjuk. Megoldasa tipusait is jelolve:A,, xnXnx1 = bmx1.

Gauss-modszerrel: )
12.D A tbbb, azonos egyitthatématrixszal rendelkegyenle-

{ } 1 } ; } ~ [ (1) (1) é ’ } } trendszertszimultan egyenletrendszexk nevezzik. Ezek
egyetlen k6z6s matrixszorzatos alakba is felirhatok. Tek-
intsik ak egyenletrendsze@halld Ax; = by, Ax, = b,

P Vizsgaljuk meg a . e
... Axj;, = by szimultan lineéris egyenletrendszert. Ez

T+y +z =2 atirhatoAX = B alakba, ahol
r+y —z =4
X =
2z + 2y =6 x| x| [ i ]"Xk’
9, =19 B:[b1|b2|"' |b’C ]mxk’

egyenletrendszert. A négy egyenlet négy egy egyenesen &t A szimultan egyenletrendszer is megoldhaté a Gauss- il-
merD sikot abrazol, a megoldasok szdma tehat végtelen. letve a Gauss—Jordan-moédszerrel. Ekkor az elemi sor-
miiveleteketaz A | B | matrixon végezziik.

11 1 |2 1 1 0] 3
L1 —1)4 ~ 0 0 1}-1 13.M Legyen azA,, »,, matrix sor- illetve oszlopvektorokra fel-
2.2 0|6 00 0} 0 bontott alakja a 6.M szerinti, 8,,,, matrix oszlopvek-
0 0 —2]2 0000 torokra bontott alakja pedig legyen
Kotott ismeretlenele, z, szabad ismeretlep A megoldés
o ? o Amed B=[b|by|... |by].
tehat:
vy =3 r=3—y Ekkor azAB m.étrixszorz:f}t sor- illetve oszlopvektorokra
felbontott alakjai a kovetkeik:
z=—-1 azaz z =-1
. _ AB=A oo lsm | =] A ... | As,,
P Tekintsuk az alabbi egyenletrendszert: [ 51 ’ ‘ ° } [ 51 ‘ ‘ S ]
S1 SlB
r+y +2z =0 = ... | B=
r—y +z =0 Sn snB

2rty —32=0 A egyenletrendszerek matrixszorzatos alakjabol az is lat-

r+3y+z =0 szik, hogy azAx = b egyenletrendszer pontosan akkor
oldhaté megha ab vektor eball az A oszlopvektorainak

egyenletrendszert. A négy egyenlet négy sikot hataroz meg, - < [T e X
linearis kombinaciéjaként, ugyanis

melyeknek egyetlen kdzos pontjuk vam: = 0, y = 0,
z = 0. (Ez az eredetivel ekvivalens egyenletrendszer, mely b= Ax — [ a | | a ] X =ajr; + - +a,r
egyuttal a megoldast is megadja.) R . e

A megoldas épp e lineéris kombinacié konstansainak megk-

Matrixok eresését jelenti.

o 14.D LegyenA,, «,, egy valds matrix. Tekintsiik a kdvetkez
Matrixmdveletek fuggvényt:
a matrixokkal végezhétmiveleteket és a miveleti A:R" - R™: x > Ax.

azonossagokat lasd a példatarban.

Ezt az A fuggvényt azA matrixhoz tartozd leképezés-
nek nevezzikk. E leképezés értelmezési tartom&iya
értékkészlete aR™ része, ezt nevezzik képteeének.
Azon vektorok halmazéat, melyeket a¥ leképezés &-
vektorba visz, azA leképezésnagteenek nevezzik. Az

M Az x ésy vektorok x - y skalaris szorzatat a vektorok
szokasos oszlopmatrix alaku reprezentacija esetéhya
matrixszorzat allitja € annyi kilonbséggel, hogy az utébbi
esetben az eredmény ek 1-es matrix.

11.M A linearis egyenletrendszerek Umatrixszorzatos aldia A matrix magterén és képterén a hozza tartozé leképezés
irhatdk. Példaul az (1) egyenletrendszer az magterét és képterét értjik.
) by M Az Ax = b egyenletrendszer megoldhaté, @z A-hoz
x— T2 b — ba tartoz0 A leképezés képterében van, a magtér elemei meg-

egyeznek a homogén linearfsx = 0 egyenletrendszer
megoldasaival.



Matrix inverze és az egyenletrendszerek
Az R" tér

Az R" tér és alterei

c. Az A matrixhoz tartoz6A leképezés magtere altér
R"-ben, migA képtere altéR™-ben. Az allitas elé
felét épp a 17.T-ben bizonyitottuk, a masodik felének
bizonyitasa is hasonléan egyszer.

18.T Az Ax = b egyenletrendszer két tetdeges megoldasa-

15.DR" a Descartes-szorzat definiciéja alapjarRaglemeild|
képzett rendezett szamesek halmazat jeldli. Ugyanezt a
jelélést hasznéljuk az-dimenziés vektorok halmazéra is,
minthogy a rendezett szamesek és an-dimenzios vek-
torok kozott természetes megfeleltést Iétesit a

T
(X1, .y 2p) &

Tn

kélcsondsen egyértelml megfeleltetés. Ha e halmazt el-
latjuk a vektorok @sszeadasanak és valos skalarral valo

szorzasanak mfveletével is, akkor RZ-r6l, mint vek-
tortérrél beszélink.

C" jeldli a rendezett komplex szarresek, és egydttal az

n-dimenziés komplex vektorok halmazat is. Ha ez utébbi

nak kilonbsége aAx = 0 homogén egyenletrendszer
egy megoldasat adja. AAx = b egyenletrendszer
O0sszes megoldasat megkapjuk, ha egyetlen megoldasahoz
hozzdadjuk a homogéAx = 0 egyenletrendszer 6sszes
megoldasat.

B Ha x; ésx,; megoldasok, azaAx; = b ésAxy, = b,

akkOfA(xl — X2) = Ax; — Axy = b—-b = 0, tehat
azx; — xo kllénbség megoldasa a homogén egyenletrend-
szernek. A tétel masik allitasanak bizonyitasahoz csak an-
nyit kell belatni, hogy haxy, az inhomogény a homogén
egy tetsdleges megoldasa, akker, + y az inhomogén
egy megoldasat adja. Ez nyilvanvalo, hidZx, +y) =
Axg+Ay=b+0=h.

halmazt ellatjuk a vektorosszeadas és a komplex skalarral Vektortér, altér

valé szorzas mliveletével, akkor az ugyand&aknel jelolt
komplexn-dimenzids vektortér fogalmahoz jutunk.

16.D Azt mondjuk, hogy aZ. C R" vektorhalmaz aR" vek-
tortér linearis altere ha L-b6l barhogy kivalasztva véges
sokay,...,a; vektort, azok minden linearis kombinacidja
is L-ben lesz.

M Kdnnyen lathatd, hogy. pontosan akkor lineéris altér, ha
tetsdlegesa,b € L vektorok és tetsilegesci,co € R
valosok esetén;a + cob € L. E feltétellel ekvivalens az
alabbi ketb:

1. tetsBlegesa, b € L vektorok esetéa + b € L,

2. tetsBlegesa € L vektor ésc € R valds esetéra €
L.

17.T Homogén lineéris egyenletrendszer megoldasainak minden
linearis kombinacidja megoldas, azaz masként fogalmazva

az A, «nXnx1 = O,x1 €gyenletrendszer megoldasai az
R" tér egy lineéaris alterét alkotjak.

B Ha x ésy megoldas, azaAx = 0 ésAy = 0, akkor
A(ax+ cy) =c1Ax+ Ay =0+0=0.

P a. A zérusvektorbdl alld = {0} halmaz és aZ = R"
halmaz egyarant alterek. Ezeketwidlis altereknek
nevezzuik.

b. Az R?> nemtrividlis alterei azok a vektorhalmazok,
amelyekben a vektorok végpontjai egy origon atthen
egyenesen vannak.

19.D LegyenV egy tetsdleges nemires halmaz.

llyen altérhez ugy jutunk, ha

Legyen
definialval’-n két mlivelet: az 6sszeadas, és a skalarral valo
szorzas, azaz barmelyb € V elemre ésy € R skalarra
legyen definialva aa+b és axa elem. Azt mondjuk, hogy
a V halmaz e két mlivelettelalds test feletti vektorteret
alkot, ha barmely, b, c € V elemre ésy, 5 € R skalarra
fennéllnak az alabbi 8sszefliggések:

(1) a+ b € V (V az 6sszeadasra nézve zart);

(2)a+ b =b + a ('+' kommutativ);

3)(a+b)+c=a+ (b+c)(+ asszociativ);

(4) 3o € V, hogyo + a = a (Iétezik zéruselem);

(5) Vadb, hogya + b = o (létezik additiv inverz);

(6) aa € V (V zért a skalarral valo szorzasra);

(7) a(a+b) = aa + ab;

(8) (a + B)a = aa + fa;

(9) a(fa) = (af)a;
(10) 1a = a;

Barmik is aV halmaz elemei, & -b6l képzett vektortér
elemeit a vektortévektominak nevezzik.

M A fenti definicéban a val6R test kicserélhét barmely mas

testre, igy példaul € testre, ekkol test feletti vektorté il
beszéliink. Ha kilén nem emlitjik, a tovabbiakban valds
test feletti vektorterekil beszélink.

. N . 3
vesszUk egy nerd-vektor 0sszes skalarszoros®: 0 T Tetspleges test feletli’ vektortérre igazak az alabbi allita-

nemtrivialis alterei olyan vektorokbdl allnak, melyek

végpontjai vagy egy origon athalado egyenesen, vagy

egy origén athaladé sikon vannak.

sok:

1. Csak egyetlen zéruselem létezik.



2. Mindena € V vektornak egyetlen additiv inverze  Bazis, dimenzid

létezik.

e'e2| 25.D Legyen adva & vektortérben egyB = {aj,as,...,a,}
3. Mindena € V' vektorra:0a = o. vektorrendszer. Azt mondjuk, hogy bazisV-ben, haB
4. Mindena € R valésra:aco = o. elemei lineérisan figgetlenek, és kifeszitikt.

5. Jeldlje a tetdllegesa € V elem additiv inverzét-a.

E jel6lés mellet{—1)a = —a. P Példak bazisra:

6. Haaa = o, akkora = 0 vagya = o. 1.Aze; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),... €, =
o ) ) (0,0,...,1), vektorok béazist alkotnaR"-ben. Ezt
P Néhany példa vektortérre: nevezziilkR" standard baziénak.
1. azR® tér origén 4thalad6 egy egyenesének (egy sikja- 2. Az 1, z, a%, 27 figgvények bazist alkotnak a legfel-
nak) pontjaiba mutaté vektorok halmaza a szokasos jebb 3-adfokl polinomok vektorterében.

vektormiveletekkel; o . . ) .
D EgyV vektortérvégesdimenziosa van véges sok elerb

2.az [a,b] intervallumon értelmezett folytonos flig- 415 pazisa.
gvények Cfa,b] halmaza (differencidlhatd fug-
gvények Dla,b] halmaza) a fuggvények ko6zotpe T Egy végesdimenzids vektortér barmely két bazisa azonos
értelmezett 6sszeadéas és valds szammal val6 szorzas szamu vektorbél all.
miveletével;

3. azm x n tipust valés matrixok a matrixok dsszead’-D EQy vegesdimenzios  vektortédimenzigan valamely
Asanak és valés skalarral val6 szorzasanak szokasos Pazisanak elemszamat ertjuk. 1A vektortér dimenziojat
miiveletével val6sok feletti vektorteret alkot; dim(V') jeloli.

4.azm x n tipust komplex matrixok valos skalarrapg T 1. Ha V n-dimenziés vektortér, és B =
valé szorzas esetén valos test feletti vektorteret ad, {aj,ay,...,a,} linearisan fiiggetlenV-beli vek-

mig komplex skalarral valé szorzas esetén komplex torokbol all, akkorB bazis.

test feletti vektorteret; . . . .
_ o i _ 2.Ha V n-dimenziés vektortér, és B
5. a legfeljebb negyedfoki val6segyitthatés polinomok {a1,a,,...,a,} kifesziti V-t, akkor B bazis.
halmaza a szokasos polinommiveletekkel.

M A vektortér elemeineklinearis kombinacifa, linearis Sortér, oszloptér, rang

figgetienség ugyanugy definialhato, mint korabban. 29.D Az m x n-es A matrix n-dimenziés sorvektorai altal

kifeszitett teret azA sorteének, mig azn-dimenziés os-
zlopvektorok éltal kifeszitett tereh oszlopteének nevez-
zuk.

21.D EgyV vektortér egyL részhalmazat & alterének nevez-
zik, haL vektortér aV-beli 6sszeadas és skalarral valo
szorzas miiveletével.

22.T LegyenL a V vektortér egy nemiires részhalmaza. Ekkd@-T ~ a. Elemi sormiiveletek k6zben a sortér nem valtozik.
az alabbi allitasok ekvivalensek: b. Egy matrix sorlépdsssé transzformalt alakjanak

1. I altereV-nek: nemzérus vektorai a sortér egy bazisat adjak.

2. tetsblegesa,b € L ésa € Resettra+b € L 31.T a. Elemisormiveletek kozben az oszlopvektorok kdzotti
ésaa € L (azaz abbdl, hogy eleget tesz-e a 19.D linearis 6sszefudiségek nem valtoznak.

definicio tiz kikbtésének, elég csak az (1)-t és az (5)-t b. Egy matrixnak azok az oszlopai, amelyekbe a sor-

ellertrizni); IépcdHs alakra hozés kdzben vedetgyes kerll, az
3. tetsBlegesa, b € L ésa, § € Resetérma+5b € L; oszlopvektorok egy maximalis kinearisan fliggetlen
4. tetsBlegesL-beli ay, ..., a;, vektorok 6sszes linaris rendszerét adjak, azaz e vektorok kifeszitik az os-
kombinacidja isL-ben van. Zlopteret.
23.D LegyenV egy vektortéra,...,a, € V. Azt mondjuk, 32.T Egy matrix sorterének és oszlopterének dimenzioja mindig
hogy aai,...,a; vektorokkifeszitika V' teret, hal’ min- megegyezik.

den eleme @lall e vektorok linearis kombinacidjaként. y 3 L
33.D Egyvektorrendszer rangjaa vektorok altal kifeszitett al-

24.T LegyenV egy vektortér,a;,...,a; € V. Tekintsik az tér dimenzidjat értjik, mignatrix rangjana sorvektorai
ai,...,a, vektorok osszes linearis kombinaciojanakal- altal kifeszitett tér, vagyis a sortér dimenzi6jat. Edy
mazat. EkkorL aV linearis altere, melyet kifeszitenek az ~ matrix rangjatrang(A), mig a{ay,...,a,,} vektorrend-
ai,...,a; vektorok. szer rangjatang(ay, ..., a,,) jeloli.



34.T LegyenA,, «, egy tetsbleges matrix, az altala general®8.T

35.T

36.D

37.T

P

leképezést jeldljed, A sorvektorainak rendszerét jelolig
oszlopvektorainak rendszer®t Az aldbbi allitAsok ekvi-
valensek:

1. rang(S) = r;
2.rang(0) =1;
3.rang(A) =7,
4. az S-bdl kivalaszthat6 lineédrisan fliggetlen vektorok

szamanak maximumag

a.HaA egy m x n-es matrix, akkor az4: x +—
Ax leképezés egyR"-bdl R™-be képed linearis
leképezés.

b. Haf: R® — R™ egy lineéris leképezés, akkor van
olyan m x n-es A matrix, hogy f megegyezik az
x +— Ax leképezéssel. H®R" standard bazisa-
nak elemeite;, e, ... e, jeldli, akkor A

[f(el) | f(eQ) | |f(en) ]

Attérés masik bazisra

5. az0-bdl kivalaszthat6 lineéarisan fliggetlen vektor89.M Legyen azR? tér két tetspleges bazis&# = {e1,e2} és

szamanak maximumag
6. A sorterének dimenzioja
7. A oszlopterének dimenzidja
8. az A képterének dimenziojs;

a. AzAx = b egyenletrendszer pontosan akkor old-
haté meg, ha & vektor benne van aA matrix os-
zlopterében.

b. Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhat6
meg, haA és|[ A | b | oszloptere azonos.

c. Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhat6
meg, harang(A) = rang([ A | b |).

d. Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor
oldhatd6 meg egyértelmlien, haang(A) =
rang([ A | b |) = n, ahol n az ismeretlenek

szama.

Az R" — R™ linearis leképezések

LegyenV és W két valés test feletti lineéris tér. Az

F = {f},£,}. Fejezzik ki azF' bazis elemeit aZ’ bazis-

ban:
[fi]p = m , [Ble= m :

azaz

fi = aeq + bey

fo = ceq + des.

Legyen egy tet€degesx vektor koordinatds alakja a&

bazisban legyefx|r = il , azazx = z1f; + xof5. Be-
2

helyettesitve a fenti egydidégeket a kovetkéket kapjuk:

Ke=| 5 g

Az F' — E a matrix indexében azt lejzi, hogy a matrix az
F bazisbdl azt-be valo attérés matrixa. Altalaban, Ba=

]F_)E x|p

{e1,...,e,} ésF = {fy,...,f,} azR" két bazisa, akkor
azF — E attérés matrixa:

[V — W leképezeslinearis leképezémk nevezzik, ha 40. T HaC az F-b6l az E bazisba valo attérés matrixa, akkor

1. f homogénazaz barmelw € V ésa € R esetén
flav) = af(v);
2. f additiv, azaz barmelyr, v € V eseténf(u + v) =

fa) + f(v).

invertalhat6, és a®-bdl az F' bazisba val6 attérés matrixa
cL

41.D AzR" egy bazisadbrtonormdlnak nevezzik, ha a bazis el-

emei paronként méteges egységvektorok.

42.T HaFE és I egyarant ortonormalt bazisok, akkor az attérés

Az ebz6 definicio 1. és 2. pontja ekvivalens a kdvethe:

3. barmelyu,v € V ésq, 5 € R eseténf(au + fv) =
af(u) + Bf(v).

Példak linearis leképezésre:

44.T Legyen E

1. LegyenV az|a, b] intervallumon differencialhat@y
az [a,b] intervallumon értelmezett fuggvények vek-
torterét. AV — W: g — ¢’ leképezés (a differen-
cialas operatora) linearis.

2. Legyen V' az [a,b] intervallumon folytonos fug-
gvények vektortere, és legyaiw R AV —

W:gw— f:g leképezés lineéris.

C matrixaraC—! = CT, tovabbaC sorvektorai éLC os-
zlopvektorai is ortonormalt rendszert alkotnak.

43.D A négyzetesC matrixot ortogonalisiyak nevezzik, ha

cl'=cC"T.

{el,...,en} és F {fl,...,fn}
az R™ két bazisa, azF — E attérés matrixat jeloljie
C. Legyen A: R® — R" egy lineéris leképezés.
Ekkor az A leképezés matrixa aZZ ill. F béazisban
[Alg = [ [Alen)]e | ... | [Alen)]s |, illetve [A]p
[ [A(f)]F | - | [A(fa)]F |, és ezek kozott fennall a
kovetked 6sszefliggés:

[A]r = C![A]pC.



45.D Azt mondjuk, hogy azA és aB matrixok hasonl@k, ha
van olyan invertalhat& matrix, hogyB = C~'AC.

Determinans

A 2 x 2-es illetve a3 x 3-as deteminans értéke megegyezik
a sorvektorai altal kifeszitett paralelogrammaéajeles
teriiletével illetve paralelepipedoriggles térfogataval.

46.D AzR" standard bazisanak elemeit jelédie(: = 1,. .. ,n).
Legyenekay, a,, . ..a, € R" tetsdleges vektorok. E vek-
torok altal kifeszitett paralelepipedazi6jeles térfogatan
egy olyann-dimenziés vektor-eseken értelmezett valds
értékl fuggveényt értink, melyre

(1) f(e1,eq,...,e,) =1 (az egységkocka térfogata 1);
(@) f(az,...,ca;,...,a,) =cf(ar,...,a;,...,a,);
(3) f(ay,...,ar Z,.. a,) + flay,...,a™,...,a,) =
(al,... af —|—a yeeesAn);
4 f(.. Saj,.)=—f(..,a,...,a,...).
47.T Egyetlen olyan figgvény van, mely a fenti tulajdonsagokat
teljesiti.

48.D Egy n x n-es matrixdetermindnén a sorvektorai altal
kifeszitett paralelepipedondeéles térfogatat értjik.

A determinans tulajdonséagait lasd a példatarban.

Sajatérték, sajatvektor

49.D Azt mondjuk, hogy az. x n-es A matrixnak (illetve az
A: R" — R" lineéris leképezésnely € R"™ nemzérus
vektor sajatvektora ha megadhaté egy olyah € R
szam, hogyAx = Ax (illetve Ax = Xx). E A\ szamot
sajatértékek nevezzik, az vektort e sajatértékhez tartozo
sajatvektonak.

A definici6 hasonléan fogalmazhatdé meg egy komplex
eleml A matrixra illetve egyA: C* — C" linearis
leképezésre is, ekkar € C" és\ € C.

50.D A A — det(A — AI) fuggvény A polinomja, amit azA
matrix karakterisztikus polinofanak neveziink, det(A —
AI) = 0 egyenletet pedig aA karakterisztikus egyen-
letének.

51.T LegyenA egyn x n-es matrix. Ekkor a kdvetkék ekvi-
valensek:

(a) A az A sajatértéke.

(b) A homogén linearisA — AI)x = 0 egyenletnek van
nemtrivialis megoldasa.

(c) A megoldasa azlet(A — M) = 0 karakterisztikus

egyenletnek.

B (a) < (b): X az A sajatértéke<— Ax = \xé€sx # 0

— Ax - ANx=0(x #0) <
egyenletnek nemtrivi megoldasa.
(b) <= (c): a(A — AXI)x = 0 homogén egyenletnek
x nemtrivi megoldasa < az egyltthatdmétrix deter-
minansa 0<=- van olyan), hogydet(A — A\I) = 0.

a(A—ADx =0

Cramer-szabdly, matrix rangjanak definicioja és méatrix
inverzének meghatarozasa determinansokkal: Id. példatar.



