
A GRAVITACIO

Gravitdcii, (/6nbv) Az hog) q testek hogyan kdzelednek egtmashoz a
vonz6er6 hatdstira, a bennik ldv6 anyag tdmegedl figg - es az, hogy mennyt
q testek tdmege, a l{dzdtt k dbred6 yonz6er6b6l dllapithat6 meg

AMBROSE BIERCE
((The Enlarged Devils Dictionary),
(Az thddg kib6vitett szotdra))

93 milli| nirfdldnyire a Nqpt6l, eg/ gdmbdlyire kapott szikldn iildk, amely
6rdnkbnt 1000 mdrfiildes sebessiggel pdrdg ... fqjem kifeld mutat a tirbe is
semmi sincs ktiz<ittem is a vigtelen kizritt, csak az, qmit gravitdci6nak neve-
z k, amit nem is tudok megdrteni, s amit senki sem tud sehol megvdsdrolni,
hos) tarturckoliq es) srt ita"id "AlHrSIflf 

narpn
(Am. Journal of Physics 43, 704 (1975))

16.1 Bevezet6s
Mi a gravitrici6? Ez a kdrd6s komolyan foglalkoztatja a termeszettud6sokat
m6r a r6gi giiriigdk kora 6ta. A vita mindm6ig' tart. A legink6bb elfogadott
gravitrici6elm6let - Einstein 6ltal6nos relativitiselm6lete - egyezik az eddig
v6gzett n6h6ny kis6rlet eredm6ny6vel, de tov6bbi bizqnyit6kok megnyugta-
t6ak lenn€nek. N6hdny, tov6bbi-kis6rlet. amely az dltaldnos relativitrisetmE-
letet ellen6rzi, jelenleg el6k6szit6s alatt van'.

Egeszen a tizenhetedik szizadig arr6l, hogy mi6rt esnek a testek a fold-
re, a legeltededtebb v6lem6ny az volt, hogy ez foldi testek ,,term6szetes"
hajlama. De mert ezI a hajlamot a Nap nyilv6nval6an nem ktivette, irgy v6l-
tdk, hogy a ,,mennyei" testek m6s mozg6stiirv€nynek engedelmeskednek. Ez
az 6gi 6s foldi mozg6soka vonatkoz6 kett6s gondolkod6si norma Adsztote-
l6sz idej6t6l (- Kr.e. 340) mintegy k6tezer 6ven 6t tartotta magl't. Ezek az
elk6pzel6sek a Foldnek kitiintetett szerepet tulajdonitottak. Mi voltunk a kti-
z6ppont, 6s a mi fizikai tttrv6nyeink az univerzum tiibbi r6sz6nek a tiirv6nye-
it6l kiilitnbitztek.

, Az ilyen eszm6k nehezen halnak el. J6llehet, most kdnnyen elfogadjuk,
hogy a Fiild csak jelentektelen helyet foglal el a dolgok nagy rendszer6ben,
de az emberis6g otthondnak, mint az univerzum ktiz6ppontjrinak felad6sa
keserves felismer6s volt. 1600-ban az olasz Giordano Bruno filoz6fusr mae-

' Nemregiben n6hrny altemativ gravitdci6elm6letet javasoltak. Ezek az tjabb javaslatok
Einst€in elm€letenek f6 von6saival iisszhangban vannak, de bizonyos r6szl€tekben eltemek
t6le. Sajnos az rijabb elm6letek es az Einstein fele 4ltalAnos r€lativitAselmelet kdziitti d6n-
teshez sziiks6ges nagyeE6kenys6gt klse etek teFez6se 6s kivitelezdse rendklviil neh6z.
Mindeddig az dsszes csillageszati adat (kiserleti hibahat6ron beliil) meg€gyezik Einsrein
elm6let€vel.



Elipszis F, 6s F, f6kuszpontok-
kal. Az q szakasz az ellipszis
nagytengely6nek fele.

(b) Kepler mdsodik tdw6nye: a
bolyg6 Nap kiiriili mozg6sa so-
riin a piilya minden pontj6ban a
Napr6l a bolyg6ig huzott rddi-
uszvektor egyenl6 id6tartamok
alatt egyenl6 teriileteket srirol
Ez6rt a bolyg6 napkdzelben
gyorsabban halad.

16-1 dbra.
A bolyg6k a Nap ktiri l l  ell ipszisprilydn
mozognak. A Nap az ell ipszis egyik
fokusz6ban van. Az 6br6kon az
.,egyenl<i teriiletek" t6w6nyenek erz6-
kelletes6re az el l ipszisek excentricitd-
sa el van tri lozva. A t6nyleges bolygo-
p6lyrik sokkal ink6bb a k6rhtiz
hasonl6ak.

(a)

ly6n 6gett6k meg (egy6b eretnek eszmdi miatt is) a Kopernikuszi vil6grendbe
vetett hit66rt, amely szerint val6ban a Nap a,,Naprendszer" ktiz€ppontja.
K6s6bb, 1633-ban hasonl6 gondolatok6rt Galileo calileit 6llitott6k bir6s6s
ele es biirt6ndzt6k be.

Newton gravilici6elm6lete a Hold 6s a bolyg6k mozgris6nak meg6rt6-
s6nek sz6nd6k6b6l n6tt ki. Ehhez az alapvet6 munk6t Kepler, Tycho de
Brahe 6s miisok v6gezt6k, akik az 6gitestek mozgdsirt nagy pontoss6ggal
meg6llapitott6k 6s beillesztettek egy viszonytag egyszerii modelbe, amely
szednt a bolyg6k a Nap kiiriil ettipszis prily6n keringenek. De mi6rt mozog-
nak a bolyg6k igy? Milyen er6hat6sra keletkezik a kepleri ellipszis p6lya?
N€wton nagy 6leslatiissal tette meg azt a bAtor l6pdst, hogy az egitestek moz-
g{sinak magyar'zatrit foldi megfigyel6sekb6l levont fizikai t6rv6nyek alap-
j6n keresse. Tekintsiik 6t rtividen ezt a tdrt6nete.

16.2 A Kepler tiirv6nyek
A tizenhatodik szLzad v'g're az 6gitestek megfigyel6se jelent6s fejl6d6st 6r
el. Egy d6n nemes, Tycho de Brahe meg6pitette az els6 nagy obszervat6du-
mot - egy val6ban nagyszerf l6tesitm6nyt - egy Kopenhrigrihoz kozeli szj-
geten. Ber a t6vcstivet meg nem tal6lt6k fel, Tycho 6veken keresztiil lelkiis-
meretesen feljegyezte a bolyg6k mozgasiirak pontos adatait. Megfigyel6seit
elm6s mechanikai szerkezetekkel 6s puszta szemmel v6gezte. Tycho adatait
hal6la utiin asszisztense, Joham Kepler tanulm6nyozta, 6s ezekb6l h6rom
egyszeni tdry6nyt vezetett le, amelyekkel a bolyg6k mozg6sit minden eddi-
gin6l nagyobb pontossiiggal lehetett leimi. A gitritgitk nyomdokait kovet6
Kopernikusz szerint a bolyg6k k6rp6lyrin keringenek a Nap kortil, Kepler
viszont felt6telezte, hogy a p6ly6k ellipszisek (l6sd a 16-1 6brrit). Kepler h6-
rom ttirvdnyer:

A BOLYG6- (1) A bolyg6k ellipszispily6n keringenek a Nap kiiriil,
MOZGAS amelynek egyik fokuszitran a Nap van.
KEPLER (2) A Napt6l a bolyg6hoz hrizott r6diuszvektor egyen-
F'ELE 16 idftartamok alatt egyenl6 teriileteket srirol.
TORVfNYEI (3) A bolyg6 ? kering6si id6tartaminak n6gyzete

ardnyos a bolyg6 Napt6l m6rt kiiz6pt6vols5ginali
kiib6vel. Tehit a 7d/.1t3 iisszefiigg6s mind€n bolyg6-
ra 6lland6.

Kepler azt is igazolta, hogy ezek a tttrv6nyek m6s bolyg6rendszerre is alkal-
mazhat6k, pl. a Jupiter holdjaira. ily m6don az elm6let 6ltaliinosnak l6tszott.

De e szab6lyoss6gok oka ismeretlen volt. Az ,,er6" logalma m6g nem
volt kell6en megalapozva, j6llehet Calilei megtette az els6 l6p6st a vil6gos
er6fogalom fel6, amikor a mozg6s megv6ltoz6s6nak ok6ul az er6t jeltilte
meg. Az 6riiisi ditnt6 l6p€st azonban k6ts6get kizAr6an Newton tette meg
mid6n kiadta a. Principidt, amelyben megfogalmazta mozg6stdrydnyeit 6s
sravitiici6-elm6let6t.

Az eredeti latin sz6v€gb€n Kepler hArom t6rv6nye csak 59 sz6b6l rill. Ezek a szavak fek-
tett6k le a klasszikus mechanika alapjait.
Sok 6wel k6stibb a n€wloni mechanikai 6s gravit6ci6s t6rv6nyb6l l€vezet€tt hamadik
K€pler t6rv6ny az ,,6tlagtivols6goC' az ellipszispelya Gl nagytengelyek6nt adja mc8.
(Ldsd a l6-la6b t.)



16.3 Newton tiimegvonzrisi tiirv6nye
Newton lenyiig6z6 teljesitmenye a tdmegvonzasi titrv6ny kimondiisa volt,
amely a lehull6 alm6ra €pprigy 6rv6nyes, mint a Hold 6s a bolyg6k p6ly6n
val6 marad6s6ra. Meg6llapitotta, hogy az univerzum b6rmely k6t r6szecsk6je
koztitt vonz6er6 miik6dik, amell,nek nagys6ga

F=Gry
ahol m, 6s m, a kdt reszecske tiimege, r, a r€szecsk6k t6vols6ga 6s G a kis6r-
letileg meghat6rozott univerz6lis gravit6ci6s 6lland6:

G: 6,6'72 x 10-r' N.m,/kg,.

Vektori6lis alakban'. az az er6, amit m, fejtki mr-re

-  ^ f r t f i t .r,, = -(r----r,, (16-2)

ahol i, az mit6l (az er6 forrrisrit6t) az m, (amelyre az er6 hat) feb m\tat6
egys6gvektor. A negativ el6jel vonz6er6re ulal. A k€tt6s index azt jelenti,
hogy a t6vols6g (vagy er6) az els6 indexszel jekiltt6l a m6sodik indexszel
jeldltig 6tend6. Newton hamadik tiirvenye szerint Frz = -Fzt.

Newton tdmegvonz6si tiirv€ny6nek n6hiiny von6s6t ki kell hangsrilyoz-
ni. Mindenekel6tt azt, hogy nem ad v6laszt arra M alapyell k6rd6sre, hogy
val6jdban mi a gravit6ci6, vagy, hogy mi6rt l6teznek ilyen er6k. De meghat6-
roz olyan er6ket, amelyek megmagyariuz|k egyes testek mozgdsrinak irii-
nyAt, 6s tomiiren kifejezik ezen er6k jellemz6it. Az er6k mindig piirosrival
jelentkeznek; vagyis k6t r6szecske kiilcsiintts vonz6er6vel hat egym6sra,
nagys6guk egyenl6, ir6nyuk ellentetes - ez megfelel Newton harmadik tor-
v6nyenek. Ilyen, p6ros6val fel16p6 er6k hatnak az univcrzum brirmelyik k6t
roszecsk6je kdziitt, m6s objektumok jelenletet6l fiiggedeniil. Ha tobb test van
jelen, a szuperpozici6 elve alkalmazhat6: biirmcly r6szecsk6re hat6 gravit6ci-
6s er6t a 16 hat6 er6k vektori 6sszegek6nt kapjuk.

K6t elekhomos ttilt6s k6zott fell6p6 - taszit6 vagy vonz6 - er6vel el-
lent6tben a gravit6ci6s er6 mindig vonz6. Toviibbi elt6r6s az elekrromos
vagy a m6gneses er6k 6s a gravitiici6s er6 kozott az, hogy mig az elektro-
mos er6k hat6s6t alkalmas f6mlemezzel (f6merny6vel) vagy a m6gnesek
kiizdtti magneses er6 hat6s6t elegend6en vastag liigyvas lemezzel 6rny6-
kolni lehet, addig a gravit6ci6s er6k kizdr6silra semmilyen erny6r vagy
pajzsot scm ismeriink.

Erdekes azonban, hogy a k6t (q,6s qr\ pontszcrii tdlt6s ktizott fell6p6
elektromos er6t 1eir6

f ' =  p 4 t l z  F . ,  =  k q ' ! ,  i , , (16-3)

tisszefiigg6s dpptgy a Livols6g n€gyzet6vel forditottan ar6nyos, mint a gra-
vit6ci6 tiirv6nye (l6llehet az elektromos er6 a toltdsek e16je16t6l fiigg6en
vonzo 6s taszit6 lehet). Ezed kutatas folyik egy,,egys6ges t6relmelet" kidol-
goz5s6ra, amellyel mind a gravit6ci6s, mind az elektromos er6k leirhat6ak
Ienn6nek. De ezek a kis6rletek mindeddig nem voltak eredm6nyesek.

o6-1)



Centrflis er6'k

A term6szetben sok p6lda van centr6lis er6re: olyan vonz6 vaB)) taszlt1 er6-
re, amelynek hatdsvonala mindig egy rdgzitett ponto meg) dt. P6ld ul az a
gravit6ci6s er6, amit a Nap gyakorol egy botyg6ra, mindig a Nap koz€p-
pontja fel6 ir6nyul6 centriilis er6. A centr6lis er6 6rdekes tulajdons6ga, hogy
az6rt, meftt hat6svonala mindig Sthalad az O kdzepponton, nincs az O pontra
vonatkoz6 forgatonyomateka; enn6lfogva a centrumra vonatkoztatott impul-
zusmomentum megmarad. Teh6t a bolyg6 p6ly6j6nak minden pontjAban a
bolyg6 Nap ktiriili impulzusmomentuma id6ben 6tland6. M6s p6lda erre az
elektron mozg6sa a Bohr f6le hidrog6natom modellben - az er6, amit a pro-
ton gyakorol az elektronra, centr6lis er6, igy az elektron protonra vonatkoz-
tatott impulzusmomentuma id6ben 61land6. Az atommagok tulajdons6gainak
kutat6s5ban alkalmazott nagyenergi6jir sz6r6d6si kis6rletekben az alfa 16-
szecske (aminek pozitiv toltese van) pozitiv tdltesii maghoz kozelitve eredeti
prily6jrit6l cenh6lis taszit6 er6 hatiis6ra t6ri.il el oly m6don, hogy a
(l6nyeg6ben) riigzitett magra vonatkoz6 impulzusmomentuma megmarad.

Tekintsiink egy z ttimegii mfiholdat, ami irgy kering a Fdtd ktiriil,
hogy a Fiild ktiz6ppontj6t6l m6rt foldt6voli apogeum-tdvolsdga r6gy-
szer akkora, mint liildkiizeti perigeum-tdvolsdgq, ahogyan ezt a 16-2
6bra mutatja. Hatirozzuk meg a mfihold vd apogeumsebess6g6nek 6s
v], pedgeum-sebesseg€nek aftiny6t!

* Azid6t6jt a differencial- 6s integr6lszdmit6si eszmeje m6r ,,4 leveg6ben volt" Newton
matematika tan6ra, Isaac Baffow m6r igazolt egy, az alapvet6 differenciel_ 6s integr6lszi-
mltrssal €kvivalens elm€let€t. Gottfried wilhelm von Leibniz, nemet f1loz6fus 6s matema-
tikus, a differ€nciel- €s integrdlsz6mitAst kilenc 6vvel k6s6bb, mindenkit6l fiiggetleniil, a
maihoz kdzelebb 6l16 szimbolikaval doleozta ki.



MEGOLDAS

A miiholdra hat6 gravitici6s er6k cred6je centrAlis et6, az ellipti-
kus p6lyrin t6rt6n6 mozges sordn mindig a Ftild koz6ppontja fel6
mutat. Ez6rt a Fiild kiiz6ppontji$a velt L impulzusmomentum id6-
ben 61land6.

L.,: L,

Apogeum-ban 6s perigeum-ban a rddiuszvektorok mer6legesek a
trajekt6riiira, ez6rt az impulzusmomentumok [a (12-9) egyenlet szc-
rintl a kovetkez6k:

Igy a keresett ariiny
i -  * r - i

Mutassuk meg, hogy amikor egy bolyg6 a Nap k6riil kcring, akkor (a
Napt6l a bolyg6ig hrizott) r6diuszvektora egyenl6 id6tartamok alatt
egyenl6 teriileteket srirol.

MEGOLDAS

A 16-3 6bra a Nap ktiriil kering6 bolyg6 ellipszis-pdly6j6t (a numeri-
kus excentuicitest er6sen hilozva) viizolja. Mivel a bolyg6ra hat6 gra-
vit6ci6s er6 mindig a Nap fe16 mutat, a bolyg6ra nem hat Napra vo-
natkozo forgat6nyomat6k. Teh6t a bolyg6 impulzusmomentuma
id6ben rilland6. (Fett€telezziik, hogy a Nap nyugalomban van.)

At id6 alatt a bolyg6 vAr trivolsriggal mozdul el. Ezen id6 alatt
a r6diuszvektor sirrolja a be6my6kolt keskcny tefiiletet. Sz6mitiisunk

egyszerfsit6s6re ezt a teriiletet r magassagi, At alapr.i egyenl6sz6rri

h6romsz6ggel ktizelitjiik. A At alapot vLt -nek az r -rc mer6leges

egyenesre val6 vetit6s6vel kapjuk. Ha az r 6s a v vektorok 6ltal be-

/6rt \zog @. akkor A-r - vAl sin@. igy a hiromsziig 4,4 leri i lele

A.4 : %(magassrig)(alap) : %r vAt sinrD

Amint Al 6 6ke kisebb6 v6tik, 4"4 megkiizeliti a fenti 6ft6ket. Sz6m-

liitot 6s nevez6t m -mel szorozva. Al -vel osztva 6s Ar -vel z6rushoz

kiizelitve ( A/ -+ 0), kapjuk:

A"4 JA I
l i m - = - = - l m v r s t n 9 l
;;;b Ar ,lt 2m

Az (mtr sin9) ter.yezl e botyg6 Napra vonatkoz6 I impulzusmo-

mentuma, ami id6ben 6tland6. igy a dA/dt teilletsebess6g, amivel a

r6diuszvektor a te iletet sfrolja, ugyancsak id6ben 61land6 a p6lya

b6rmely szakasz6ra. Tehit a sugdr egtenl6 id6tartamok alatt egtenl6
teriileteket s rol. Ez a kitvetkeztetes azon a tdnyen alapul, hogy a gra-

vil6ci6s et6 centrdlis er6, nem gyakorol forgat6nyomat6kot a bolyg6-
ra.

16-2 6bra.
A l6-l p6ldrihoz.

16-3 6bra.
A 16-2 p6dihoz



A Fiild kdriil k6rp6ly6n kering6 mesteneges hold 7 id6 alatt tesz meg
egy teljes fordulatot. (T a mozgis ,,peri6dusideje".) Hat6rozzuk meg
G, T 6s M (aF6ldt6mege) fiiggv6ny6ben (a) a mesters6ges hold v.se-
besseg6t 6s (b) a p6lya r sugar6t!

MEGOLDiS

(a) A mestersdges holdra hat6 gravitiici6s er6 szolg6ltatja a centdpe-
tiilis gyorsul6st:

l r = m a

Abb6l az osszefiiggdsb6l, hogy v = (l6vols6g/id6) : (2nr/I), azt kap-
juk, hogy r : (Tv/2n). Behelyettesitve a fenti egyenletbe 6s mind-
kdt oldalon m4 -rel egyszeriisitvc:

GMm Iu '  )
,  = m l _ l

r -  \  /  /

(b)

Minthogy a mesters6ges bolyg6 m tiimege nem szerepel a megol-
drisokban, az6ft a kapott eredm6nyek a korp6ly6n kering6. tet-
sz6leges testre 6rvcnyesek.

l'---,,

16.4 Pontszerff 6s kiterjedt test kiiziitt fell6pf
gravitfci6s er6k

A pontszerii r6szecsk€ 6s kitededt test kiizott fell6p6 er6hat6s meghat6roz6s6-
ra alkalmas differenci6l- 6s integr6lsz6mit6s kidolgoz6sa sor6n Newton ket
fontos kiivetkeztetesre jutott.. I'elt6ve, hogy a kiterjedt (nagym6retii) testnek
giimbszimmetriri.j a" van, akkor

(a) kiils6 pontokru a nagym6retf test fgy tekinthet6, mintha teljes tti-
mege a koz6ppontjdban lenne koncentrdlva:

(b) a homogen g6mbh6j alakri test belsej6nek b6rmely pontjriban l6v6
16szecsk6re a gdmbh6jt6l sz6rmaz6 gravit6cios er6k ered6je zdrus.

Ezt a k6t eredm6nyt most levezetjiik. A levezet6s integniliissal j6r, de ha l€-
p€senk6nt kitvetjiik, akkor az integriil6si eljiiriisra is tanuls6gos peldak6nt
szol96l.

Tekintsiik e16sz6r az m' t6meg6 v6kony gyiirii 6s a gyiirii tengely6nck
egyik pontj6ban elhelyezett ll1 tiimegii r6szecske kitzittt fell6p6 gravit6ci6s
vonz6er6t (16-4 6bra). A gyiirfnek az a dm eleme, ami a r6szecsk6t6l s
t6vols6gra van, a r6szecsk€re dF er6t gyakorol. Az eft nagys|ga

" A gdmbszimmetria azt lelenti, hogy a siinis6g ugyan viltozhat a sug6ral, de nem fligg az
ir6nyt6l. igy a sfiriis6g csupen r fiiggv6nye:p = l(/).

16-4 6bra.
Az m' tdmegii vekony gyiirii az y
sikban fekszik. A r6szecske a gyiirii
tengelyen van.



I 6.4 Pontszert Cs

Mostvegyiik figyelembe a gyfrii minden elem6t. Ha a gyiiril minden elem6re
iisszegeziinl, akkor a szimmetria miatt az x tengelyre mer6leges er6kompo-
nensek iisszege z6rus. igy csup6n a tengellyel p6rhuzamos komponenseket
kell tekinteniink. Mivel az iisszead6sa sor6n a cos 0 t6nyez6 6lland6, igy ki-
emelhet6 az integr6ljel el6. Ez6rt az x lengely menti d ered6 er6 az ali.5bi
inte916llal egyenl6:

, ^  ^  mdm
ar =u1l-

F,=!cosodr=J"* 
UU2lt

^ m c o s 9  1 ,  ^ m ' m c o s 9= ' ; J ' : : '  
I

, -  ^  mcosq dm
dr = u ------1-

(r6-4)

(16-s)

(16-6)

ahol az integr6l6s kiterjesztend6 az eg|sz gyid'tiire. (Megjegyezziik, hogy a
gyijriit nem tekinthetjiik rigy, mintha eg6sz tdmege a kiiz6ppontjiiban lenne.
Az ilyen egyszerfisit6s csak giimbszimmetrikus testekre 6w6nyes.)

Most tekintsiik a r6szecske 6s egy v6konyfalf gtimbh6j (16-5 6bra) kii-
zotti gravit6ci6s vonz6erSt! A h6j teljes ti5mege M, vastagsega a gomb R su-
gardhoz viszonyitva elhanyagolhat6. A giimbh6j dm elemi ttimeg6t rigy vri-
lasztjuk meg, hogy annak minden pontja egyenl6 tSvols6gra legyen a
r6szecsk6t6l. A dm elemi ttimeg a gdmbhdjb6l kiv6gott kiiralakri csik
(gombov). A (16-5) egyenlettel anal6g m6don az m lomegid r6szecsk6re hat6
dF er6

Azonban a dm elemi t6meget m6s, az egdsz gtimbre kiterjesztend6 integriil6s-
ra alkalmasabb param6terrel kell kifejezniink.

Az elemi ktirala.loi csik (gtimbtiv) sugara Rsin@, felszine:

A gtimbov teriilete - (2nR sin@)(R dO) (16-7\

Igy, ha a g6mbh6j egysdgnyi teriletre jut6 tdmeget o -val jeltiljiik, akkor az
elemi koralaki csik drn tt imege

16-5 6bra.
Az R sugaru dR vastags6gri
giimbh6j b6l kiv6golt kor al"ki dm
tdmegii szalag iiltal az m tiimegfi
reszecsk6re kifejtett dF gravit6ci6s
vonz6er6.

Rd6



d^ = lreriikt)l;#::*l = 1zo n.ino;1rao \(o\ = 2xoR, siio a@ (16-s)
\ Ieruteteg)seg )

Az inlegr{I eg6sz giimbre val6 kiterjesztdse cdlj6b6l a koszinusz t6tel
segits6g6vel az s 6s @ v6ltoz6kkiiz n a kiivetkez6 <isszefligg6s irhat6 fel:

s '  =  R2 +  x2  -  2Rr  cos@

Differenciiilva:

2s ds = 2Rx sin@ d@

R s i n @ d @ = s d s
_x

Azt is figyelembe vessziik, hogy a 16-5 6bra alapj6n

^  x -  R c o s @
c o s t  = -

s

2  ^ 2  )^ .r --t{ +.s
c o s u = - .

2xs

ami a koszinusz t6tel szerint

(16-9)

(16-10)

(16-11)

(16-12)

(16-14)

(16-r s)

(16-16)

alakban is felirhat6. A (16-8), a (16-11) €s (16-12) egyenleteket a (16-6)
egyenletbe helyettesitve ad6dik, hogy

. -  GnroR (  x2  -R2 )oo= u 1 u * ' . ,1o" o6-13)

Ez az er6 az, amit az elemi ktiralakr.i csik (g6mbiiv) lejt ki a r€szecsk6re.
Amint az egyes elemi k6ralakf csikokt6l sz6rmaz6 er6k iisszegez6s6t a teljes
gombre kiterjesztjiik, l6tjuk, hogy M e1yetler' v6ltoz6 s, ami az (x R) 6s
(x + R) hat6rok kiizdtt v6ltozik.

Az integr6l6s elv6gz6se egyszer(i. Egyel6re az 6lland6kat mell6zve ma-
g6ra az tnlegt|ba azt kapjuk, hogy:

''.["'i'' -,^' *rir" = o^
( , 1 " J \  s -  I

amivel a r6szecsk6re hat6 ered6 er6

Mivel a giimbh6j teUes tomege M =o4ttR2,eztrt

1 .  ^ -M= u  
,  '

Gmo 4rR2' . . - . .



1 6.4 Pontszedl 6s

Ez az eredmdny megegyezik ezzal, amit skkor kapndnk, ha a hij egesz tiime-
ge a lrc;zeppontban lenne kancentrdlya.'

Egy tiimiir gttmbdt ligy k6pzethetiink, mintha nagysz6mri koncentrikus
h€jb6l lenne <isszerakva, a hagyma r6tegeihez hasonl6an. M6g akkor is, ha az
egyes h6jak siirfs6ge kiiliinbiiz6, mindegyikiik tdmeget a ktiz6ppontj6ba
koncentr6lva k6pzelhetjiik. igy, felttve, hogt a tdmdr gdmbnek gdmbszim-
metridjq van (vagyis, hogy siirfs6ge csup6n r fiiggv6nye),

Mi yan azzal a rdszecsk6vel, amelyik a giimbh6j alakir test belsejeben
van'! Az ered6 er6t r6gton kisz6mithatjuk, ha figyelembe vessziik, hogy a
(16-14) integr6l hat6rai most (rR - *) 6s (R + r). Az integnilast elv'gezve, a
tetsz6leges bels6 helyen l6v6 r6szecsk6re hat6 ered6 er6re zdrust kapunk:

Ilomog6n gtimbh6j ) az a gravitdc is er6, qmit q homogdn
befsej6ben l6v6 rdszecs- | gdmbhij a belsejiben tetszds szefinti
kdre 

I nety"" ldvii riszecskere gyskorol,

) zirussal egyenl6.

Ut6bbi eredm6nyiinket integr6liis n6lkiil, egy (el6sztir Newton 6ttat el-
vegzett) erdekes okfejt€sJ6ncolattal is megkaphatjuk. Tekintsiik a giimbhej
belsej6nek tetszds szerinti P pontj6ban l6v6 l,t tiimegii reszecsk6t! K6pzeljiink
egy tetsz6leges kite{ed6sii, kis nyilisszdg( kirpot, amelynek csfcsa a p
pontban van! A hip a gdmbh6jb6l dAt tefiletij feliiletelemet metsz ki (16-6a
iibra). Ha vele azonos t6rsziigilu ktpot vetitiink az ellenkez6 irinyba, az dA"
teriiletet metsz ki. Az elemi dC, I'rszdget (steradidnban mewe) a dA^/f h6-
nyadossal definidljuk, ahol dA, a t6rsz6g csrics6b6l hizott, az r t6vols6gra
mer6leges te ilet. Sz6mitsuk ki, gtimb eset6ben milyen kapcsolata van a dl,
6s a dl2 teriileteknek az r, -re 6s az r, -re merlleges dA ,^ 6s dlr" vetiileteik-
kel! Minden olyan egyenes vonal mint rr 6s vele egyiitt r, k6t pontban metszi
a giimbiit, 6s a giimbfeliilet normAlisaval \gyanazt M a szdget zArja be. Te-
hit &r: dAhF: (dA, cosu)/rr2: (dA2 coscr)/r22. A o (az egys6gnyi feliiletre
juto tomeg) j e1616ssel a k6t ttimegelem

A giibbszimmetrikus
tiimegeloszlisri, giimb-
alakti testen kiyiit l6vf t,
ttimegii 16szecsk6r€

o c]Kl r,z
dm1 = o clAl

cosd

a gdmb dltal a riszecskCre hutd
gravitticids erd ugyananolyan,
minths. q. giimb tiimege a kiizdp-
pont ban vo ln a ko n centrdlvs.

, ,  o  N l r , '
eS dm) =o dAt =

cosd

Ez a ket elemi tomeg az m tdmegii reszecskdre gravit6ci6s er6t gyakorol. A
ket er6 ellent6tes ir6nyir 6s nagys6guk ar6nya:

( c, a,,) [" ao ', ' ]
dF, [  ' , '  ]  [ .or" 1'J
dF,=  (c r rd . )=  Gdct i l= t

|  ,  I  |  , l
\  r ,  I  \cosa, , ,  /

(r6-17)

Ha azt hinnd valaki, hogy ez az eredm€ny a tdmegk6z6ppont helyzetenek nyilv6nval6
kiivetkezm€nye, annak elmondjuk, hogy ez mds szimmetrikus alakzat eset€ben /,eh szrik-
s€gszeni€n igaz. P6ld6ul a homog6n kockaalaki test n€m rigy vonza a kiils6 test€ket, mint-
ha tdmege a kdzeppontba volna koncentn{lva. A f6nk alakt test gravit6ci6s mez6je sem
ekvivalens egy, a k6zep€be gondolt tijmegpont gravil6ci6s mez6j6vel. Csak azok a testek
rcndelkeznek €zzel a tulajdonsiggal, amelyeknek a tomegeloszldsa gori bszimmetrikus.
A terszdg definici6jtua lisd az E fiiggel€ket Lesd tov6bbd a 25.2 f'ej€zet hasonl6 r6szlet6t.
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(a) A P pont tetsz6legesen helyezkedik
el a v6kony homog6n giimbh6j bel-
sej6ben. A P pontb6l mint csfcsb6l
htzott df) tdrsztigii kett6s krip pa-
l6stja a giimbh6jb6I dA, €s dA, feli-
leteket metsz ki.

16-6 ribra.
A v6kony homogdn gtimbh6j tetsz6leges bels6 P pontjriban elhelyezked6 z tii-
mesii 16szecske.

16-7 6bra.
A Fii ld drmerSje ment6n fif l  alagit-
ban mozg6 r6szecsk6re hat6 er6 a Ftild
tomegEnek az 6br6n 6my6kolva jeldlt
r6sz6l6l sz6rmazlk,.

(b) A dO t6rsztigtin beliil l6v6
giimbh6i-szelerek tcimege drz, 6s
drr.

(c) A dA," tert\let a dAt teriilet ,,r -re
mer6leges sikra vett veti.ilere.
Nagys6ga dA ,":dA ,cosa .

Tehrt a k6t er6 egyenl6 nagys6gri 6s ellent6tes ir6nyr.i, igy kiegyenlitik egy-
mast. Az tz -re hat6 ered6 er6 z6rus! Az elemi tiimegek teljes gombh6jra val6
piironk6nti sz6mbav6tel6vel arra a kdvetkeztet6sre jutunk, hogy a homog6n
gijmbh6j belsej6ben brirhol l6v6 m tdmegij r6szecsk6re a gdmbh6jt6l szdrma-
zo graviteci6s er6k ered6je z6rus.

A kiivetkez6 k6t korl*.li:zjilt n6ha hijelmtletnek rLevezik.

A HEJ- Homog6n giimbh6j olyan Homog6n gttmbhdj a bel-
ELMELET vonz6er6t gyakorol egy raj- sej6ben l6v6 r6szecsk6re nem

ta kiviil elhelyezked6 16- gyakorol gravit6ci6s er6t,
szecsk6re, mintha a h6j b6rhol legyen is a r6szecske
eg6sz tiimege a kiiz6ppont- a giimb belsej6ben.
ban lenne.

Alagutak

A tov6bbiakban megt6rgyalhatunk egy 6rdekes probldmiit: a F-iildnek az
6tm6rEe ment6n firrt alagttban mozg6 reszecsk6re hato ered6 er<! probl6m6-
jrit (l6sd 16-7 6bra). Egy tetsz6leges helyen l6v6 r6szecsk6re hat6 eredd gra-
vitiici6s er6 a Fold tdmeg€nek csup6n att6l a ftsz|t61 sz rmazlk, ami az r
sugad! gtimbiin beliil van. (Mint l6ttuk, az r sugriron kiviil l6v6 gdmbhdj az n
t6megii testre z6rus gravitiici6s er6t gyakorol.) Feltive, hogy (a val6s6ggal
ellent6tben) a Fdld p siirtistge dllancl1, (az 6br6t 6my6kolva rajzolt) r suga-
ri gtimb belsej6ben l6vci anyag M t<imege:

7,1 = py, : p @/3) rf .

Az M tiimegii tadom6ny az al6bbi gravit6ci6s vonz6er6t fejti ki:

-  ^ m l l 4 '  n (  q  , )  ( G m o 4 r \
f  =_L t  =_G- ; lp_m l=_ l  

_____,  
l r .=_ i? -  (16_18)

r- i"- \ J i ,\ _,J i

ahol a negativ el6jel a Ftild kiiz6ppontja fel6 mutato intuyr jeliiti, 6s k riltand6.
Ez 6ppen az egyszerii harmonikus rezg6 mozg6s feltetele. Ha a Fitld forg6s6t6l
eltekinthetn6nk, akkor egy ilyen lyukba ejtett r6szecske egyszerf harmonikus
rezg6 mozgrissal ide-oda oszcill6lna. Hasonl6k6ppen bebizonyithat6, hogy a



I 6.4 Pontszefii 6s

Ftild feliilet6nek bdrmely k6t (nem feltetleniil 6tellenes) pontj6t iisszekiit6 egye-
nes, sima fahi alagitba ejtett r6szecske is egyszerf harmonikus rezg6 mozg6st
v€gezne ugyanazzal a rezg6sid6vel, mint az iitrn6r6 szerinti alagritban.

A 16-8 6br6n l6that6 diagram a homog6n tiimiir gdmb illetve a homo-
g6n gtimbh6j kiiz6ppontj6t6l knliinbdz6 t6vols6gru 16v6 r6szecsk6re hat6 gra-
vitiici6s erci nagysii gitr vi]zolja.

A Cavendish kfs6rlet

A G univerziilis gravitiici6s 6l1and6 (ami nem t6vesztend6 iissze a g gravit6-
ci6s gyorsul6ssal) numerikus 6rt6k6t eg6szen 1798-ig nem ismertek ponto-
san, amikor is meghat6roz5s6ra az angol fizikus, Henry Cavendish, torzi6s
m€rleget haszn6lt. Az eszkdz nagyon v6kony fem- vagy kvarc-szalra fiig-
gesztett vizszintes drd k6t v6gere szerelt k6t kis zr t<imegf giimbb6l 611
(16- 10 6bra). K6t nagyobb, egy€nkent M tomegii 6lomgiimb6t rigy helyeznek
el, hogy a nagy 6s kis giimb-prirok kiizdtti gravitrici6s er6hatAs a rudat a fel-
fiiggeszt6 sz6l mint tengely kiiriil elcsavarja. Mivel 6llafld6 siir(s6gii g6mbii-
ket haszn6lnak, az6rt minden gtimb gravilici6s hat6sa olyan, mintha tiimege
a ktiz6ppontj6ban lenne koncentr6lva. A rudra er6sitett tiikiir tivoli emy6re
fenysugarat vetit, hogy a fell6p6 kicsiny elforduliis m6rhet6 legyen. A
sz6baaforg6 gravit6ci6s er6k nagyon kicsinyek, tipikusan l0 t0 N nagysrig-
rendiiek, (durv6n l0 000 -szer kisebbek az emberi hajsz6l srlly6n6t).

Kis6rleti neh6zs6gek miatt G az dsszes term6szeti 6lland6 ktiziil a leg-
kev6sb6 pontosan ismert. Mint m6r emlitettiik, jelenleg elfogadott ertdke

(a) Homog6n tomdr gdmb eset6-
ben.

(b) Homogdn v6kony gtimbh6j
eseteben.

16-8 6bra.
Az m tomegii teszecsk6re hat6 F gra-
vitiici6s er6 a kiizeppontt6l m6rt
r tiivolsiig fiiggv6ny6ben.

16-9 6bra.
A l6-3 pelddhoz.

sziliirdan
befbgott vdg

16-10 6bra.
A G gravit6ci6s 611and6 meghat6rozii-
siira Cavendish dltal hasznii lt gravitd-
ci6s tozi6s merleg. A m6r6s eredm6-
nyekent Cavendish volt az els6, aki az
Fr: GMF :mg 6sszefiigg6sb6l a
Ftild M t6meget me ghat|rozta.

G = 6,672x 10 r r I -m:
Kg-

(16-19)

Ket test ktizdft hat6 gravitici6s er6 mindaddig elhanyagolhat6 a testek mozgris6-
nak meghatiiroz6siffil, amig legal6bb egyiki.ik tomege nem nagyon nagy.

Hat6rozzuk meg egy M tiimegii homog6n tiimiir giimb 6s a 16-9 6br6n
16that6 helyzetii / hosszirs6gir, z tiimegii v€kony homog6n rud kiiziitt
hat6 gravit6ci6s vonz6er6t!

MEGOLDAS

Mivel a gomb homog6n, rigy tekinthet6, hogy az eg€sz tiimege a kii-
z6ppontjiba van koncent6lva. NeMon tiimegvonz6si toryenye szerint
a dnlll elemi tiimege hat6 dF e 5

dr  =6 !  a^

ahol dn= 
+ 

dx.

dm -et behelyettesitve 6s a rud hossz6ra integr6lva:

-  
' c '  

- . M  ,  ^  m U  (  t \ 1 " '
r =  |  v _ _ _ _ j ^  = ( ,  .  l _ l l' ,  lx '  /  \ . {  /1 ,

- - M l  t  f  - , m M
t  l 4 r + t ) )  r l r + t )

Mint v6rhat6 volt, ha r >> /, akkor a rrid majdnem fgy viselkedik,
mint egy, a g6mb k6z6ppontj6t6l r tiivolsdgra l€v6 tomegpont.

Kvarcszril



16.5 A gravitrici6s mezf
Amikor Newton gravitiici6 elm6lete el6sztir v6lt ismerttd, tal6n abb6l ad6dott
a legkomolyabb kritika, hogy a kort'6rsaknak neh6zs6get okozott olyan er6t
elfogadni, amely a t6volba hat. Newton szeml6let6ben a gravitiici6s er6 vala-
hogyan a teljesen iires t6ren 6tjutva befoly6solja t6voli testek mozg6siit. B6r
Newton nem tudta pontosan megmagyar6zni, hogy hogyan keletkezik az erri,
ugy &ezte, hogy elm6lete az6rt sikeres, mert a testek megfigyelt tulajdonsa-
gair6l kiel6git6en ad sz6mot.

Mintegy m6sf6l lvszir,addal k6s6bb Michael Faraday az elektromdg-
nessdggel kapcsolatos elm6let6nek kidolgoz6sa sor6n a trivoli testek kitztitti
k6lcsonhat6s (er6hat6s) meg6rt6s6re rij gondolatmenetet javasolr. 86r elm6-
lete az elekhomosan t6ltiitt testek kdztitti er6hat6st magyar|zta, ugyanez a
koncepci6 - a mez6 - alkalmazhat6 volt a gravitici6s vonz6sra is. Ez a kon-
cepci6 nagym6rt6kben egyszenisiti az iisszes t6volbahat6-er6 matematikai
t6rgyal6s6t.

A gravit6ci6 eseteben az elgondol6s a kdvetkez6k6ppen vethet6 fel. Te-
kintsiik a B testre gravitiici6s hat6st kifejt6 I testet. Azt mondjuk, hogy az A
test ,,gravit6ci6s mcz6" l6tesit6s6vel m6dositja a kiiriilittte l6v6 teret. A mez6
minden iriinyban kiterjed 6s a v6gtelenben z6rusra csiikken. Az A test meze-
j6ben helyet foglal6 -B test a mez6t6l szirmaz6 er6t a mezfr,ek ezen a helytn
6rz6keli. ily m6don a gravit6ci6s mez6 lokalis 1elenl€te gyakorol er6t, nem
pedig valamely t6voli test. (Persze a helyzet szimmetrikus: Az I test a.B test
iiltal l6tesitett mez5t61 szimraz6 gravit6ci6s er6t 6rzi.)

Az M tttmegpontt6l r t6vols6gban a g gravit6ci6s t6rer ss0get az egt-
sAgnyi tdmegre hat6 er6vel definiriljuk. (16-2) egyenlet szelirli az M tdmegii
test az n tiimegiire ," t6vols6gb6l

t' = -fGM.^ )i

er6vel hat, ahol i az M tomegpontt6l m fel6 mutat6 egys6gvektor. Tehrit a g
gravit6ci6s t6re16ss€g

g =  
F .

m

F kifciez6s6t behelvettesitve

(az M tttmegpontt6l szirmaz6)
Gravit6ci6s t6re16ss6g

(r6-20)

A negativ el6jel arra utal, hogy g 6s i ellent6tes ininyriak. Tehrit g mindig a
gravitiici6s mez6t l6tesit6 testfeb mutat. Kitededt test 6ltal letesitett gravit6-
ci6s mez6 t6rer6ss6ge a kitededt t€st el€mi r6szecsk6i 6ltal letesitett terer6s-
s6gek vektori tisszege,

A kiivetkez6 p6lda olyan probl6m6k megkozelitesdre mutat hasznos
m6dszert, amelyekben k6t, egym6shoz hasonl6 jelens6get kell iisszehasonl!
tani. A m6dszer l€nyege abban iill, hogy a k6t jelensdgre analitikus alakban
felirt egyenl6s6gek hrinyados6b6l sz6mos ismeretlen mennyis6g kiesik, 6s a
t6rgyal6s ez6ltal egyszerfibbd vrilik.

T6voli csillag ktiriil kering6 bolyg6hoz kiizeledve az firhaj6s meg6lla-
pitja, hogy a bolyg6 sugara feleakkora, mint a Ftild6. Lesz6llva a fel-
szinre, fgy taliilja, hogy a gravitiici6t6l sz6rmaz6 gyorsuliis ketszerese
a Fiild felszin€n l6v6nek. Hatirozzuk meg a bolyg6 M, tdmeget a Fdld
M " tdmeg9v el kifejezve!

( G M \ ^



MEGOLD,{S

Valah6nyszor dssze akarunk hasonlitani k€t hasonl6 jelens6get, az a
legegyszeriibb, ha az egyikre (analitikus alakban) felirt egyentetet el-
osztjuk a mdsik jelens6gre vonalkozo azonos egyenlenel. i ly modon a
kiiziis t6nyez6k kiesnek, 6s a sz6mitis egyszeriibb6 v6lik.

A feladat megold6s6ban a p indexet a bolyg6m, az e indexel a
Fiildre vonatkoz6 mennyis6gek indexel6sdre haszn6ljuk. Alkalmazzuk
a bolyg6 ill. a Fiild feliileten szabadon es6 m tdmeg( teshe a
EF:ma ttirvenyt!

A Fiildiin
2 F - m a

M " m
G----' =tg"

re

Az egyenleteket egym6ssal osztva

A bolyg6n
2 F = m a

^ M , mu ---1- = mg n

Ezeket a param6tereket egyenletiinkbe helyettesitve

Egyszeriisit6s ut6n az aliibbi egyenletre jutunk:

ad6dik. Egyszenisit6s utdn:

A bolyg6 paramdtereit a Fiildre vonatkoz6 szimb6lumokkal kifejezve

(u,) l  , " '  )  s,
1," )lV )=i

8 ,  = 2 9 "  e s r,, = (1/ 2)r"

M " .

M,, ' '

I
M  = - M . .

(M , \ (  , . '  )  r r "
lM") l turt .* l )= e



' l  eri i lcf = Arerurc t=A Ter i i le t  =  4A

16-12 6bra.
Az m tomegpont kdriili gravitdci6s
mez6 reciprok-ndgyzetes tdrv€nye.
A v6zlaton a tomegpontb6l indul6
tersziig k6t, / 6s 2r sugarf gombfelu-
letet metsz. Minthogy a kimetszett
n6gyzetek oldalai az r t6vols6ggal
aran) o:ak. azefl kri i ldeik a tdvolsdg
n6gyzet6vel ar6nyosak. A tdrer6ssdg-
vonalak radi6lisak, ez6rt amennyi vo-
nal dthalad az,4 leri i leten. ugyanann;i
megy it a 4A teriileten is. Mivel a g
tircrcisseg az egys6gnyi fcli i letcn rit-
men6 er6vonalak sz6mival ariinyos,
ez6rt, ha a tdvolsd.g megdupl6z6dik, a
tdrcrriss6g csak negyedakkora lcsz.
'feh 

tg= l/r2.

16-11 r{bra.
g v6ltoz6sa az id6 fiiggv6ny6ben La
Jolla-ban (California). Megegyezziik,
hogy I Gal = lO-'�m/s'�. (Az eredm6ny
R. J. Warburton 6s J. M. Goodkind,
University of Califomia at San Diego,
La Jolla, Califomia, valamint C.
Bcaumont, Department ol Energy,
Mines, and Resources, Ottawa,
Canada, kutat6k munk6ja.)

Gravitf ci6s er6vonalak
A gravit6ci6s mcz6 elk6pzel6s6re alkalmas egyik m6dszer a mez6 er6vona-
lak sor6val val6 szeml6ltet6se rlgy, hogy a vonalak minden pontj6hoz hirzott
6rint6 a gravitdcios er6 ir6ny6ba mutasson. Giimbalakr.i testek cseteben ezek-
nek a vonalak radiiilisan befel6 ir6nyulnak. A gravit6ci6s mez6 ercissdge
mindcniitt ariinyos a vonalakrq merdleges egtsignyi ./bliileten athalado er6-
vonalak szdmdval. A 16-12 ihra mutatja, hogy az ilyen radi6lis vonalsor va-
l6ban a reciprok-n6gyzetes-er6torv6nyhez vezet. Ha az egys6gnyi foliiletet
k6tszer akkora trivolsrigra vissziik, a feliileten iithalad6 er6vonalak sz6ma
negyedannyi lcsz.

L6teznck-e val6ban er6vonalak? A vasreszel6kkel szeml6letess6 tctt
m6gneses er6vonalak kepe (16-13 iibra) arra csribit, hogy elhiggviik, val6ban
ldteznek ilyen m6gncses er6vonalak. Ezck csupin a fogalom mcgert6s6t se-
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gitik. A er6vonalak sz6ma adott esetben itnk6nyes, 6s minden, sz6munkra
k6nyelmes ar6nyoss6g egyar6nt elfogadhat6.

._ . _ Kdzik6nyvekben megtal6lhat6 a Fiild kiiliinbdz6 hely6n m6rt g 6rt6kek
t6bl6,z.ta. A r blizatokban szerepl6 g a Fiild forg6s6b6l sztumaz6 ""ir,t itirga-
lis hahist tartalmazza. Ez indokolt, hiszen legtiibbsziir a Foldet tekintiiik vo_
i?fo?f"i rendszernek, 6s g 6rt6k6t helyileg hatdrozzuk ."j ,r,gu-
kis€rlettel, vagy hasonl6 m6dszenel.

,,.^,Y"gf"p6 _az a pontossdg, amellyet g m6rhet6: 6rt€ke graimiterrel
l/10" pontoss6ggal hat6rozhato meg. (A Ft d felszin6n ez kJvesebb mrnt
egylzed millimdtet magassdgv ltoz6snak felel meg!) Repiil6g6pen egy ha_
sonl6 kesziilek 6rz6ketni tudja a fii ld alani olajmez6ket uugy 

-a*anykin.re_

ket, mert ezek a szab6lytalans6gok g 6rt6k6ben kis vdltoz'isokat okoznaf.
Mesters6ges holdra telepitve, az eszkiiz hegyeket 6s krdtereket t6rk6pezhet a
Holdon vagy a bolyg6kon, €s felszin alatti nagysiiriis6gii tdmegeket 6rz6kel-
het.

16.6 A gravitdci6s potenciflis energia
Emlitettiik a 7. fejezetben, hogy a gravit6ci6s er6k konzervatiy e::6k. F,zefi
teh6t defini6lhatjuk az tl(r) potenci lfrtggv6nyt, amit az F k orzervativ erdyel az

uu -u "= - l r . a ,

16-13 ribra.
A mdgnest k6myez6 terben a vasre_
szel6k a mdgneses ercik irdnyrival piir-
huzamos vonalak mentEn rendez6dik
el. Az igy el66ll6 alakzat k6pet ad a
magneses mez6r5l.

(r6-21)

tisszefiiggds kapcsol iissze. Az el6z6ekben csak azokat az eseteket vetti.ik
figyelembe, amikor a test a Fdld felszin'hez kiizel maradt, ahol g 6rt6ke
lEnyegdben 6lland6 volt. Most azonban a F6ldt6l messze l6v6 p lyZn hala-
d6.mfholdak €s raket|k mozglsira is ki akarjuk terjeszreni t6riyai6sunkat.
Tekinlstnt egy m tiimegii ftszecsk6t, amely a Fi dttn kivi.il, u iolA kOrep_
pontj6t6l r t6vols6gban van. Az a gravitdcios potencidlis energia figg_
v€ny, amit levezetiink, a r6szecske-plusz_Ftild rendszerrel, mini eg€sszel
van kapcsolatban. Csak egyetlen v61toz6ja van: a r6szecske es a l-OtO
kitz€pponja kiiztttti /' t6volseg.

u, - u. =-i(- o!+)0,= or^i 4
1 , \  r ' )  t , r ' (r6-22)

(F.kifejez6se lartalmazza a negativ el6jelet, arra utalya, hogy vonz6sroj, va_
gyis -r ir6nyri er6r6l van sz6.) Ha az m tdmegpont a Fiild f;lszin6t6l t6vol is
lngzoghat, c'lszerii a zirus referencia potencidlt a r6szecske v6gtelen tilvoli
helyzetere, lehet az r = - helyre defini6lni. Az integril6s irtja a zlrus referen_
ciahelyt6l b6rmely adott pontig teljesen 6nk6nyes, mert konzervativ er6k
eset6ben az integr6l fiiggetlen az 6tt6l. Az integr6l6s egyszedibbe tetel6re
sug6rmenti utat v6lasztunk. igy, annak sor6n, hogy a r6srliske a v6gtelenb6l
lU"(-) = 0J a Fiild kdz'ppontjlt6t r t6vols6gban, de a Fiildiin kivi ljv6 hety_
re mozdul, az % gravit6ci6s pot€ncirilis energia kifejez6s€t az

u " -o=GMmi+= -GY!|
i r -  r  l _

kifejez6ssel adhatjuk meg.
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16-14 6bra.
Az Ur(r) $avitAci6s potenci6lis ener-
gia r fiiggv6nydben egy olyan rend-
szer, amely a Fiildb6l 6s egy pontszerf
m tdmegb1l 6ll. Az U" = 0 referencia-
helyzel a$a az esete vonatkozik,
amikor az l7| tdmegpont a v€gtelenben
van.

A 16-14 6bra a pdtenci6lis energi6t viizolja a Fdld bels6 6s kiils6 pontjaiban.
(L6sd a 16C-23 feladatot.)

A (16-23) egyenlettel megadott Us kapcsolatbar van azzal az Ur= mgy
egyenlettel, amelyet a Fiild k6zel6ben - teh6t felt6telezotten homog6n gravi-
t6ci6s t6rben - v6gzett mozg6sokra m6r alkalmaztunk. A kapcsolat bizonyi
t{stua meglegyezzik, hogy a fijldfelszin kiizel6ben {,1" (l6nyeg€ben) line6ri-
san v6ltozik az y magass6ggal, mert ), nagyon kicsi a Ftild R sugar6hoz
k6pest. Tekintsiik a potenci6lis elJergia LU"viAtoz6sdt, mik6zben az z tilme-
gii test a Fiild felszin6r6l y magass6gba emelkedik:

LUs  =us (R+y ) -us (R)

Gravitrici6s
potenci6lis
energia

Mivel y << R, teh6t

, ,  . M mv " = - \ j 1
(a Fiild6n klviili pontban)

U g = 0 , h . r = 6 .

=- . r . ( - t  - t \
l n + y  R /

=GM^l =--! _ l.
[ ( n+y ) (R) j

GMm

A ftildfelszin kdzel6bel g = GM / R' , ezefi

L U r = m g t .

Az a tety, hogy a Fiitd k6zel6ben v6gbemen6 esem6nyeke M U"= Q p61srl-
ci6lis energiaszintet a Ftild felszin6hez rendeljiik, olyan jelens6geke pedig,
ahol r v'ltoz{sai tagyok, az Ue= 0 v.6lasztilst a v6gtelen tivoli ponthoz k6t-
jiik, AU" sz6mills6ban semmi kiiliinbs6get nem okoz (csup6n annyit, hogy a
magasabbrendii tagokat elhanyagolva kis elmozdul6sokra 6lland6 g 6rt6kkel
sz6molunk).

16.7 A sziik6si sebess6g 6s a kiit6si energia
Energetikai meggondoliisok alapj6n kitnnyen kisz6mithatjuk azt a legkisebb
kezdeti sebess6get, amivel a Fdld felszin6r6l inditott test fgy sziikhet el a
F6ldr6l, hogy soha nem vissza. (Sz6mitisainkban elhanyagoljuk a {iildi at-
moszf6ra srirl6d6si ellen6ll6s6t 6s egy6b, a Fiild forg6sa 6s m6s 6gitestek je-
lenl6te miatt bekiivetkez6 zavar6 effektusokat.)

A feladat p6lda az energia megmarad6s6ra. Ha egy test a ftildfelszin
kdzel6ben v sebesseggel mozog, akkor K kinetikus energi6ja l/2mv'�- lly
m6don ijsszes energi|ja E : U" +K. Ahhoz, hogy a test 6ppen csak elsz6k-
jiin a Ftildr6t an6lk0l, hogy visszaesne, az sziikseges, hogy a v6gtelent ze-
rus kinetikus energi6val 6rje el. Ha a minim6lis szdk6si sebess6g a Fdld
felszin6n v. , akkor

(16-23)



Imen v, 6rt6ke

A legkisebb sziik6si
sebess6g a liildr6l

U o + K o = U + K

- G M m  + l  m v , ' = o + 0 .
R 2

(r6-24)

ami a Fold felszindn 11,2 km/s -mal egyenl6. A rdszecske kiliiv6senek iranya
kiiziimbiis (a l6gkiir s0rl6d,is6nak, a Ftild forgisdnak', a Hold graviiici6s
hat6s6nak, stb. elhanyagol6sa mellett).

Erdekes, hogy a sziik6si sebess6g a sztik6 rdszecske tiimeg6t6t {iigget-
len. De ha a ftldi l6gkiir eset6t n6ziink, l6tjuk, hogy a kiinnyebb komponen-
sek (hidrog6n 6s h6lium) kdnnyebben kisziiknek, mint a nehezebb kompo-
nensek (oxig6n 6s nitrog6n). Ennek az az oka, hogy rilland6 h6m6rs6kleten a
gr2ok minden atomj6nak vagy molekul6j6nak iltlagosan ugyanakkora rK =

/,m\; krnetlkus energi6ja van. igy a kiinnyebb atomok 6s molekuliik iitlagse-
bess€ge nagyobb, mint a nehezebbekd. Persze nem minden r6szecske mozog
pontosan ugyanazzal a sebess6ggel; ndmelyiknek az 6tlagosn6l nagyobb,
ndmelyiknek az 6tlagosn6l kisebb sebess6ge van. A mi l6gkiiri.inkben a hidro-
g6n 6s a h6lium sebessegtartom6ny6nak fels6 r€sz6ben mdr elegend6en nagy
a sebess6g ahhoz, hogy ezek a gizok a Fiild gravit6ci6s mez6j6b6l kisziik-
hessenek. Val6j6ban fgy hissziik, hogy a Fdld 6s a Naprendszer f6k6nt hid-
rog6nt 6s h6liumol tartalmaz6 intersztell6ris (csillagkdzi) g6zb6l 6s porb6l
6llt dssze 6s csup6n egy kdt sz6zal6kban m6s elemekb6l. Ma azonban a
fijldi atmoszf6ra csup6n milliomod r6sznyi hidrog6nt 6s h6liumot la,rtalmaz.
A Holdon olyan kicsi a szdkesi seb€ss6g, hogy a Hold semmif6le 6szlelhet6
legkiirt nem tud a fel.szin4'r' l3ftani. Ezzel szemben a Fdld tdmegdn6l 318-szor
nagyobb tdmegii Jupiter atmoszf6r6jiinak kb. 84%-a hidro gdnb6| 15o/o-a h6-
liumb6l 6ll, 6s csak l%-ban tartalmaz nehezebb molekuldkat. Ez az osszet6-
tel felt6telezhet6en hasonl6 a Naprendszert kialakit6 csillagkiizi gitz osszet€-
tel6hez.

Az atmoszfer{b6l csak nagy magass6gban sztiknek meg molekul6k,
ahol a leveg6 siirfsEge annyira kicsi, hogy a v" sziik6si sebessdgn6l nagyobb
sebess6gti molekul6nak es6lye van arra, hogy az iitktiz6st m6s molekul6kkal
elkeriilve megsziikhessen. A Fiild eset6ben ez a magassdg durviin 600 km
filottvan, az exoszfdninak nevezell taxlomiinyban, ahol a h6m6rs6klet 1500' C
nagys6grendii. (Ez a magas h6m6rs6klet nem jelenti azt, hogy ott egy iirhaj6s
vagy egy mesteneges hold meg6gne. A leveg6 annyira ritka, hogy a leveg6
molekuliii nem tudj6k gyorsabban 6tadni energi6jukat am6l, mint ahogyan a
test az energi6t kisug6rozza.)

P6lyagiirbek energetikai meggondol6s alapjan tiirt6n6 kisz6mit6srinak
egyik szok6sos m6dja azon alapul, hogy a potenciiilis energia skaldr mennyi-
s,lg, 6s skal6r mennyisegekkel a matematika kdnnyebben boldogul, mint
vektorokkal. P6ld6ul a 16-15 6br6n v6zolt h6rom test kiilcsiintis gravitici6s
energi6j6t az egyes ttimegp6rok gravit6ci6s potenci6lis energi6j6nak iisszege-
z6s6vel sz6mithatiuk ki:

' A sz6k6si sebess6get a nem forg6 Fdldr€ szemibttuk ki. Teh6t a sebess6gek az ,,6116" csil-
lagokhoz k€pest nlrgalomban 16!6 von tkozlzt{si rendszene 6w6nyesek. (Klasszikusan, a
Fdld lEgkitrdn tul t6v6 mesters€ges hold,,nem tudja", hogy a Fiild forog alatta.) Ha a szd-
k6si sebesseget a fdldfelszini kil<jv6 6llomrisra vonatkoztatva akamenk kisz|imltani, kor-
rekci6ba kell€ne vonni a fiildfelszin forgdsi sebesseg€t 6s a ldldfelszin s€bess€g6h€z vi
szonyitott kildv€si ir6nyt. Kihasmelva azt az el6nyt, amit a Fijld forgisa nytjt, a
mesters€ges holdakat gyakran keleti iiinyban inditjik.
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16-15 6bra.
A h6rom tiimegb6l iill6 rendszer.

Hiperbola
pAlya
( E > 0 ) (rdgzitett)

Ellipszis
Parabola
pilya

Ellipszis
(E< o)

16-16 6bra.
A Fiild kiiz6ppontj6t6l R t6vols6gban
az abrdzolt m6don a kiiliinb6z6 vn
kezd6sebess6ggel inditott mesters6ges
holdak lehets6ges pii lyi i i . A pdlya l i-
pusa az E: % + K 6sszes energietol
fiigg.

16-17 6bra.
Az ellipszisp6lyrin kering6 mester-
siges hold sziimdra az U, grar itiicitrs
potenci6lis energia az apogeumhoz
tartoz6 U, 6s a perigeumhoz tartozo
U, sz€ls6 6rt6kek kdztitt vAltozik.
(Mindkett6 numerikus 6rt6ke negativ.)
A teljes E (< 0) energia 6lland6
marad: E : 4 + K. A (mindig pozitiv)
kinetikus energia a megfelel6 r(" 6s Ko
€rtekek ktiziitt valtozik. Ha
-E < 0, akkor a mesteneges hold
p'ly|ja zdrt, rcm tud kiszdkni a Fdld
gravitiici6s mezej6b6l. .E > 0 eset6n a
mesrersdges hold pri lyri ja zyilt.6s ki
fog sz6kni a foldi gravitiici6s
mez6b6l-

A (16-25) egyenlet a rendszer gravitrici6s potenci6lis energiij6t adja meg, ha
a potenci6lis energia z6ruspontjdt irgy v6lasztjuk meg, hogy a rendszer mrn-
den tagja egym6st6l v6gtelen t6vol van. Ha a testeket egym6st6l v6gtelen
messzire akarjuk t6volita\i, akkor ezt az energiamennyis6get arra a munk6ra
kell forditarunk, amit a testeket kitzdtt kiilcsiindsen fell6p6 graviiici6s von-
z6er6 ellen6ben a szfjjelhizdshoz v6gezni kell. Ez a kiit6si energi6nak neve-
zett (negativ) potenci6lis energia tartja iissze a rendszert.

16.8 A mesters6ges holdak mozglis{nak
energravrszonyar

Egy €rdekes jelenkori probl6ma M M tiimegii Fitld kttdil kering6 rz tdmegii
mesters6ges hold mozg6sa. Mivel a Fiild tiimege sokkal nagyobb a miiholdE-
n61, az'rt igy tekinthetjiik, hogy a Fiild egy inerciarendszerben nlugszik, 6s
az m t6megii miihold sokf6le lehets6ges p6ly6n mozoghat a Fdld kitriil. A
16-16 6bra E:UI+K 6sszes energia kiiliinbiiz6 6rt6keihez tartoz6 n6hiLry p6-
lyagorbet mutat be, ha a vo kezd6sebess6g mer6leges a Fiild kiiz6ppontj6t 6s a
miiholdat iisszekdt6 egyenesre. Ellipszis p6lya eset6ben az ellipszis egyik
f6kusz6ban a F6ld van. Erdemes eml6kezni arra, hogy a gravitrici6s er6 nem-
csak, hogy konzervativ, de giimbalakri testekre centnilis, igy nem tud forga-
t6nyomat6kot gyakorolni a mesters6ges holdra. Kiivetkez€sk6ppen cz
dsszenergia is az impulzusmomentum megmsrad. Ezt a k6t elvet ellipszisp6-
lyiika alkalmazva, a p6ly6k kiildnbtiz6 jellemzfi kiszimithat6k: pt. a b6r-
mely ponthoz tartoz6 sebess6g, a perigeum t6vols6g (a Fiildhiiz legkiizelebbi
t6vols6g), az apogeum t6vols6g (a p6lya legnagyobb tiivolsiiga a Fiildt6l),
(16'-17 6bra). Ha az iisszes enetgia E < 0, a mesterseges hold a Fiild ktiriili
kiir- vagy ellipszisp6ly6hoz van kiitve. Ha E > 0, a p6lya hiperbola, 6s a
mesters6ges hold elsziikik a Fitldt6l. A parabola p6lya (E = 0) az a nem 26rt
pilya, amely a zirrt (kdr 6s ellipszis) p6lyagdrb6k 6s a nyilt (hiperbota) p6tya-
gtirb6k kitzdtti v6laszt6vonalat jelenti.

E> 0 (nyilt)

m ,  m -  m -  m .  m ,  m 3
U, = -C ---.:-----! - G ----:---- - G--L--- ttz fzl ftt

Ur: -cY

(r6-2s)

K<ir

E<0 (26rt)

Energia
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meg a mesters6g-es i'ola seuerregel apoil;:r;ilJ;

MEGOLD.{S

Mivet a miihold tdmeqe a Ftild ri

illd-19;;;ie;;p;;;'iff ";J_"iilT:1:[1Jf i.Tl"iili:'#:]iil.;,;centrq.tis efti (azaz a Fi5ld, tcimegk6z6pponrjrin"k ird;y;;; ;";;, ;r:;';
T_fl..hold..littd tomegkiizeppontjlra vonark0z6 I ;p;;;s#l;"" *;;id6ben dlland6. Ennelfogvi az impulzusmomenr; ,n"grn;;;;;;;;:venyes.

:1":li.:ii:le",i"dff 3;:il"ix?nT,6i.,y,l1f ";ii*y"';
rn: 6,76 x 106 m. Az impulzrismomentum megmarad6sa 6rtelm6ben

L o = L '

mvprp = my ara

I PfP 
= loto

Az energi amegmaradas i tiirvdnyt alkalmazva

U 1 , + K t , = t l . + K , ,

^ M m l , M * l- u - + ^- mv ̂ ' -- - G -:::- + : nv,f o 2 r , , 2

/ \
l t  r l

2 G M l  - '  -  '  
l = , 2  - , 2

\ r ,  , " )  
u  t '

y,,"{!!i,,f i{;hil';?t\:li:},""Xt-,1;j';::i1,!';,*:Az egyenleteket megoldva

% =S250I 6s
S

{r6-26)

(r6-27)

v,, = 5960 m
S

16-18 6bra.
Mestersdges hold ftildktjriili
p61ytut.

ell ipszis

6,tgftr*kt'f*;#-tffi j5dL#Hi'ytr
MEGOLD4S

A kdrmozgdshoz szijksdges centriperdlis
hato gravitiicios erd szolgdltatja.

2o' = -o'

^  Mm l 'u t  )v - - ; - = m l - l
r -  \ "  )

er6t a meste66ges holdra



Ebb6l az tisszefiigg6sb6l a kinetikus energia kifejezhet6:
I  ,  t lcMmf- m v -  = - l -  |
2 2 l r )

ami feleakkora, mint a gravitici6s potenci6lis energia az r helyen. Ez
az dsszefiggis irvinyes minden olyan k)rydlydn tdrtdnd mozgdsr&,
ami az inverz-ndgtzetes-erdttirv4ny hatasdra jdn litre.

Osszefoglohis

Kepler tiirv6ny€i:

(1) Mindegyik bolyg6 olyan etlipszisp6ly6n kering,
amell,nek egyik f6kuszpontj6ban a Nap van.

(2) A Napt6l a bolyg6ig htizott r6diuszvektor egyen-
16 id6tartamok alatt egyenl6 teriileteket sfrol.

(3) A bolyg6 Z kering6si idej6nek n6gyzete ar6-
nyos a Napt6l m6rt R kiiz6pt6volsdg6nak har-
madik hatv6ny6val.

Newton tiimegvonzasi tiirv6nye k6t m, 6s m, tdmeg[
test kdzott:

m,  m-

r
ahol r a testek ktiziitti trivols6g 6s G az univerz6lis gra-
vit6ci6s 611and6, 6rreke 6,672 x l0 1rN.m2lkg2.

Azok a gdmbalakfi testek, amelyeknek siiriis6ge
csak r ftlggv6nye (azaz a gombszimmetui6jri testek),
olyan er6t gyakorolnak egy kiits6 pontban l6v6 r6szecs-
k6re, mintha eg6sz t6megiik a kiiz6ppontjukban lenne
koncentr6lva. Egy homog6n giimbh6j ncm fejt ki er6t a
belsej6ben l6v6 16szecsk6re. Ez6rt cgy gdmbszimmetd-
kus test tetsz6leges bels6 r pontj6ban lev6 bmegpontra
a g6mbnek csak att6l a r6sz6t6l szfumazlk gravitiici6s
vonz6er6, amely az r sug6ron beliil van.

A g gravitdci6s t'rerdssAg hasz\os fogalom a gra-
vitiici6val kapcsolatos probl6m6khoz. Az M tomegii test

Kdrddsek

1. Lehets6ges-e egy mfiholdat olyan liildkiiriili p6lySra
6llitani, amelynek sikja nem megy 6t a Ftild kdz6p-
pont6n?

2. Meg tudjuk-e hatiirozni egy bolyg6 titmeg€t, ha
csak p6lyasugar6t 6s a Ftild ttimeg€t ismerjiik? Ha
nem, akkor minim6lisan milyen adatokra van m6g
sziiks6giink?

3. A l6gelleruill6st (surl6d6st) 6s a Fiild forgAs6t elha-
nyagolva fiildkdriili piiyira 6llithat6-e egy mii-
bolyg6 rigy, hogy egy 6ririsi nagy, foldhoz r6gzitett
6gyub6l kiltivik?

4. A csillagk6zi t6r 6tlagos siirfs6ge durv6n egy hid-
rog6natom kiibcentim6terenk6nt. Napunk tiimege
kb. 2 x 1030 kg. Mekkora volt annak a gt;zr'ak a

6ltal l6tesitett kiils6 gravit6ci6s mez6 g t6rer6ss6ge defi-
nici6 szerint

F  ( c M  \ -
n  \ r , l

A U, gravitrici6s potencidlis energidt az
2

u . _ u , = _ l r . a , .
I

iisszefiigg6ssel hat6rozzuk meg.
Ha az r = - helyen Lr" = 0, akkor

. ,  ^ M .u " = _ w ; .

A v" legkisebb szdktsi sebessbg az M :'c�megii, R
sugaru bolyg6 felszin6r6l minden (bArmekkora n tiime-
gii) teste azonos:

EN
"  - l i  

R
Mestersiges holdak mozgdsdra E = Us + K iissze-

fiigg6s 6rv6nyes 6s mind az energia, mind az impulzus-
momentum megmarad. A zart szatellitp6ly6k E < 0
eset6n kiirtik vagy ellipszisek lehetnek, amelyeknek
egyik f6kusz6ban van a Fiild.^0 > 0 eset6n a p6lyagiirbe
hiperbola, 6s igy a test csak egyszer halad el a Fiild
mellett. Az E : 0-Ert'kJj,ez parabola p6lya tartozik,
amelyre az jellemz6, hogy a test sebess6ge a vegtelen-
ben zerushoz tart.

kezdeti t6rfogata, amelyikb6l Napunk keletkezhe-
t€tt, ha siir(s6ge az 6tlagosniil iitsziir nagyobb volt?

5. Tegyiik fel, hogy a jdv6 h6t folyamrin G 6rt6ke fo-
kozatosan a jelenlegi 6rt6k fel6re csdkken. irjunk le
n6h6ny v6ltoz6st, ami azon a h6ten tiirt6nne.

6. Ha egy testre hat6 gravitiici6s er6 a test tiimeg6vel
arAnyos, mi6rt nem esnek a nagyobb ttimegii testek
nagyobb gyorsul6ssal, mint a kisebbek?

7. A Holdra visznek egy inga6r6t 6s egy kar6r6t. Me-
lyik fog gyorsabban j6mi a Holdon?

8. A Hold tiimege mbr azel6tl ismert volt, hogy b6rki
odautazhatott volna 6s megmerhette volna felszin6n
a szabadon es6 test gyorsul6s6t. Hogyan hatiiroztiik
meg a Hold tdmeg6t?
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9. Tegyiik fel, hogy rug6s m6rleggel megm6rjiik €gy test
si y6t az egyenlit6n. Tegyiink fel k6t esetet megm6r-
jiik a sirly6t d6lben, amikor a Nap 6ppen a fejiink felett
van, 6s megrn6rjiik 6jfelkor, amikor a Nap pontosan a
Fiild ,,alatt' van. Ha eltekintiink a Fiild forgris6t6l, de
tekintetbe vessziik napkiidili p6lyamozg6s6t, kiiltinbd-
zik-e a k6t mdr6s eredm6nye? V6ltozik-e a v6lasz, ha
tekintetbe vessziik a Fiild forg6s6t?

10. Elemezziik, mi tiirt6nik egy kism6retii iir6llom6ssal,
ha a benne l6v6 iirhaj6s az egyik falr6l a m6sikra
ugrik? Mi ttirtenne akkor, ha az iirhaj6s elkezdene
kiirbefutni a bels6 faton?

11. A Nap riltal a Holdra gyakorolt gravit6ci6s er6 kb.
k6tszer akkora, mint az a gravit6ci6s er6, amit a

Feladatok
16.2 Kepler tiirY6nyei
16,3 Newton tiimegvonz6si tiirv6nye

16A-1 Mi gyakorol nagyobb gravitici6s vonziist a ftildi
testekre: (a) a Hold, vagy (b) a Nap? Sz6mitsuk ki eze-
ket az er6ket I kg tdmegii testre.
16.4.-2 Ha egy szabadon es6 meteor a Fiild felszine fe-
lett 3 foldsug6myi trivols6gra van, mekkora a gyorsul6sa
a F6ld gravit6ci6s erej6nek halis6ra?
16.4'-3 Hat6rozzuk meg a gravit6ci6s gyorsul6st a fold-
felszini g gyorsul6s fiiggv6ny6ben a foldfelszin felett a
Fitld 6tmer6j6vel megegyez6 magass6gban!
16A-4 Egy miihold ke ng a Fiild kii ili ellipszis p6ty6n
(l6sd a 16-19 6br6t) irgy, hogy apogeum, illetve perige-

um helyzetben a t6vols6ga a Fiild kiiz6ppontj6t6l rR,
illetve 4R. Hatirozzttk meg a k€t helyzethez tartoz6
sebess6g v./v, ar6ny6t!

16-19 6bra.
A 164-4 feladathoz.

16A-5 Egy iirhaj6s srilya a Hold lelszindn 140 N. Mek-

kora gravit6ci6s er6vel hat 16 a Hold, ha az iirhaj6s

holdsug6myi magassdgban kiirp6ly6n kering?
16A-6 Kezd6 fizikusok laborat6riumaiban a G gravitA-

ci6s 6lland6 m6r6sdre haszn6lt Cavendish tipusir mer-

legn6l olyan 1,5 kg 6s 15 g tiimegii 6lomgtimbiiket al-
kalmaznak, amelyeknek kiiz6ppontjai 4,5 cm t6vol

vannak egym6st6l. Sz6mitsuk ki a gtimbiik k6ziitt hat6

Ftild gyakorot a Hol&a. Mi6rt nem hrizza el a Nap a
Holdat a Fitldt6l egy teljes napfogyatkoz6s alkal-
m6val?

12. Ha a vil6giirben csup6n k6t egymiishoz kiizeli test
(mondjuk k6t vizcsepp) volna, ezt lesz6mitva pedig
az egesz vilegiir iires lenne, a k6t csepp Newton
gravit6ci6s tiirv6nye 6rtelmeben egym6st vonzan6.
Most tegyiik fel, ho gy az eg€sz vil{giir k6t egym6s-
hoz kiizeli l6gbubor6k kiv6tel6vel vizzel leme ki-
tiiltve. Vajon vonzan6k, vagy taszitan6k egym6st,
vagy esetleg a bubor6kok mindegyik6re z6rus lenne
az er6k ered6je? (A feliileti fesziiltsegt6l sz6rmaz6
er6t hanyagoljuk el.)'

er6t oly m6don, hogy a gdmbiiket a k6z6ppontjukba
helyezett ttimegpontokk6nt kezeljiik.
164-7 A Ftild-Nap trivols6g 1,65 x10" km (perihelion)
6s 1,70 xl0' km (aphelion) kiizdtt v6ltozik. A ftild leg-
kisebb p6lyamenti sebess6ge 32,8 km/s. HalArozzuk
meg a legnagyobb p6lyamenti sebess6get.
16B-E A Hold felszin6n a gravit6ci6s er6 kb. egyhatoda
a Fiild felszin6n l6v6nek. Ha a Hold sugara kb. egyne-
gyede a Fiild sugar6nak, h6nyszorosa a Hold 6tlagos
siirfs6ge a Fiitd ritlagos siirfs6g6nek?
16.{-9 Asztrol6gusok 5llitj6k, hogy a bolyg6k helyzet6-
nek v6ltoz6sai hat6ssal vannak 6letiinkre. Becsiiljiik
meg egy 2000 kg-os g6pkocsit6l sz6rmaz6 gravit6ci6s
er6 6s a Mars bolyg6 6ltal r6nk kifejtett gravitiici6s er6
arinyi.t, ha a g6pkocsi ttimegkdz6ppontj6nak a t6liink
val6 t6vols6ga 2 m, a Mars bolyg6 t6vols6ga (foldkii-
zelben) kb. 56 mill io km es a Mars ldmege 6.5 xlo'� kg.
Az egyszerfs6g kedv66rt tegyiik fel, hogy testi.ink 6s a
g6pkocsi pontszerii test.
168-10.4 hidrog6n atomban az elektron 6s a proton
tivols6ga 5 x10 rr m. Ha a ktiztittiik hat6 er6 csak gra-

vitiici6s volna, mennyi lenne az elektron proton kdriili
kering6sdnek periodusideje? Tiimegeik: m" - 9.l l  \10-' l

kg 6s rzn : 1,6'7 xll '1 kg.
168-11 Kepler harmadik tiirv6nye kimondja, hogy a
botyg6k kering6si idej6nek n6gyzete arAnyos a Napt6l
m€rt kitzept6volsag harmadik hatviiny6val. Hat{rozz\k
meg az ar6nyoss6gi t1nyez6t ezen param6terek segits6-
g6vel kiirp6lya eset6n 6s sz6mitsuk ki az ar6nyoss6gi
tenyez6 numerikus 6rteket!
168-12 A F6ld kiirtl ellipszis p6ly6n keringd mesters6-
ges hold perigeum t6volsiiga a foldfelszin lolittt k6t
Iiildsug6r. Apogeum helyzetben negyedakkora a sebes-
sdge, mint perigeum helyzetben. Mekkora a mesterseges

' A feladatot L. Epsteins 6s P. Hewitt ,,Thinking Physics" (Gon-
dolkodtat6 Fizika) c. k6nyveb6l vettiik at.onsight Press, San
Fmncisko. 1979.) 1. kiitet 125 old.



hold foldfelszin feletti maxim6lis Livols6ga? A v6laszt a
Fiild R sugar6nak fiiggv6ny€ben adjuk meg!
168-13 Tekintsiink egy mfholdat, amely a F6ldh6z
nagyon ktizeli p6lyrin kering. Kizbr6lag a g = 9,8 m/s'�
6s az R : 6,3'7 xlO6 m fi)ldsug6rral sz6m olya hat|rozzuk
meg (a) a Tkeringdsi id6t percekben 6s (b) a p6lyamenti
sebess6get!
168-74 A,z Explow L4I miiholdat az ionoszfera-
kutatiisi feladattal 1960 november 3-rin 6llitott6k p61y6-
ra. P6lya-adatai a kiivetkez6k: perigeum t6vols6ga 459
km, apogeum trivols6ga 2289 km (mindkett6 a Fiild
felszin6t6l m6rve) 6s keringEsi ideje 112,7 perc. Hat6-
rozzuk meg a v"/v,, at6ny4l
168-15 Tekintsiink k6t azonos p siiriis6gii homog6n
tdmtir gombtit! Az egyik sugara R, a mdsik6 2R. A k€t
test a viliig(rben van, ahol m6s testekt6l sziirmaz6 gra-
vitici6s hat6s elhanyagolhat6. Ha a k6t giimb nyuga-
lomban van,6s feliileteik drintkeznek, mekkora a gra-
vit6ci6s vonzdsb6l szfumaz6 nyom6 er5 a giimbiik
kdzdtt? A v|laszt G, R 6s p fiiggv6ny6ben adjuk meg!
168-16 A ,,szinkron" miihold akkora sebess6ggel kering
kiirp6lydn, hogy a loldi megfigyel6 sz6m6ra nyugalom-
ban l6v6nek l6tszik. (a) Magyaftzzuk meg, mi6rt csak
az egyenlit6 sikj6ban l6v6 p6ly6n lehets6ges az ilyen
mozg6s! (b) Hatlrozntk meg a pdlya sugariit a Fdld
kdz6ppontj6t6l m6rve! (c) Hal'tozzuk meg azt a legt6-
volabbi dszaki sz6less6gi fokot, ahonnan ez a miihold a
Fitlft61 meg l6that6!
168-17 Egy ,,szinkron" m(iholdat, amely a bolyg6
egyenlit6jenek mindig ugyanazon pontja fiilott marud,
Jupiter kiiriili p6ly6m 6llitanak azzal a feladana| hogy a
hires vdr6s foltot tanulm6nyozza. A Jupiter 9,9 6r6nk6nt
fordul egyet. Az L fiiggel6k adataival sz6molva hatii-
rozzuk meg azt a t6volsiigot a Jupiter egyenlitEe ftilott,
ahol az ilyen p6lya l€hets6gesl
168-18 A Cygnus X-l -161, egy 6gi riintgensug6r forr6s-
16l ritntgensug6r impulzusokat 6szleltek egy nagy ma-
gass6gban vegzett rak6tarepiil6s sor5n. A jelek rigy 6r-
telmezhet6k, mintha egy fekete lyuk kiiriil 5 ms
peri6dusid6vel kering6 ioniz6lt anyagcsom6t6l sz6r-
mazn6nak. Ha ez az anyagcsom6 a Nap ttimeg6n6l 20-
szor nagyobb tiimegii fekete lyuk kdril k6rp6ly6n ke-
ringene, mekkora lenne a p6lyasugara?
16B-19 A Jupiter egyik holdj6nak a piilyasugara kb. 106
km 6s kering6si ideje mintegy 7 fiildi nap. Becsiiljiik
meg ezen adatok birtok6ban a Jupiter tdmeg6t!

16.5 A gravitici6s mez6

168-20 Tekintsiink egy egyenletes sii(is6gii v6kony
rudatl K6szitsiik el a rud gravit6ci6s er6vonalainak
v{zlatAt a rod kiizel6ben, a vegeket is beleertve.
(Utmutat4s: Tekintsiik a kis pr6batestre hat6 gravitiici6s
er6t a ki.iliinbiiz6 helyeken.)
168-21 H6rom, egyenl6 rz ttimegii tiimegpont egy /
oldalhosszris6gri n6gyzet h6rom csircs6ban van elhe-
lyezve. Halitozatk meg a h6rom titmegpontt6l sz6rma-
26 g terer6ss6get a negyedik csircsban!

168-22 SzAmitsuk ki a (2,0) pontban l6v6 m tiimeg( 6s
a (0,2 l) pontban l6v6 2 m lomegii tdmegpontok 6ltal
meghatrirozott g gavitrici6s t6rer6ss6get az orig6ban.

16.6 A gravitdci6s potenci6lis energia

l64.-23 Mutassuk meg, hogy a kiirp6ly6n mozg6
meters6ges hold potencirilis energi6ja pontosan k€tszer
akkora, mint kinetikus energi6ja!
164-24 Egy fiigg6leges ir6nyba kil6tt rak'ta 29 gyor-
sul6ssal mozog felfel6. 40 s mrilva kikapcsoljdk a rak6ta
motodait, 6s ezutan a rak€ta az elhanyagolhat6 legellen-
5116s mellett egyediil a gravit6ci6 hat6sa alatt mozog. A
g magass6gfiigg6s6t figyelmen kiviil hagyva (a) hat6-
rozzuk meg a ruketa 6ltal el6rt legnagyobb magass6got
6s (b) a repiil6s teljes idej6t a kil6v6st6l a fiildet 6r6sig.
(c) K6szitsi.ink (kvalitativ) sebess6g-id6 diagramot a
teljes repiil6si id6re.
168-25 Egy szupernova robban6s ut6n egy csillag a
gravitiici6s iisszeoml6s miatt neutroncsillagk6nt ismert
extlem siirii 6llapotriv6 v6lhat, amelyben minden proton
6s elektron neuhonnii van tisszepreselve. Egy a Nap
tomeg6vel nagyj6b6l megegyez6 tiimegii neutroncsillag
sugara kb. l0 km lenne. Halirozzuk meg (a) a lelszin6n
a gravit6ci6s gyorsul6st, (b) egy 70 kg-os ember sfly6t a
felszinen 6s (c) azt az energi6t, amivel a felszinr6l egy
neutont a v6gtelenbe lehetne eltevolitani!
168-26 K6pzeljiink el egy nt ttimegii csillagot, ami egy
r sugarf, M |dmegf! v6kony, gyiiriialakir csillagk6d
kdz6ppontj6ban van. Hat|rozz\k meg a csillag gravitii-
ci6s potencidlis energi|jit m, M, R 6s G fiiggv6nydben.
Tegyiik fel, hogy a csillag potenci6lis energi6ja a csil-
lagkodt6l v6gtelen t6vols6gban z6rus.
168-27 Tekintsiik az el5z6 feladat gyiiriialakir csillag-
kiid€t. Mekkora v sebess6ggel halad 6t a csillag a gyiirii
kiizdppontj6n, ha az, a gyiirii tengelye ment6n kdzeled-
ve a gyiirf kdz6ppontj6t6l R trivols6gb6l indul el nyu-
galmi helyzet6b6l. (16-20 6bra.) Tegyiik fel, hogy
M>>m, tehiLt, a csillagkiid gyakorlatilag nyugalomban
mamd.

a m

16-20 ihra.
A 168-27 feladathoz.

168-28 Nukleriris iizemanyagiinak kimeriil6se ulin Na-
punt v6gz€te bizonyila az Iesz, hogy a Nap tdmegevel
megegyez6 tiimegii, de a Fiilddel egyez6 sugari Jbhir
tairpAv4 esik iissze. Sz6mitsuk ki (a) a feh6r tiirpe 6tla-
gos sfinis6g6t, (b) a neh6zs6gi gyorsul6st a felszinen 6s
(c) egy I kg-os test gravitAci6s potenci6lis energi6j6t a
felszinen! (U": 0 a v6gtelenben.)



16.7 Sziik6si sebess6g 6s kiit6si energia

t64-29 Sz6mitsuk ki a sziik6si sebesseget a Hold fel-
sziner6I.
l64-30 Alapelvekb6l kiindutva sziimitsuk ki a szdkesi
sebess6get a Mars feliiletdr6l. (Az adatokat l6sd az L
fiiggel6kben.)

16A-31 Egy nem forg6 gtimbalahi bolyg6 ttimege M,
sugara R. A bolyg6 felszin6r6l radi6lis ir6nyban egy
r€szecsket l6nek ki ,=JGM /2R sebess6ggel. (Ez a
bolyg6 szdk6si sebess6g6nek a fele.) Sz6mitsuk ki,,
meklora tdvolsdgra jut el a rdszecske a bolygo ktiz6p-
pontj6t6l!
16A-32 Az Ur6nusz bolyg6 tiimege a Fiild ttimegenek
kb. l4-szerese, sugara kb. 3,7 fiildsugrir. (a) A Fiild
megfeleld adataihoz ariinyitva fejezziik ki a gravitdcios
gyorsul6st az Uriwtsz felszin6n. ft) A bolyg6 forg6s6-
nak elhanyagol6s6val hatfuozzuk meg az Uriinusz fel-
szin6re vonatkoz6 minim6lis sztik6si sebess6get!
168-33 H6rom, egyenkdnt m timegii r6szecske / oldal-
hosszris6gir egyenl6oldahi h6romszog csircsdiban van.
Mekkora munkaval lehetne a r6szecsk6ket egym6st6l
v€gtelen ti ivolsdgra vinni?
168-34 Jetiilje ,44 illetve R a F6ld tiimeget, illetve suga-
rdr. (a) Mekkora az a minimdlis v. sebess€g. amellyel az
egyenlit6n fiigg6legesen kil6tt test a F6ld felszinet6t
dppen 2 ftildsugrimyi magassrigra emelkedik? A Fiild
forg6s6t 6s a l6gk<iri srirl6d6st ne vegyiik figyelembe.
(b) A Fdld forg6s6t is sz6mit6sba v6ve, novekszik,
csiikken, vagy v6ltozatlan marad-e bz (a) k6rd6sre adott
valasz sz6m6rt€ke? Fejtsiik ki v6lemenyiinket!
l68-35 Az R sugaru Fiild felszinen egy rak6tilnak ftig-

gri leges irdnyu vo=^lE kezdcisebessdget adnak. A
mketa motodait ekkor le6llid6k, 6s a rak6ta ezutiin csak
a gravitici6s er6k hat6sa alatt siklik. (A ldgkiiri srtrl6-
drist 6s a Fiild forg6sdt nem vessziik sz6mit6sba.) Adjuk
meg ezt kdvet6en a v sebesseget, mint a Fiild kiiz6p-
pontj6t6l m€rt r tAvolslg fiiggv€ny6t, g-vel, R-rel 6s r-
rel kifejezve !
f6B-36 (a) Hatirozzuk meg amak a (oule egys€gben
kifejezett) munk6nak a nagysbg|t, amivel egy 100 kg
tdmegii hasznos terhet 1000 km-rel a Fiitd felszine ftil6
lehet juttatni! (b) Hatirozzuk megana tiibbtetmunk6t
ami ezen.a szinten a hasznos teher kiirp6ty6ra rillit6s6-
hoz sziiks6ges!
168-37 Mutassuk ki, hogy egy 6lland6 sfriis6gii bolyg6
feliilet6r6l a sziik6si sebess6g a bolyg6 sugax6val ar6nyos!

16.8 A mestersdges bolyg6k mozgis6nak
energiaviszonyai

16A-38 Egy mesters6ges bolyg6 fiildkiiriili ellipszisp6-
lyiin mozog rigy, hogy perigeum, ill. apogeum helyzet-
ben a Fdld ktiz6ppontj6t6l m6rt magas s6g D, 1ll. 4D. (a\
Hat|rozzuk meg a k6t helyzethez tartdz6 sebess6gek
v/v, arinydtl (b) Hatirozzuk meg ugyanezen helyzetek

dsszes (kinetikus 6s potencielis) energi6inak E/8" ar6-
nyritl
16B-39 Tekintsiink egy ftildkiiriili kitrp6ty6n kering6
mesters6ges holdat! A megfelel6 iisszefiiggesekre hi-
vatkozva adjunk v6las^ aftv, hogy Lz al6bbi mennyisd-
gek 6lland6ak maradnak, vagy megv6ltoznak-e a. moz-
g6s. sor6n: (a) a kinetikus energia, (b) a gravirici6s
potenci6lis energia, (c) az impulzus,6s (d) az impulzus-
momentum. Most tekintsiik az ellipszispily6n mozg6
mesters6ges holdat. Melyek lesznek viltozatlanok a
fenti mennyis6gek ktiziil, 6s melyek v6ltoznak meg?

ToYibbi feladatok

l6C-40 A Fiild €s a Hold k6z6ni riyols6g melyik pont-
j6ban lesz a gravit6ci6s er6k ered6je z6rus egy kism6-
retii testre.
16C-41 Bizonyos kett6scsillag rendszerben k6t csillag
kiirp6ly6n kering kdzds t6megk6z6ppontjuk ktir0l. A
csillagok gombalakfak, sfiriis6giik (p) azonos, sugaraik
R 6s 2rR. Ktiz6ppontjuk JR t6vols6gra van egym6st6l.
Hal'rozzukmeg a csillagok Zkeringdsi idej6tp,R 6s G
fiiggv6ny6ben.
l6C-42 H6rom, egyenk6nt M ti:megf csillag egy
egyenl6oldahi h6romsziig egy-egy csrics6ban van. Sik-
ban. ktiziis tdmegkiizeppontjuk kiiriil keringenek, k6l-
csiiniis gravit6ci6s vonz6s kdvetkezteben relativ tiivol-
s6gaikat 6ltand6 6rt6ken tartj6k. Fejezzi.ik ki ennek a
forg6mozg6snak a 7" peri6dusidej6t M, G 6s D fiiggv6-
ny6ben, ahol D a hriromsziig oldal6nak hossza.
l6C-43 A M, illetve 2M tdmegf csillag kiiztis tdmegkii-
z€ppontjuk kiiriil kiirp6ty6n kering. A kiiz6ppontjuk
t6vols6ga D. (a) Adjuk meg a tiimegkdz6ppont hely6t!
(b) Hat6rozzuk meg a titmegkiiz6ppont kiiriili kering6s
Zperi6dusidejet M, D, valamint a G univerz6lis gravit6-
ci6s 6lland6 fiiggv6ny6ben!
16C-44 Allit6lag egy a kereskedelemben kaphat6, hor-
dozhato gravimeter el6g 6rzdkeny ahhoz, hogy g 1 : I01I
ar6nyi v6ltoz6sait detekt6lni tudja. A Fdld fetszin6n
milyen magass6gv6ltoz6s jirr'a g ekkora megv6ltoz6s6-
val? Vegyiik a Fiild sugar6t 6 x106 m6temek. (Javaslat:
nezziik meg az E fiiggel6kben 1(l+r) k6zelit6 formu-
l6j6t az x << I esetre!)
16C-45 A Fdld lapults6ga miatt a Ftild kozeppontj6nak
a tdtvolsiga az egyenlit6t6l r" : 6,378 xl06 m, az lszaki
sarokt6l pedig ro: 6,357 x106 m. Az elt6r6s a ken6 k6-
zdtt: Ar = 22 x10' m. (a) Hatilrozzuk meg egy ,n tiimegii
testre hat6 gravittici6s er6 relativ megv6ttoz6s6t, ha a
testet az 6szaki sarokr6l az egyenlit6re viszik. (A relativ
viiltoz6st a LF/F arfunyal defini6ljuk, ahol AF az er6
viiltoz6sa, F az eredeti er6.) (b) Sz6mitsuk ki a relativ
megveltoziis numerikus drt€kdt.
l6C-46 A C univerziilis gravitiici6s rilland6 egyik pon-
tos geofizikai meghat6roz6sa a gravitici6s gyorsul6s
F6ld felszin6n m6rt 6s egy b6nyaakna m6ly6n m6rt 6rt6-
ke kiizdtti kiiliinbs6gen alapul. Vezessiink le formul6t
G-re a gravitiici6s gyorsukis Ag vdltozds 6nak, az afuta D
m6lys€g6nek 6s az akna menti p dtlagsiinisdgnek fiigg-



v6nydben. T6telezziik fel, hogy a Ftild siirfis6ge csuprin
a Fiild kdz6ppontj6t6l m€rt livols6gt6l fiigg.
16C47 A 16-21 6brin l6that6 kicsiny test €s v6kony
homog6n rud mindegyikdnek tiimege m. Mindkett6
ugyanazon egyenesen fekszik, ahogyan ez az 6br6n l6t-
hat6. A kicsiny test -L t6vols6gban van a 2, hossaisagi
rud vdg6t6l. Hatarozzuk meg azl a gravilici6s vonz6-
er6t, amellyel a rud a kicsiny testre hat! (Javaslat: te-
kintsiik a dm= (nmeg/hosszbs6g)dr elemi tiimeg 6ltal
kifejtett er6t, 6s ezt integr6ljuk, hogy a teljes er6t meg-
kapjuk.)

a
m

F_,____*lF_
o re
^ d ^

(b)

16-21 6hra.
A l6C-47 feladathoz.

16C-4E Egy g6mbszimmetrikus test silnisege r < R
eset6ben p = kr,6sr> R eset6n p = 0. (a) Hatrirozzuk
meg a test ttimeg6t. (b) Halfuozzuk meg a gravitiici6s
mez6t r fiiggv6ny€ben az R sugarir giimb6n beliil 6s
kivtil.
l6C-49 Egy v6kony, M tiimegii 6s R sugar0 gdmbh6j
rdgzitve van. A h6jon a 76-22 6bra szerintkis lyuk van.
A tyukon sug6r ir6nyban 6tfektetett egyenesen a h6jt6l
R t6vols6gbaa l6v6 kicsiny testet kezd6sebess6g n6lkiil
elengedjiik. A test ennek kiivetkezteben (csak) a gttmb-
hljtol szdrmaz6 gravitrici6s er6 hatisrlra mozog. Mennyi
id6 alatt teszi meg a test az utat a lyukt'l az atellenes
helyzetid A pontig?

16-22 hbra.
A 168-49 feladathoz.

16C-50 K6pzeljilnh el egy egyenesen a F6ld k6z6p-
pontj6ig fiirt lyukat! A lyukba kicsiny m tiimeg( testet
ejtiink. A Fdld forg6s6nak 6s a sfrl6d6s kiittinbtiz6 for-
rdsainak elhanyagot6s6val sz6mitsuk ki a test sebesseg6t
a Fiild kiiz6ppontj6ba 6rkez6s pillanatiban.
16C-51 Tekintsiik a Fitldet R sugaru, M tdmegii homo-
g6n giimbnek! Az al bbi esetekben mutassuk ki, hogy

az m tiil:�regii testre hat6 visszat6rit6 er6 ar6nyos az
egyensirlyi helyzett6l m6rt kit€r€ssel,6s hogy ez6rt a
mozghs egyszerij harmonikus rezg6mozg6s. Mutassuk
meg, hogy mindegyik esetben a harmonikus rczgfmoz-
g6s 7 peri6dusideje azonos. L6sd a 16-23 6britl (a) A
Ftildbe simafalir egyenes lyuk van firva az egyik 6tm6-
16 ment6n, 6s ebbe kicsiny m ttimegii testet ejtenek. (A
test ezt ktivet6en a Ftild egyik oldal6t6l a mrisikig egy-
szerii harmonikus rezgtmozg\st v6gez.) (b) A Fdldbe
simafahi egyenes lyukat frimak egy hrir ment6n (nem
6tm6r6 menten) a felszin Pr pontj6t6l a felszin egy iin-
k€nyesen v6lasztott m6sik P, pontjriig. A lyuk egyik
veg6n m tttmegf testet ejtenek be.

16-23 6bru.
A l6C-51 feladathoz.

16C-52 Tekintsiik a Fiildet M ttimegii, R sugar0 homo-
g6n giimbnek! Mutassuk ki, hogy az al6bbi h6rom eset
az el6z6 feladat 7 peri6dusidejdre vezet, ami azonos az
el6z6 feladatban meghatarozott id6tartammal. (a) A
fiildfelszinen meg16v6 t6rer6ss6g6 homog,ln gravitiici6s
mez6ben kis amplitrid6val leng6, a Ftild .R sugar6val
egyez6 / hosszris6gir (/ : R) fon6linga; (b) egy l6nyeg6-
ben vegtelen hosszir fon6linga (16-24 6bra), amelynek
ingateste a fiildfelszini val6s6gos (teh6t l/f -tel aft-
nyos) gravit6ci6s t6rben kis amplifiid6val leng; 6s (c)
egy a Fiildet majdnem sirrol6 kiirp6lyrin kering6 mester-
seges hold, (feltetelezve, hogy a p6lya sugara a Fiild
sugariival egyenl6).

Az ingatest
egyenes vonalon

gravitici6s mez6
enyhen sz6ttart6.

l--r-l-zt
@==-l

m
(a)

i A t6nylegesmozog, mert a
fonal hossza

vegtelen.

'-)t
16-24 f.}�ra.
A 16C-52 feladathoz.

16C-53 Egy test surl6d.is n6lkiil eglenes p6ly6ol. mozog
(azaz a p6lya nem kiiveti a Fdld g6rbiiletet). Ha a p6lya
vizszintes, akkor a test a p6lya ment6n ide-oda csriszik.
HatArozntk meg kis amplitud6jf rezg6s6nek peri6dus-
idei6t.
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16C-54 Homog6n anyagb6l k6szitett gdmb k6zep6ben
giimbalak0 lyuk van (16-25 6bra). A gdmbh6j tttmege
M, bels6 6s kiils6 sugara a, ill. 6. Tekintsiik a giimbh6j

6llal az m tiimegpontra gyakorolt F(r) er6t, ha a ttimeg-
pontnak a kdz6ppontt6l m6rt r tiivols6ga v6ltozik (0 < r
< -). (a) V6zoljuk fel az F(r) er6t r fiiggv6ny6ben, 6s
jeltiljiik be az r = 0, a 6s b pontokban (az adott param6-

terekkel 6s G -vet kifejezett) egzakr efiekeket! Az 4 < r
< b tartomiinyban jelezz0k, hogy a diagram vajon line6-
ris, konk6v, vagy konvex! (b) K6szitsiink hasonl6 diag-
ramot az U(r) gravitici6s potenci6lis energi6ra r fiigg-
v6ny6ben, ahol U(-) = 0!

A gdmbh6j
tiimege M.

16-25 6bra.
A 16C-54 feladathoz.

16C-55 K6pzeljiik et, hogy a Ftild (t6mege M, sugara R)

koz6ppontjriig keskeny lyukat ftirtak rigy, hogy az m
tomegpont radiiilisan mozoghat a Ftild belsejeben. Ad-

juk meg a ttimegpont U(r) potenci6lis erLeryl|ji;t
(r < n esefe) mint r fiiggv6ny6t! (Javaslat: minthogy a

Fiild felszin6n U(R) = -GMm / R , induljunk ki ebb6l,

felhaszn6lva a LU =-lF.dr iisszefiigg6st. Azu6n

sz6mitsuk ki a Fdldnek azl az r ponthoz la,rtoz6 reszto-
meg6t, ami az m l|megpontra er6t gyakorol.)

f6C-56 A Fitld forg6s6t 6s m6s bolyg6k jelenletet nem
tekintve sz6mitsuk ki a Cape Canaveralb6l inditott ra-
k€ta (Fiildre vonatkoztatott) sziik6si sebesseg€t, ami
el6g ahho2, hogy a rak6ta elhagyja a Naprendszert!
(Megjegyz6s: mind a Fdldet, mind a Napot vegyiik
szrimitisba.) Elfogadhat6-e a tiibbi bolyg6ra vonatkoz6
felt6telez6stnk? Igazoljuk v6laszunkat!
l6C-57 Egy R sugani, 6s eredetileg M tdmegii tiimtir
homog€n giimbbe 6tm6r6je ment6n hengeres furatot
k6szitettek. A kifrirt anyag ttimege z. A henger tengelye
ment6n, a giimb k6z6ppontjit6l 2R tiivols6gra kicsiny m
tiimegii test van elhelyezve. Hat'tozzuk meg a testre
hat6 gravitiici6s er6t! (Javaslat: a lyukffrds l6nyeg6ben
kivonja a kifirrt (hi6nyz6) anyagtol sz6rmaz6 er6t; 15sd a
l6-47 feladatot.)
16C-58 Egy ember a Ftild felszin6n guggol6 helyzetb6l
felugorva tiimegkdz€ppontj6t I magass6gra tudja emel-
ni. Sz6mitsuk ki annak a legnagyobb (a Fiild 6tlagsiidi-
s6g6vel azonos s(riis6gii) kis bolyg6nak a sugaret,
amclyr6l ez az ember ugyanilyen sebess6ggel felugowa
elsz6khelne , azaz elhagyn6 annak vonziisktirdt.
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XIV. Fejezet

l4{-l 2,2 m/s2 felferc
l4A-3 5 m/s,
r4B-5 gl2
148-7 tt,7 m/s,
r4B-9 a) 20,6" b) l8 N

r4B-11 5 ,5  N
l4.{-13 8,54 fordulat per perc
r4A-15 s0,4
l4B-17 d€lre 60o a vizszintes alatr

148-rs ^[s / R

148-21 a) a sugririr6nyban befel€ mutat6 srirl6d6si
e r 6 l = 4 , 0 0 x 1 0 r N

b) a sirrl6drisi er6 6s az/", = 4,00 x l0 i N
centrifugiilis er6
c) A korong rendszer6ben az a)-ban 6s b)_ben
adoft erii plusz az fc". = 8,00 x l0 a N Co olis
er6, a bog6r halad6si ir6ny6t6l jobbra, vala_
mlnt egy ugyanakkora tangencirilis, balfel6
mutat6 srirl6d6si cr6 komponcns

.l i= 8,00 x l0r N

d) inerciarendszerben: csak a k6t srlrl6diisi
erd dsszetev6 hat; /; : 4,00 x I 0-r N sug6r

ir6nyban befele 6s /, : 8,00 x l0r N
6rint6iriinyban a bogdrtol balra.

l4C-23 5 N/m
l4C-25 a) 3,17 m
l4C-27 gtg 20
14C-29 F/(M + 2n/7)
l4C-31 A vrilasz adott.
l4C-33 7,5 N balra
l4C-35 a) 20 N sugrir irrinyban kifeld

b) 80 N sug6r ir6nyban kileld
c) 180 N sug6r irdnyban befel6

14C-37 a) nu a b)n dn befele
l4C-39 A vdlasz adort.
l4C-41 a) 4m(Dv b) nyugat fel6

XV. Fejezet
l5AJ a) 0,020 m b) 0,942 m/s a ktizdppontban

c) 17,8 rn/s, a sz6ls6 helyzetekben
r5B-3 0,0356 m
lsB-s 4n:fA/g
l5B-7 a)  0,910 s I

15.{-9 a) 0,50 s b)

b) 0,588 N
N

128 -- c) 1,5 m/s
m

e) 9 J f.) 0,75 m/s

r5B-15 a) 0,0280 J b) 1,03 m/s c) 0,0158 J
d)  0,0123 J

lsB-17 a) 0,10 m b) 0,0654 m c) 0,262 s
d)  0,0160 J e)  0,0160 j

l5A-19 a) 0,136 Hz b) 7,37 s
l5B-21 A v6lasz adott.
l5A-23 19,9 s
r58-25 1,58 s
r5B-27 0,790 Hz
l5B-29 a) 3,559 Hz b) 3,554 Hz; 1,38 s
l5A-31 1,104 cml
15.{-33 952 N/m,
r5B-35 Ay/L

l5C-37 a) 3i, t,sk q \tz.t
l5C-39 4mg/t
l5C-41 A yiilasz adott.
l5C-43 A viilasz adott.
l5C-45 A vdlasz adott.
15C-47 nbA,a
l5C-49 a)  0,149 m b)  132.
lsc-sl b) b,/2)(M/D,

XVI. Fejezet

1 6 , { - l  a )  3 , 3 2  x  t 0 r N  b ) 5 , 9 2 x  t 0  r N
16,{-3 g/9
r6,{-5 35,0 N
l6.{-7 30,3 km/s
l6A-9 2,41

168-11 4ltr/Gm,3,00 x l0 re sr/m3
l68-13 a) 84,4 perc b) 7,90 km/s

I  ) t
| 68_15 j:: Cz zRrp'

168-17 8,71x t07 m
168-19 1,62 x 1027 kg
168-21 1,91Gm/P az 6tm6r6 ment6n ellcnt6tes sarok fol6
l6A-23 A v6lasz adott.
168-25 a)  1 ,32  x  t0 r ,  m/s2  b)  9 ,21  x  l0 r r  N

a)  7 ,70  x  I0  t l  I

d) 18,9 m/s,
g) 9,45 m/s,

l5A-11 a)  1,19 Hz
l5B-13 a)  8,17 cm

b) 0,210 s c) 0,784 N lefel6
b)  1,42 s I

t6B-27

t6A-29 2380 m/s
16A-31 4R/3
168-33 3cmr/l

l6B-3s vE&aln/r)
l6B-37 A vdlasz adott.
168-39 A viilasz adott.

t6c-41 .tE2sft / 3cp

l6c-43 b) z"^[ol zcu
r6c-45 b) 6,54 x t0 3

l6C-47 GT2BL,

16C-4e 2^l { rcu-
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18A-29
18B-31
188-33
18A-35
lEB-37
18A-39
188-41
18C-43
18C-45
t8c-47

18C-49
l8c-51
l8c-53
tEc-55
l8c-57
l8c-59

rcc-st r =zo^[F tcu =84,5 perc
16C-53 1,41 6ra

c M - l  r -  r ) l
1 6 c - s s  

- . - ' 1 3 - l - - I  
I

2 R  L  \ n /  l

ftc-sj 9![Y-!]
R '  \  4  3  )

XVII. Fejezet

178-1 90,0yo
17B-3 A vilasz adott.
17A-5 250 N
l7A-7 20 cm
178-9 a) 5000 kg/m3 b) 667 kg/m3

l7B-ll a) 2704k9/mr b) 59,8 N
l78-13 0,89 kgldmr
17B-15 4,00 mg
17B-17 AV/V :0,0830

17 A-19 l,'7'l x 10 I mr/s
17 A-21 40 cm/s
118-23 3,7 x 1 04 N/m'�
l7B-25 4,49 atm
178-27 pAtl
l7B-29 a) 7,67 m/s b) 2,80 mm
178-31 A viilasz adott.
17C-33 al/g
17C-35 0,933

r7c-37 (r-\tJ'

17c-3s (t-1/Jt
17C-41 A v6lasz adott.

fic-a3 7=zr,[;/pAs
l7C-45 A v6lasz adott.
l7C-47 27 ,3 cmr /s
t7c-49 H/2

XVIII. Fejezet

18A-l a) 2,27 x 10-3 s b) 0,782 m

184.-3 A viilasz adott.
184-5 8,33 cm

1 8 8 - 7  A = 7 x  l 0 r  m ,  t =  3 , 1 4  m  r ,  r o : 6 , 2 8  x  l 0  r  s  I

18B-9 a) 1,27 Pa b) 170 Hz c) 2,00 m

d) 340 m/s
l8B-11 18 ,56  m
188-13 860 m

l8A-15 2,94 x l0-r6 J/cml

IEB-17 1 ,13  pW
188-19 A viilasz adott.
188-21 a) 565 Hz b) m6lyii l6 hang
r 8A-23 2,07 N
I  EA-25 a)  515 Hz b)  4 ,13  cm
rtA-27 a) 0,773 m b) 1,55 m c) 330 Hz d) 220 Hz

8'7 0 Hz, 2610 Hz
a) 34,8 m/s b) 0,977 m
800 Hz
19,9 m/s
a)  1091 Hz b)  1 l00Hz c)  1000Hz
28,4'
5,64 Hz
A velasz adott.
3 ,14 m/s,9,87 x 103 m/s2
K= 2,4'7 x 10" N/m'
G : 1 , 2 5 x 1 0 r r N / m ' �
b ) v = R c o
a) +6,99 dB b) 2,24
p - 4.00 ' l0 I kgr6. 2.50 cm hosszu
72,6 m/s2
60,0 Hz
0,335 cm

XIX. Fejezet

l9{-l 7,2 mm-t hozz6 kell adni
l 9 A - 3  3 x  1 0 5 / " c
198-5 2,17 x 105 N
t9B-7 0,'�12 |
r9A-9 6,44 kJ

19A-ll 0,463 kJ/kg "C

19,4-13 0,431 joule/ g."C
19A-15 0,122 kg
198-17 0,126 kJ/kg."C
l9B-19 87,5
19B-21 A vdlasz adott.
l9A-23 557 I/s
l9A-25 1,38 x l0 '  J
r9B-27 a) 290 g b) 42,9 g
198-29 a) 8,44kW b) 162 dolli,r
19A-31 5,00 Wm'� "C

l9B-33 2,84 J/s
l9A-3s a)  61,1 kW h b)  $3,67
19C-37 A valasz adott.
19C-39 a) 13,9 cm b) 2,6 x l0-5 (C") I

19C-41 8,0039 cm
T,k,Lx"  + T,  k .  Lr ,

19C-43 a) --:-:-------:------
k ) b ( t + k t l x ,

l9C-45 A v6lasz adott.
19C-47 3,52 x 10as=9,78h
19C-49 A vdlasz adott.
19C-51 A vdlasz adott.

XX. Fejezet
204-1 48,5 I
20A-3 a) 4,48 m3 b) 5,60 kg
20A-5 0,046 m3
20A-7 12,0 |
204-9 1,98 x 105 Pa


