Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2014. mércius 20.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot ér§ megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
l6d6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepl ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazésa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybél a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphato. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatoban leirttol eltérd jo megoldas ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy 59 csicsi egyszert grafban barmely két csics fokszamdsszege 60-nal nagyobb paros szam.
Igaz-e, hogy a grafban biztosan van Euler-korséta?
* * * * *

Elgszér megmutatjuk, hogy a grafban minden fokszam péaros. Ha ugyanis lenne paratlan foka cstcs,
akkor a fokszamosszegek paritasara vonatkozé feltétel miatt az Osszes tobbi fokszam is paratlan

lenne, (2 pont)
ez viszont lehetetlen, hiszen a grafnak 59 cstcsa van, s igy az Osszes csics fokszamosszege (ami a
graf élszamanak kétszerese) paratlan lenne. (3 pont)
A grafra teljesiilnek az Ore-tétel feltételei: egyszert (1 pont)
és barmely két nem szomszédos csics fokosszege (s6t, barmely két csics fokosszege) legalabb a
csiucsok szama (s6t, legalabb eggyel t6bb is), (1 pont)
igy az Ore-tétel szerint létezik Hamilton-kore, (1 pont)
tehat a graf osszefiiggs. (1 pont)
A tanultak szerint ha egy Osszefiiggd grafban minden csics foka paros, akkor 1étezik Euler-korsétaja,
a valasz a feladat kérdésére tehat igenld. (1 pont)

2. Egy szabalyos tizszognek behuzzuk az Gsszes legrovidebb atlojat. Hatérozzuk meg a kapott (10
csticst, 20 éli) graf klikkszamat és kromatikus szamat.
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Haromszoget konnyd mutatni a grafban, a klikkszam tehat legalabb 3. (1 pont)
Tegyiik fel, hogy létezik 4 cstcsa klikk is, legyen ennek egyik csicsa C. A klikk t&bbi csicsanak
C grafbeli szomszédai kozt kell lennie, amik a tizszogoén vett két szomszéd és két masodszom-
széd. (1 pont)
Az ezen cstcsok altal meghatarozott feszitett részgraf azonban egy 3 élbél 4l6 t, ami nem tartalmaz
haromszoget, igy semelyik harom sem lehet koziiliik benne a feltételezett 4 cstucsu klikkben, ami



ellentmondaés. (1 pont)

A graf klikkszama tehat pontosan 3. (1 pont)
A graf kromatikus szdma 4, ennek igazolasdra mutatni kell egy jo 4-szinezést és be kell latni, hogy
3 szin nem elég. (1 pont)
Jo 4-szinezés: (1 pont)
A tizsz6gon vett barmely 3 egymés utani csics 3 kiilonb6z6 szint kell kapjon, (1 pont)

igy ha meg tudnank szinezni a grafot 3 szinnel, akkor a (tizszogon) harmadszomszédos csticsok
azonos szintek kéne, hogy legyenek, azaz azonos szint lenne az 1.,4.,7. cstcs, a 2.,5.,8. cstcs, illetve

a 3.,6.,9. csucs. (2 pont)
Ekkor azonban a 10. csics a 3 szin egyikével sem szinezhetd, tehat 3 szin nem elég a graf szinezésé-
hez. (1 pont)

Megjegyzés: a kromatikus szamra vonatkozod alsd becslés persze az @ = 3 belatasan keresztiil is
egyszer(i, de mivel a xy > = egyenlGtlenség az el6addson nem szerepelt, aki hasznélja, annak persze
igazolnia is kell.

3. Legyen G 99 csiicst egyszert graf, melyben minden cstics fokszdma k > 0. Bizonyitsuk be, hogy
G élkromatikus szama paratlan.

Természetesen x.(G) > k. (1 pont
Mivel a graf egyszert, alkalmazhatjuk Vizing tételét, (1 pont
azaz X.(G) < A(G)+1=k+1. (1 pont

)
)
)
Barmely grafban az 0sszes fokszamot Osszeadva az élek szaméanak kétszeresét, vagyis paros szamot
kapunk, (1 pont)
azaz 99k paros és igy k is az. ( )
Igy azt kéne belatnunk, hogy az élkromatikus szam nem k, hanem k + 1. (1 pont)
Ha x.(G) = k lenne, akkor minden csiicshoz csatlakozna minden szinosztalybol él, ( )
hiszen minden csticshoz k él csatlakozik és ezek kozt nem lehet két azonos szind. (

Az egy adott szinhez (mondjuk az 1-eshez, ha egyaltalan van nem iires szinosztaly, ami k > 0-bol
kovetkezik — e megallapitas hidnyaért ne vonjunk le pontot) tartozo élek altal alkotott részgrafban
ekkor minden pont foka pontosan egy lenne (vagyis az élek teljes péarositast alkotnanak), ami
lehetetlen, mert a részgrafban a fokosszeg 99 lenne (avagy paratlan csticsi grafban nincs teljes
parositas). (1 pont)

4. Egy adott intervallumrendszerhez tartozo intervallumgraf kromatikus szama 10. Mutassuk meg,
hogy ha az intervallumrendszerbdl toérliink néhany olyan intervallumot, melyek kozt semelyik ha-
romnak nincs kozos pontja, akkor a visszamaradé intervallumrendszerhez tartozo intervallumgraf
kromatikus szama legalabb 8.

* * * * *
Tegyiik fel indirekten, hogy a kromatikus szam legfeljebb 7 és probéljuk az eredeti grafot a maradék
graf egy 7-szinezésének segitségével megszinezni. (2 pont)
Ha ezt meg tudjuk tenni gy, hogy a torolt intervallumoknak megfelel§ csiicsoknak elég két szin,
melyek az els6 7-t6l kiilonbdznek, akkor ellentmondasra fogunk jutni, hiszen ekkor elég lenne 9 szin

az eredeti graf szinezéséhez. (3 pont)
A torolt intervallumokhoz tartozé intervallumgraf a feltétel szerint nem tartalmaz haromszoget, a
klikkszama tehat legfeljebb 2. (2 pont)

Mivel az el6adason tanultak szerint az intervallumgrafok kromatikus szama és klikkszama azonos,



a torolt intervallumoknak megfelel§ csicsok szinezéséhez valoban elegendd két szin. (3 pont)

5. Egy paros graf két pontosztalya {ai, as, ..., as} és {b1, b, ..., bs}. Az a; és b; csticsok kdzt pontosan
akkor van él, ha az alabbi tablézat i. soranak 7. eleme 1. Dontsiik el, hogy van-e G-ben teljes parositas.
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A matrixbol lathato, hogy az aq, a4, as, a; csticsok minden szomszédja a bs, bs, by csticsok koziil keriil

ki, azaz N({a1, a4, as,a7}) C {bs, bs, b7} (valojaban az egyenlGség is teljesiil, persze). (5 pont)
Igy nem létezhet a grafban az dsszes a;-t fedd parositas, hiszen a felsorolt 4 cstcs mindegyike nem
kaphat part a 3 rendelkezésre allo lehetGséghdl. (4 pont)
Ezek szerint teljes parositas sem létezik a grafban. (1 pont)

6. Egy G graf csticsai legyenek a 100-nal nem nagyobb pozitiv egészek. Két kiilonb6z6 csiics pontosan
akkor szomszédos G-ben, ha a hozzajuk tartozé szamok szorzata oszthatd 4-gyel vagy 9-cel (vagy
mindkettével). Hatarozzuk meg a(G)-t (a fiiggetlen pontok maximélis szaméat) és o(G)-t (a lefogod
élek minimélis szamat).

* * * * *

Erdemes elGszor a graf szerkezetét megallapitani. Jeloljiik az 1 és 100 kozti paros, 3-mal oszthato,
4-gyel oszthatd, 9-cel oszthaté szdmok halmazéit rendre P-vel, H-val, N-nel, K-val, a tobbi 1 és
100 kozti szam halmazat (vagyis a paratlan, hairommal nem oszthaté szamokat) pedig M-mel. P és
H (50, illetve 33 elemi) klikket alkotnak (melyeknek 16 kozos eleme van). E két klikken beliil az
N-beli és a K-beli csticsok a graf minden cstcsaval Gssze vannak kétve (6nmagukat leszamitva), M

elemei pedig (csak) az N-beli és a K-beli csicsokkal vannak Gsszekotve. (2 pont)
P-bél és H-bol nyilvan legfeljebb egy-egy cstics keriilhet be fiiggetlen ponthalmazba, (1 pont)
M elemei viszont mind bekeriilhetnek (ha P-bdl és H-bol N-en, illetve K-n kiviili cstcsot valasz-
tunk), (2 pont)

igy a maximalis fiiggetlen ponthalmaz mérete |M|+ 2 = 100 — (50 + 33 — 16) + 2 =35. (1 pont)
A minimalis lefogd élhalmazhoz célszerdi minél nagyobb parositést taldlnunk. A 33 M-beli pontot
csak N és K elemeivel tudjuk parositani, ezért érdemes megszamolni, hogy ezek hédnyan vannak:
|IN| = 25, |K| = 11, a két halmaz metszetében (36-tal oszthato szamok) pedig két elem van, vagyis

INUK| = 34. (1 pont)
Igy a 33 M-beli pontot mind 6ssze tudjuk parositani N és K elemeivel, (2 pont)
a maradék csucsokon pedig az eddig latottak alapjan nyilvan lesz teljes péarositds, vagyis
a grafnak maganak is van teljes parositasa, azaz v(G) = 50. Innen Gallai tétele alapjan
o(G) =100 — v(G) = 50. (1 pont)



