A1l gyakorlat, 2005-2006/1., 3. hét

2005.09.27./29.

Hatarértékszamolas

A kovetkezd feladatokban szamitsd ki a sorozatok hatarértékeit!

1. Racionalis tortfiiggvények
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Az elsé példdban keresd meg az € = 1072-hez tartozé N kiiszobindexet!

2. Gyokos kifejezések, gyoktelenités
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3. n-edik gyokok
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4. Exponencidlis kifejezések

()"

Y Ty

5. Kifejezések faktorialissal
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6. Logaritmusos kifejezések (az alap tetszéleges 1-nél nagyobb szdm)
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Tovabbi gyakorld példak
(némelyik szerepelhetett (vagy lesz) eléaddson, némelyik pedig kifejezetten nehezebb)

. Az e szamhoz tartozd sorozatok ismeretében igazold, hogy
a) ()" <n! <e(ZEH)! neN b) n! <n(2)", ne€N!

. A szamtani és mértani kozép kozti egyenlétlenséggel bizonyitsd be, hogy

a) (1+34)" < (14 =7)""! b) (1— 1)< (1— )+t
o) (L+3)"" > 1+ =Z7)" d) (1+1)" <4
e) (1-1)" <3 ) I+ =0+ <5

. Igazold, hogy n € N,n > 2 esetén (14 )" < 30 .

. A definici6 alapjan mutasd meg, hogy az aldabbi sorozatok konvergensek, valamint hatarozd
meg az ¢ € R, hibakorlathoz tartozé legkisebb N € N kiiszobindexet!

a) (5z) b) (*7%) o) (=1)"3)

. Bizonyitsd be, hogy

a) lim =0 b) limn! = co

¢) limn™ = oo d) lim ¢/n =1

e)lim¢" =00, hage R, g>1 f)lim¢g"=0,hageR, |q¢g|<1
g) (¢") divergens, ha ¢ < —1 h) limn® = oo, ha a € R,

i) imn® =0, haa € R_ j)lim /a =1, haa € Ry
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k) hmwzyzll = Tt10 kEN

. Miap(x):= Zle a;xt ar,...,a €R, a, #0, k € N polinom hatarértéke a végtelenben?

. Legyenek p(z) := Zle a;xt, q(z) =30, bix', polinomok, a;, b; € R, agby, # 0, k,m € NI Mi
a %’ un. raciondlis tortfiiggvény hatarértéke a végtelenben?

. Szdmold ki a kovetkezd hatartértékeket!

) lim(1 = 55)" b) lim(1 + 1) ¢) lim 7 374, v/(2k — 1)2k
d) lim "%/2n +3 ¢) lim Yosinn! |

. Bs ezeket is!

a) limvn+1—+/n b) lim v/n3 + n2 — V/n3 — n?
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. LegyenceR,, c#1, a € R, a > 1, k € N! Bizonyitsd be, hogy

a) lim %" = 0 b) lim 2 = 0 ¢) lim 2 =0 d) lim 2 = 0



11. Még mindig a hatarérték a kérdés.
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12. (Kozépsorozatok.)

(a)

Adott (a,) sorozat esetén az
1 n
Sp 1= - kg_l ag, ne€N

sorozatot az eredeti sorozat szamtanikozép-sorozatanak nevezziik. Bizonyitsuk be, hogy
ha az (a,) sorozatnak létezik hatarértéke, akkor az (s, ) sorozatnak is létezik hatérértéke,
valamint lim(a,) = lim(s,)!

Adott (a,) pozitiv tagu sorozat esetén a
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sorozatot az eredeti sorozat harmonikuskozép-sorozatanak nevezziik. Bizonyitsuk be, hogy
ha az (a,) sorozatnak létezik hatarértéke, akkor a (h,) sorozatnak is létezik hatérértéke,
valamint lim(a,) = lim(h,)!

Adott (a,) pozitiv tagi sorozat esetén a

n
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sorozatot az eredeti sorozat mértanikozép-sorozatanak nevezziik. Bizonyitsuk be, hogy
ha az (a,) sorozatnak létezik hatérértéke, akkor a (g,) sorozatnak is létezik hatérértéke,
valamint lim(a,) = lim(g,)!
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13. Bizonyitsuk be, hogy v €

14. Legyen (a,) pozitiv tagi sorozat és ¢ € Ry. Bizonyitsuk be, hogy ha lim
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= q, akkor

lim /a, = q



