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1999. december 22. vizsga:
kiskérdések:

1. X egy A\ paraméterii exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozo, ¢ egy pozitiv szam.
Adja meg az 'Y = max(X, ¢) valdszintiségi valtozo varhato értékét.
fx(®)=Xe™ ¢>068Y =max(X,c):

Cc o0

— 07X<C _ —At —At
Y_{X,X>C}:>E(Y)_C//\e dt+/t)\e dt
0

C

2. Adja meg az F(t) eloszlastiiggvénnyel adott X valdészintiségi valtozé c-t6l hatralevd
élettartamanak eloszlasat.
Definialjuk az X valdszinliségi valtozd c-tol hatralevd élettartamanak eloszldsat ugy,
hogy bevezetjitk : X = (X —c| X >¢)!
Keresett tehat az Fx(t) eloszldstiiggvény:

S Pr(X —c<t, X >c¢)
Fix(t)=Pr( X <t)=Pr(X —c<t| X >c¢)= =
£l1) = PrX <1) = Pr(X —e <t | X > = =g s

Pric< X <t+c¢) F(t+c)—F(c)

Pr(X >c¢) B 1— F(c)

Exponencidlis eloszlasfiiggvény esetén:

Ft+c)—F(c) (1—e M) (1 —e ) e e g Althe) | o
oy _= _= — e
1—F(c) 1—(1—e) e=Ae

a hatralevo élettartam eloszlasfliggvénye jol lathatéan nem fiigg c-t6l, mint tudjuk
orokifju.

3. Miért nem vizsgdlhaté kézvetleniil folytonos idejii Markov ldnccal az M /G /1 rendszer?
E rendszernek milyen jellemzdje vizsgalhato Markov lanccal? Miért?
Az M/G/1 rendszerben egy igény kiszolgdlasa alatt a folyamat jovGje — a rendszerben
levé igények szama — fiigg attdél, hogy midta van kiszolgalds alatt az igény, ezért nem
irhat6 fel ra Markov lanc.
Csak a tavozasi pillanatokba bedgyazott Markov lanc teljesiti az emlékezetmentesség
feltételét, ezekben a pillanatokban a héatralevé kiszolgaldsi id6 nem fiigg az addig eltelt
id6tol (vo. orokifjusag kovetelménye).

4. Milyen mddszerrel hatdrozhaté meg (egyszeriien) a diszkrét idejii sziiletési halalozdsi
Markov lancok egyensulyi eloszlasa? Adja meg az egyensilyi eloszlast véges es végtelen
allapottér esetén, ha az 1 allapotban a “sziiletés” valdszintisége p;, a “halalozasé” pedig
4q;-

Felirjuk az allapotba be- illetve kiaraml6 valdszintiségeket, ezeknek a valdsziniiség-
aramlasra vonatkozo feltétel miatt egyensilyi allapotban meg kell egyezniiik. Ha tehat
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az 1.-dik allapotban p; valészintiséggel 1ép elore, ill. ¢; valdszintiséggel vissza és a; az

allapot valdszintisége, akkor: a;p; = a;11¢;11, ebbdl a; 11 = q?’il a; ¢és ismert, hogy
1
— bo
a; = p agp-.

Kihasznalva, hogy . a; = 1:

00 oo 1—1

ZZGQ+ZH&CL0:1:>&0: 0012.71

— — i1 )
i=0 i=1 j=0 1+ ZH Dj
i=1 j=o i+l

Ezutan mar csak kiilonbséget kell tenniink véges és végtelen allapottér kozott:

véges (N) éllapottérre

végtelen dllapottérre

5. Adja meg az M /M /oo rendszer hatdreloszlasat! Mi a stabilitds feltétele?
Az M/M/oo rendszer hatéreloszlasat és stabilitasanak feltételét az el6z6 példaval
anal6g modon szamoljuk ki. Itt az elérelépés intenzitdsa mindig A\, mig a visszalépésé

allapotfiiggd, ip. Igy: p; = %pi_l bs p = ﬁpo-

pi:H%pozpo <é>% és iz;pizl

k=1 H

Az allapotok valdszintisége — egyensilyi eloszlasnal — megfelel egy ﬁ paraméteri Poisson
eloszlasnak:

A stabilitas feltétele pedig p > 0.
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1. feladat

Egy kétkiszolgalds diszkrét sorbandllasi rendszerbe a rendszer allapotatdl és a kordbbi
idokozoktol fiiggetleniil egy idGegységben p valdszintiséggel érkezik egy igény és 1 — p
valészintiséggel egy sem. Az igények kiszolgdlasa az érkezést koveté idorésben kezdddik.
Egy megkezdett kiszolgalas egy adott idorésben — a korabbi idérésektol figgetlenil — r
valoszintiséggel befejezodik, vagy 1 — r valdszintiséggel a kovetkezd idérésben tovabb foly-
tatodik.

(a) Rajzolja fel a fenti rendszer éllapotgrafjat és adja meg az egyensilyi eloszldst, ha a
rendszerben nincs puffer!

(b) Adja meg az igényvesztés valdszintiségét, ha nincs puffer!
(c) Adja meg a rendszer kihasznéltsdgét, ha végtelen a puffer és stabil a rendszer!

(d) Adjon fels6 korlatot p értékére, ha r ismert!

Keresett a rendszer allapotgréfja és az egyensiilyi eloszlds, ha a rendszerben nincs puffer!

A rendszerben két kiszolgalé van puffer nélkiil, valamint az igény kiszolgaldsa csak az
érkezést kovetd idorésben kezdodhet. Azt az dllapotot, amikor két igény van a rendszerben
és nem fejezodik be egy igény kiszolgdlasa sem, de egy 1j igény érkezik, gy tekintjiik, hogy
az érkezo igényt a rendszer kénytelen eldobni.

Nézziik meg, hogy mik a lehetséges esetek az egyes allapotokban!

(A 0.-dik allapot trivialis, ezért azt nem részletezem.)

érk. | tav. | valodsziniiség | kov. all.
0] 0 [d-p@a-—r) 1
1. allapot: 0 1 (1—p)r 0
1 0 p(1—r) 2
1 1 pr 1
érk. | tav. valoszintiiség kov. all.

0] 0 0-pa—r)? 2

0] 1 [@-pQa-r)2r 1

2. allapot: 0 2 (1—p)r? 0

1 0 p(1—r)? 2

1 1 p(l—r)2r 1

1 2 pr 0

Az allapotgrafot a tdblazatok alapjan mar konnyedén felvehetjiik:

Az egyensiilyi eloszlast pedig a kovetkezo egyenletekbdl szamoljuk:

pag=7(1—p)a +r?ay

p(1—p)a; =712 —1)ay

a; = 1
1=0
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Végeredményként a kivetkezd mér elfogadhaté (egyszertisités az olvaséra bizva):

" <%(1 o 17;87:2) B(l P T(zl__:) * 7“(12__Tr) i 1} )

r(l—r) 1—rv +1}_1

al:[z_o(l_p)+ 2—r +7“(2—7“)
o r(2-r) T r(1—r) 1—r -
=) [p“ AR ﬂ(z—ﬂ“]

Keresett az igényvesztés valdszinlisége, ha nincs puffer!

Puffer nélkiili esetben igényvesztés csakis a 2. allapotban 1ép fel és valdszinlisége egy idd-
résben megegyezik az igény érkezésének valdszintiségével. Az elvesz6 igények részaranya,
azaz az igényvesztés valdszintisége azonban:

azp
- = a/2

p
Keresett a rendszer kihasznaltsaga, ha végtelen a puffer és stabil a rendszer!
Egykiszolgalés rendszerben a kihasznaltsdg definicié szerint egyenlé az érkez6 igények
varhaté értékének és a varhato kiszolgaldsi idének a szorzataval. Tobbkiszolgalds esetben
annyiban médosul, hogy leosztunk a kiszolgdlok szamaval. (Figyelem! Ezt még a feladatok

soran sokszor ki fogjuk hasznalni!) Tehat:

U:

Q:E

Keresett p értékének felsé korldtja, ha r ismert!
Stabil rendszerben a kihasznéltsag kisebb mint 1! Ha o < 1, akkor:

p < 2r

2. feladat

Egy 3 kapacitasu kiszolgalé csatornaba kétféle igény érkezhet. Az elso igénytipus A;
paraméteri Poisson folyamat szerint, egy kiszolgaldsi csatornat és p; paraméteri expo-
nencialis eloszlasu kiszolgalasi idot igényelve, mig a masodik Ay paraméterii Poisson folya-
mat szerint érkezik, két csatornat hasznal po paraméterii exponencidlis eloszlasu kiszolgéalasi
idével.
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(a) Adja meg a rendszer viselkedését leir6 Markov lancot és az dtmeneti intenzitds matrixot,
ha nincs puffer!

(b) Adja meg az datlagos csatornakihasznaltsagot és az igényvesztés valdszintliségét
(feltételezve, hogy ismert az egyes dllapotok val6sziniisége.

(c) Hogyan valtozna a rendszer viselkedését leiré Markov lanc, ha csak kett6 kiszolgdld
csatorna lenne, de lenne még egy puffer is, amelyben az igények a kiszolgaldsi igényiiktol
fiiggetleniil csak egy helyet igényelnének? Hogyan lenne ekkor felirhaté az igényvesztés
valdszintlisége?

Keresett a rendszer viselkedését leiré Markov lanc és az atmeneti intenzitds matrix, ha nincs
puffer!

Két kiilonbozo fajtaju igényt kell kezelniink, ezért érdemes kétdimenziés Markov lancban
gondolkodni, mely kévetkezéképpen néz ki:

A1 A1 A1
\_/ \_/
1 2p1 3p1
12 A2 K2 A2
A1
\_/
5

Az intenzitds matrix:

[— (A1 + \2) A1 0 0 Ag 0
J531 —(M+ A+ ) Al 0 0 Ao
o 0 2”1 —()\1 + 2/11) /\1 0 0
g N 0 0 3#1 —3M1 0 0
4o 0 0 0 — (A + p2) A

| 0 Heo 0 0 M1 — (1 + pi2) |

Keresett az atlagos csatornakihaszndltsdg és az igényvesztés val6sziniisége (feltételezve, hogy
ismert az egyes allapotok valdsziniisége.)

Lattunk az eléz6 példaban a kihasznaltsagra egy képletet, ismert azonban egy masik is:
0 = >, 0ipi, ahol p; az i.-dik dllapot val6szintisége, innen mar csak egy lépés:

1

2
0= §p1,0 + 3 <p2,0 + p0,1> + P30+ P

Igényt harom éllapotban fogunk vesziteni, ezek koziil kettében (ps ¢, p;,1) mindent, egyikben
(p2,0) pedig csak mésodik tipusu igényt:
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M+ N

Do D2,0 + P30t P11

Keresett a mddositott a rendszer viselkedését leiré Markov lanc és az igényvesztés valdsziniisége!
Két kiszolgalé csatorna és egy puffer van a rendszerben. A pufferbe barmilyen igény
eltarolasra keriil — tipustdl fiiggetlenil — ha nem tudunk megfelel6 kapacitasu kiszolgalast
nyujtani. Ez azt jelenti, hogy abban az esetben, ha egyes tipusu igény van a rendszerben és
kettes tipusu érkezik, akkor pufferbe keriil, ha az iires. Viszont ha egyes tipusu igény van a
rendszerben, kettes pufferelve és érkezik egy egyes tipusi, az azonnal kiszolgalasra kertil.
Ezt igy abrézolhatjuk (a grafon az dllapotban levé 1. szdm az els6 tipusi, a 2. szam a masodik
tipusi igények szamat, a 3. szdm pedig a pufferben levé igény tipuséit adja meg):

(Alj )\1 Al
M1 2

A2 K2 A2

2

Itt mar ot allapotban veszitiink igényt. Ismételten meg kell kiillonboztetniink, hogy az egyes
allapotban milyen tipusi igényt fogunk vesziteni:

A1

M2

oM+ N

Do P1,0,2 + Po,1,10 + Po,1,2 + P2o,1 + P2,02
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2000. januar 20. vizsga
kiskérdések:

1. X egy A\ paraméterii exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozo, ¢ egy pozitiv szam.
Adja meg az'Y = X | X < ¢ valdsziniiségi valtozo varhato értékét.
fx®)=XeM c>06Y =X|X<c:

fx@®)  _ fx(Y)
frt)={ PrX<9 T Fx(@ ha 0<t<c
0 , ha t>c
Fx()  _ Fx(t)
Fy(t) = Pr(X<e) —  Fx(e) ; ha O<t<e
1 , ha t>c

Ezek ismeretében konnyedén kiszamolhatjuk:

y A -t
0

2. Hatarozza meg a geometriai eloszlas varhato értékét az eloszlas orokifju tulajdonsagat
kihasznalva.
A bekovetkezés valdszintisége p. Bontsuk fel a varhaté értéket két részre, majd
hasznaljuk ki, hogy a geometriai eloszlas 6rokifjusdga miatt E(X) = E(X -1 | X > 1):

EX)=EX|X=1)p+EX|X>1)(1-p)
—p+[l+  E(X-1|X>1)  ]1-p)
E(X)=E(X 1-t8l h?étrralevé élettartama)

=p+(1+EX))(1-p)

B(X) =~

p

3. Mit neveziink véletlen forgalomnak? Mi a felkinalt-, a lebonyolitott-, és a tilcsordulé
forgalom, és milyen tulajdonsagai vannak ezeknek a forgalmaknak?
Véletlen forgalomnak nevezziik az olyan igények forgalmét, melyek érkezése Pois-
son folyamatnak felel meg és egymastol fiiggetlen, azonos exponencialis eloszlasu
a kiszolgalasuk. A felkindlt forgalom jellemzi, mennyi - a rendszer &ltal felkindlt
- erOforrast akarnak igénybe venni a felhaszndlék. A lebonyolitott forgalom adja
meg, hogy a véges kapacitdsi rendszer mekkora igénymennyiséget szolgal ki. (A
lebonyolitott és a felkindlt forgalom M/M/oc rendszer esetén megegyezik!) A
tulcsordulé forgalom az a forgalmi Osszetevd, ami a véges kapacitdsi rendszerben
nem nyer kiszolgalast. Az egyes forgalmi tipusok relativ szérdsai egymdshoz a
kivetkezéképpen viszonyulnak: cfonyoiors < Cetkinats < Crilesorduls
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4. Adja meg az M/G/1 sor tdvozasi id6pontjaiba bedgyazott Markov lancot evoliicids
egyenlettel. Definialja az abban szereplé mennyiségeket.
Definialjuk el0szor a mennyiségeket! Y; ; adja meg a rendszerben levé igények szamat
az i — 1.-dik igény tavozasa utan; A; az i.-dik igény kiszolgaldsa alatt érkezett igények
szamat; végil I(y,_ o) egy olyan indikdtor, melynek értéke 1, ha teljesiil az indexben
levé feltétel, egyébként 0.

Yi=Yi 1+ A — Iy, >0

Vizsgédljuk meg A, valésziniiségét, azaz hogy az n. igény kiszolgaldsa alatt mekkora
valdszintiséggel érkezett i darab igény (hasznaljuk fel a teljes val6sziniiség tételét!):

Pr(A,=1)= / (/\f)z

e Mb(t) dt

1

ahol b(t) a kiszolgalasi id6 stirtiségfiiggvénye. Ennek varhato értékét egy késébbi fela-
datban ki is fogjuk szamolni.

5. Ismertesse a végtelen allapoti diszkrét idejii Markov lancok stabilitasanak feltételét.
Végtelen allapotu diszkrét idejii Markov lancok stabilitdsanak harom feltétele:
- irreducibilitas,
- aperiodikussag,
- pozitiv visszatérdség.

1. feladat

Egy egykiszolgdlos diszkrét idejii sorbanallasi rendszerbe kétféle igény érkezhet a rend-
szer allapotatol és a korabbi idékozoktol fiiggetleniil. Egy idOegységben egy 1-es tipusu
igény p; valosziniiséggel, egy kettes tipusu igény po valdszintiséggel, 0 igény 1 — p; — po
valészintiséggel érkezik. Az igények kiszolgdlasa az érkezést koveto idorésben kezdddik. Egy
megkezdett kiszolgdlas egy adott idorésben — a korabbi idorésektol fiiggetleniil — ry illetve ry
valoszintiséggel befejezodik vagy 1 — ry illetve 1 — o valdszintiséggel a kovetkezd idorésben
tovabb folytatddik.

(a) Rajzolja fel a fenti rendszer allapotgrafjat és adja meg az egyensilyi eloszldst, ha a
rendszerben legfeljebb két igény tartézkodhat!

(b) Adja meg az id6egységenként sikeresen tavozé igények szamat egyenstlyi dllapotban!
(c) Adja meg a rendszer kihasznaltsdgdt, ha végtelen a puffer és stabil a rendszer!

(d) Milyen feltételnek kell eleget tennie a py, po és az 11, 1o értékeknek stabil rendszer esetén?
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Rajzolja fel a fenti rendszer allapotgrafjat és adja meg az egyensulyi eloszldst, ha a rendszerben
legfeljebb két igény tartézkodhat!

A haromdimenziés Markov lanc els6 dimenzidja az egyes tipusi, masodik a kettes tipusi, a
harmadik a pufferben tartozkodé igények szamat adja meg, ez utébbi a tipustdl fliggetlen.
Tovabba p = p; + po.

1=p)1—r1)+pim

(1=p)(1 —r2) + por2

Adja meg az id6egységenként sikeresen tdvozé igények szamat egyensilyi dllapotban!
Legyen az iddegységenként sikeresen tavozé igények szama q. Egyensilyi allapotban ¢-ra
7

felirhaté: g =Y _ a; Pr(tdvozds i. dllapotban), ahol a; az i. dllapot valészinfisége.
i=0
q = (a10,0 + a101) 71+ (a,1,0 + ao1,1) 72
Adja meg a rendszer kihasznaltsagat, ha végtelen a puffer és stabil a rendszer!
A rendszer immar veszteségmentes, igy konnyl dolgunk van:
b1 | D2

1 T2

Milyen feltételnek kell eleget tennie a pi, ps és az 1y, 7o értékeknek stabil rendszer esetén?
A rendszer akkor stabil, ha a kihaszndltsag kisebb mint 1. Kis atalakitas utan:

P1T2 + Pary < 1T

2. feladat

Egy kétkiszolgdlés sorbanallasi rendszerbe kétféle igény érkezhet. Az igénytipus A\
paraméterii Poisson folyamat szerint érkezik és p; paraméteri exponencidlis eloszlasu
kiszolgalasi idejli, a masik igénytipus A, paraméterii Poisson folyamat szerint érkezik és
kétfazisu kiszolgalast igényel uo és g paraméterrel.



10 Sorbanalldsos Rendszerek vizsgasorok

(a) Adja meg a rendszer viselkedését leir6 Markov lancot és az Atmeneti intenzitds matrixot,
ha nincs puffer!

(b) Adja meg az datlagos csatornakihasznaltsagot és az igényvesztés valdszintliségét
(feltételezve, hogy ismert az egyes dllapotok valdsziniisége).

(c) Adja meg a rendszer kihasznaltsdgat, ha végtelen puffer 4ll rendelkezésre!

Adja meg a rendszer viselkedését leir6 Markov lancot és az atmeneti intenzitds matrixot, ha nincs
puffer!

Haromdimenziés Markov lancot vesziink fel, ahol a hdrom dimenziébdl az els6 az egyes tipusu
igények, a masodik a kettes tipusu igények szaméat jeloli, a harmadik pedig azt adja meg,
hany mésodik tipusu igény kiszolgalasa van mar a masodik fazisban.

2412

Az allapotok balrdl jobbra, majd feliilrol lefele kertiltek felvételre az intenzitas matrixban:
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[ —(A1+ A2) A1 0 0 0
1 —(/\1 + A2 + ,Uq) A1 0 0
0 2uq —2u1 0 0
143 0 0 —(A1+ p3) A1
Q- 0 I 0 o1 —(p1 + p3)
= 0 0 0 12 0
0 0 0 0 12
0 0 0 213 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
A2 0 0 0 0 |

0 Ao 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

—(A1 + A2+ p2) A1 0 0 A2

101 —(p1 + p2) 0 0 0

0 0 — 23 0 0

3 0 p2 —(p2 + p3) 0

0 0 0 2 —2U9 ]

Adja meg az dtlagos csatornakihaszndltsagot és az igényvesztés valdszinliségét (feltételezve, hogy
ismert az egyes allapotok valdsziniisége).

Vegyiik a kihasznaltsag felirdsakor figyelembe, hogy két kiszolgdlénk van, valamint az
igényvesztés valészintiségének megadasakor azt, hogy azonos intenzitassal érkezhet minden
allapotban az igény, és vesztés abban az allapotban torténik, ahol mind a két kiszolgdlo
foglalt.

1
0= B (Po.1,0 + P11 +P101) + (Po20+ P21+ Po22+ Piioe + P11+ D200)

Dy = P0,2,0 T Po,2,1 + Po22 +P1,1,0 +P1,1,10 + P2,00

Adja meg a rendszer kihaszndltsdgdt, ha végtelen puffer all rendelkezésre!

Magyarazatként annyit, hogy érdemes elgondolkozni azon, milyen igény érkezhet a rend-
szerbe és milyen munkaigényt von maga utan. Emlékezziink csak a képletre: kihaszndltsdg
= az érkezés intenzitdsdnak és a vdrhaté munkaigénynek a szorzata!
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2000. februar 3. vizsga

kiskérdések:

1. Ismertesse X valdszintiségi valtozo t idoponttol hdtralévd élettartamdnak definiciojat,
és annak eloszlasat, ha X eloszlasa ismert.
Hogyan definialhaté az ordkifju tulajdonsag a hatralévo élettartam alapjan?
Legyen X az X valészintiségi valtozé t idSponttdl hatralevs élettartama, ekkor — a
linedris transzformaciobdl adédéan — X = X —t | X > t. Eloszldsa pedig a kovetkez6:

PrX—t<r,X>t)

Fg(r)=Pr(X<71)=Pr(X—t<7|X>t)= PriX > 1)

Prit<X <t+71) Fx(t+71)—Fx(1)
Pr(X >t) B 1— Fx(t)

Az eloszlds akkor orokifja, ha Fg(7) fliggetlen a t értékétél, tehat Fg(7) = Fx (7).
Lathatd, hogy az exponencidlis eloszlas teljesiti ezt az elvarast:

e~ _ 6—/\(t+7)

Fg(r) = gy =1—e = Fx(1)

2. X val. valtozo \ paraméterii exponencialis eloszlasi, Y val. valtozé diszkrét egyenletes
eloszldsi, Y € {1,2}. Adja meg a Pr(X <Y) valdsziniiséget.

Fx(t) = Xe™™ Pr(Y=1)=05 Pr(Y =2)=05
PriX<Y)=Pr(X<Y|Y=1)Pr(Y=1)+Pr(X <Y |Y =2)Pr(Y =2)
Pr(X <Y)=3Fx(1)+3Fx(2)=1- %(6_/\ + 6_2’\>

3. Ismertesse a folytonos idejli Markov lancok leirasara alkalmazott Q matrix (in-
finitezimalis generdtor) definicigjat, tulajdonsdagait, és mutassa meg, hogy a tulaj-
donsagok hogyan kovetkeznek a definiciébol.

A Q infinitezimalis generdtormatrix az allapotatmeneti intenzitast adja meg.

d . II(0,t+A) —11(0, ) . T1(0,4) -1
a0 = A R T
Q

J/

Nézziik a tovabbi definicidkat:

w00 = PrX() =7 | XO) =), Ym0 =1 om0 = meliay

jes kes

1. tulajdonsag: A matrix féatljanak elemei negativak, mig a tébbi elem pozitiv.

>0 <1
(0, A) (0,4) -1
7'r.. 7'[-.. J—
= lim 22— > i = i L <
%= BT A 0 G = I A 0
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2. tulajdonsag: A matrix sorainak sorésszege nullaval egyenlé.

. 7Tii(0; A) —1 . Wij(O,A)
S =t Y= iy PP 5 gy O
= =

=1

7Tii(07 A) + ij(o, A) —1

JES
. i£i .
lim ! = lim — =0
A—0t A Aot A

4. Ismertessen relativ szorast novel6, és csokkenté6 Phase-type struktirakat. Hogyan
szamithato az ismertetett struktirak relativ szorasa?
A relativ széras novelését soros, csokkenését pedig pdarhuzamos Phase-type strukturdval
érhetjiik el.

soros parhuzamos
Pi(0) =p
M1
h© =1 P(0) = ps

71 72 .. Yn—1 Tn
K2

i
P, (0) = Pn
A sorosnél érkezik egy igény és n darab, ; paraméterti (i = 1 ... n) kiszolgalasi fazison

halad keresztiil. A parhuzamosndl p; valdoszintiséggel a u; paraméteru kiszolgaldsi fa-
zisba keriil, ahol ). p; = 1. Mindkét tipusndl a kiszolgdlds exponencialis.

Relativ szordst kovetkez8képpen szamolunk: ¢ = E;’%I). A soros struktiranal legyen
igaz: v; = .
Soros struktira:
n n
1 n 1 n
E(x)ZE == o’ = — =
2 2
- 7 , i—1 Y
2 g 1 2
cx = = — cx <1
XTEXX) m X
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Parhuzamos struktuira:

n n
B(Y) =Y pi— BX%) = pisy
P P
E(X?) - B*(X)
E(X)
Szamitasainkbol kinyertiik, hogy a soros relativ szérds csokkentd, a parhuzamos azon-
ban relativ széras noveld struktiira, ahol ¢% = 1, ha u; = p.
Megj.: Pdrhuzamos struktirdndl a ¢ > 1 beldtdsa nem a trivialitdsok kozé tartozik,
a szerzd sem a vizsgdn jott rda. A fenti dllitds valddisdgdt az olvasé a Cauchy-Schwarz
féle eqyenlétlenséggel azonban be tudja bizonyitani.

cx >1

2
Cx =

. Hogyan ellenérizheto egy diszkrét idejii Markov lanc stabilitasa?

A diszkrét Markov lanc stabilitdsanak harom feltétele van:

— irreducibilitas,

— aperiodikussag,

— pozitiv visszatéréség (oo allapoti Markov lanc esetén).

A stabilitas elégséges feltétele, hogy a Markov lanc tegyen eleget a Foster-kritériumnak:
— az elOrelépés varhato értéke legyen véges,

— N kiiszob folott a Markov lanc elérelépésének varhato értéke legyen kisebb mint a
visszalépés varhaté értéke.

. Adja meg egy M /M /1 rendszerben egy igény kiszolgdldsa alatt érkezé igények szamat?

Mekkora annak a valdszinlisége, hogy egy igény kiszolgaldsa alatt ¢« darab igény érkezik?
Legyen ez a valdszintiség Pr(N = i). M/G/1 rendszerben ezt a valészintiséget pont az
el6z6 vizsgasorban irtuk fel:

Pr(N = i) = / 8" ot ppyar

ahol b(t) a kiszolgalast leir fiiggvény. M/M/1 rendszerben: b(t) = pe
A véarhaté érték felirdsdval megadhatjuk az érkezo igények szamat:

=T
E(N) = ZZ/(Z') e M e tdt
=0 '

Feladat

Négy igényforras hasznal két kiszolgald egységet igényeinek feldolgozasara. Ha harom igény
van feldolgozas alatt, akkor az utolséként érkezett igény vérakozik (egy puffer), mig ha
a negyedik igényforrds is igényt general, mikozben harom igény feldolgozéasa folyik, akkor
a keletkez6 igény azonnal elveszik. Minden igényforras a alland6 intenzitassal general
igényeket, s amig az igénye kiszolgdlas alatt van addig ujabb igényt nem general. Minden
igény (5 paraméterli exponencidlis eloszlasu kiszolgalasi idét igényel.
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a) Rajzolja fel a rendszer dllapotgrafjat.

(
(b) Adja meg az egyensilyi valészintiségeket.

)
)
(c) Mekkora a kiszolgalé egységek varhaté kihasznaltsdga?
(d) Mekkora az igényvesztés valdszintisége?

Rajzolja fel a rendszer allapotgréfjat.
A feladat megfeleltethet6 egy M/M/2/3/4 rendszernek.

4o 3a
‘ B ’ 283 ‘ 283
Adja meg az egyensulyi valdsziniiségeket.

dov 3a 60 200 60’
Y pi=1

b1 = — Do P2 = =5 P1 = —5 Do P3 = z5P2 = (=2 Po
B 25 B2 20 B3

da 602 6a3>1
p1 =

po = <1+—+—+—

g g o 3 BB B
_Gﬁ<1+4_a+6£+6&‘°’>1 _6;“’<1+4_a+6ﬁ+@>1
P2 = " g T Ps = g ERANZIRE

Mekkora a kiszolgdlé egységek vdrhaté kihasznaltsdga?

S opi = g = (2000 G0 () da Gat ot

Mekkora az igényvesztés valdsziniisége?
A vesztés valészintisége (p,) nem irhaté fel egyszertien a 3. allapot valészintiségeként (p3),
mivel az érkezési intenzitas az egyes allapotokban kiilonb6z6. Ehelyett:

n
g pi E(elvesz6 igények varhatd szama | i igény a rendszerben)
i=0

Dy = n
Z pi E(érkez6 igények varhaté szama | i igény a rendszerben)
=0

Ebbdl adédodan:

_ D3
4po + 3p1 + 2p2 + p3

Py
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Korabbi évek vizsgapéldai

1994. junius 15. vizsga

1. feladat

Csomagkiildés zajos csatorndn:

ad6 — csatorna —> vevo

A csatornan egy csomag sikeres atjutasdnak a valészintisége p. Az adé6 M darab felhaszndld
csomagjait prébélja atjuttatni a csatorndn. (Az adéban végtelen puffer van.)

A felhaszndlék mindegyike egy id6érésben ¢ valdszintiséggel generdl egy igényt (fiiggetleniil
attdl, hogy az el6zbéek atjutottak-e a csatornén).

(a) Stabil-e az atkiildésre varé csomagok szamét meghatarozé Markov lanc? Miért? Milyen
feltétel adodik ebbél a (p, ¢, M) paraméterekre?

(b) Adja meg a Markov ldncot leiré evoliciés egyenletet, és definidlja annak elemeit (az
eloszlds meghatdrozdsaval)!

(c) Hatdrozza meg a rendszerben levé igények szamanak varhaté értékét!

Stabil-e az 4tkiildésre varé csomagok szamat meghatdrozé Markov lanc? Miért? Milyen feltétel
adédik ebbdl a (p, ¢, M) paraméterekre?

Az atkiildésre varo csomagok szamat meghatarozo Markov lanc akkor stabil, ha a csomagok
érkezési intenzitasa kisebb mint a kiszolgalasi sebesség. Az el6bbi a binomidlis eloszlas
varhaté értéke miatt Mg, utobbi a Bernoulli eloszlas varhato értékébol adéddéan p. Ebbdl
adédik a paraméterekre az alabbi feltétel: M q < p.

Adja meg a Markov ldncot leiré evoliicids egyenletet, és definidlja annak elemeit (az eloszlds
meghatdrozdsaval)!

Xn+1 — Xn + Yn+1 - Vn+1]Xn>0

Az egyenletben szereplé X, az n+1. idorésben a rendszerben levo igények szamat adja meg.
Az Y, .1 az érkezési valoszinliség, ami binomialis eloszlasi. A V,, | a tdvozdas valdszintiségét
adja meg Bernoulli eloszlas szerint. Ezt a valdszintiséget az I indikatorral kell szoroznunk
attol fliggden, hogy a rendszer tires vagy sem.

M, "
. MY . _ 1,
Yn+1: z, <Z>qz(1_q)(M ) ‘/;1+1:{()7 lfp

Hatdrozza meg a rendszerben levd igények szdmdnak varhaté értékét!
A sorhossz varhatoé értékét a valdszintiségek négyzetének varhato értékébdl tudunk szamolni.
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A levezetés megértéséhez (1d. Gyirfi, Pdli 53. 0.) tudnunk kell, hogy stabil rendszerben
fennall: E(Y;) = E(ViIx,>0), valamint az eloszlds binaris volta miatt E(V) = E(V?):

E(Xn+12) = E(Xn2) + E(anXn>0) + E(Yn+12) + 2E(‘XnYnJrl) -
- 2E(Xnvn+11Xn>0) - 2E(Vn+11Xn>0Yn+l)
= B(X,*) + EVilx,0) + BE(Y1?) +2E(XoY)) —
—2E(XoV1) = 2E(Vilx,0) E(Y1)
0= E(Y1) 4+ E(?) +2E(X0) E(Y1) — 2B(X0)E(V1) — 2E(Y1)?
E(V1)(1 -2E(WY)) + E(Y,?)

B ==Em — B

Az egyenlet jobb oldalan ismerjiik az Gsszes valtozot. Innen:

Mq(1 —2Mq) + Mq(1 —q+ Mq)  Mq(2—q— Mq)

E&) = 2(p — Mq) ~ 2(p— Mg)

2. feladat

Egy tavkozlo rendszerben a végtelen populdaciobol minden idérésben N felhasznalo kap
addsi jogot (N X\ paraméterti, Poisson eloszlasi véletlen valésziniiségi valtozo).

Minden felhasznalo p valdsziniiséggel ad, amikor adasi joga van. Vezesse le az egy idorés
alatt keletkez6 csomagok szamanak eloszlasat!

Rendszeriinkben j (ha N = j) felhaszndlé adhat a végtelen populdciébdl, de csak k fog
adni. Tehat meg kell sztirniink az eredeti Poisson folyamatot a binomidlis eloszldsi p val.
valtozoval gy, hogy felirunk a teljes valosziniiség tételét kihasznédlva egy egyenletet az egy
idorésben keletkezd csomagokra. Nézziik meg azonban el0szor az egyes valdsziniiségeket!

/\i
Pr(N =1i) == i felh. adhat
7.
Pr(k ad | j adhat) = <i> P (1 — p)ih k felh. ad, ha j adhat
(7Y, G0 X -
Pr(kad)zz L P (1—p) Fe
i=k '

Alljunk neki egyszertisiteni:

)\k k i G-k (1 = p)—h) _ (Ap)*
j—k k!

e(l P)A

3. feladat

Egy hdrom kiszolgdlét tartalmazd sorbandlldsi rendszerbe csoportosan érkezhetnek az
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igények. Az igények beérkezési idopontjai A\ paraméterii Poisson folyamatot alkotnak.
Egy igény beérkezés alkalmaval 1, 2 vagy 3 igény jelenik meg a rendszerben azonos
valdszintiséggel. Csak azok az igények vesznek el, amik nem férnek a rendszerbe. (Pl.: ha
két igény érkezik és csak egynek van helye, akkor csak egy veszik el. Az igények kiszolgalasa
4 paraméteri exponencialis eloszlasu ideig tart.

(a) Adja meg a rendszert leir6 Markov lancot, ha nincs puffer!
(b) Szamitsa ki a kihasznaltsdgot, ha nincs puffer!

(c) Szamitsa ki a kihasznaltsagot, ha végtelen puffer van!

Adja meg a rendszert leiré Markov lancot, ha nincs puffer!

A

Szadmitsa ki a kihasznaltsagot, ha nincs puffer!
El6szor hatarozzuk meg az allapotvaldsziniiségeket kovetkezo egyenletrendszerbdl, majd az
eredményt felhaszndlva irjuk fel a jol ismert képletet a kihasznaltsagra:

A
ao)\:alu Cll()\"—/i) :CL0§+CL22/L
A 2) ’
a33u:a03+a1?+a2)\ Zaizl
i=0

3

1
Q:Zai o;  ahol g = 3
i=0

Szdmitsa ki a kihasznadltsdgot, ha végtelen puffer van!

Y EN L
1 3°°3°73) 22
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Sokfelhasznal6s Hirkozlés
2000. januar 20. vizsga

1. feladat

Egy réselt adatatviteli csatornara két kiszolgald tovabbit igényeket. Az igények csomagokbdl
allnak. A csomagok szaménak eloszlasa egy igényen beliil geometriai, mindkét kiszolgalonal
q paraméterrel, azaz annak valdszinlisége, hogy egy igény kiszolgalasa a kovetkezO csomag
tovabbitasaval befejezodik q. Az igények a két kiszolgdlohoz egymastdl fiiggetleniil, pq,
illetve p, paraméterti Bernoulli eloszlas szerint érkeznek. Az igények minden idérésben csak
a kiszolgalds megkezdése utdn érkeznek. A csatornan egy idoérésben két csomag tovabbithato,
de kiszolgalonként minden id6résben csak egy csomag szolgalhaté ki.

(a) Rajzolja fel a fenti rendszer &llapotgrafjit, és adja meg az &tmenetvalésziniiségek
matrixat, ha egyik kiszolgalénal sincs puffer!

(b) Adja meg az egyensilyi eloszlast, ha p; = ps!
(c) Adja meg a stabilitas feltételét, ha p; # po és mindkét kiszolgaléndl végtelen a puffer!
(d) Adja meg a kihasznaltsagot az utébbi esetben!

Rajzolja fel a fenti rendszer allapotgrafjat, és adja meg az atmenetvaldsziniiségek matrixat, ha
egyik kiszolgalénal sincs puffer!

[ (1 —p1)(1—p2) p1(1 —p2) (1—p1)p2 P1P2
(1-=p1)(1=p2)g (1 —=p2)(1—-q)+ (1 —p1)p2q p2(1 — q) + p1p2g
o= +p1(1 —p2)g
= (1 =p1)(1 —p2)g p1(1 —pa)g (1=p1)(L=q@)+ p1(1—q)+pipag
+(1 = p1)p2g
(1=p1)(L—p2)g®  p1(l —p2)g®+ (1 —pO)p2d®*+  pip2d® + (1 — )%+
I +(1=p2)(1—q)g +1—p1)(1—q)g +(p1+p2)(1 —q)ql
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Adja meg az egyensilyi eloszlast, ha p; = py!

Vegyiik észre, hogy a p; = po esetben harom d&llapotira egyszeriisithetjiik az eredeti
Markov ldncunk, amennyiben a (0,1) és az (1,0) allapotokat Gsszevonjuk. FEzutdn az
atmenetvalosziniiségek matrixa a kovetkezéképpen fog kinézni:

(1—p)? 2p(1 - p) p?
I'=|(1-p*¢ (1-p)1—q)+2pg(l—q) p(1—q) +p*q
(1-p2%¢ Q-p)2p¢®+2¢—2¢°) pP*¢+(1—q)°+2pg(1—q)

Ebbdl kiindulva érdemes kiszamolni az egyenstlyi eloszlast.

Adja meg a stabilitds feltételét ha p; # p, és mindkét kiszolgdléndl végtelen a puffer!
A csatornan két csomagot vihetiink at, de kiszolgalonként csak egyet-egyet. Ez azt jelenti,
hogy mindkét sorra igaz kell legyen a pozitiv visszatéroség feltétele:

P < q és p2 < ¢q
Adja meg a kihasznidltsdgot az utébbi esetben!

A csatorna — mint kiszolgalé — két egységbdl all, amelyek egymastdl fiiggetleniil szolgdljak ki a
beérkezo6 igényeket. Ezért a csatorna kihasznaltsaga az 6t alkoto egységek kihasznaltsaganak

szamtani kozepe lesz.
1 <p1 + pz)
0= 3
2 q

2. feladat

Egy kétprocesszoros rendszer kozos memoriat hasznal ugy, hogy a memoriat egyszerre csak
az egyik processzor érheti el egy kozos buszon. Az els6 processzorban A, a masodikban As
intenzitassal keletkeznek a memériaigények, amelyek i1, illetve po paraméterii, exponencialis
eloszlasu id6szakra kivanjak lefoglalni a memoriat. A kiszolgalds befejezéséig a processzorok
nem tudnak 1j igényt generdlni.

(a) Rajzolja fel a fenti rendszer allapotgrafjat és irja fel az dtmeneti intenzitasok matrixat!

(b) Adja meg a memoria kihasznéltsigat abban az esetben, amikor A\ = Ay és g = po.

Rajzolja fel a fenti rendszer allapotgrafjat és irja fel az atmeneti intenzitasok matrixat!

Olyan kétdimenzidés Markov lancot kell felrajzolnunk, amibdl kideriil a processzorok egymaés-
ra valo varakozasa. A kétdimenzids lancban az egyik dimenzié a memériat haszndld, a masik
dimenzié a blokkolt processzor tipusa.
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A1
” )\2
7
2
A2 M2
M
° A1
Az intenzitds matrix:
—(A1+ A2) A1 Ao 0 0
M1 —()\2 + ,Ltl) 0 0 )\2
Q= o 0 —(A ) A0
o 0 2 0 —p2 0
0 0 Ha 0 —m

Adja meg a memdria kihaszndltsagat abban az esetben, amikor \; = Ay és 1 = pus.
Vegyiik észre, hogy egy M /M/1/2/2 tipusi sorbandalldsi rendszerre illik a feladat:

A rendszer kihasznaltsagat az allapotok egyensilyi valdszintiségeibdl és a o = 1 — py egyen-
letbol szamitjuk ki.

A A 27 20 2)2\
P=2-py Pr=—-—P1=-5P P=|1l+—+—
u u 1

o 20M(A+p)
O B 2+ 2N




