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El6szo, figyelmeztetés, jogi nyilatkozat, stb.

1. Ez nem hivatalos jegyzet! Nem oktatok irtak! Hibak elfordulahatnak!
Ez nem a hivatalos tananyag, vagy vizsgaanyag! Hidanyossédgok eléfordulhatnak!

Mint ahogy a tanszék is megmondta: ,,a szdbelin nem ezek a kérdések lesznek”!

- wN

Ha hibat, vagy hianyossédgot tapasztalsz, vagy megjegyzésed van, jelezd a fokgyem@gmail.com
cimen!

ot

A jegyzetet szabadon terjesztheted, ha mem adod tovdbb sajdtodként!

6. Késziilt Barbarics Tamés eladésai, Bokor Arpad gyakorlatai, valamint Fodor Gyorgy Halozatok
és Rendszerek cimd tankonyve alapjan.

Sikeres vizsgat kivanunk!

1. Ismertesse a diszkrét idejt, linearis, invarians jelfolyam tipusi
halézat fogalmat, elemi komponenseinek karakterisztikajat az
id6-, a frekvencia és a komplex frekvencia tartomanyban!

Definiciok.

e Diszkrét ideji: a jelek értékét csak meghatarozott idépillanatokban vehetjiik figyelembe.
o Linearis: Ha u[k] — y1[k] & ualk] — yo[k] akkor crur[k] + causlk] — c1y1[k] + cayalk].
e Invarians: Ha ulk] — y[k], akkor u[k + k] — y[k + &].

e Jelfolyam tipust: input-output karakterisztikdkkal jellemezhets elemekbdl épitett halozat.

Elemek abrai karakterisztikai.

Elem Abra, IdGtartomany Frekven,cla- quplex )
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N U
Forras [/_)—>o ulk] U U
vy,
Ny€16 o *j y[k] Y Yy

Késleltets y[k] = ulk — 1] Y =Ue™ 7" Y =Uz"1
m
Erssits HI>—>‘ ylk] = mulk] Y =mU Y =mU
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2. Ismertesse a folytonos idejti, linearis, invarians Kirchhoff ti-
pust halozat fogalmat, elemi komponenseinek (csatolatlan és
csatolt kétpdlusok) karakterisztikajat a frekvencia és a kom-
plex frekvencia tartomanyban!

Definiciok.

e Folytonos idejii: a jelek értékét tetszéleges iddpillanatban figyelembe vessziik.
e Linearis: Ha uq(t) — y1(t) és ua(t) = y2(t) akkor cyuq (t) + caus(t) — c1y1(t) + caya(t).
e Invarians: Ha u(t) — y(t), akkor u(t +7) — y(t + 7).

e Kirchhoff-tipust: olyan halozat, amelyben érvényesek a Kirchhoff-térvények.

Kétpolusok abrai és konvencionalis aram—, és fesziiltség—mérdiranyai. Linearis, rezisztiv,
csatolatlan kétpolusok:

N L2 N L2 O_I
0| %UQ UID <EU2 U] x oo ] x [<D o
g g s i ity

I foxs

Ellenallas Fesziiltségforras Aramforras
Vezérelt forrasok (linearis, rezisztiv, csatolt kétpolusok):

L2

F
I
F

-~

Aramvezérelt Aramvezérelt Fesziiltségvezérelt Fesziiltségvezérelt
aramforras fesziiltségforras aramforras fesziiltségforras

Tovabbi linearis, rezisztiv, csatolt kétpolusok:

i Lo i Lo
: r
n —
} { § l \) (: l :
Idealis transzforméator Idealis er6sits Girator
Lineéris, dinamikus, csatolatlan, illetve csatolt kétpolusok:
< < N Lo
M
Phaca
L ) ¢
— l u v l u Ui l { { l Us
Kondenzator Tekercs Csatolt tekercs

Gabor Norbert és Kondor Maté Andréas, 2012.
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Kétpolusok karakterisztikai.

e " . L . Komplex
Kétpolus Id6tartomany Frekvenciatartomany frekvenciatartomény
Linedris, rezisztiv, csatolatlan kétpdlusok
Ellenallas U=RI
Aramforras I=1,
Fesziiltségforras U=Us
Linedris, rezisztiv, csatolt kétpolusok
A}ramvezelielt U =0 I = al,
aramforras
Aramvezérelt
fesziiltségforras Ui =0 Uz =rh
Fesziiltségvezérelt
aramforras hL=0 L =gt
Fesziiltségvezérelt . .
fesziiltségforras hL=0 Uz = pls
Idealis transzforméator Uy =nUy I, = —nl
Idealis er6sits U =0 ;=0
Girator U1 = —’I’IQ U2 = TIl
Linedris, dinamikus, csatolatlan kétpolusok
Kondenzator i(t)=C% I = jwCU I=sCU
Tekercs u(t)=L% U =jwLl U=sLI
Linedris, dinamikus, csatolt kétpolus
ul(t):Ll%—&-M% Ul :jWLlll —|—3le2 U1 :SL1[1+SMIQ
Csatolt tekercs ’u,g(t) :L2% +]\/[% U, :ijQIQ —|—ij\/[[1 Uy = sLols + sM1

3. Ismertesse a diszkrét ideji jelfolyam tipust halézat 6sszekap-
csolasi szabalyait és az Osszekapcsolasi kényszereket kifejezé
egyenleteket! Illusztralja egy-egy egyszerti példaval ezek alka-
Imazasat!

o Osszekapcsolasi szabalyok:
— Hogy értelmes halézat legyen, sziikséges bele legalabb egy forras és egy nyeld.

— Minden komponens kimenetét egy masik komponens bemenetéhez kell kotni.

- .7

o Osszekapcsolasi kényszerek:

— Osszegzl6 csomoépont: a kimenetén az n szami bemendjel Gsszege jelenik meg.

« Id6tartoméany: ylk| = >0, u;[k]
 Frekvencia—, és komplex frekvenciatartoméany: ¥ =" | U;.

— Elagazas: minden kimenetén a bemenet jelenik meg.

* IdGtartomany: y;[k] = u[k] i =1..n
* Frekvencia—, és komplex frekvenciatartomany: Y; =U i = 1..n.

Példat lasd a kovetkezd pontban!

Gabor Norbert és Kondor Maté Andras, 2012.
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4.

Mit jelent, és hogyan allithaté el6 a diszkrét idejid jelfolyam
tipusi és a Kirchhoff tipusii hal6zat egyenleteinek egy teljes
rendszere az id6-, a frekvencia és a komplex frekvencia tar-

tomanyban? Illusztralja egy-egy egyszerid példaval!

Altalanossagban, mind diszkrét, mind folytonos esetben tugy allitjuk el a halézati egyenletek teljes
rendszerét, hogy felirjuk az elemkarakterisztikidkat és az 6sszekapcsolési kényszerek egyenleteit a megfeleld

tartomanyban.

Diszkrét példa.

Tekintsiik az alabbi egyszert diszkrét ideji halozatot!

1 2 3 4 6
D——F-D For—X
u 7 Y
5
m
Idstartomany Frekvenciatartomany
Elemkarakterisztikak Osszekapcsolasi Elemkarakterisztikak Osszekapcsolasi
kényszerek kényszerek
y1[k] = ulk] uz1 [k] = y1 [k] Yi=U Un ="
Y2[k] = ugi [k] + ua[k] | uan[k] = ys[k] Yy = Uay + Usy Up =Ys5
ys[k] = ug[k — 1] us[k] = ya k] V3 = Use 7V Us=Y,
Ya1[k] = yao (k] = wak] | ualk] = ys[k] Yin=Yp=U, Uy =73
y5[k] = mu5[k] us k| = y41[k] Y5 = mU5 U5 = Y41
ylk] = uglk] uglk] = ya[k] Y =Us Us =Yy

A frekvenciatartomanybeli leirasbol a komplex frekvenciatartomanybeli leiras alakja e 770 = 2=
helyettesitéssel nyerhets, mert a rendszer kauzalis.

Folytonos példa.

Tekintsiik az alabbi egyszert folytonos idejd halézatot!

C

Dl

——  UR,IR
]
R b
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Az Gsszekapcsolasi kényszerek egyenletei a Kirchhoff-torvények alkalmazasaval nyerhetsk.

Idétartoméany Frekvenciatartomény
Elemkarakterisztikak Osszekapcsolasi Elemkarakterisztikak Osszekapcsolasi
kényszerek kényszerek
ur = Rig ly, = —IR ur = Rig iu, = —iR
ug, = Li’, iR +is =1ip +ic ur, = jwliy, iR +is =1t +ic
es :CU/C I = Uy, + 11 +iC ic = jwCuc ls = Uy, +1ir +iC
Us = UR + UL, Us = UR + UL,
urg, = uc uy, = uc
U = —Ug, uyp = —UuU;

s

A frekvenciatartoménybeli leirasbol a komplex frekvenciatartoménybeli leiras alakja jw = s helyet-

tesitéssel nyerhetd, mert a rendszer kauzélis.

Gabor Norbert és Kondor Maté Andras, 2012.
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5. Mit jelent, és hogyan allithaté el6 a diszkrét ideji jelfolyam ti-
pust és a Kirchhoff tipusi halézat egyenleteinek egy redukalt
rendszere az id6—, a frekvencia—, és a komplex frekvenciatar-
tomanyban? Illusztralja egy-egy egyszeri példaval!

e Mindkét esetben miikodik: a halozati egyenletek teljes rendszerébdl kifejezgetiink annyi valtozot,
amennyit csak lehet. Bar normalis ember magatol nem irja fel a halozati egyenletek teljes rendsze-
rét, igyhogy ez a mddszer felejthetd.

e Diszkrét: rendszeregyenlet felirasa.

e Folytonos: hurokiaramok és csomoéponti potencialok modszere.

Diszkrét példa. Tekintsiik az el6bbi pont diszkrét ideji halozatat!
Irjuk fel a rendszeregyenletet (idétartomany)!

1. Az Osszegzd csompontra felirhato egyenlet: w[k] + my[k] = us[k].

2. A késleletets kararkerisztikdja ulk — 1] = y[k], ezt alkalmazva az el6z6 egyenletre:
ulk — 1] + my[k — 1] = y3[k].

4. Igy tehat a rendszeregyenlet: y[k] — mylk — 1] = u[k — 1].

A rendszeregyenletbdl konnyedén meghatarozhato az atviteli karakterisztika (frekvenciatartomany):

k k
1. A rendszeregyenlet altalanos alakja: |y[k] + Z Aylk —i) = Z B[k —1] |
i=1 i=0

2. A rendszeregyenlet minden tagjara elvégezziik a kovetkezs atalakitast: Cax[k —i] = CXe 7%,
3. Ezt elvégezve a fenti rendszeregyenletbdl a kivetkezst nyerjiik: ¥ — mYe 7?0 = Ue=7Y.
4. Kiemeljiik Y-t, illetve U-t a két oldalrél: Y (1 — meijﬁ) =Ue™ 77,

5. Keresztbe osztva” megkapjuk az atviteli karakterisztikat: H (ejﬁ) = % = %

Folytonos példa. Tekintsiik az el6bbi pont folytonos idejt halozatat!

A hélézat harom csomopontjabol az alsot tekintsiik 0 potencidlinak, a bal fels§ tehat ismert wug
potenciali, a jobb felss legyen . Irjuk fel a 0 és a ¢ potenciali csomépontra az egyenletet a komplex
frekvenciatartomanyban!

p-us ¢ L
I +SL+gosC’ is =0

p—us .
7 —@sC +1i, =0

A fenti két egyenlet egyikébdl kifejezhets ¢, a marado egyenletbdl pedig barmi mast. (Megjegyzés:
a fenti két egyenletbdl is latszik, hogy elég hiilye példat sikeriilt kitalalnom, bocsanat.)

Gabor Norbert és Kondor Maté Andras, 2012. 5
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6. Hogyan allithaté el6 egy diszkrét idejt, jelfolyam tipusa halo-
zat allapotvaltozos leirasa? Illusztralja egy egyszerti példan!

Allapotvaltozoé a késleltets kimenete. Modszer: minden késleltets kimenetére felirjuk, hogy x;[k], be-
meneteikre pedig, hogy z;[k + 1]. Ezek utén az egyenleteket a kovetkezs alakban keressiik:

xlk + 1] = Az[k] + Bulk]

y[k] = CTxlK] + Dul}]

A 4. pont halozatara ez gy néz ki, hogy

x[k + 1] = malk] + ulk]

ylk] = k]

7. Hogyan allithato el6 egy jelfolyam tipusi, diszkrét ideji ha-
l6zat rendszeregyenlete? Hasonlitsa 0ssze a kiilonbozé eljara-
sokat! Illusztralja ezeket egy-egy példan!

e A halozati egyenletek teljes rendszerének redukalasaval.

o Az atviteli karakterisztikabol, illetve atviteli fliggvénybsl. Példa: H(z) = % = Tt =~
Y(1—427t+2272)=U(5—3271Y) = ylk] — 4ylk — 1] + 2y[k — 2] = 5u[k] — 3ulk — 1].

o .7

8. Hogyan hatarozhaté meg egy diszkrét idej, illetve egy foly-
tonos idejli rendszer impulzusvalasza halézati reprezentacioja-
nak ismeretében? Hasonlitsa 6ssze a kiilonb6zé moédszereket!

Diszkrét.
e A rendszeregyenletb6l hg (k] fiiggvénnyel. Rendszeregyenlet altalanos alakja: y[k]+> ., a;y[k—i] =
o biulk—1]. ho[k] = Y"1, ¢;\F, ahol ¢;-k konstansok, amiket szamitds kézben kell meghatarozni,
Ai-k a rendszermétrix sajatértékei. hlk] = > ;" biho[k —1].
e Az impulzusvalasz az atviteli fiiggvény inverz z-transzformaéltja.
o Az allapotvaltozos leirasbol: h[k] = D3[k] + e[k — 1]CTA* ' B.

o .7

Folytonos.
e Az impulzusvalasz az ugrasvélasz teljes derivaltja.
e Az impulzusvalasz az atviteli fiiggvény inverz Laplace-transzformaltja.

o Allaptvaltozos leirasb6l: h(t) = Di(t) + £(t)CTe2'B, ahol e2' = Y| L eMi*, ahol Ak a rend-

YD N AL
szermétrix sajatértékei, és L, = [—y,ps =5

o .7

6 Gabor Norbert és Kondor Maté Andras, 2012.
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9. Hogyan hatarozhat6 meg egy diszkrét idejt, illetve egy folyto-
nos idejti rendszer Atviteli karakterisztikidja hal6zati reprezen-
taciojanak ismeretében? Hasonlitsa Ossze, és egy-egy példan
illusztralja a kiilonb6z6 moédszereket!

o Az atviteli fiiggvénybdl s = jw, illetve z = €7V helyettesitéssel, ha a rendszer gerjesztés-valasz
stabilis.

o Az atviteli karakterisztika az impulzusvalasz Fourier-transzformaltja.

e Az allapotvaltozos leirasbol a derivalast jw-val, illetve a késleltetést e/?-val valo szorzassal helyet-
tesitve, majd az egyenleteket megfelelGen rendezve.

e Az allapotvaltozos leirasbol: H (jw) = coT (jw£ - é)_l B+ D, és
H () =C" (771 - é)fl B + D. Hat egészségére, aki igy csinélja (a MATLAB-on kiviil).
e Frekvenciatartomanybeli hélézati egyenletekbdl kozvetleniil.

e Diszkrét rendszer esetén a rendszeregyenletbdl kozvetleniil, a késleltetést e??-val valo szorzéssal
helyettesitve.

o .7

10. Hogyan hatarozhaté meg egy diszkrét idejt, illetve egy foly-
tonos idejli rendszer atviteli fliggvénye hal6zati reprezenta-
ciojanak ismeretében? Hasonlitsa Ossze, és egy-egy példan
illusztralja a kiillonb6z6 médszereket!

o Az atviteli karakterisztikabol, jw = s, illetve e/? = z helyettesitéssel, ha a rendszer kauzalis.
e Az impulzusvélasz Laplace, illetve z-transzforméltja az atviteli fiiggvény.

e Az allapotvaltozos leirasbol a derivalast s-el, illetve a késleltetést z-vel valo szorzéassal helyettesitve,
majd az egyenleteket megfelelen rendezve.

e Az allapotvaltozos leirasbol: H(s) = cT (s£ - é)_l B+D,és H(z)=CT (zi - é)_l B+ D.
e Komplex frekvenciatartomanybeli halozati egyenletekbdl kozvetleniil.

e Diszkrét rendszer esetén a rendszeregyenletbdl kozvetleniil, a késleltetést z-vel valo szorzassal
helyettesitve.

o .7

11. Hogyan rendelhetd jelfolyam tipust, diszkrét ideji halézat
az adott allapotvaltozoés leirashoz, rendszeregyenlethez vagy
Atviteli fliggvényhez? Mi az oka annak, hogy e feladatok
megoldasa Kirchhoff-tipust halézattal bonyolultabb?

e Allapotvaltozos leiras:

1. Felrajzoljuk egymas ala az allapotvéltozokat alkotd késleltetlket.

2. Felrajzoljuk a késleltet6khoz a visszacsatolasokat a megfeleld erdsités-értékekkel. (Példaul:
21k +1] = az1[k]+bxo[k]-bSl 21-hez egy a értéki erdsit6t tartalmazo ag lesz a visszacsatolas.)

Gabor Norbert és Kondor Maté Andras, 2012. 7
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3. Felrajzoljuk, hogy az egyes késleltet6k kimenetei milyen erdsitéseken keresztiil jelennek meg
a tovabbi késleltetSk bemenetein. (A fenti példaval: az x4 késleletetd kimenetét egy b értéki
erdsitén keresztiil az x; bemenetére kotjik.)

4. Felrajzoljuk, hogy melyik késlelteté bemenetére milyen erdsitén at csatlakozik a forréas.
5. Felrajzoljuk, hogy melyik késlelteté kimenetérdl milyen erésitén at vessziik a valaszjelet.

6. Kész vagyunk, oriiliink.
e Rendszeregyenlet: atirjuk atviteli fiigvényre.
o Atviteli fiiggvény: a ,létras” modszer. Nézd meg valamelyik feltoltott 2. HF 3.5 feladatat!
Kirchhoff-tipusu halozatok esetében ez azért joval bonyolultabb, mert...
e ...tobbféle elembdl épiilnek fel.
e .. jellemzGen bonyolultabb, illetve tobbféle az azokat épits elemek karakterisztikaja.
e ..konnyen elsfordulhatnak benne olyan bels§ Osszefiiggések (vezérelt forrasok, csatolt kétpolusok,

kétkapuk), amelyeket egy kész rendszerjellemz6 fiiggvényben méar alig lehet tetten érni.

12. Ismertesse a diszkrét ideji jelek id6tartomanybeli leirasa-
nak moédjait, a rendszerelméletben el6fordulé legfontosabb
jeleket (egységugras, Dirac impulzus), és a jeleken végzett
legfontosabb linearis miiveleteket (6sszeadas, allanddval szor-
zas, eltolas, differencialas)! Adjon a jelekre néhany osztaly-
ozasi szempontot (pl. periodikus, paros, belépd stb.)!

IdStartomanybeli leiras modjai. A jel megadhato formulaval, az értékeinek felsorolasaval és abréaval.

Vizsgaldjelek.
e Egységugras (e[k]): értéke 0, ha k < 0 és 1, ha k > 0.

e Dirac-impulzus (0[k]): értéke 1, ha k = 0, egyébként 0.

A jeleken végezhetd linearis miiveletek. Az idStartomanyban nem igazan tudom, hogy mi ebben
a kérdés. Azon kiviil diszkrét idejid jeleknél mit keres a differencialas a kérdésben?

Jelek osztalyozasa.
e Periodikus, ha 3K > 0, hogy Vk-ra z[k] = z[k + K].
e Belépd, ha k < O-ra a jel értéke 0.

e Péaros, ha a jel id6fiiggvénye péros.

8 Gabor Norbert és Kondor Maté Andras, 2012.



Jelek és Rendszerek 2. Kidolgozott Témakorsk

13.

Ismertesse a diszkrét ideji és a folytonos ideji jelek frekven-
ciatartomanybeli leirasdnak modjat, a rendszerelméletben e-
16forduld legfontosabb specialis jeleket (egységugras, Dirac
impulzus), és a jeleken végzett legfontosabb linearis miive-
letek (Gsszeadas, allandéval szorzas, eltolas, differencialas)
megfeleldit a frekvencia tartomanyban! Adja meg a jel ener-
giatartalmanak definici6jat és frekvencia tartomanybeli kife-
jezését!

Vizsgaldjelek.

o Egységugrés: diszkrét: F{e[k]} = — = +> e

w0 (w — 27k), folytonos: F{e(t)} = j%—i—ﬂé(w).

—0o0

e Dirac-impulzus: F{§[k]} = F{o(¢)} = 1.

A jeleken végezhetd linearis miiveletek.

e Osszeadas, szammal szorzas a frekvenciatartoményban is ugyanaz.

e Differencialas: F{z/(t)} = jwX (jw).

e Eltolas: diszkrét: F{z[k — K|} = X (e/?)e 7K folytonos: F{z(t —T)} = X (jw)e 7«T.

Jel energiatartalma az id6-, és frekvenciatartomanyban. Parseval-tétel.

o Diszkrét: E = ZZOZ

e Folytonos: F = ffcoo |z(t)|2dt = %

14.

e[k = 2 [7, X (e7”)Pdo.

o X (Gw)Pdw.

Ismertesse a diszkrét ideji és a folytonos idejti jelek kom-
plex frekvenciatartomanybeli leirasanak moédjat, a rendsz-
erelméletben elGfordulé legfontosabb specialis jeleket (egy-
ségugras, Dirac impulzus), és a jeleken végzett legfontosabb
linearis mitiveletek (Gsszeadas, allandoval szorzas, eltolas, dif-
ferencialas) megfelelSit a komplex frekvencia tartomanyban!

Vizsgalbjelek.

o Egységugras: Z{e[k]} = 2, és L{e(t)} = L.

z—1? s

e Dirac-impulzus: Z{[k]} = L{5(t)} = 1.

A jeleken végezhetd linearis miiveletek.

e Osszeadas, szammal szorzas a komplex tartomanyban is ugyanaz.

e Differencialas: L{z'(t)} = sX(s).

e Eltolas:

— Diszkrét: Z{c[k — r|z[k — r]} = 27" Z{e[k]z[K]}.
— Folytonos: L{e(t — T)z(t — 7)} = e 5" L{e(t)z(t)}.

Gabor Norbert és Kondor Maté Andras, 2012. 9
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15.

Ismertesse az inverz z-transzformaéacié és az inverz Laplace
transzformaci6é részlettortekre bontason alapulé moédszerét!
Illusztralja az eljarast masodfokiti nevezd esetére! Hogyan
kezeljiik a komplex értéki, illetve a tobbszoros poélusokat?

A részlettortekre bontédsos modszert akkor hasznaljuk, amikor az inverz transzforméalandé fliggvény
racionéalis tortfiiggvény formajaban adott.

1.

e T6bbszoros polusok: i

Ha a szamlal6 és a nevezd fokszama megegyezik, el kell végezni egy 1épésnyi polinomosztast, hogy

valodi tort legyen. (i’;:g% =3 4194 )

. A nevezét [[(s — p;) alakra kell hozni. (3 + 52220 — 3 4 %)

s2+4+8s5+12 s+6)(s+2

Cy
s—pi”

A kifejezést a kovetkezd alakban keresem:

,Letakardsos modszer™ a 2. pontban megkapott alakban letakarom (s —p;)-t és a maradék kifejezés

ér/tékét kiszamitom s = p; helyettesitéssel, igy megkapom C; értékét. (3+ % — 3+ _574%4 n
7/4
+3)

s+2

Kész vagyunk, innen mar csak a transzformacio van hétra. (36(t) 4 e(t) (—Z2e 6" 4 Ze=2t))
Komplex poélusok: mindenképpen komplex konjugalt par(ok) lesz(nek). Ugyanigy szamolunk
veliik, majd a transzformacio utéan cosinus-okka alakitjuk éket.

3542 1 4 -1
s+1)(s+2)2 7 s+2 + (s42)2 + s+1°

16. Ismertesse a diszkrét idejd, illetve a folytonos idejti peri-
odikus jel elGallitasat Fourier soraval! Van-e lényeges kiilonb-
ség a két eset kozott? A jel mely jellemz6i hatarozhaték meg
egyszertien Fourier soros alakjabol?

Diszkrét

Komplex

ulk] = ) UFel ok

g

=

Il
o

ahol: K a peridodusszam, megadja, hogy hany iitemenként periodikus a jel, ¥y az alapharmonikus kor-

frekvencia. K = 2

Yo ?
_ 1 K-l iy
UL = 7 ulk)e=I100k
k=0
Matematikai
%
ulk] = [U#* cos (ivok) + UL sin (ivok)]
=0

ahol: K és Yy ugyanaz, mint a komplex alak esetében,

UA =

7

Uf B hai:Ovagyi:%
M{UC} hao<i<k

10
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0 haizOvagyi:%
~25{U°} hao<i<X

Mérnoki

K

ulk] = Up + Z UE cos (idok + ¢;)

=1

ahol: K és 9y ugyanaz, mint a komplex alak esetében,

UC =

K2

7C . C_ K
Ui_ hai=0vagyi= 5
2/UF| haO<i<Z

pi = arg (U_ZC)

Folytonos

Komplex

u(t) =Uy + Z U_iceji‘*’ot

1=—n

ahol n a kozelités valasztott finomsaga, T a periodusiddg,
_ 27

OJO—T

1 T

Matematikai

u(t) =Uo + Z [U# cos (iwot) + UP sin (iwot)]

i=1

ahol: n, T, és Uy ugyanaz, mint a komplex alak esetében,

a2 (7 :
U = = u(t) cos (iwpt) dt
T Jo

p_2 (T
U° == u(t) sin (iwpt) dt
T Jo

Gabor Norbert és Kondor Maté Andréas, 2012. 11



Jelek és Rendszerek 2. Kidolgozott Témakorok

Mérnoki

u(t) = Uy + Z UE cos (iwot + ;)
i=1

ahol: n, T, és Uy ugyanaz, mint a matematikai alak esetében,

U = \JUA* +UP* = 2Uf|

Up -
©; = — arctan U—ZA = arg (UZ.C)

Tulajdonsagok

Kiilonbség. Mig diszkrét Fourier—sor pontosan elgallitja a kivant jelet, addig a folytonos esetben tet-
sz6legesen sok tag figyelembe vételével is csak kozelits értékeket kapunk.

A jel Fourier—sorabél egyszertien meghatarozhaté jellemzdi.
o A jel értékének idgbeli atlaga: Uy, az ,egyen-Osszetevd”, vagy ,,DC-offset”.

e A legnagyobb amplitad6: mindig az els6 sinus vagy cosinus a legnagyobb amplitad6ja harmonikus,
tehéat ezeknek az egyiitthatoja hatarozza meg a jelben a legnagyobb amplitidoju komponenst.
Tovabbi tagok figyelembevételekor az amplitadé csokken, a frekvencia pedig né.

e Paritas: ha a jel paros, csak cosinus-os komponensekbdl all, ha paratlan, akkor csak sinus-okbol.
Ha se nem péaros, se nem paratlan, akkor sinus-ok és cosinus-ok is vannak benne.

e Az eredeti jel folytonossaga:

— Ha az eredeti jelnek szakadasai vannak, akkor az n. harmonikus amplitudoja -ként aranylik

n
az alapharmonikus amplitudéjahoz.

— Ha az eredeti jel folytonos, de a derivaltjanak szakadésai vannak, akkor az n. harmonikus

amplitudoja %—ként aranylik az alapharmonikus amplitid6jahoz.

17. Mit jelent a savkorlatozott folytonos idejt jel? Adja meg a
folytonos idejti jel és a mintaibo6l alkotott diszkrét idejt jel
Fourier transzformaltja kozotti kapcsolatot! Milyen feltételek
mellett, és hogyan lehet kifejezni a folytonos idejii jel id6fiigg-
vényét mintii ismeretében?

Definicié. Véges energiaju jelek amplitudéspektruma a korfrekvencia névekedésével csékken, egy bi-

zonyos hatar felett elhanyagolhato, tehat |F'(jw)| = 0, ha |w| > ©, ahol Q a savkorlat. Az ilyen jelek a
savkorlatozott jelek.

Nyquist—tétel. (Vagy mas néven Nyquist-Shannon mintavételezési térvény.) A folytonos ideji, véges
energiaju, Q savkorlatu savkorlatozott x(t) jel rekonstrualhato x(pT’) mintai ismeretében (T = £ a

™
mintavételi periodusidd):

> sin [7 (& —p
= 3wz =l
oo (7 —p)
A savkorlatozott jel mintaibol visszaallithato, ha a mintavételi frekvencia a jelben elfordul6 legnagy-
obb frekvencia kétszerese. Mdsképp megfogalmazva: Ha egy x(t) jel nem tartalmaz Q[Hz|-nél nagyobb

frekvencidkat, akkor egyértelmten elGallithato % secundumonként vett mintaibol.
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18. Ismertesse a csomoéponti potencialok és a hurokdramok moéd-
szerét Kirchhoff tipusi hal6zatok szamitasara a frekvencia és
a komplex frekvencia tartomanyban! Térjen ki a kiilonb6zé
hal6zati komponensekre! Illusztralja az eljarast egy egyszerii
halézaton!

Cél egy olyan egyszerd halozati egyenletrendszer szisztematikus elGallitasa, amelynek megoldasaval meg
tudjuk hatarozni a hal6zatban az aramokat és fesziiltségket, vagy ilyenek hanyadosat.

Csomoponti potencialok

Elméleti alap. Kirchhoff-féle Aramtorvény, vagy csomoponti torvény: egy csomopontba befoly6 dramok
Osszege egyenld a kifolyo aramok Gsszegével, vagyis a csomdpontban nem halmozodik fel toltés.

Modszer.
1. A halozat egy kényelmesen vélasztott csomopontjat kijeloljiik, mint 0 potencialt.
2. A t6bbi csomopontra, egyesével felirjuk a be és kifolyé aramokat.

e Konvencio: a kifelé foly6 aramokat tekintjiik pozitivnak.

e Hogy ne tévessziik el az elGjelet, igyekezziink minden agaramot olyan formaban felirni, hogy
sajat csomopont potencidlja — az aktualis dgon szomszédos csomoépont potencialja
a két csomopont kozott 1évé impedancia .

e Amennyiben forras van az aktualis agban, a fenti forméat nem tudjuk hasznélni. Ha aramfor-
ras, akkor nincs probléma, hiszen az épp felirt csomoponti egyenletben csupan elgjelhelyesen
szerepeltetniink kell a forrasaramot. Ha viszont fesziiltségforrasrol van szé, akkor a halozat
tovabbi részei alapjan kell 6sszefliggést talalnunk az adott 4g aramaéara, vagy egy segédvaltozot
kell bevezetniink.

3. Amennyiben elgallt a kell§ szamu egyenlet, a halozat barmely aramat vagy fesziiltségét meghata-
rozhatjuk az egyenletrendszer szisztematikus redukci6javal.

Példa. Tekintsiik az alabbi egyszerti halézatot! Uyg =?, Py,, =7

r — £
] ] l_] ] ]
¥ 5Q K
| e o
i oy i
v UlO —_, '
N E—_" +10 K
AR | P N
w | / ;
|:|15Q |:|2OQ 6 9\‘214 U
R N L -

Az abran szaggatott vonallal vannak korbekeritve a csomopontok és fel vannak tiintetve a potenciél-
jaik. Irjuk fel a kijelolt kérdésekre a valaszokat!

_ 2
Uio = @2 — (1 + 10) Py, :%

A csomoponti egyenletrendszer, amelybdl a fentiek szamértékét meg lehet hatarozni:
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(1) : Ly a2 g =0
(p1 +10) : is — 2+ "912%10 + ¢1+}8wsz —0
(p2) : <P2—(<1f’01+10) + 902;,01 + ap217520 -0

A valaszok szamértékének megismerésétsl mar csak az algebrai tehetségiink vélaszt el.

Hurokaramok

Elméleti alap. Kirchhoff-féle fesziiltségtorvény, vagy huroktorvény: egy zart hurok mentén a fesziilt-
ségek elGjelhelyes Gsszege zérus.

Modszer.

1. Felvesziink a hal6zatban b—n+1 dramhurkot, ahol b az 4gak szama, n pedig a csomoépontok szama,

a kovetkezs szabalyok szerint:
e Aramforrasok csak egy aramhurok mehet &t.
e Két aramforras nem szerepelhet egy hurokban.
e A halozat minden agat le kell fedni hurokkal.
e A hurkok nem lehetnek teljesen fiiggetlenek.

2. Miutan ez megvan, a fesziiltségtorvény értelmében Ossze kell irni a hurkok mentén a fesziilt-
ségeséseket, amiket az impedanciak és a hurokaram elGjeles Osszegének szorzata ad meg. A forra-
sokkal itt kevesebb probléma van, mint a csomoéponti potencialoknal, ugyanis a fesziiltségforrasnak
egyszerlien a fesziiltségét kell beirni az egyenletbe, az aramforrasrol pedig kijelentettiik, hogy csak

egy hurokban van benne, illetve egy hurokban nem lehet egynél tobb aramforras, tehat annak az
egy huroknak az értéke megegyezik a forrasarammal.

3. Amennyiben elGallt a kell§ szamu egyenlet, a halozat barmely aramat vagy fesziiltségét meghaté-
rozhatjuk az egyenletrendszer szisztematikus redukcidjaval.

Példa. Tekintsiik ugyanazt a hélézatot, mint az el6bb és oldjuk meg a hurokdramok moédszerével is!

Uio =7, Py,, =7
ﬁ 1V.
]
LI

5Q

{ II. )
10V

— 1092
L

15Q 209

1
]
DN~
S| S
<\~
~
—

Az gorbe vonallal vannak bejeldlve a hurokiaramok és meg vannak szamozva. Irjuk fel a kijelolt
kérdésekre a valaszokat!

Uwo =10 (Jrr. — Jrr1.) Py, =10 (Jrr. — JUL)2

A hurokegyenletrendszer, amelybdl a fentiek szamértékét meg lehet hatarozni:
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19.

J[_ . J[_ = 2A
Jrr. 5(Jrr. + Jrv.) +10(Jrr, — Jrrr) +10 =0
Jrrr 10(;][[[, — JH_) + 15(J1H, + ij,) + 20(J[[1_ — J[,) +20=0
Jrv.: 25Jpy. +5(Jrv. + Jir) + 15(Jrv. + Jrr) +20 =0

Ismertesse a linearis, invaridns Kirchhoff tipust halézatok
periodikus allapotanak szamitasat a Fourier soros felbontas
felhasznalasaval! Ismertesse a pillanatnyi és a hatasos tel-
jesitmény fogalmat és szamitasuk modszereit!

Periodikus gerjesztésre adott valasz. (Nem tudom, hogy pontosan erre gondoltak-e?)

1.

5.

6.

A periodikus gerjesztGjel (célszertien mérnoki alaka) Fourier-soranak meghatarozasa kell6 pon-
tossagig.

. A halozat atviteli karakterisztikdjanak meghatarozasa.

Atviteli karakterisztika értékének kiszamitasa a Fourier-sor altal meghatarozott frekvenciakon.

A tablazat felirasa. (Fejléc: w | |U| | gu | |H| | ¢u | Y] | ¢y |) A gerjesztGjel mérnoki alakja-
nak Fourier-sorabol automatikusan adodik a kiilonb6zd frekvenciaju komponensek komplex am-
plitadoja, a kiilonboz6 atviteli tényezdket is kiszamoltuk az el6bb, tehat nincs mas hatra, mint...

...a valasz komplex amplitadojanak meghatarozasa: |Y| = |H|-|U|, ¢y = ¢ + ¢u.

A valasz egyes tagjainak komplex amplitido6ibol automatikusan adédik a valasz Fourier-sora.

Ezt az egész dolgot a rendszer linearitasa miatt lehet igy csindlni. A modszer gyakorlati megvalositasa
az lenne, ha az eredeti periodikus jelet el6allito forras helyett a Fourier-felbontasnak megfelel§ szami,
annak egy-egy komponensét kiilon el6allité forrast helyeznénk a halozatba és a szuperpozicié elvét alkal-
magzva Osszegeznénk hatasaikat.

A villamos teljesitmény tipusai. Akkor mar ideirom az 6sszeset, hogy egy helyen legyenek. Jelolések:

u(t) = [U cos(wt + @)V
i(t) = [ cos(wt + p)] A

a=p—p

A teljesitmény tipusai a fenti jelolésekkel tehat:

Pillanatnyi: p(t) = u(¢)i(t)

Hatéasos: P = % fOTp(t)dt = %U I cosa — a pillanatnyi teljesitmény egy periddusra vett atlaga.

[P] =W (Watt).

Meddé: Q = %UI sina — a teljesitménynek ez a része nem végez hasznos munkat, de héterhelés
formajaban megjelenik a rendszerben. [Q] = var (volt-amper reaktiv).

Komplex: S = {UI" = P + jQ. [S] = VA (volt-amper).

Laszlolagos: S = |S| = LUI. [S] = VA (volt-amper).

-2
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20. Ismertesse a diszkrét idejii rendszer fogalmat! Adjon atte-
kintést a rendszerek osztalyozasi szempontjairol (a valtozok
szama, jellege, kapcsolatuk tipusa stb.)! Mit jelent a linearis,
az invarians, illetve a stabilis jelz6?

Diszkrét ideji rendszer. A tantargy keretein belill a diszkrét ideji, folymatos értékii gerjesztés,
diszkrét idejid, folymatos értékd valasza rendszereket értjiikk ide. Ez azt jelenti, hogy a rendszer ger-

jesztésének és valaszanak értékét is csak meghatarozott idGpillanatokban, szabélyos id6kézonként ve-
hetjiik figyelembe, azonban mind a gerjesztés, mind a valasz tetszGleges valos értéket felvehet.

A rendszerek osztalyozasa.
e A valtozok szama alapjan: egy / tobb gerjesztést / valaszu.
e Az értelmezési tartomany alapjan: folytonos / diszkrét idejd gerjesztést / valaszu.

o Az értékkészlet alapjan: folytonos / diszkrét értéki gerjesztést / valasza.

A rendszerek tulajdonsagai.
e Linearis: Ha uq[k] — y1[k] és ualk] — y2[k] akkor ciuq[k] 4+ cous[k] — c1y1(t) + caya2lk].
e Invarians: Ha u[k] — y[k], akkor u[k + k] — y[k + &].
e Stabilis: A héalozat stabilis, ha az altala reprezentalt rendszer gerjesztés-valasz stabilis.

— Gerjesztés—valasz stabilitas: korlatos gerjesztésre korlatos valasz. Akkor és csak akkor, ha az
impulzusvalasz abszolat integralhato.

— Aszimptotikus stabilitas: a gerjesztés kikapcsolasa utan az allapotvaltozok és a valasz 0-hoz tar-
tanak. Akkor és csak akkor, ha a rendszermatrix sajatértékeinek valos része negativ.

21. Ismertesse a diszkrét idejli rendszer rendszeregyenletének fo-
galmat, Altalanos alakjat, és a megoldasahoz sziikséges ada-
tokat! Milyen tipust rendszerekre érvényes a megadott alak?

Definicié. A rendszeregyenlet a vizsgélt rendszer gerjesztés—valasz kapcsolatanak egy implicit alakja.

Ervényessége és altalanos alakja. Diszkrét ideji, egy bemenetii — egy kimenetii, linearis, invarians,
kauzalis rendszer rendszeregyenlete:

ylk] + Zaiy[k —i] = Zbiu[k — 1]
i=1 =1

A megoldashoz sziikséges adatok.
e Az a; és b; konstansok értékei, ezeket a halozatban talalhato erdsiték szabjak meg.
e A gerjesztés idofiiggvénye.
o A gerjesztés belépd legyen.

o .7
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22. Ismertesse a diszkrét idejii rendszeregyenlet megoldasara szol-
galé moédszereket az id6-, a frekvencia és a komplex frekven-
cia tartomanyban! Illusztralja a moédszereket egy egyszert
példaval!

IdSétartomany

,»Itep-by-step” modszer
A megoldandé rendszeregyenlet legyen: y[k] + 0.8y[k — 1] 4+ 0.15y[k — 2] = 4du[k] — 2u[k — 2].

Ez a ,step-by-step” elég komolytalan moédszer, nem adja meg a valasz zart alakjat cserébe sokat kell
szamolni. Egyszerten fel kell irni egymas mellé k-nak és u-nak a megfelels értékeit egy tablazatba, majd
ezek mellé, minden egyes sorba kézzel kiszdmolni y értékét. Igy kijon, hogy k = 0-ra y = 4, 1-re -3.2,

2-re -0.04, stb.

Altalanos megoldas (az impulzusvalasz szamitésa)

Az el6bbi példanal maradva:

Hatarozzuk meg a hglk] ,segéd-impulzusvalasz” fliggvényt tgy, hogy a rendszeregyenletben a ger-

jesztést Vk-ra 0-nak tekintjiik és felirjuk a karakterisztikus polinomot:

A+ 0.8 +0.15e 2 =0

cA\F~2 kiemelhetd, és mivel az nem lehet 0 (ez trivialis megoldas lenne), az egyenlet eloszthaté vele,

igy marad:
A2 4+0.8\4+0.15=0

Innen A\; = —0.5 és Ay = —0.3. A hg[k] fliggvény 4altalanos alakja:

holk] =) ciAf
=1

Tehat ebben az esetben:

holk] = [e1(—0.5)% + ¢2(—0.3)"] e[k]

1 és co meghatarozasahoz helyettesitsiink be a hg[k] fiiggvénybe 0-t és —1-et, igy a kovetkezd egyen-

letrendszer adodik:
ho[O] =1= c1+ co
C1 C2

—1: =
ho[~1] =0 05 ' —03

Innen ¢; = 2.5 és ¢o = —1.5, tehat
holk] = [2.5(—0.5)% — 1.5(—0.3)%] e[k]
Az impulzusvalasz megkaphaté a kévetkezSképpen:

holk] = biho[k — 1]
1=0
ahol b; értékei a rendszeregyenletben gerjesztés (a ,,jobb oldal”) egyiitthatoi. Esetiinkben tehat:
hlk] = 4ho[k] — 2ho[k — 2] = [10(—0.5)% — 6(—0.3)*] e[k] — [5(—0.5)" 2 — 3(—0.3)* 2] e[k — 2]

A 0. és 1. utemeket kiilon irva:

hlk] = 46[k] — 3.26[k — 1] + e[k — 2] [-2.5(=0.5)F "% + 2.46(—0.3)F %]

Gabor Norbert és Kondor Maté Andras, 2012.
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Az impulzusvélasz ismeretében tetszdleges gerjesztésre szamithato a rendszer valasza konvolucioval:

ylkl = Y hlk —iJuli

1=—00

(Az Osszegzés also hatara 0, ha a gerjesztés belépd, a fels6 hatara pedig k, ha a rendszer kauzalis.)

Megoldas GsszetevGkre bontassal

Masik példa: y[k] + 0.6y[k — 1] — 0.16y[k — 2] = 3u[k] — 2u[k — 1], a gerjesztés legyen u[k] = 6 - 0.5F¢[k].
A valasz felbonthato szabad-, és gerjesztett Osszetevére. A gerjesztett Osszetevs a gerjesztés alakjaban
keresendé:

ulk] | yylk]
o[k] 0
Ae[k] B

Aad*e[k] Ba*

Tehat a megadott gerjesztéshez tartozo gerjesztett valaszt a B-0.5% alakban keressiik. Helyettesitsiik
ezt és a gerjesztést a rendszeregyenlet kifejezésébel

B-0.5*4+06-B-051-0.16-B-05*2=3.6-05"-2-6-05"""

0.5%=2 kiemelhetd:

B-0524+06-B-05—-0.16-B=3-6-0.5>—-2-6-0.5

Innen B = —3.85. Most akkor nézziik a szabad Osszetevst, ami Y, D;AF alakban keresends. A
ho[k]-z6s modszert kovetve meghatarozzuk a A-kat:

A +0.6eN1 —0.16e 2 =0

eAF72(A% + 0.6\ — 0.16)

Innen A\ = —0.8 és Ay = 0.2.
A valasz kifejezése tehat a kovetkezGképpen fog alakulni:

ylk] = D1(—0.8)* + Dy -0.2F —3.85.0.5*

Step-by-step™eljiink egy kicsit, hogy kideriiljenek a konstansok:

k| ulk] | ylk]
1[0 | 0
0| 6 | 18
1] 3 [-138

Tehat:

18 =D; 4+ Dy — 3.85
—13.8 = —-0.8D1 +0.2D> — 3.85- 0.5

Innen D; = 16.245 és Dy = 5.605, tehat a valasz kifejezése:

y[k] = 16.245(—0.8)% + 5.605 - 0.2% — 3.85 - 0.5"
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Frekvencia— és komplex tartomany

Hat mindezen id6tartoménybeli marhaskodasoknal sokkal egyszertibb, ha a kévetkezSképpen jarunk el.
El6szor is csinaljunk a rendszeregyenletbdl atviteli fiiggvényt:

Y 3
— -y = - =
ylk] +0.6y[k 1] = Bulk] = Y (1 +0.6:7) =30 = H(:) = 7 = 1506577

A gerjesztGjel idofiiggvényét z-transzforméaljuk:

6

- k Z
ulk] = 605"k 3

A kettsSt Osszeszorozzuk:

3 6 1822

T 1406211-052-1 22+4012-03

Majd ezt inverz z-transzformélva megkapjuk a valasz id6fiiggvényét.

Y(z)

y[k] = e[k] [8.18 - 0.5% + 9.82(—0.6)"]

23. Ismertesse a linearis, invarians, kauzalis diszkrét ideji rend-
szerre az allapotvaltozé fogalmat, az allapotvaltozoés leiras
normal alakjat!

Definicié. Az allapotvaltozok olyan valtozok, melyekre a kovetkezok igazak. Amennyiben ismerjiik

a rendszer miikodését jellemz§ egyenleteket és a gerjesztéseket, valamint az Gsszes allapotvaltozo egy
bizonyos k pillanatbeli értékét, akkor:

o ezekbdl meg tudjuk hatarozni az 6sszes allapotvaltozé K > k pillanatbeli értékeit, és
e meg tudjuk hatarozni valamennyi valasz k pillanatbeli értékét.

Diszkrét ideji rendszer esetében az allapotvaltozok a késleleteték kimeneti valtozoi.

Normal alak.

24. Ismertesse a linearis, invarians, kauzalis diszkrét idejl rend-
szer allapotvaltozos leirasanak megoldasara szolgalé moédsze-
reket!

Megoldas GsszetevGkre bontassal. Alap: az allapotvaltozo idéfiiggvénye felbonthatoé szabad-, és
gerjesztett Osszetevikre.

1. Rendszermatrix sajatértékeinek meghaatrozasa: det(A — A) = 0.

2. Sajatvektorok meghatérozasa: (AL — A)m = 0.
3. A szabad Gsszetevé meghatéarozasa: xflk] = vazl K;m \F, ahol K;-ket a kezdeti feltételek szabnak
meg.

4. A gerjesztett Gsszetevit a gerjesztGjel alakjaban keressiik. (,Probafiiggvény-modszer”.) A probafiig-
gvényben szerepld egyiitthatok meghatérozasahoz azt behelyettesitjiik az eredeti allapotegyenletbe,
felirjuk a kiilénbo6zd tipusa fliggvények egytlitthatéinak egyenléségét és megoldjuk az adodo egyen-
letrendszert.

5. A gerjesztett-, és a szabad Osszetevs Osszege adja az allapotvaltozo idéfiiggvényét.
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Megoldas matrixfiiggvényekkel. z[k] = ékg[ﬁ] + Zf:_ol ékil*i@[i].

25. Ertelmezze a diszkrét ideji rendszer impulzusvalaszat! Ho-
gyan szamithat6 az adott gerjesztéshez tartoz6 valasz az im-
pulzusvalasz ismeretében? Hogyan abrazolhat6 az impulzusvalasz?

Definici6. A diszkrét idejid rendszer impulzusvalasza a rendszer §[k] gerjesztésre adott valasza.

Konvolucio. Tetszoleges gerjesztéshez tartozo valasz elGéll a gerjesztGjel és az impulzusvalasz konvola-
ciojaként:

ik = 37 hlk = i

1=—00

Abrazolas. (Ebben mi a kérdés?) Az impulzusvalaszt az id6 fiiggvényében lehet abrazolni bot-diagra-
mon, mert ez szemlélteti a diszkrét idSléptéket.

26. Hogyan hatarozhat6 meg egy diszkrét idejt, illetve egy folytonos
ideji rendszer impulzusvalasza az Allapotvaltozos leiras is-
meretében?

Diszkrét idejd rendszerekre:

hlk] = Di[k] + e[k — 1]CTA*'B

Folytonos idejl rendszerekre:

h(t) = D(t) + e(t)CTeA'B

27. Ertelmezze a diszkrét idejii és a folytonos idejii rendszer
aAtviteli karakterisztikajat! Hogyan szamithaté az adott ger-
jesztéshez tartozo6 valasz az atviteli karakterisztika ismeretében?
Hogyan abrazolhat6 az atviteli karakerisztika?

Definicié. A diszkrét idejd rendszer atviteli karakterisztikdja a rendszer atviteli egyiitthatoja, mint a
frekvencia fliggvénye, mely elGall a valasz és a gerjesztés komplex amplitadoinak hanyadosaként.

Valaszszamitas. Fentrol lefelé egyre elvetemiiltebbeknek sz6l6 méddszerek olvashatok.

o Az atviteli karakterisztikabol z = €77, illetve s = jw helyettesitéssel nyerhets az atviteli fiiggvény,
ha a rendszer kauzalis. — A gerjesztés idofliggvényének z-, illetve Laplace-transzformalasa —
Y (z) = H(2)U(z), illetve Y(s) = H(s)U(s) — Inverz transzformacio.

e Az aperiodikus gerjesztSjel Fourier-transzformacioja — Y (e/?) = H(eZ?)U(e?), illetve Y (jw) =
H(jw)U(jw) — Inverz Fourier-transzformacio.

e A periodikus gerjesztGjel Fourier-sorba fejtése — Az atviteli tényez6 meghatarozasa a sziikséges

frekvencidkra — A gerjesztGjel és az atviteli tényez6 amplitudodinak szorzésa, illetve szogeik Osszegzése
adja a valasz komplex amplitidoit — Trividlis visszaalakités id6fiiggvénnyé.

o Atviteli karakterisztika inverz Fourier-transzformaciéja — Az igy nyert impulzusvalasznak és a
gerjesztés id6fiiggvényének a konvolicidja.
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Abrazolas.
e Bode-diagram: az &atviteli karakterisztika amplitudojat és fazisat adjak meg a frekvencia fiig-
gvényében.
— Diszkrét esetben a frekvencia és a fazis természetes egységben, linearis léptékkel adott, mert a
frekvenciat csak a 0 < ¥ <, a fazist pedig legfeljebb egy 27 széles tartoméanyon kell abrézolni.
Az amplitado viszont logaritmikus egységben (jellemzGen dB-ben), linearis léptékkel adott.

— Folytonos esetben a frekvencia is természetes egységben, am logaritmikus léptékkel adott, mivel
a kiilonbozd frekvencidk nagyon széles tartomanya el6fordulhat. Az amplitado és a fazis a
diszkrét esethez hasonléan vannak abrazolva.

e Nyquist-diagram: olyan diagram a komplex sikon, melynek pontjait az atviteli karakterisztika egy-
egy rogzitett frekvencidhoz tartozo értékei adjak.

28. Hogyan hatarozhaté meg egy diszkrét idejt, illetve egy foly-
tonos idejd rendszer atviteli karakterisztikaja az allapotval-
tozos leiras ismeretében? Illusztralja egyszert példaval!

Van egy ilyen, hogy H(jw) = QT(jw£ —A)'B+ D, illetve H(e?”) = QT(eﬁZ —A)'B+ D, de ez igy
papiron ceruzéaval annyira nem tiinik inycsiklandénak.
Diszkrét példa. Allapotvaltozos leiras legyen:
x1[k + 1] = ulk]
xa[k + 1] = 0.7z [k] + 0.5z k]
ylk] = 032K

Attérés a frekvenciatartomanyba: ‘
)(16]19 =U

Xoe?? =0,7X; +0,5X5
Y =0,3X,

Egyenletek rendezése:

. Y 0,21
J0y — . — )
H() = U /20 —(,5ei?

Folytonos példa. Tekintsiik az alabbi egyszeri u, gerjesztési, u valaszu halozatot!

| Wit O
L

|

\_/
[
| oy

C
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_1 U _1 1 1
JjwC . JjwC RC
) =7, T FR 1+jwRC ™ ju+ o

(Megjegyzés: ezt a példat ugye barmelyikiink négyéves kishiga is meg tudna oldani, olyan egyszert,
azonban azt érdemes észben tartani, hogy sokszor az atviteli fliggvény vagy -karakterisztika csak egy par
fesziiltség- vagy aramosztasra van téliink. Tanulsdg: ne essiink neki csomopontival rogton!)

29. Ertelmezze a diszkrét idejti és a folytonos idejti rendszer
atviteli fliggvényét! Hogyan szamithato az adott gerjesztéshez
tartoz6 valasz az atviteli fiiggvény ismeretében? Hogyan
dbrazolhat6 az atviteli fiiggvény?

Diszkrét. A linearis, invarians, kauzélis rendszer atviteli fliggvénye a beléps gerjesztéshez tartozo
beléps valasz z-transzformaltjanak hanyadosa:

Az atviteli fliggvény ismeretében csak beléps valaszt tudunk szamitani, de nem kell kik6tni a rendszer
stabilitasat.

ylkl = 27 {H(2) Z2{ulk]}}

Folytonos. A linearis, invarians, kauzalis rendszer atviteli fiiggvénye a beléps gerjesztéshez tartozo
beléps valasz Laplace-transzformaltjanak hanyadosa:

Y(s)
U(s)

Az atviteli fiiggvény ismeretében csak belépd valaszt tudunk szamitani, de nem kell kiktni a rendszer
stabilitasat.

H(s) =

y(t) = L7 {H (s)L{u(t)}}

Abrazolas. Az atviteli fiiggvényt szokésosan a polus-zérus elrendezéssel abrazoljuk. Nagyon konnyt
elkésziteni, gy néz ki, hogy a komplex sikra a poélusok helyére kis x-et, a zérusok helyére kis o-t kell
rajzolni.

30. Hogyan hatarozhaté meg egy diszkrét idejt, illetve egy foly-
tonos ideji rendszer atviteli fliggvénye az allapotvaltozoés leiras
ismeretében?

Ugyantgy, mint az atviteli karakterisztika, csak jw és eV helyett s-el illetve z-vel.

31. Ertelmezze a diszkrét ideji, illetve a folytonos idejii linearis
invaridns rendszer gerjesztés—valasz stabilitasanak fogalmat,
adja meg teljesiilésének feltételeit! Mely feltételek sziiksége-
sek, melyek elégségesek?

Diszkrét. A linearis, invaridns rendszer gerjesztés-valasz stabilis, ha barmilyen korlatos gerjesztéshez
tartozo valasza korlatos. Ennek sziikséges és elégséges feltétele, ha a rendszer impulzusvalasza abszolit
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Osszegezhetd:

oo

> hlk] < oo

k=—o0

A rendszeregyenletével leirt diszkrét idejd, linearis, invarians rendszer biztosan gerjesztés—vélasz sta-
bilis, ha minden sajatértékére teljesiil, hogy |A;| < 1.

Folytonos. A linearis, invarians rendszer gerjesztés-valasz stabilis, ha barmilyen korlatos gerjesztéshez
tartozo valasza korlatos. Ennek sziikséges és elégséges feltétele, ha impulzusvalasza abszolit integralhato:

/O:o h(t)dt < oo

Ha a rendszer aszimptotikusan stabilis, akkor gerjesztés-valasz stabilis is (forditva nem igaz).

32. Ertelmezze a diszkrét idejd linearis, invarians rendszer a-
szimptotikus stabilitadsanak fogalmat, adja meg teljesiilésének
feltételeit! Mely feltételek sziikségesek, melyek elégségesek?

Diszkrét. A diszkrét ideji, linearis, invarians, kauzalis rendszer akkor aszimptotikusan stabilis, ha a
gerjesztetlen (,magéra hagyott”) rendszer minden allapotvaltozoja barmely kezdeti allapot esetén nul-
lahoz tart az id6 el6rehaladtaval. Az aszimptotikusan stabilitas sziikséges és elégséges feltétele, ha a
rendszermatrixanak minden sajatértéke abszolat értékben kisebb 1-nél, a komplex szamsikon az egység-
sugart koron beliil helyezkedik el. |\;] < 1.

Folytonos. Lineéaris, invaridns rendszer aszimptotikusan stabilis, ha a gerjesztetlen rendszer minden
allapotvaltozoja nullahoz tart barmely kezdeti allapot esetén. A lineéris, invarians, kauzalis rendszer
akkor és csak akkor aszimptotikusan stabilis, ha a rendszermatrixdnak minden \; sajatértékének valos
része negativ. R{\;} < 0. A gerjesztés-valasz stabilitas az aszimptotikus stabilitas sziikséges, de nem
elegendd feltétele.

33. Hogyan hatarozhat6é meg egy linearis, invarians rendszer szi-
nuszos vagy periodikus gerjesztéshez tartoz6 gerjesztett va-
lasza diszkrét idej, illetve folytonos idejti esetben? Milyen
feltételek mellett van a gerjesztett valasznak fizikai tartalma?

Periodikus gerjesztett valasz meghatarozasa. ,Téblazatos” médszer: minden felmeriils frekven-
ciara kiszamitjuk a gerjesztés komplex amplitudojat és az atviteli tényezdt, amplitudokat szorzunk,
fazisszogeket Osszegziink.

Gerjesztett valasz fizikai tartalma. Akkor van a gerjesztett valaszjelnek fizikai tartalma, ha a
rendszer gerjesztés—valasz stabilis.
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34. Ertelmezze a rendszerjellemzd fiiggvényt! Ertelmezze a disz-
krét idejli és a folytonos idejli rendszerek rendszerjellemzd
fliggvényeinek kapcsolatat! Mik az egyes rendszerjellemzé
fliggvények elényei és hatranyai? Milyen rendszertulajdonsa-
gok hatarozhatok meg az egyes rendszerjellemzé fiiggvények
ismeretében kozvetleniil?

A linearis, invarians rendszer rendszerjellemzé fiiggvényének egy olyan fliggvényt neveziink, amelynek
ismeretében az adott gerjesztéshez tartozo valasz meghatarozhato.

Diszkrét.
e Impulzusvalasz: hlk] = Z-HH(2)} = F 1{H(e’?)} — altalanos jellemzs. A rendszer halozati

viteli karakterisztikidjat vagy atviteli fliggvényét kell meghatarozni.
o Atviteli karakterisztika: H(e’?) = F{h[k]} — csak gerjesztés-vélasz stabilis rendszerekre.
o Atviteli fiiggvény: H(z) = Z{h[k]} — csak kauzalis rendszerekre.

Folytonos.

e Impulzusvalasz: h(t) = F-H{H(jw)} = L~HH(s)} = ¢'(t) — altalanos jellemzs. A rendszer hals-
zati reprezentéicidjabol kozvetleniil nem meghatarozhato, el6szor a halézat allapotvaltozos leirasat,
atviteli karakterisztikajat vagy atviteli fliggvényét kell meghatarozni.

o Atviteli karakterisztika: H(jw) = F{h(t)} — csak gerjesztés—vélasz stabilis rendszerekre. Egy rend-
szer atviteli karakterisztikdjanak szamitasa elvileg egyszerii akar pontonként, akar fiiggvényként.
El6zetesen ellendrizni kell azonban a halozat stabilitdsat, mert formailag a nem stabilis haloza-
tra is kapunk latszolag helyes eredményt. (Ha a forrasra kapcsolt kétpolus passziv, akkor az el-
lendrzés tobbnyire mellézhets). Célszert eljaras: el&szor a halozat alapjan az atviteli fliggvényt
meghatarozni, ellenérizni a stabilitast, majd ha stabil, s = jw helyettesitést alkalmazni.

o Atviteli fiiggvény: H(s) = L{h(t)} — csak kauzalis rendszerekre.

35. Ismertessen néhany specialis tulajdonsagi rendszert (pl. véges
impulzus-valaszii, mindent atereszt§, minimalfazisa)! Mi-
lyen tulajdonsagiiak ezek rendszer-jellemzd fiiggvényei? Is-
mertesse Bode tételeit!

Véges impulzusvalasza rendszerek (FIR — Finite Impulse Response). A diszkrét idej, linearis,
invarians, kauzalis rendszerek egy specidlis csoportja.

e A rendszer impulzusvalasza belépd és értéke nulla valamilyen véges id6pont utén.
e Az impulzusvalasz L iitem hosszusagu.
e Stabilis rendszer (egyetlen L — 1-szeres polusa az origdban van).

e Van olyan halozati realizacidja, amely L — 1 szamu késleltet6t és maximum L szamu erdsitét tar-

talmaz: h[k] = S>57" h[i]o[k — ).

Mindent ateresztS. Olyan kauzalis, linearis, invarians, gerjesztés-valasz stabilis rendszer, amelynek
amplitudokarakterisztikaja allando.
e A szinuszos gerjesztés amplitudojat a rendszer minden frekvencian azonos erdsitéssel ,engedi at”,
de a fazisok kapcsolatara nincs elsiras.
e A polusok a bal félsikon, a zérusok a jobb félsikon helyezkednek el, a képzetes tengelyre tiikros
parokat alkotnak.
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Minimalfazisi.
e Diszkrét: Olyan linearis, invarians, kauzalis, gerjesztés—valasz stabilis rendszer, amelyre az atviteli
fliggvény egyetlen zérusa sincs az egységsugara koron kiviil.

e Folytonos: Olyan linearis, invarians, kauzalis, gerjesztés—valasz stabilis rendszer, amelyre az atviteli
fliggvény minden polusa a bal félsikon helyezkedik el és egyetlen zérusa sincs a jobb félsikon.

Tulajdonsagok:

e Az azonos amplitudokarakterisztikaji rendszerek koziil a minimélfazisanak a legkisebb a faziskarak-
terisztikdja (innen az elnevezés).

e Szigortian minimalfazisi: ha a folytonos ideji rendszer atviteli fiiggvénynék minden zérusa a bal
félsikon talalhato. Ebben az esetben a K(w) amplitudokarakterisztika maga is rendszerjellemzé
fliggvény.

Bode—tétel. A szigortian minimalfazisi, folytonos ideji rendszer faziskarakterisztikaja meghatarozhato
az amplitudokarakterisztikaval a kovetkezSképpen:

d\

olw) = 271'/0oo In K(A) —In K(w)

A—w

w

36. Ismertesse a folytonos idejiti rendszer diszkrét ideji szimula-
ciéjdnak néhany modszerét! Mi a célja a szimulaciénak? Il-
lusztralja az eljarasokat egy egyszerti folytonos ideji rendsz-
erre!

Adott egy folytonos idejii rendszer. Feladatunk olyan diszkrét idejii rendszer meghatarozéasa, amelynek
viselkedése ,hasonld” a folytonos idejd megfelelgjéhez, vagyis szimulédlja annak viselkedését.

Az impulzusvalasz szimulacioja. A h.(t) impulzusvilaszi lineéris, invarians, kauzalis, folytonos
idejd rendszernek az u.(t) belépd gerjesztéshez tartozd valaszanak kifejezése a konvolucioval:

t
ye(t) = / he(T)uc(t — 7)dr
-0
Az impulzusvalasz a kdvetkezs alakban adott:
he(t) = Do(t) 4 £(t) f(t)

ahol f(t) egy folytonos ideji fiiggvény.

Valasszunk egy T mintavételi periodusidét, majd a fenti két egyenlet felhasznalésaval fejezziik ki a
valaszt a t = kT id6pontokban (k € N). Behelyettesitve, az integralt elvégezve a kovetkezs szimuléacios
szabély adodik:

| he(t) = D3(t) +(t) f(t) = halk] = D[k) + Te[k — 1] (kT)]

Az atviteli fiiggvény szimulaciéja. Adott egy kauzilis folytonos idejd rendszer H.(s) atviteli fiig-
gvénye. Célunk a diszkrét idejd szimulalo rendszer olyan Hgy(z) atviteli fliggvényének elGallitasa, hogy
barmilyen frekvenciaju szinuszos gerjesztésre a szimulécié hibamentes legyen, vagyis a szimulator ger-
jesztett valasza egyezzék meg a folytonos idejii rendszer gerjesztett valaszanak mintaival. Ennek feltétele:

Hy(z) = Ho(8)|,—me

S:T

azonban ez a megoldas nem hasznalhatd, mivel nem racionalis atviteli fliggvényi szimulatort ered-
ményez, ilyet pedig erGsitGkkel és késleltetGkkel nem tudunk épiteni. Keresni kell tehat egy olyan
megoldast, amely racionalis atviteli fliggvényt eredményez, jol kdzeliti a fenti, nem racionalis megoldast és
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megdrzi a szimulalandé rendszer stabilitasi tulajdonsagait

. Igazolhato, hogy a bilineéris transzformacio
rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal:

T
pz—1 14 ==

S:Tz—l—l :<::17£ 0<p<L2
P

Fentivel tehat a kovetkezd szimulacios szabaly adodik:

1
,ahol 0 < p <2

pz-
Ha(2) = He(s)ls=s(2)> abol f(2) = 57—

37. Ismertesse az atviteli karakterisztika és a jel savszélességének
fogalmat! Mi az alakhi jelatvitel fogalma és feltétele? Mit
jelent az alulatereszts, a feliilatereszts, a savatereszts és a

sdvzaro rendszer?

o Savszélesség: egy jel savszélessége az a frekvenciaintervallum, amelyen kiviil a jel spektruma el-
hanyagolhato.

e Alakhi atvitel: a jel id6fiiggvénye (alakja) nem torzul el, azaz csak linearis valtozast szenved, ez
akkor biztositott, ha a rendszer savszélessége magaba foglalja a jel sdvszélességét

Rendszerek osztalyozasa az amplitudokarakterisztika alapjan:

H (o) H(jw) II_{% @L %
w w J w J w J w
Mindent atereszts Alulatereszts Felilatereszts Savatereszts Savzaro
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