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11.1 Bevezet6s
A tov6bbiakban olyan merev testek forg6 mozgiisdval foglalkozunk, amelyek

a tiimegkozeppontjukon 6tunen6 szimmetdatengely kiiriil forognak Egyel6re

csak azokat az eseteket vessziik tekintetbe, amelyekn6l a tengely iriinya a

t6rben riigzitett. P6ldak6nt szolg6that az alaplapJ|ra csavarozott elektromotor

rotorj6nak forg6sa, vagy az egyenes irton halad6 g6pkocsi kerek6nek forg6

mozg6sa. A forg6stengely egy helyben maradhat, vagy halad6 (transzl6ci6s)

mozg6st v6gezhet, de a tengely mindig megtartja 6lland6 ir6nyAt a t6$en. Az

elemz6s kdmyen 6rthet6v6 v6lik, ha a mo2g6st a test k6z6ppontj6nak halad6

mozg6sa, valamint a test ttimegkitzeppont kiiriili forg6 mozg6sa ered6j6nek

tekintjiik. Ugyanirgy, ahogyan egyenesvonalit mozg6sokn6l tettiik, most is

azzal kezdjik, hogy megfogalmazntk a fotg6 mozg6st leir6 kinematikai

egyenleteket. Majd a kiivetkez6 fejezetben Newton toryenyeit alkalmazzuk,

hogy meg6rtsiik, mi6rt tesznek szert a testek forgdsi gyorsul6sra.

11.2 A forgfs kinematikai leirrisa

TekintsiiLnk egy tiimiir, homog6n t6rcs6t, amely a kiiz6ppontj6n 6tmenti rtig-

zit€tt )t t€ngely kiiriil szabadon foroghat. (11-l 6bra.) A tiircsa mozgristit r.igy

figyelhetjiik meg, ha a t6rcs6ra sug6rir6nyri egyencst rajzolunk 6s ennek a

sugimak a pozitiv ;r tengelyen val6 6thalad6s6hoz rendeljiik a ,,z6rus" refe-

rcnciahelyzetet. Amint a t6rcsa az 6ramutat6 j6r5s6val ellent6tes iriinyban

forog, a sug6rir6nyri egyenes olyan A szdget sitrol, amely az r sug6rral 6s az s

ivhosszal a k6vetkez6 kaDcsolatban van:

( a )

v

(b )

11-1 6bra.
A tarcsa a kiiz6ppontjrin 6tmen6 169-
zitett tengely kttriil forog az 6ramutat6
jiiriisiival ellent6tes irrinyban. (A *

csillag a papir sikjiira mer6leges ten-
gelyr jelit l i .)

A 0 sziigelforduliis
^ , 1 (11-1)

L szdget radidnban (rad) m6rjtk. Ez az egys6g k6t hosszirs6g hiinyadosa, igy

dimcnzi6 n6lkiili mennyis6g, puszta sz6m. Meg6llapod6s szerint 61tal6ban a



pozitiv x tengellt6l m6rt, az 6ramutat6 jirris6val ellent6tes forg6st valasztjuk
pozitirinak, az ellentetes ir6nyri forg6s negativ.

Ha At id6tartam alatt a sziig helyzete L@ 6rt6kkel v6ltozik, akkor az
a att ftlsgos sziigseb€ss6get a kdvetkez6k6ppen definidljuk:

L0
*ou 

Lt

A A/-J0 hat6r6tmenettel az @ pillanatnyi sziigsebess6get definidljuk:

- = l i ^ a o
^t)0 Lt

Ez azl jelefii, hogy a pillanatnyi sztigsebess6g a sziigelfordukis id6 sze-
rinti deriv6lda:

de
dt

(11-4)

(rr-2)

(11-3)Pillanatnyi

sziigsebess69

A sziigsebess6g egys6ge I radi6n per m6sodperc (rad,/s). Tekintetve, nogy a
radiiin dimenzi6 n6lkiili mennyis69, a sziigsebess6g dimenzi6ja [T 

-r].

Ha a sz6gsebessdg At id6tartam alatt Aar 6rt6kkel ntjvekszik, akkor az d
,rr 6tlagos sziiggyorsul6s definici6 szerint':

AA
-nrt 

al

A At-+O hatrirdtmenettel az o pillanatnyi sziiggyorsul6st defini6ljuk:

c, = lim 
L@

^'+o A/

Ez azt jelenli, hogy a pitlanatrryi sziiggyorsul6s a sziigsebess6g id6 sze-
rinti deriv6ltja:

Piltanatnyi
sz<iggyorsul6s

(11-s)

A sziiggyorsulds egysdge I radifn per mesodperc a n6gyzeten (rad/sr), di-
menzroja L I 

-"1.

A szdgelfordul6ssal kapcsolatos mennyis6gek 6s a tiircsa keriilet6n l6v6
reszecske 6dnt6 ir6nyir mozg6sa kiiztitt szoros kapcsolat van. Amint a 16-
szecske s ivhossznyit halad, a tircsa 0 szdggel elfordul. A (ll-l) dsszefig-
ges szerint: 

s = ra .

Mindket oldalt a I id6 szerint differenciiilva (konstans r mellett), a r6szecske
6rint6 ir6nyi v keriileti sebess6ge 6s az o sziigsebess6g kdz6tt fennrill6:

da

dt

ds d0

dt dt
vagy

(11-6)
tisszefiigg6st kapjuk. Hasonl6 kapcsolat van az 6rint6 irinyt c, gyorsul6s 6s
az c sziiggyorsul6s kiiziitt. Ha a (11-6) iisszefiigg6st ism6t az id6 szerinr de-
riv6ljuk, akkor

' A gdrdg o 6s a betiik ir6s6n6l figyeljiink, nehogy itsszekeverjik ezekei a latin w 6s 11

b€tiikkel. N6ha ugyanabban az egyenletben egyidejiileg fordulnak el6, es zavar sz6rmazhat
abb6l, ha nincsenek €gy6rlelmiien megkiil6nbdztetv€ egym6st6l.



dv dro

dt dt

ad6dik, vagyis az 1rinlo irinyu gyorsul6s kifejezhet6 a szdggyorsul6s segit-
s6s6vel:

Erint6 ir6nyri gyorsul6s (rr-7)
A keriileten l6v6 r6szecsk6nek csak akkor yan tangencidlis (6rint6 ir6nyir)
gyorsuldsa, ha az ar sztigsebessdg v6ltozik. Ha ro ndvekedik a forg6s irdnyd-
ban, akkor az a,6rir,t6 ir6nyri gyorsul6s pozitiv, ha ro cstikken, akkor a, ne-
gativ. Azonban, emlekeztetve a 4. fejezetre, m6g abban az esetben is, ha a
tangenci6lis gyorsul6s z6rus, a k6rmozg6st v6gz6 r6szecskenek akkor is van a
k6r koz6ppontja fel6 mutat6 centripedlis gyorsul6sa: a"r: i/r. Ha a v = ra
helyettesitdst elv6gezziik, akkor a centripet6lis gyorsul6st a,,: (ra)2/r, azaz

Centripeti i l is.gyorsu lds ,.t.o - ra'
(@ luggvenyben l(l lelezve)

(r1-8)

alakban is kilejezhetjiik
A keri.ileti mozg6ssal 6s a sztigelforduliissal kapcsolatos mennyis6gek

kitziitti 6sszefiigg6seket az al6bbiakban iisszegezziik. Minthogy a I sziigel-
forduldst radiiinbar m6diik, ez6rt az al6bbi egyenletekben szerepl6, sztiggel
kapcsolatos mennyis6geket is radiiinban kell kifejezni.

A szdgeket

radi6nban

kell kifejezni

(11-e)

Fontos megjegyezni, hogy a keriileti mozg6ssal kapcsolatos tangencidlis
mennyis6gek (s, z a,) jel6l6s6re latin betiiket haszn6lunk, mig a goriig bet(k-
kel mindig a szogelfordul6ssal kapcsotatos /orgrisl mennyis6geket (0,ro,a )
ieliilitk.

A gyorsul6svektor komponensei
r 6s y segit- sziigek segits6g6vel

s6g6vel kifejezve
kifej ezve

Tangenci6lis (6rint6 ir6nyir) gyorsulds
Csak akkor l6p fel, ha a v sebessdg
nagysiiga v5ltozik

Cenhipett{.lis irrinyri gyorsul6s
Mindig, fell6p m6g 6lland6 sebess6g
eset6n is.

A teljes a gyorsul6svektort a ket mer6leges komponens geometdai iisszege-

z6s6vel kapjuk; nagysaga teh6t a Pitagoriisz tetel szerint .=rE: *n; ,

ir6ny6t pedig valamely ismert iniruryal pl. a gorbe 6rint6jdvel, vagy a befel6
mutat6 sugdral bez6rt sziig segitsegevel adjuk meg (1 l-2 ribra).

11.3 A forg6 mozg{sra vonatkoz6 kinematikai
iisszefiigg6sek

A sziigelfordul6ssal kapcsolatos mennyis6gek (0, o 6s a) a tiircsa forg6s6t
irj6k le, mig az s, v 6s a,mennyis6gek a tiircsa keriilet6n l6v6 r6szecske 6rint6
ir6nyt mozg6s6r6l adnak sz6mot. Most a k6t mozg6stipus kiiziitt l6v6 szoros
kapcsolat alapj6n a forg6 mozg6sra vonatkoz6 kinematikai egyenleteket
fogjuk meghat6rozni.

dv

at (1r-10)

v '

ll-2 hbra.
Az a vektor ir6ny6t valamely ismert
ir6nnyal, pl. a p6lya 6rint6j6vel bez6rt
@ sziig segitsdgevel adjuk meg: tgl -
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Tegytk fel, hogy a tiircsa perem6re v6kony papirszalag van tekerve,

ahogyan a I l-3 6bra mutatja. Amikor a t6rcsa forog 6s a szalag letekeredik, a
szalag egyenes vonalir mozg6s6nal kinematikai jellemz6it (s, v 6s a) a tarcsa
forg6 mozg6srival a ( I 1 -9) egyenleteknek megfelel6en az s = r0 . v = ro 6s
a = rc iisszefiiggdsek kapcsoljiik tissze. Feliduk a szalag halad6 mozg6s6nak
kinematikai egyenleteit, aztrin behelyettesitjiik a (ll-9) egyenletekel, hogy
megkapjuk a forg6 mozg6s kinematikai egyenleteit. Ahhoz hasonl6an, aho_
gyan a halad6 mozg6sra vonatkoz6 egyenletek l€vezet6s6n€l rilland6 gyor_
sul6s eset6re lszodtkozhut, iit azt tessziik fel, hogy a sziiggyorsulds €rt6ke
6lland6.

rco =ra o +rd. t

@-Ja4

s: so+yot + l/raf v2 : vo2 +2a(s - so)

r0 : r0 o+ra ot + %rq. f f a2 :f o o2+2ra r(0-0 o)

e : e o + @ o t + % d a'=a o'+2a (0 -0

Az a dtt (6tlagos szdgsebess6g) definici6jrib6l

zik
k6t tov5bbi egyenlet kiivetke-

1L-3 ibra.
A forg6 tfucsa perem6r6l v6kony Pa-
pirszalag tekeredik le. Ha a tdrcsa 0 -

s/r sziiggel fordul el, a szalag s tivol-

s6ggal siillyed le.

r Elmozduliis e

v Sebessdg a)

a. GvorsulAs a' t l
v : v o l  d /  |  a  u o t c t l  I

I t h a a  l { h a d
s = s o + v \ t t - t n l  I  a t t a n a O t  0 = 0 o - , l o o r t  ' < t l  

l n l l a n d 6 )
v 2 : v o | + 2 a , ( s - s n )  )  . ' = r o o 2 + 2 a ( 0 - 0 )  )

Az dtlagsebessdget tartalmond tovdbbi eg,enlele* (6lland6 a 6s a eset6n)

A 11-l t6bl6zat iisszefoglalja ezekel M egyenleteket, amelyeket ktinnyen

megjegyezhetiink, ha a halad6 6s a forg6 mozg6sra vonatkoz6 egyenletek

szoros anal6gi6j6ra figyeliink. A kiiriv ment6n tatrt6n6 6rint6 iriinyu mozgAs

egyenletei hasonl6ak azokhoz az egyenletekhez, amelyek a t6rcs6r6l leteke-

red6 szalag halad6 mozg6s6ra vonatkoznak.

a keriilet ment6n

I  , .  - r l
l ' ' "=  ,  I p=e,+,e

' 2

(r r-1r)
(1r-12)

(11-13)

(r1,14)

(11-1s)
- 2

A forg{s kinematikai egyenleteinek levezet6se
differenci6lsz6mitds segits696vel.

A sziiggyorsul6st defini6l6 a = da I dt egyenlet alapjin

u dt =de)

irhat6.
Alland6 a eseten mindket oldalt integr6lva:

d J d t =  J d o )

d . t = A - @ o

@  = a o + a  L

Maz

ad6dik; innen

l
Tangenci6lis (6rintd irinyri)



Az ro = d0 / dt helyettesitessel azt kafiu( hogy

)o
- = ( o o + q ' t
dt

hfiegr6lva ezt az 6sszefiigg€st:

! ao = J(."+" t) at

azaz

ahorman ad6dik

A (10-11) 6s (10-12) egyenletekb6l t kikiisziibiil6sevel kapjuk a harmadik
kinematikai egyenletet:

a 2  = 0 ) 0 ,  + 2 a ( e _ 0 0 ) .

A m6sik ket kinematikai egyenlet az 6tlagos sztigsebess6g definici6j6b6l
kdzvetleni.il kovetkezik.

K6sziiriik6 nyugalmi helyzetb6l konstans s : 0,3 rad/s'� szdggyorsu-
liissal indul. (a) Hatirozzuk meg, mekkora lesz a radi6n per m6sod-

percb€n m6rt szdgsebess6ge 20 kiiriilfordul6s (40n radi6n) ut6n!
(b) Mekkora a sziigsebess6g fordulat per m6sodpercben?

MEGOLDAS

Felsoroljuk az ismert 6rt6keket:

9 o : o
@ o = 0

a : 0,3 radls2

^ -^ir*[ I foro.r, = d,bd-Lr;t

0 = 40n rad

(a) Ezeket az ismereteket a kinematikai egyenletekkel iisszevetve, a
(l l-13) egyenletet vrilasztjuk ki:

a t '  = a o ' + 2 q ( o  - o  o )

, '=o*z[o:$)(+oo,ua -  o)= zs+!4

| ,^,,,, -f rs.+rf =8.6s4

(b) Ai eredm6nyt fordulat per m6sodpercre a k6vetkez6k6ppen sz6-
mitjuk 6t:

S2zlad

6bzemitisi t6nyez6



11-4 6bra.
A ll-2 p|ldbhoz.

Egy 1,2 m 6tm6r6jii, kezdetben nyugalomban l6v6 ker6k 0,6 rad,/s'�
6lland6 szdggyorsul6ssal forogni kezd. Tekintsiik azt a peremen l6v6
P pontot, amelynek a ro: 0 id6pontban go:0 a sziigelfordul6sa.
(a) Hat'rozzuk meg a kerdk szitgsebessdg6t az induhist6l sz'mftofi 2
m6sodperc mirlva! (b) Sz6mitsuk ki azt a teljes utat, amit a P porfi az
induli istol szdmitott 2 mdsodperc idcitanam alan befut! (c) Allapitsuk
meg a vizsgiilt pont hely'l a t : 2s id6pontban! (d) Hat6rozzuk meg a
pont , : 2s id6ponthoz tartoz6 gyorsul6s6t!

MEGOLD,4S

T6bliizatosan felsoroljuk az adott 6rt6keket:

r :  0 , 6  m
a = 0,6 rad/s2

@ o : 0

(a) Megvizsg6lva a kinematikai egyenleteket, a k6rd6s megviilaszol6-
srihoz a (l l-l l) egyenlet a megfelel6;

a : a o +  d  t

al :0 + (0,6 rad/s'�)(2 s): 1,20 radls.

(b) Ha ismem6nk az els6 2 m6sodperc alatt megtett A sziigelfordul6st,
akkor az s : r0 dsszefiiggdsb6l megkaphatndak a keriilet menti .r
tangenci6lis elmozdul6st. (l l -4a 6bra.) Ez6rt a (1 1- 12) egyenletb6l
indulunk ki.' Teh6t

0 :0 o+a ot + t,/2(1 f

0 :0 + 0 + Vz(0,6 rad/s'�X2 s)'� : 1,2 rad.

rgy;

" = 4 = (0,6 m)(t ,2 rad): 0,72 m.

Megjegyez6s: A radi6nt mintho gy a dimetzi6ja az egys6g - vdg-
eredm6nyben nem tiintetjiik l'el.

(c) A (b) r6szfeladatra adott v6laszban azr tallittrk, hogy a P pont
szogelfordul6sa a I = 2 s id6pontban 0 : 1,2 rad. K6nyelmi okb6l
ezt a sziiget fokokm v6ltjuk 6t:

I rr,o" I
I  = 1.2 radl  -"-  l= 68.8".' 

l2r rad l
at",aiia.i6i,r

(d) A gyorsul6s k6t komponens6t a kiivetkez6k6ppen hat6rozzuk meg.
Az id6ben dllend6 tangenciLlis ktmponens nagtsdga;

ai:rd : (0,6 mX0,6 rad,rs'�) = 9,36 nr/tz.

A cent ripet il is komponcns nagtsdga.

a,o: ra2 : (0,6 m)(1,2 rad/s)? : 0,864 m/s'�.

A gyorsulSsvektor a nagys6g6t a l:2 s id6pontban a Pitagor6sz
tetellel kaphatjuk meg:

A szdg€lfordulasra vonatkoz6 {isszefiigg6s helyett vrlaszthattuk volna a (11-12) egyenlet

ennt6 irenyi mozgisra vonarkor6: c-ro - vor + ,arr ' �alaki6t is.



D-----,,--, 
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',
=r/['.'*3J .l.o.roiJ =o's76r+

Az a gyorsul6svektor irinybt a I l-4b 6bru mutatja. Azt a 0 szoger,
amelyet a gyorsul6svektor a befel6 mutat6 radi6lis iliruryal bez6r,
a kovetkez6keppen sz6mithatjuk ki:

o i -  
m

^  , , J b  "
, 4 ,tsL= = r  =0,417

d,o 0,s64+
s '

O = arc ts 0,417 = 22'6"

(Teljesen elfogadhat6 lett volna annak a (90'-22,6') : 67,4" sz6gnek
a megad6sa is, amelyet a gyorsul6svektor az 6rint6 iriny1val z6r be.)

Ez a p6lda id6ben v6ltoz6 szoggyorsul6sti mozg6ssal kapcsolatos,

eztrt a 11-l tdblazatban szerepl1 kinematikni eg/enleteket itt nem

szabarl olkalmaznunk. Egy r'EzitetI tengelyre szerelt ker6k nyugalmi

helyzettb6I az allbbi fiiggv6nnyel megadott szdggyorsul6ssal kezd fo-

rogni:

ct =9 -121, (sI egysegekben)

ahol I a ker6k forg6sanak kezdet6t6l mert id6. Hatrfuozzuk meg, h6ny

fordulatot tesz meg a ker6k a meg6ll6sig (ami utrin majd az ellenkez6

irdnyba kezd forogni)!

MEGOLDlS

A l1-l lAbl|6zat egyenleteit nem szabad haszn6lni, metl az q szaig'

gyorsul6s nem 6ltand6. Az a =daldt alapegyentetb6l indulunk ki.

Integriiliissal:
,, ,,.

a -a o = ) d . & = ) 19 - l2tLl1 =9t -612 tsl egvsesekben)
0 0

ad6dik. Azt a r id6t, ami az ao:0 6s az a = 0 6llapot kiiztitt eltelt,

ezek behelyettesit6s6vel kapjuk meg:

0  -  0 : 9 t  -  6 P .

ahonnan /= 9/6: 1,50 s.

Az a = d0 /dt felhaszn1l slv al
' t  

r t ^  ' \ ,
0  - 0 0  =  

J Q ,  d I = J \ e t - 6 t - Y t = 4 ) I - - 2 t
0 0

0o: 0 6s t: 1,5 s behelyettesites6vel

e - 0: 4's(1,r'� -2(1,513 = 3,3t' tnu

ad6dik. A keresett fordulatsz6mot a kiivetkez6k6ppen sz6mitjuk ki:
/ r r^.a )

0 = 3,375 rad I  i ' " ' - :  l=0'537fora
\ z t f t o  ) ,

A$z6mitasi tenyez6
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(a) Ha a ker6k csirsz6smentesen

giirdiil, az s ivhosszris6g meg-
egyezik azzal az x tAvols{ggal,
amelyet a tiimegkiizdppont
megtesz. Bizonyos 6rtelemben
az s ivhossz ,,r6fekszik" a viz-
szintes x t6vols6gra.

11-5 6bra.

(b) A ker6k ,,h6tuls6" pontj6nak a
Ftildhtiz viszonyitott v sebes-
sege a vr+v*I vektortisszeggel
egyenl6.

(c) Amikor a kerdk csrisz6smentesen gdrdiil, a
keriilet egy-egy pontj a ezt a cikloisnak neve-
zett giirbet ida le.

Sik feliileten t6rt6n6 csirsz6smentes sdrdiiles.

Erdekes 6s gyakran el6fordul6 mozgAs, amelyben a halad6 6s forg6 mozgrls
dsszekapcsol6dik, a ker6k vagy a giimb gtirdiil6se csirsz6s n6lkiil. (A kiivet-
kezS fejezetekben gyakan fogunk ilyen esetekkel foglalkozni.) A l1-5a 6b-
r6n akerik cs szds ndlkiil gord;Jl vizszintes feliileten. Amikor a ker6k 0 - s/r
sziiggel elfordul, az s ivhossz nyilv6nval6an megegyezik azzal a vizszint'rs x
t6vols6ggal, amellyel a ker€k tdmegk6z6ppontja elmozdul. A ker6k mozg6s6t
fgy tekintjiik, mintha k6t kiiliin6ll6 mozg6sb6l tev6dne iissz€: a tiimegkd-
zeppont eg)enesvonal halad6 mozgdsdb6l 6s a tiimegkiiz6ppont kdriili for-

96 mozg6sb6l. Abb6l a fontos t6nyb6l, hogy csfsz6s nem l6p fel, az ktivetke-
zik, hogy a halad6 6s a forg6 mozg6s kapcsolatos egym6ssal. Azaz, az x, v 4s
a mennyis6gekre vonatkoz6 halad6si kinematikai egyenletek kapcsolatban
vannak a 0, o 6s a forg6si kinematikai egyenletekkel:

11.4 Giirdiil6s (csriszris n6lkiil)

G6rdiil6s
csfszAs
n6lkiil

A csrisz6s n6lkiili gtirdiil6s m6sik jellegzetess6ge, hogy a ker6k talajjal
6rintkez6 pontj6nak (a Fiildhiiz viszonyitott) pillanatnyi sebess6ge z6rus. A
ker6k tiibbi pontj6nak a Fiildhiiz viszonyitofian v6ltoz6 pillanatnyi v sebess6-
ge van, ami k6t sebess6gnek, a tiimegktizeppont Fiildhiiz viszonyitott vro
sebess6g6nek 6s a pont tiimegkiiz6ppontra vonatkoztatott - a ttimegkiiz6p-
pontb6l a ponthoz hrizott r rddiusz-vektorra mindig mer6leges - vr tangenci-
6lis sebess6g€nek vektod iisszege.

(r1-r7)

A I l-5b 6bm ezt a vektoriisszeget a gdrdiil6 ker€k keriilet6nek egy kiv6lasz-
tott pontj6ra vonatkoz6an szeml6lteti. Hasonl6 meggondol6sb6l kiivetkezik,
hogy a ker6k legfels6 pontj6nak Ftildhiiz viszonyitott pillanatnyi sebess6ge a
tiimegkttzeppont sebesseg6nek ketszerese. (11-6 6bra.) Altal6ban, a ker6k
bdrmely pontjinak (a Fiildhiiz viszonyitott) pillanatnyi sebess6ge mer6leges a
ker€k 6s a talaj pitlanatnyi 6rintkez6si pontjdb6l a sz6baaforg6 pontba mutat6
helyzewektorra. Ez az6rt van igy, mert a ker6k minden pillanatban a pillanat-
nyi 6rintkez6si pont kiiriil forog.

11-6 6bra.
A kerdk csriszdsmentesen giirdiil. A
talajjal 6rintkez6 P pont sebess€g€
minden pillanatban 26rus, mig a leg-
fels6 pont k6tszerakkora sebess6ggel
mozog, mint a ker6k kiiz6ppontja.

a tomegkitz6p- 
| 

r:r0
pont .l v=ra)
Laladrisa I o: ro.

A sz<;eet I
radienban 

I
kel l  m€mi j

(11-16)



I 1.4 Gdrdril6s (csiszds

Egy aut6 nyugalmi helyzet6b6l egyenletesen gyorsul 6s 9 m6sodperc
alaII22 mls sebesseget 6r el. Kerek6nek 6tm6r6je 58 cm. (a) Hat6roz-
zuk meg, h6ny fordulatot tett meg a kerdk ezalatt, felt6ve, hogy csir-
sz6s n€lkiil giirdiilt. (b) Mekkora a ker6k v6gs6 forg6si sebess6ge for-
dulat per m6sodpercben kifejezve?

MEGOLDAS

(a) E16sz6r a tiimegk6zeppont egyenesvonalti gyorsuliisiit hatArozzttk
meg, majd azt az x t|vols|got, amely a kerdk elmozduldsa, (ez a
tengely kitriili szdgelfordul6shoz tartoz6 s ivhosszal egyezik meg).
A mozg6s kezdet6nek az r : 0 6rt6kei v'laszlva, a kdvetkez6ket
6llapithatjuk meg:

Adott: ro = 0
Y o : 0
v: 22 mls

/ : 9 s

v - v o i a t

22!! - o
o - -  

v - vo  
=  - - - - I  -  - .  m

,  g ,  
=  t ' t "  

, '

l -
Tov6bb6 r =.ro +vot +: at"

1 /  \

* = o+ o+ j l  z.++l l(g sl '  = sq.o t
2 \  s ' )  '

g= t = 99'0t = 3a 1 *6f I iotd 
I = s+.r rora

r O,29 m 
,Lro ,6 

).
6tsz6mit6si dnyez6

(b) A v6gsebess6g v :22 m/s. Ennek alapj6n felirhat6:

^ ^ m
v 

"  
"  - -  ^ad1 l  l fo rd  |  . ^ .  fo rd

/ i . d - | - - : | = r - . ' -
r  0 ,29m s l2r  r rd)  s

Atsz6mi6si tenyez6

Tegyiik fel, hogy az el6z6 p6ld6ban szerepl6 kocsi 15 m,/s sebess6ggel
halad. Hatiirozzuk meg a ker6k azon pontj6nak a Fiildhiiz viszonyitott
pillanatnyi sebess6gvektor6t, amely a ker6k eliils6 r6sz6n, a talaj {iiliitt

40 cm-re van!

MEGOLDAS

A sz6ban forg6 pont a I l-7 6br6n l6that6. A pont pillanatnyi sebess6-
ge a tiimegkiiz6ppont vr*" sebess6gdnek 6s a v, tangenci6lis sebess6g-

nek vektori ilsszege. Az 6br6b6l kilvetkezik, hogy vr Yizszintessel be-

zlrt 0 szbge:



e=-" "or[11"-]=oz.z.
[ 29cm J

A I l-7b 6br6r6l leolvashat6, hogy ennek { = 136'- 0 : I 12,3'-os ki-
eg&zit6 szoge a vektorh6romsziig vro 6s v, oldalai 6ltal bez'rt szdg.
A v veklor hossz6nak meghat6roz6s6ra a koszinusz t6telt haszn6ljuk:

I = uri + ul - 2urov, cosS.

Minthogy lv"ol = ly | , azert ez M osszefiigg6s a k6v€tkez6k6ppen
egyszerfsiidik le:

i z irKt,(l - cos 0).
't; = 2(15 rlls)' (l - cosl12,3o) = 620,8 (n/s)'�,

v = 24,9 nls.

A y vektor vizszintessel bez6rt q sziig6re, mivel a l1-7b {briLnliLlhalit
h6romsziig egyenl6sz6ru:

fl 24'sY
cos9 = arc cos _r__-!- = 33,9.'*P z[rslJ

ad6dik.
Meglegyezziik, hogy a v vektor mer6leges a ker6k 6s a talaj 6rintkez6-
si pontj6b6l a sz6mit6sban szerepl6 pontba mutat6 r' vektorra.

K1
\

\.

O)Avm+v,=vvehor-
(a) A ker6k P pontja 40 cm-re

van a talaj felett.

(d) A giirdiil6 kereket figyelve meg6llapithat6, hogy egy keriileti pontj6nak

sebessdgvektora mindig az adott pont 6ltal befutott cikloisp6lya 6rint<ij6-
nek ir6ny6ba mutat.

ll-7 6bra.
A l1-5 o6ldrihoz.

iisszeq diagramja.,Mint- (c) A ker€k minden pillanatban a talajjal
hogy I v,*" | : I v, I igy a €rintkez6 pontja kiirtl fordul el. Ezert
hdromsziig egyenl6sz6- a kerek b6rmelv P pontj6nak v sebes-
ru. s6gvektora mer6leges a ker6k 6s a ta-

laj pillanatnyi 6rintkez6si pontj6b6l a
P Dontba mutat6 / helwektona.

x' ,r l.*



Osszefoglalds

A merev test tiimegkdz6ppontj6n 6tmen6, rtigzitett
szimmetuiatengely koriil v6gzett forg6 mozg6s a k6vet-
kez6 paramdterekkel jellemezhet6:

Sziigelfordul6s g

Sziiqsebess6s , = I
dr

. .  dco
szoggyorsu tas  o= 

d , .

Egy, a ttimegkdzeppontj6n 6trnen6 riigzitett tengely koriil
forg6 tiircsa kertlet6n l6v6 pont sebess€ge a keriilet 6rin-
t6j6nek iliay6ba mutat. A pont gyorsul6siinak mindig
van koz6ppont fel6 mutat6 komponense: a"o: rro2, ezt
centripetdlis gyorsuldskomponensnek neyezzik. Ha a
tiircsa felgyorsul, vagy lelassul, akkor a, = doldt tqn-
gencidlis gtorsulds is fellf�p.

A tangenci6lis mennyis6gek 6s a szdgekkel leirt
mennyis6gek kdziitt az al6bbi iisszefiiggdsek vannal:

^ 2

Kdrddsek

1. Alkalmas-e a radidn mint a szog m6rt6kegysege a
kinematikai probl6m6k elemz6s6re, fiiggetleniil at-
t6l, hogy a tiibbi memyisdget milyen m6rtekrend-
szerben m6rjtik?

2. Eur6p6ban kil6t6sba helyezt6k a grad egyslgbeve-
zet6s6t a sziig m6r6s6re. Egy negyed kdrivben 100
grad van. Hasonlitsuk <issze ennek el6nyeit 6s h6t-
fi,nyait a fok haszlll6"Ial'yall

Feladatok
11.2 A forg6s kinematikai leirisa

lfA-l (a) Hal6rozz,tk meg az 6ta 18 cm hossai perc-
mutatoja hegy6nek sebessdg€t! (b) Mennyi a mutat6
sziigsebess6ge radi6n per m6sodpercben?
llA-2 Hatfuozatk meg az 'lszSmitasi t6nyez6t a fordulat
per perc 6s a radiiin per rnisodperc kiiziitt (6s megforditua).

A rijgzitett teng€ly kiiriil
forg6 t{rcsa k€riileti

pontjdnak 6rint6 irinyf
mozg{sr

s = r 9  I
v = r o J  I
a t = r d  I

)

A forg6 mozg6sra 6s a halad6 mozgisra vonatkoz6 ki-
nematikai egyenletek kdziitti anal6gi6t j6l szeml6lteti a
k6vetkez6 tAbliLzat.
A csusz6smentesen gordiil6 ker6k brirmely p pontj6nak
pillanatnyi (a Fiil&e vonatkoztatott) y sebess6gvektora
mer6leges a P pontnak a ker6k 6s a talaj pillanatnyi
erintkez6si pontj6b6l hlizott r' helyvektor6ra. A p pont
sebess6g6nek nagysiga t : r'a.

Csriszrsmentes gijrdiil6s
€s€t6n a tiimegkijz6p-
pont haladd mozgisa

A szijgekkel
kifejez€tt meny- | x=r0
nyisegekel mdi- |  v=ra
enban kel l  meg- I  a=ra

aonr. L

A f i

Tangenci6lis (6rint6 ir{nyri)
mozg4s a keriilet menton Forg6 mozgis

Ahol ,i = ivhossz alrol 6 : sziigelfordulds
v: tangencielis sebessdg ar = sz<igsebess6g
l],= tangenciflis gyorsulis- d = szijggyorsulas

komponens

v  t o t a /  
I  

. ,  . , 0 , o ,  
I

s . = l o t  v o t + t , a t ;  
i t n a o ,  

0  - 0 0 + , . o t  r t z a i  
f  

r t r " a

v2  - -  vo2  -2a , ts  -so)  .J  
i l l und6)  

- '= ro ' - �2ore  -en)  )d l lu "oo '

Az dtlagsebessdget taltolrfiazi tovdbbi eg,enletek (dllandi a is a eseten)

- 2

0 = 0,,+ar,,t

3. Egyik kiiszoriik6 rilland6 sziigsebess6ggel forog.
Van-e a perem6n l6v6 pontnak tangenci6lis gyor-
suldskomponense? Sug5rir6.nyri gyorsul6skompo-
nense? Alland6-e ezeknek a gyorsul6skomponen-
seknek a nagys6ga 6s az ir6nya?

4. Gondoljuk v6gig az el6bbi k6rd6st 6lland6 sztie-
gyorsul6s eset6re!

l1A-3 Soroljuk fel az al6bbiakat ndvekv6 sztigsebesseg
szerint 6s fejezziik ki a sziigsebess6geket radirin per mdsod-
percben: az 6ra nagymutatoja, az 6ra kismutatoja, a 100
perc peri6dusid6vel fiildkdriili kiirp6lyrln kering6 iirhaj6s; a
6000 fordulat per perc sebessdggel forg6 kiisziirfik6!



11/ A merev t€st

114-4 Fejezziik ki radidnbarr a kttvetkez6 szdgeket: (a)
98', (b) 3,62 fordulat 6s (c) 2,78x l0 3 ivperc!

11. 3 A forg6 mozgisra vonatkoz6 kinematikai iissze-
fiigg6sek

llA-5 Egy lemezjdtszo 6ny6rja kezdetben 331/3 for-
dulat per perc sebess€ggel forog. Ha a lemezj6tsz6 6ra-
mrit kikapcsoljuk, akkor a tiiny6r 61land6 0,20 rad,/s'�
szdggyorsul6ssal lassul le. (a) H6ny m6sodperc telik el,
amig a lemezjitsz6 le6ll? (b) H6ny fordulatot tesz meg a
lemezj6tsz6 a meg6lkisig?
118-6 Egy ker6k forg6s6nak ir6ny6t egy olyan berende-
z6s forditja meg, amely 100 rad/s'� 61tand6 szogsebes-
s6g-v6ltoz6st hoz l6tre. A ker6k kezdetben percenkent
2000 fordulatot tesz meg. (a) HatSrozznk meg, mennyi
id6 kell ahhoz, hogy a ker€k szogsebesslge ellenkezd
ininy 2000 fordulaVpercre v\ltozzon. (b) Hat6rozzuk
meg, hiinyat fordul a ker6k addig, amig a teljes vissza-
forduliisi folyamat fel6n6l egy pillanatra meg6ll! (Ve-
gyiik 6szre a hasonl6s6got e feladat 6s a fiigg6legesen
feldobott labda esete kitzott!)
llB-7 Egy ker6k 2 radls2 61land6 sztiggyorsul6ssal fo-
rog. Egy 3 m6sodperces id6tartam alatt a ker6k 90 radi-
rin sztigelfordul6st v6gez. Ha a ker6k nyugv6 helyzetb6l
indult, mennyi ideig forgott a 3 m6sodperc id6tartam
el6tt?
118-8 Egy mozg6 liived6k sebess6g6t meg tudjuk hat6-
rozni, ha a ttjved6ket k6t olyan forg6 papirkorongon
l6jiik 61, amelyek egym6st6l d livols6gban ktizits ten-
gelyre vannak szerelve. (l l-8 6bra.) A korongokon l6v6
goly6iitotte lyukak A0 sziigeltol6d6s6b6l 6s a korong ar
sziigsebess6g€b61 a liived€k sebess6ge meghatiirozhat6.
Altapitsuk meg a ltived6k sebess6g6t a kiivetkez6 ada-
tok mellett: d: 80 cm, ro : 900 fordulat per perc, 6s
A 0  :  3 1 " .

o .>

11-8 6bra.
A 11B-8 feladathoz.

F-d- _i

11B-9 Egy merev test nyugalmi helyzetb6l indulva rdg-
zitett tengely ktirtl 61tand6 sziiggyorsul6ssal forogni
kezd. Minden egyes, nem a tengelyen l6v6 pontja a,
tangenci6lis 6s a.o centripetiilis gyorsul6ssal mozog.
Tekints0nl egy tengelyen kiviil tev6, tetsz6s szednti
pontot! Mutassuk meg, hogy miut6n a test nyugalomi
helyzeteb6l I radi6n sziiggel elfordul, a centripet6lis
gyorsules a tangenci6lis gyorsul6snak k6tszerese lesz!

11.4 Csrlsz6smentes gdrdiil6s

llA-10 Egy szijhajtisir csiga 6tm6r6je 20 cm. A csiga
79 fordulaVperc sebess6ggel forog. Milyen hosszri a
hajt6szijnak az a rlsze, amely a csig6ra 7 m6sodperc
alatt fut fel?
llA-ll Egy teherkocsi kerekeinek dtmer6je 64 cm. A
kocsi 50 km/6ra sebess6ggel halad. Hat6rozzuk meg a
kerekek szdgsebess6g6t!
llB-12 Egy g6pkocsi 30 m/s sebess€ggel halad, kere-
keinek 6tm6r6je 90 cm. (a) Haterczzuk meg a kerekek
tengety ktirilli forg6siinak sz6gsebess6g6t! (b) Hatriroz-
zuk meg a sziiggyorsul6st, ha egyenletes f6kez6s eset6n
a kerekek 40 fordulat ut6n meg6llnak. (c) Mekkora utat
tesz meg a kocsi a meg6ll6sig?
flB-13 Egy D 6tm6r6jii labda vizszintes asztallapon
csrisz6s n6lkiil v sebess6ggel gdrdill. A labda legdrdiil az
asztal sz6l6r6l,6s I magass6gb6l a ftildre esik. HAnyat
fordul, mialatt a leveg6ben van?

Tovdbbi feladatok

11C-14 Egy ker6k vizszintes talajon csrisz6s n6lkiil 6
m/s 61land6 sebess6ggel giirdiil. Hat6rozzuk meg a ke-
riilet6n l6v6 r6szecske talajhoz viszonyitott pillanatnyi
sebesseget, mid6n a rdszecske a ker6k eliils6 pontj6ban
vanl
11C-15 Egy r sugarfi henger csrisz6s n6lkiil gtirdiil egy
fiigg6leges sikban l6v6 R sugarir korp6ly6n a I l-9 ebra
szerint. Mutassuk meg, hogy az a 5 sziig, amennyivel a
henger a saj6t tengelye koriil elfordul az alatt, amig a
henger tengelye 0 sziiggel elmozdul, a d : (R r)0/r
dsszeJiiggissel adhat6 meg.
llC-16 Egy az 6br6n nem szerepl6 mechanizmus segit-
s€g6vel a 1l-9 6bra szerinti elrendez6sben az r sugarf
hengert csfsz6s rL6lkijl, dlland1 sebessdggel giirditik az
R sugaru kitrp6ly6n. (Megjegyz6s: a sebessdg 6lland6,
rigyhogy ez nem a gravitiici6 hat6s6ra titrt6n6 legitrdiiles
esete.) (a) Hat6rozzuk meg a henger tomegkiiz6ppontjri-
nak v.o sebess6g€t a t6megkiiz6ppont koriili forg6s ro
sziigebess6g6nek fiiggv6ny6ben! Hogyan fejezhet6 ki a
vr* sebess'g d0 /dt segitsegevel?

11-9 ribra.
A 1 I C-15 6s a 11C-16 feladatokhoz


