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A veremautomata a véges automatanak egy olyan kiterjesztése, amikor az
allapotokon kiviil az automata, egy vermet (LIFO tulajdonsagu tarolét) is haszndl
memoriaként. Ez az automata is nyelvek felismerésére szolgal és mint latni fog-
juk, er6sebb eszkoz, mint a korabban targyalt véges automata.

Nemdeterminisztikus veremautomata

A késébbi jelolések egyszertisitésére, ha ¥ egy dbécé, akkor vezessiik be a
Yo =X U{e}

jelolést.

1. Definicié. A veremautomata (vagy PDA) egqy M = (Q, %, T, qo, Zo, F, 9)
hetessel irhato le, ahol

e () egy véges, nem tres halmaz, az automata allapotainak halmaza.
e X egy véges, nem tres halmaz, az automata (bemeneti) dbécéje.

o [ egy véges, nem tres halmaz, a verem abécéje vagyis a lehetséges verem-
szimbolumok halmaza.

Qo € Q a kezdo allapot.

Zy € T' a verem kezd6 szimbdluma.

o ' C Q az elfogadd dllapotok halmaza.

0 az dllapotdtmeneti fiiggvény, §(q,a, A) C Q x T'*, ahol g € Q, a € Xy
és A € Fo.



Mivel az allapotatmeneti fliggvény értéke egy halmaz, az itt definidlt verem-
automata nemdeterminisztikus. Hidnyos is lehet, amennyiben §(q,a, A) =
valamely (g, a, A) helyen.

A veremautomata miikodése egy adott w € ¥* bemeneten: kezdéskor a PDA
a qo kezd¢ allapotban van, a veremben egyetlen szimbdélum, a Zj taldlhaté. Min-
den lépésben az aktudlis allapot, a w soron kovetkez6 karaktere és a veremben
levé legfels6 szimbdlum alapjan véltozik az allapot és a verem tetejére bera-
kunk egy a I' karaktereibol allo véges hosszu sorozatot. Pontosabban, ha az
i-edik 1épés el6tt 7,1 allapotban van az automata, akkor a bemeneti w szébdl 0
vagy 1 karaktert (a; € ¥g) olvas, a verem tetejérél levesz 0 vagy 1 szimbdélumot
A;—1 € ). Az dtmeneti fliggvény altal adott 0(r;—1,a;, A;—1) halmaz egy ele-
me alapjdn folytatédik a szamitds. Ha ez (r;,t;) € 0(ri—1,a;, A;—1), akkor az
automata az r; dllapotba keriil és a verem tetejére (az A;_; helyére) keriil a
t; € T'* szimbdlumsorozat. (rg = qo, Ag = Zo vagy Ay = ¢€)

Formalisan

2. Definicié. Legyen w = ajas...a,, ahol minden a; € ¥g. Az M verem-
automata szamitidsa a w szon egy olyan ro,r1,...,7m € @ dllapotsorozat és
80581, ---,8m € I'" sorozata a veremtartalmaknak, melyekre teljesil, hogy

® 79 =qo €s 5o = Zy,

e minden 1 < i < m esetén, ha s;_1 = A;_17;_1, és A;_1 € I'g, valamint
Ti_1 € I'*, akkor

— (ri,t;) € 0(ri—1,a:, A1) €s

— 8 =t;Ti—1

Mivel a verembe irt karaktersorozat lehet az iires is, (g, a, A) = (¢, €) tipusi
atmenetekkel a verem kitirftheté. De ha mér tires a verem, akkor olyan §(q, a, B)
atmenet nem lehetséges, ahol B # ¢.
az aktudlis allapot, x a bemenetbdl még hatra levo rész és s a verem tartalma,
akkor az i-edik 1épés leirhaté

(Ti717aiai+1 . am,AiqTFl) = (Ti, Qg1 - am,tmq)

alakban is. Itt a; lehet €, amikor nem torténik tényleges tovabblépés a beme-
neten. Amikor A; 1 = ¢, akkor a verembdl nem vesziink ki semmit, csak {runk
bele (pontosabban ha t¢; = ¢, akkor a verem nem véltozik, és ténylegesen frunk
bele, ha t; # ¢).

3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az M veremautomata elfogadja a w € X*
szot, ha van olyan ro,--+ ,rm € Q, So,* -+ ,Sm € I'* szamitdsa, hogy r, € F
teljestil.

Az elfogadéashoz hozzd tartozik, hogy a w sz6 feldolgozasa kozben a szamitds
nem akad el, azaz a veremautomata az utolsé betfit is feldolgozza (utdna még



végezhet 0(q,¢e, A) tipust atmeneteket, csak az kell, hogy kozben érintsen elfo-
gadé éllapotot is).

A konfigurdciok segitségével az elfogadas tigy irhaté le, hogy a kezdeti hely-
zetbdl véges sok 1épésben eljuthatunk egy elfogaddba:

(go,w, Zp) = -+ = (q,¢,s) ahol g € F, s € T'* tetszbleges

4. Definicié. Az M veremautomata dltal elfogadott nyelv azoknak a X feletti
szavaknak a halmaza, melyeket M elfogad. Jele L(M).

1. Példa. A kévetkezd automata az L = {0™1™ : n > 0} nyelvet fogadja el. Az
elv elég egyszerid, amig O karaktert olvasunk, berakunk egy-egy szimbolumot a
verembe, az 1 karaktereknél pedig mindig kivesziink egyet, és az aktudlis dllapot
jelzi, hogy éppen melyik fazisban vagyunk.

Legyen I'= {Za 0}7 Q = {QO7 q1, 92, Q3} és M = (Qa {Oa 1}; Fa q0, Za {qu q3}7 5)7
ahol

6:(90,0,2) = {(q1,02)}
(q1,0,6) = {(q1,0)}
(¢1,1,0) = {(g2;¢)}
(92,1,0) — {(g2,¢)}
(92:¢,2) = {(g3,2)}

a tobbi dtmenet esetén § értéke az tres halmaz.
A w = 000111 szén az automata eqy szdmitdsa a kévetkezd:

(g0,000111, Z) = (q1,00111,0Z) = (q1,0111,00Z) = (g1, 111,000Z) =
(qQa 11,002) = (qQa 17OZ) = (q2a€7Z) = (Q37Z)

Tehdt ezt a szot az automata elfogadja.

Nézziik meg dltaldban, hogyan mikodik és miért is jo ez a veremautomata!

Az elsé datmenet szerint amennyiben az elsd karakter 0, a verem aljdt jeldlé Z
tetejére rakunk egy 0 karaktert és dtkertlink a q1 dllapotba. Mivel a qy dllapothoz
nincs olyan dtmenetink, ami az 1 karaktert kezelné, ezért ha 1-gyel kezdddik a
sz0, akkor a szdmitds elakad, és igy definicid szerint nem lesz elfogads. A q1
dllapotban minden tovdbbi O karakternél berakunk egy 0-t a verembe. Az elsd
1 érkezésekor vége ennek a fdzisnak, innentél amig 1 karakterek jonnek, addig
kivesziink egy-eqy 0-t a verembdl. Ha ilyenkor megint eqy O kévetkezik, akkor a
szamitds elakad, ezért nem fogjuk elfogadni a szot.

Ldtszik, hogy egy 0™1™ alakd szén, ha n > 1, az utolsé karakter elolvasdsa
utdn a PDA a qo dllapotban lesz, és a veremben ilyenkor csak a Z szimbdlum
marad, tehdt az utolsé dtmenetet haszndlva eljut a g3 elfogadd dllapotba. Az
n = 0 esetben a nulla hosszi szdmitds elfogads, mert gy € F.

Eqy 0™1% alaki sz6 esetén, amikor n > k > 0, akkor a qo dllapotban nem
lehet az 0sszes 0 karaktert torolni a verembdl, nincs mdd dtkerilni a q3 dllapotba.



Ha viszont n < k, akkor, mivel a verembdl a 0 szimbdlumok elfogynak, a szo
vége eldtt dtkerilink a qs dllapotba, ahol a szamitds elakad, és ezért nem lesz
elfogadd.

Azt mdr ldttuk, hogy ha a sz6 nem megfeleld alaki, azaz az elsé karaktere
1, vagy ugyan O karakterrel kezdddik, de néhdny 1 karakter utdn megint O jon,
akkor a szdmitasa elakad, tehdt nem fogadja el a szot.

1. Megjegyzés. A 6(qo,0,7) = {(q1,02)} datmenet helyett haszndlhattuk volna
a0(qo,0,€) = {(q1,0)} dtmenetet is, és hasonléan a §(q1,0,¢) = {(q1,0)} helyett
a 6(q1,0,0) = {(q1,00)} dtmenetet.

A veremautomatdkat is lehet gréaffal dbrazolni, a nyilakon a szé megfeleld
karakterétol elvalasztva jelezziik a veremben torténd valtozast. Az elézé példa
ebben a formaban

0;e —»0 1;0 —» ¢
0;,Z — 02 1:0 = ¢ el —7Z

Veremautomatak és CF nyelvtanok

Nem nehéz megmutatni, hogy a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok felismerhetok
veremautomataval. Ennél 1ényegesen bonyolultabb a mésik irany, hogyan lehet
egy veremautomatabol kornyezetfiiggetlen nyelvtant késziteni.

1. Tétel. Minden L kiornyezetfiiggetlen nyelvhez van olyan M veremautomata,
melyre L(M) = L.

Bizonyitds vdzlat: Legyen G = (V, 3, S, P) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan ami
generalja az L nyelvet.

Az az &tlet, hogy a veremben készitjiik a levezetést és amikor ezzel sikeriil
eléallitani a bemeneti sz6 kovetkez6 karakterét, akkor ezt a karaktert kivessziik
a veremboOl és a szon is tovabblépiink a kovetkezo karakterre. Ehhez legyen
r=vuxu{Z}, Q@=1{q,q g}, g az elfogadé éllapot.

El8szor a nyelvtan kezdd véltozdjét berakjuk a verembe: §(qo, e, Z) = {(¢,S2)}.

A ¢ édllapotban, ha a verem tetején a nyelvtan egy A véltozdja van, akkor
helyettesitsiik ezt egy A-hoz tartozé szabdly jobb oldaldval, azaz 6(q,e, A) az
olyan (g, ) parokbdl all, melyekre a nyelvtanban van A — « szabdly.

Amikor a ¢ allapotban a verem tetején egy a € X karakter all és ez meg-
egyezik a sz6 kovetkezd karakterével, akkor kidobjuk a verembdl. Amennyiben
nem a megfeleld karakter jelenik meg a veremben, akkor a szamitas elakad,
6(g,a,a) ={(g,e)}-

Az elfogadéshoz kell még egy 6(q, e, Z) = {(qe, Z)} dtmenet, amivel atléplink
az elfogado dllapotba.

Teljes indukciéval beldthatd, hogy ez a konstrukeié jo. O

Vegylik észre, hogy a konstrukcié erésen kihasznélja a veremautomata nem-
determinizmusat.



2. Példa. Legyen a nyelvtan S —aTb|b T —aT |a

Ehhez az elébb vdzolt PDA dtmeneti szabdlyai: 6(qo,e,2) = {(q,5%)},
5(0,6,8) = {(4,aTb), (¢,b)} 6(g,e,T) = {(g,T), (3,2)} O(g.a,a) = {(4,)}
0(q,b,b) = {(¢g,¢)} d(¢,¢,2) = {(ge, Z)}, ahol qo a kezd8 és q. az elfogadd
dllapot. Ez kénnyen fel is rajzolhato:

ﬂ@ €;Z%SZV@ A A ,

;8 — alb
S —b
eI — al
T —a
a;a—e
b;b — ¢

Az aaaab szin eqy lehetséges szdmitds:

(qo, aaaab, Z) = (¢, aaaab, SZ) = (¢, aaaab,alb”Z) = (¢,aaab,TbZ) =
(¢, aaab,aTbZ) = (q,aab,TbZ) = (q,aab,aTb”Z) = (¢q,ab,TbZ) =
(¢,2b,abZ) = (q,b,bZ) = (¢,¢,2) = (ge, €, Z)

A konfigurdcic-sorozatban az alahiuzott karakter jelzi, amikor a szé soron
kovetkezd karaktere megegyezik a verem tetején levdvel. A tébbi esetben a ve-
rem tetején levd vdltozot helyettesitjik eqy megfeleld nyelvtani szabdly alapjdin,
lényegében eqy helyes levezetést szimuldlva. Az is ldtszik, hogy ha ilyenkor mdsik
szabdlyt valasztottunk volna, akkor a szamitdas nem jutna el sikeresen az elfogadd
allapothoz.

2. Tétel. Ha az L nyelvhez van ezt elfogadé veremautomata, akkor az L nyelv
kérnyezetfiggetlen.

Ennek bizonyitasa eléggé Osszetett, ezt itt nem is vazoljuk.

2. Megjegyzés. Mivel egy véges automata felfoghatd veremautomatdnak is (a
verembe soha mem ir és nem is olvas onnan), a reguldris nyelvekhez is van
veremautomata, tehdt van kornyezetfiggetlen nyelvtan is.

3. Tétel. Az {a™b"c™ : n > 0} nyelv nem kérnyezetfiiggetlen.

Ezt itt nem bizonyitjuk, de intuiciéként azt lehet latni, hogy egy veremauto-
mata ugyan el tudja térolni az a betiiket, de annak ellenérzése sordn, hogy b
betibél ugyanannyi van, ezek kikeriilnek a verembdl és akkor mar nincs mihez
viszonyitani a ¢ betiik szdmét. (Ez persze nagyon messze van egy bizonyitdstol!)

Megint csak ,,érezhetd”, hogy mig a palindromok nyelve kornyezetfiiggetlen,
az L = {ww : w € ¥*} nyelv nem az. A problémét itt az okozza, hogy a
veremboOl a berakashoz képest forditott sorrendben érjiik el a szimbdlumokat, a
palindromok esetében pont ez kell, ennél az L nyelvnél pedig az eredeti és nem
a forditott sorrendben lenne sziikségiink a szé elso felére.



Determinisztikus veremautomata

Természetesen lehet a veremautomatdanak egy determinisztikus valtozatat is de-
finidlni.

A determinisztikus veremautomatdban minden esetben legfeljebb egy 1épési
lehetdség van. (Ez a véges automatdkndl haszndlt terminolégia szerint igazabdl
a hidnyos automata.) Az e-dtmeneteket ilyenkor is megtartjuk, csak ezek sem
keriilhetnek konfliktusba a ténylegesen olvasé (ird) 1épésekkel, tehat pl. ha van
0(g,e, A) dtmenet, akkor ugyanerre a ¢ dllapotra és A veremtetére egyetlen
a € ¥ karakterre sem lehet a §(q, a, A) dtmenet is definidlva.

Az els6 példa veremautomatdja egy determinisztikus veremautomata, de az
a PDA, amit CF nyelvtanbdl definidltunk, nem determinisztikus.

A kovetkezd eredmény indokolja, hogy veremautomatdnak a nemdetermi-
nisztikus valtozatot hivjuk.

4. Tétel. Van olyan L nyelv, amelyhez létezik M veremautomata, hogy L =
L(M), de nem létezik ilyen determinisztikus veremautomata.

A palindromok nyelve példaul ilyen, de ezt itt nem bizonyitjuk.

5. Tétel. Az L = {a"b" : n > 0} U {a"b?" : n > 0} nyelv kornyezetfiiggetlen,
de nincs hozza determinisztikus veremautomata.

Bizonyitds vdzlat: A nemdeterminizmust kihasznalva nem nehéz az L nyelvhez
veremautomatat késziteni, de pl. az

S—=X|Y X > aXb|e Y —»aYbb|e

nyelvtan is mutatja, hogy L kornyezetfiiggetlen.

Tegyiik most fel, hogy van hozza determinisztikus veremautomata. Vegyiink
ebbol két példanyt, legyenek ezek My és Ms. Definialjuk a kovetkez6 verem-
automatat: az allapotok a két automata &allapotai lesznek, a kezd6 allapot
az M; kezd$ éllapota, az elfogaddék My elfogadd allapotai. Az dtmeneteket
valtoztassuk meg 1gy, hogy M, eredeti elfogadé allapotaibdl az 6sszes atmenet
ne M;i-be, hanem M, megfelel6 allapotaiba mutasson. Tovabbd ezeknél és az
Ms-beli dtmeneteknél ahol a bemeneti 4bécébdl a b betii szerepelt, azt cseréljitk
le ¢ betiire.

Nem nehéz latni, hogy ez az automata elfogadja az a™b"c™ alaku szavakat,
hiszen az a"b™ rész utan egy olyan &llapotba kell érjen, ami az eredeti M;
determinisztikus veremautomatanak elfogadé allapota volt, innen atkeriiliink
az Moy részbe, ami elfogadja, ha c¢™ jon, hiszen M; elfogadna, ha b"™ lenne a
folytatds. Masrészt meggondolhatd, hogy semmi mas szét nem fogad el az 1dj
PDA, azaz megadtunk egy veremautomatat az {a"b™c™ : n > 0} nyelvhez,
ami pedig nem kornyezetfiiggetlen, azaz veremautomata sincs ra. Ezzel tehét
ellentmonddsra jutottunk, nem igaz a feltevés, hogy L-hez van determinisztikus

veremautomata.
O



Alkalmazas

Bar a determinisztikus veremautomatédk az alkalmazdsok szempontjabdl nagyon
fontosak, latjuk, hogy ezek a kornyezetfiiggetlen nyelveknek csak egy valddi
részhalmazat képesek felismerni. Ezért altalaban nem elég kornyezetfiiggetlen
nyelvtant hasznélni, célszerii egy olyat valasztani, amihez van determinisztikus
veremautomata. Annak érdekében, hogy egy szd levezetési fdja egyszeriibben
generalhaté legyen, tovabbi megkotéseket is szokds alkalmazni.

Az eddigiek alkalmazasanak egy fontos teriilete a forditéprogramok készitése.
Ezek altalaban tobb {6 részre oszthatdk.

A lexikai elemzéssel (tokenizdlds) indulnak, aminek sordn megtorténik pl.
a programozasi nyelv kulcsszavainak felismerése (mintaillesztés), a valtozok,
szamok, miiveleti jelek, stb. azonositasa. Ezek a feladatok véges automatdkkal
elvégezhetdk.

A szintaktikai elemzés (szintaxis elemzés) feladata a struktirak, zéréjelezések
(begin — end pérok), aritmetikai, logikai kifejezések, stb. felépitése. Ehhez j6 a
determinisztikus veremautomata, aminek segitségével 1ényegében egy levezetési
fa (szintaxisfa) késziilhet. Egy nyelv megengedhet CF-bél kivezetd lehetéségeket
is, ezeket kiilon kell kezelni. (Ilyen lehet példdul a fliggvényhivas, amikor minden
alkalommal ugyanannyi, ugyanolyan tipusi paraméterrel kell hivni a fiiggvényt.)

Ez utan kovetkezhet a szemantikai elemzés pl. a tipusok ellendrzése, majd
az optimalizédlas és a kod generalédsa.



