Analizis 2. I. zarthelyi 2023. oktober 17.
Mérnokinformatikus BSc. Megoldasok

1. feladat (14+6=20 pont)
a) Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

y' = (1+ y?)2x cos(z?)

b) Rajzoljuk fel az
Y =y*+1-u

differencidlegyenlet K = 1-hez tartozé izoklinajat, és jeloljiink be rajta néhany vonalelemet.

Mo. a) Szeparalhato differencidlegyenlet, a tanult modszerrel:

dy

1
= _(1 2 ) o /7 :/2 (2 2 .
d (1+y*)2xcos(z®) = 15,7 dy xzcos(z?)dx (2p)

Az egyenl@ség bal oldala:

1

/@ dy = arctg(y) + C1 (C1 €R) (5p).

Az egyenlGség jobb oldala:
/295 cos(z?)dz = sin(z?) + Cy (Co €R) (5p).
Tehat a megoldas (implicit alakban):
arctg(y(z)) = sin(z?) + C (C €R) (2p).
b) A K = 1-hez tartozo izoklina egyenlete

YP4+l-z=1 & y=Iz (2p)

+rajz (4p) (1 meredekségt vonalelemekkel).

2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémaét.

2y x
y — — = 3e®  (x #0), y(1) =1

Mo. Inhomogén lineéris egyenlet, a hozzé tartozé6 homogén egyenlet:

y-—=0 = yale) = Cz? (CeR,zeR\{0}) (6p).
(Megoldva szeparalhatoként, vagy a megoldas altalanos alakjanak ismeretébdl.)

Az inhomogén egyenlet megoldasa: keressiik a megoldast y(x) = c(x)x? alakban (ahol c egy R ~— R
differencialhato fiiggvény) (1p) .

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

d(z)2? 4 2¢(z)x — 2¢(x)z = 2°e®  (2p).
—_————— N—_—
y'(x) 2y(=)

x

Ebbdl pedig ¢/ (x) = xe®. Parcialis integralassal

/xexdx:xexf/ewdx:ﬁ(xfl)JrD (DeR) (4p),



tehat a D = 0 valasztassal c(x) := e*(x — 1), igy az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldésa:
Yip(2) = c(x)z? = " (x — 1)z*  (1p).
Amibdl az altalanos megoldas:

2 4ip(@) +gna(e) P (@~ 1)a? + Ca® (C€R 2 e R\{0}).

Jelolje § a kezdeti feltételt kielégité megoldast. g(1)=1 = C=1 (1p), azaz

g(x) =e"(x — Dz* +2% (>0) (2p).

3. feladat (20 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

y// _3y/+2y _ 362x

Mo. Harmadrendi, lineéris alland6 egytitthatés, inhomogén egyenlet. A homogén egyenlethez tartozo
karakterisztikus egyenlet:
M -30+2=0 (2p),

gyokei: Ay =1,M2 =2, (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
Yna(z) = Cre® + Coe®® (x €R, C1,Co €R)  (4p).
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat
y(r) = Aze*® (z € R,A€R) (4p)

alakban keressiik (rezonancia miatt). Derivalva kétszer (2p) :

y(z) = Axe® |-2
y'(x) = A(1 + 2x)e* |- (=3)
y'(z) = A(4 + 4x)e*® |-1

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
y"(x) = 3y'(z) + 2y(x) = Ae** = 3¢** (1p)
= A=3 (2p),
tehéat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:
yip(z) = 32e*® (x €R) (1p).
A differencialegyenlet altalanos megoldésa:

Yia(@) = Yip(2) + yna(z) =
= 3we* + C1e” + Coe** (z €R, 01,02 €R) (2p).

4. feladat (747+4+5=23 pont)
Konvergensek-e az aldbbi sorok?

n+1)3. 7" nt+1\" L .
0 XEEEE 02 () 9 L s 0 X Vi

neNt neN neN, n>2 neN, n>2




Mo. a) Legyen a,, = W (n e N*t).

Ekkor ( - | ( o
Gn+1 (1p) (N +2)°7" n! (2p)7(n+2)° nooo
an (n+1)! (n+1)3-7" (n+1)4 <1 (p).
Tehat a hanyadoskritérium alapjan Y a, konvergens (2p) .
neN
b) Legyen by, := (Z—j;;) (n e N).
(2p) (1 + l)n n—oo € 1
b, = —2= % —==-#0 (1p),
(1+ %> 1 (Zp) 62 e 75 ( p)

tehat nem teljesiil a sorok konvergenciajanak sziikséges feltétele, ezért > b, divergens (2p) .
neN

¢) Legyen ¢, := m (neN,n >2).
Ekkor minden n € N, n > 3 esetén

1

és > 7T12 konvergens, tehat a majorans kritérium alapjan > ¢, konvergens (2p) .

neN neN, n>2
d) Legyen d,, := (—1)"#(71) (neN,n>2)Ekkora ). d, soralternal (1p) (|dn|)nen, n>2
neN, n>2
monoton csdkkend (1p) , O-hoz tart (1p) , tehat a Leibniz-kritiérium alapjan >  d,, konver-
neN, n>2
gens (2p) .

5. feladat (5+12=17 pont)
a) Mit mond ki a gyokkritérium?
b) Konvergens-e a

neNt In+5

numerikus sor? Amennyiben igen, adjunk nemtrivalis fels§ becslést az elkGvetett hibara, ha a sor Gsszegét
a 99. részlettsszeggel kozelitjiik.

Mo. a) Legyen (a,)nen nemnegativ tagi szamsorozat (1p) . Ekkor a kovetkezd allitasok teljestilnek.
e Ha limsup /a, < 1, akkor a > a, sor konvergens. (2p)
n—00 neN

e Ha limsup {/a, > 1, akkor a > a, sor divergens. (2p)

n— o0 neN

b) Legyen a,, := (32;%) (n € NT). Ekkor

(2P)4n_1 n—oo 4
T 2 2 o1 (2p),
9 + 5 9 (2p)

tehat a gyokkritérium alapjan Y a, konvergens (2p) . Minden n € N* esetén
neN

4

tehéat ha S jeldli a sor Osszegét, akkor

99 o %] n 100 100
Z (1p) (1p) 4\ " (2p) (4 1 4 9
‘S_ m = 2 s 2 (5) T s -2 \9) F

n=1




IMSc feladat (8 IMSc pont) Bizonyitsuk be, hogy ha (a,)nen €gy nemnegativ tag, monoton csékkend
=0.

szamsorozat, és a » . a, sor konvergens, akkor lim na,

Mo. Legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor a sorokra vonatkozd Cauchy-kritérium szerint létezik olyan N € N
kiiszobindex, hogy minden m,n € N és m > n > N esetén

m

>

k=n-+1

<e (2p).

Specidlisan n > N és n € N esetén (a,)nen monoton csokkenése, és nemnegativitasa miatt (1p)

2n
D> a

k=n

2p) &% 1
|nasyn| = na, < Zak(é’)

k=n

<eE.

Tehat a sorozat-hatarérték definicoja alapjan lim nag, =0 (1p) , kovetkezésképpen lim 2nag, =
n— 00 n—oo
0, és hasonloan belathatd (vagy hivatkozhatunk a monotonitasra), hogy lim (2n + 1)ag,+1 = 0,
n— oo

eezekbdl pedig mar adoédik, hogy lim na, =0 (1p) .
n—oo




