1. zh, VIK Villamosmérnok, 2022. Gsz

(Minden feladat 10 pontot ér, indoklds nélkili eredménykézlést nem fogadunk el, a dolgozat iddtartama 90 perc.)

1. a) Igazolja a halmazmiiveletek definicidira hivatkozva, hogy tetszéleges A, B, C' halmazokra,
ha C'c A, akkor Au(BnC)=A! b) Igaz-e minden A, B,C halmazra, hogy ha Au(BnC(C) = A,
akkor C' ¢ A?

MO. a) ¢ Legyen z € Au(BnC). Ekkor az els6 esetben, azaz x € A-t feltéve, készen vagyunk. A
maéasodik esetben, ha x € BnC, akkor a n definici6ja értelmében x € C' is, de mivel C ¢ A a feltétel
miatt, igy x € A. 2 Ha x € A, akkor az U definicioja miatt x € Au(BnC). b) Nem igaz. Legyen
A=B=g@és C={0}. Ekkor Au(Bn(C)=@g=A,de C={0} ¢z =A.

2. Legyen a,b két olyan térvektor, amire |a| = |b| # 0 teljesiil! Igazolja, hogy ha a merdleges
b-re, akkor a + 2b is merdéleges a - %b—re!

MO. Két nemnulla vektor merdleges egymésra, pontosan akkor, ha skalaris szorzatuk nulla:
(a+2b)(a-ib)=a?-2-1b2+(2-3)ab=|a)>-|b?+(2-3)ab=0+0=0

3. Irja fel annak az f egyenesnek az egyenletét, ami az S : & —y + z = 4 egyenlett sikban van,
merGleges az x =3+ 4t,y =t,z = 1 —t egyenletrendszeri e egyenesre és athalad az e és az S kozos
pontjan!

MO. Az e és S egyenletei egyiitt: x—y+z=4,x=3+4t,y=t,z=1-t ~3+4t-t+1-t=4~1t=0,
és innen (x,y,z) = (3,0,1) az f egy pontja. f benne van az S sikban és merdleges e-re, igy
vy =ng x v, egy alkalmas irdnyvektor f szamara. ng = (1,-1,1) és v, = (4,1,-1), igy

Pk
V= I L= (07575) H (07171)
4 1 -1

Innen pedig f egyenletrendszere: x =3,y =t,z=1+t.
4. Oldja meg a komplex szamok halmazan a |z|> + 22 = 2 — 2i egyenletet!

MO. Legyen z = x +iy, ahol 2,y € R. Ekkor 22 +y?+ 22— y? +2xyi = 2— 21, azaz 222+ 2xyi = 2— 2i.
Innen a két komponens egyenlésége miatt: 22 = 1 ~ x15 = +1. 2zy = -2 miatt pedig yo = F1.
Tehéat a megoldésok: 2y =1-1, 29 = =1 +14.

5. Konvergensek-e a kovetkezs sorozatok, és ha igen, mi a hatarértékiik?

27 43" —sin(8")
- 2n45n

B n3 + (=5)"
. n+3n

a) a, b) b

_2n 437 —sin(8")  (2/5)" +(3/5)" - (sin(8")/5™)
- on 4 5n - 1+ (2/5)"
ha |g| < 1, hogy (-sin(8")) korlatos, és hogy a hatarértékképzés invaridns az alapmiveletekre, a

3 —5)n 3/3n -5/3)
sorozat konvergens és a hatarértéke % =0. b) n+ (55) = (n/3") + (=5/3) , igy hivatkozva arra,
* n+ 3" 1+ (n/3")

MO. a) a, , igy hivatkozva arra, hogy ¢" — 0,




hogy n,n3 << 3" és hogy by, — oo amiatt, hogy a hatarértékképzés invarians az alapmiveletekre,
és q" - oo, ha ¢ > 1, a sorozat nem konvergens.

6.1. Igazak-e az aldbbi allitdsok minden z és w komplex szamra?

a) argz —argw = arg(z — w) b) Rez - Rew = Re(z — w)

6.2. Hany megoldasa van a komplex szamok halmazan a 2% = =16 egyenletnek?
6.3. Hany olyan x térvektor van, amire az alabbi egyenletek egyiittesen fennéllnak?

xxi=k,x-i=0

MO. 6.1. a) Hamis. z =4,w = 1, akkor argz —argw = 7/2 # 3w/4 = arg(z — w). b) Igaz, algebrai
alakban, z =x +ix, w=a+bi: Rez-Rew=Re(x+iy)-Re(a+ib)=x-a=Re(zr-a+i(y->)) =
Re(z +iy - (a+1ib)) = Re(z — w).

6.2. A gyokképlet miatt 4.

6.3.
ik
xxi=|r; @y x3=(0,23,-13)=(0,0,1) ~2z9=-1,23=0,21 =0~ x = —j. Egy ilyen van.
1 0 0

iMSc. Legyen {H,} -, tetsz6leges halmazcsalad, aminek minden eleme a valos szamok halmazé-
nak egy részhalmaza. a) Igaz-e, hogy ha az x € R szam az U H; halmaznak torlodési pontja, akkor
i=0

minden i € N-re = torlodasi pontja H;-nek. b) Igaz-e, hogy ha az x € R szam torlodasi pontja a

N H; halmaznak, akkor minden i € N-re x torlodasi pontja H;-nek.
i=0

MO. H' jeloli a H halmaz torlodasi pontjainak halmazat. a) Nem igaz. Legyen Hy = (0,1) és
H; =2, hai>0. Ekkor()e(fjHi) = (0,1 =[0,1], de 0¢ H| =o' = &.

=0

0o !

b) Igaz. Legyen z € (ﬂ HZ-) és 1o tetszbleges. Ekkor tetszéleges € > 0 esetén van olyan y ¢
i=0

B.(z) ~ {z}, hogy y € iQ)HZ-. De akkor y € Hj, is, azaz y € (B:(z) N {z}) n H;,, igy x € H] .

Valojaban elég belatni, hogy ha X c Y, akkor X’ ¢ Y’ hiszen ﬁ H; ¢ H;, és a kérdés, hogy
i=0
00 /
(ﬂ Hi) C H! igaz-e (i € N tetsz6leges). Az el6bbi pedig igaz. Legyen ugyanis u € X’ és ¢ > 0.
i=0
Ekkor e-hoz létezik = € X, hogy = € B.(u) ~ {u}. De x € X €Y, igy éppen ez az ¢ és x azt is
mutatja, hogy van u-tol kiilonb6z8 Y-beli is, ami B.(u) \ {u}-ben van, tehat u e Y.



