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Eloszo

Ez a jegyzet a 2012 tavaszi félévi vizsgahoz készllt és CSAK a definicidkat és tételeket
tartalmazza, bizonyitasokat nem. Ennek oka, hogy a VIK Wikin mar nagyon sok
tételkidolgozas talalhatd, amelyek teljesen lefedik az anyagot, viszont tudom (sajat
példabdl), hogy célszerl el6szor a tételeket megtanulni, és csak utdna foglalkozni a
bizonyitasokkal. Nem is beszélve azokrdl, akik eleve csak a tételeket akarjak tudni, a
bizonyitdsokat nem, szdmukra a tobbi jegyzet kifejezetten zavard lehet, hiszen szelektalni
kell Iényeges és kevésbé lényeges informdacié kdzott. ElsGsorban nekik szél ez a jegyzet, de a
tobbieknek is hasznos 6sszefoglaldként szolgdl. A tételeket a VIK Wikin taldlhaté kilonbozé
jegyzetek, Fleiner Tamas letolthetd jegyzete, Vary Anna Zsoéfia kézzel irott jegyzete illetve a
Katona-Recski-Szabd: A szamitastudomany alapjai cim( konyv alapjan készitettem. Hasznal-
jatok egészséggel. Amennyiben barmi (akar elvi, akdr helyesirasi) hibat észleltek, vagy

esetleg egyéb észrevételetek van, a tvl113@hszk.bme.hu e-mail cimen jelezzétek.

Udvézlettel:

Talapa Viktor


mailto:tv1113@hszk.bme.hu
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Tételsor

Hamilton-koérok és -utak. Szlkséges feltétel Hamilton-kor/ut létezésére. Elégséges feltételek:
Dirac és Ore tétele. Euler-korok és —utak, ezek létezésének sziikséges és elégséges feltétele.

Paros graf fogalma, kapcsolat a pdratlan kordkkel. Parositasok paros grafban, a javitéutak
maodszere, Hall és Frobenius tételei.

Kbnig tétele. Parositasok tetszéleges grafban, Tutte tétele (csak a szlikségesség bizonyitasaval),
Gallai tételei.

Grafok szinezése. y(G) fogalma és viszonya w(G)-hez, illetve A(G)-hez. Brooks tétele (biz.
nélkil). Mycielski konstrukciéja. Sikbarajzolhaté grafok kromatikus szdma, otszintétel.

Elkromatikus szdm: x,(G) viszonya A(G) -hez, Vizing-tétel (biz. nélkiil), paros grafok
élkromatikus szama. Perfekt grafok, er6s perfekt graf tétel (csak a sziikségesség bizonyitasaval),
Lovasz tétele (biz. az erGs perfekt graf tételbdl). Intervallumgrafok perfektsége.

Haldzat, haldzati folyam és vdagas fogalma, folyam értéke, vagds kapacitasa. Algoritmus a
maximdlis folyam és a minimdlis vagds megkeresésére, Ford-Fulkerson tétel, Edmonds-Karp tétel
(biz. nélkal), egészértékiiségi lemma. A folyamprobléma altalanositasai.

Menger pontparok kézotti diszjunkt utakra vonatkozo tételei.

Tobbszoros Osszefliggbség és élosszefliggbség fogalma, Menger vonatkozé tételei. Grafok
szomszédossagi matrixa, a szomszédossdgi matrix hatvanyainak jelentése.

Oszthatdsag, felbonthatatlan és primtulajdonsagu szamok, ezek kapcsolata (biz. csak az egyik
iranyban), a szamelmélet alaptétele. Osztok szama és Osszege. Primek szama, m(n)
nagysagrendje (biz. nélkil). Kongruencia fogalma, alapmdveletek kongruencidkkal.

Linearis kongruenciak: a megoldhatdsag sziikséges és elégséges feltétele, a megoldasok szama.
Euklideszi algoritmus, alkalmazasa linearis kongruenciak megoldasara.

Euler-féle ¢ -figgvény, redukdlt maradékrendszer, Euler-Fermat tétel, kis Fermat-tétel.
Kétismeretlenes, linearis diofantikus egyenlet megoldasa (konkrét példan). Két kongruenciabdl
allé kongruencia rendszer megoldasa (konkrét példan).

Szamelmélet és algoritmusok: alapm{(iveletek, hatvanyozas az egészek korében és a modulo m.
Primtesztelés, carmichael szamok. Nyilvanos kadu titkosiras.

Mdvelet fogalma, csoport, Abel-csoport. Példak: csoportok szamokon, matrixokon, rajzok
szimmetriacsoportja, diédercsoport. Példak véges és végtelen, kommutativ és nem kommutativ
csoportra mind a négy lehetséges variacidban.

Elem rendje (ez véges csoportban véges), ciklikus csoport. Részcsoport. Szimmetrikus csoport.
Csoportok izomorfidja, Cayley tétele (biz. nélkdl).

Mellékosztaly fogalma, példak. Lagrange tétele, elemrend és csoport rendjének kapcsolata.

Gydrd, ferdetest és test fogalma, példak. Nollosztémentes gylir(i, test nullosztdmentessége.
Példak: Z, Q, R, C, n X n-es matrixok, polinomok, Z,, (ez milyen n-re test), Q(\/E).
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1. tétel

Hamilton-Kkor és -t

Def.: Egy G tetszGleges grafban egy olyan utat, mely G minden pontjat pontosan
egyszer tartalmazza, Hamilton-utnak neveziink.

Def.: Egy G tetsz6leges grafban egy olyan kort, mely G minden pontjat pontosan
egyszer tartalmazza, Hamilton-kérnek neveziink.

Megj.: Ha G-ben van Hamilton-kor, akkor van benne Hamilton-ut is.

Sziikséges feltétel Hamilton-Kkor és -ut létezésére

Tétel: Ha egy G tetszbleges grafban létezik Hamilton-kor, akkor G-bél barhogyan k
darab csucsot elhagyva G legfeljebb k darab komponensre esik szét.

Tétel: Ha egy G tetszbleges grafban létezik Hamilton-ut, akkor G-bdl barhogyan k

darab csucsot elhagyva G legfeljebb k + 1 darab komponensre esik szét.

Megj.: Példa arra, hogy a szlikséges feltétel nem elégséges: Petersen-graf.

Ore tétele

Tétel: Ha egy n csucsu, egyszeril G graf barmely két, nem szomszédos x, y csucsara
igaz az, hogy d(x) + d(y) = n, azaz ha x,y csicsok fokszamainak Osszege
legaldbb n, akkor a G-ben van Hamilton-koér.

Dirac tétele

Tétel: Egy n cslcsu, egyszerl G graf minden x csucsara igaz, hogy d(x) = g, azaz ha

minden csucs foka legalabb g, akkor G-ben van Hamilton-kor.

Euler-kor és -ut

Def.: Egy G tetsz6leges grafban egy olyan élsorozatot, mely G minden élét
pontosan egyszer tartalmazza, Euler-utnak neveziink.

Def.: Egy G tetszbleges grafban egy olyan zart élsorozatot, mely G minden élét
pontosan egyszer tartalmazza, Euler-kdrnek nevezink.

Megj.: Ha G-ben van Euler-kor, akkor van benne Euler-ut is.
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Sziikséges és elégséges feltétel Euler-kor és -ut létezésére

Tétel: Egy G 6sszefiiggd grafban létezik Euler-kor, ha G minden pontjanak fokszama
paros.
Tétel: Egy G Osszefliggd grafban létezik Euler-ut, ha 0 vagy 2 kivétellel G minden

pontjanak fokszdma paros.
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2. tétel

Paros graf

Def. Egy G graf paros, ha G csucsainak halmaza —V(G) — felbonthaté A és B
halmazokra ugy, hogy G minden éle A-beli csisot kosson 6ssze B-belivel.

Jele: G(A B;E).

Kapcsolat a paratlan korokkel

Tétel: Egy G graf akkor és csak akkor paros, ha nem tartalmaz paratlan kort.

Parositasok paros grafban

Def.: Egy egyszerl G grafban egy M élhalmazt (részleges) pdrositasnak neveziink,
ha semelyik két élnek nincs k6z6s pontja. Az ilyen éleket fiiggetlen éleknek is
nevezzuk.

Def.: Egy parositas lefedi éleinek végpontjait. Ha az M parositas G minden pontjat

lefedi, akkor M-et teljes parositasnak nevezziik.

A javito utak modszere

A maddszer arra szolgal, hogy egy parositasrdl eldontsiik, hogy maximalis-e,
illetve ha nem, hogyan noveljik meg.

Legyen G (A, B; E) egy adott pdros graf, melyben mar meg van adva egy M
parositds. Rajzoljuk le a grafot ugy, hogy M éleit folytonos, a graf tobbi élét
pedig szaggatott vonallal kotjik 0ssze. Ha egy A-beli, az M parositas altal nem
lefedett pontbdl elindulva, felvaltva szaggatott illetve folytonos éleken &t
vezet6 aton el tudunk jutni egy B-beli, M 3ltal le nem fedett pontba, akkor
talaltunk javité utat, és a pdrositds novelheté ugy, hogy az uton [évé
szaggatott éleket folytonos, a folytonosakat pedig szaggatott élekre cseréljiik.
igy, mivel a javitd Ut els6 és utolsé éle is szaggatott volt, ndveltiik a parositast.
Ha nem taldlunk javitd utat, akkor a megadott parositas maximalis.

10
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Hall tétele

Def.: Egy X € V(G) ponthalmaz szomszédainak halmazat N(X)-el jeloljik.

Megj.: N(X) azon y pontok halmaza, amelyekhez van olyan él, melynek egyik
végpontja y, a masik pedig egy X-beli pont.

Tétel: Egy G(A, B; E) paros grafban akkor, és csak akkor van A-t lefedd parositas, ha
minden X C A részhalmazra |N(X)| = |X| (ezt a feltételt Hall-feltételnek
nevezzik).

Frobenius tétele

Tétel: Egy G(A, B; E) paros grafban akkor, és csak akkor van teljes parositas, ha
|A| = |B]| és [N(X)| = |X| minden X S A részhalmazra.

11
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3. tétel

Def.: Jel6ljik v(G)-vel a G grafban taldlhatd fiiggetlen élek maximalis szamat.

Def.: X € V(G) egy lefogd ponthalmaz, ha G minden élének legaldbb egyik
végpontjat tartalmazza. A G-ben taldlhaté lefogd pontok minimalis szamat
T(G)-vel jeloljuk.

Def.: Y € E(G) lefogé élhalmaz, ha G minden pontjat lefogja. A G-ben talalhaté
lefogé élek minimalis szamat p(G)-vel jeloljik.

Def.: X € V(G) fuggetlen ponthalmaz, ha nincs benne két szomszédos pont. A
fiiggetlen pontok maximalis szamat a (G)-vel jel6ljik.

Konig tétele
Tétel: Ha G (A, B; E) paros graf, akkor v(G) = 7(G). Ha nincs G-ben izolalt pont,

akkor a(G) = p(G) is teljesul.

Parositas tetszoleges grafban, Tutte tétele

Def.: cp(H)-val jeldljik a H graf pdratlan (vagyis paratlan sok pontot tartalmazo)

komponenseinek szamat.

Tétel: Egy G grafban akkor, és csak akkor Iétezik teljes parositas, ha VX € V(G)-re
cp(G —X) < |X|, azaz akarhogy hagyunk el a grafbél néhany pontot, a
maradékban a paratlan komponensek szama ennél tébb nem lehet.

Gallai tételei

Tétel: 7(G) + a(G) = |V(G)| minden hurokmentes G gréfra.

Tétel: v(G) + p(G) = |V (G)]| minden G grafra, amelyben nincs izolalt pont.

12
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4. tétel

Grafok szinezése

Def.: Egy G hurokmentes graf k szinnel kiszinezhet6, ha minden csucsot ki lehet
szinezni k darab szin felhaszndldsaval Ggy, hogy barmely két szomszédos
csucs szine kiilonboz6 legyen.

x(G) fogalma és viszonya w(G)-hez, illetve A(G)-hez

Def.: G graf kromatikus szama k, ha G k szinnel kiszinezhet6, de k — 1 szinnel nem.
Jele: x(G) = k.
Def. G egy teljes részgrafjat klikknek nevezzik. A G-ben taldlhaté maximalis klikk

méretét(, azaz a legnagyobb klikkben lévé pontok szamdt) a graf klikk-
szamanak nevezziik.

Jele: w(G).

Tétel Minden G grafra w(G) < x(G).

Def.: Egy G grafban a maximalis fokszam G Gsszes csucsainak fokszamai kozil a
legnagyobb.

ele: A(G).

Tétel: Minden G grafra y(G) < A(G) + 1.

Brooks-tétel

Tétel: Minden olyan G grafra, mely nem teljes graf és nem paratlan kor, igaz az,
hogy ¥(G) < A(G).

Mycielski tétele és konstrukcidja

Def.: A Mycielski-konstrukcié a V(G) = {vy, ..., v,} cstcshalmazi G grafhoz egy
olyan M(G)-vel jelolt grafot rendel, mely tartalmazza G-t feszitett rész-
grafként, tovabba (n + 1) cstcsot. Ezek Ugy helyezkednek el, hogy Vv;
csucsnak van egy u; parja, melynek szomszédai megegyeznek v; szomszé-
daival (, vagyis u; azokkal a csucsokkal van csak 6sszekotve, amelyekkel v;). Az
(n + 1)-edik csucs pedig minden u; cstccsal Gssze van kotve, de egyik v;
csuccsal sem.

Tétel: Minden k > 2 egész szamra létezik olyan G, graf, hogy w(G,) =2 és
x(Gy) = k.
13
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Otszin-tétel

Tétel:

Minden G sikbarajzolhaté grafra igaz, hogy x(G) < 5.

Négyszin-tétel

Tétel:

Minden G sikbarajzolhaté grafra igaz, hogy x(G) < 4.

Kidolgozott tételek

14
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5. tétel

Grafok élszinezése

Def.: Egy G graf élei k szinnel kiszinezhet6k, ha minden élet ki lehet szinezni k
darab szin felhasznaldsaval ugy, hogy barmely két szomszédos él szine
kiilonbozb legyen.

X.(G) fogalma és viszonya A(G)-hez

Def.: G graf élkromatikus szama k, ha G élei k szinnel kiszinezhet6k, de k — 1
szinnel nem.

Jele: Xe(G) = k.

Tétel: Minden G grafra A(G) < y.(G).

Vizing tétele

Tétel: Minden G egyszerii grafra y.(G) < A(G) + 1.

Paros grafok élkromatikus szama (KoOnig tétele)

Tétel: Ha G paros graf, akkor x.(G) = A(G).
Perfekt grafok
Def.: Egy G graf perfekt, ha y(G) = w(G) és G minden feszitett G’ részgrafjara is

igaz, hogy x(G") = w(G").
Tétel: Minden paros graf perfekt.
Erds perfekt graf tétel
Tétel: Egy G graf akkor és csak akkor perfekt, ha sem G, sem G nem tartalmaz

feszitett részgrafként paratlan kort.

Lovasz tétele

Tétel: Egy G graf akkor és csak akkor perfekt, ha Gis perfekt.

15
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Intervallumgrafok perfektsége

Def.: Legyenek I; = [aq, by], I, = [a,, by], ... korlatos zért intervallumok és minden
a;, b; legyen pozitiv egész. Legyenek py,p,, ... egy G graf pontjai és {p;, p;}
akkor és csak akkor legyen él G-ben, hal; N I; # 0. Az igy el6allo grafokat

intervallumgrafoknak nevezziik.

Tétel: Minden intervallumgraf perfekt.
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6. tétel

Halozat

Def.:

Legyen G egy iranyitott graf. Rendeljink minden éléhez egy c(e) nemnegativ
valds szamot, amit az él kapacitasanak neveziink. Jel6ljiink ki tovabba két s, t
pontot, melyeket termel6ének és fogyasztonak hivunk. Ekkor a (5; s;t; )
négyest halézatnak nevezziik.

Halozati folyam

Def.:

Legyen f(e) az a mennyiség, ami az e élen folyik at. Ez az f fliggvény
megengedett fliggvény, ha f(e) < c(e) és legyen:

m(v) = Y{f(e) | e végpontja v} —X{f(e)|e kezdépontja v} =0, azaz
egy adott (s,t pontoktdl kilénbdz8) v € V pontba ugyanakkora mennyiség
folyik be, mint amennyi ki*. Ezt az f megengedett fliggvényt folyamnak hivjuk.

Folyam értéke

Def.:

—
®
]

-

Vagas

Def.:

El6bbibél kénnyen beldthatd, hogy m(s) = —m(t). Ezt a koz6s értéket a
folyam értékének nevezziik.
my

Egy e élet egy folyamban telitettnek hivunk, ha f(e) = c(e), és telitetlennek,

ha f(e) < c(e).

Legyen X C V(@), ahol s € X ést & X. Azoknak az éleknek C halmazat,
amelyeknek egyik végpontja X-beli, a masik végpontja pedig {V(@) — X}-beli,
a hdalézati folyam egy (s, t) vagasanak nevezziik.

Vagas kapacitasa

Def.:

Jele:

A vagas kapacitdsa azon éleken |év6 kapacitasok osszege, amelyek egy X-beli
pontbdl egy {V((f) — X}-beli pontba mutatnak. (Az ilyen éleket el6remutaté
éleknek nevezziik, tehat a vagidsba nem tartozhatnak bele visszafelé mutato
élek, melyek X-beli pontba mutatnak.)

c(0).

! Ezt nevezziik Kirchoff-féle csomoponti torvénynek, mely fizikai aramkoroknél is elgjon.
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Algoritmus a max. folyam és min. vagas megkeresésére

0. lépés f = 0 folyam.

1. 1épés f' folyam felvétele f helyett, hogy mg, > my igaz legyen. Ezt addig ismételjuk,
ameddig tudjuk, azaz ,szemre” megprébalunk egy maximalis folyamot meghatarozni
s-bél t-be.

2. lépés Felrajzolunk egy Hy segédgrafot a kdvetkez6 tulajdonsagokkal:

(G a grafunk, e € E(G ), e’ € E(Hf), w,v € V(&)

e V(Hf) = V(G), azaz Hycsticsai megegyeznek G cstcsaival.

e Hae=1uvés f(e) <c(e), akkor e’ :=uv, azaz ha G-ben az uv él értéke
kevesebb, mint az él kapacitdsa, akkor Hf-ben is fusson él u-bol v-be.

e Hae=Tubésf(e) >0, akkor e’ := Ui, azaz ha G-ben az uv él értéke nagyobb,

|H

mint 0, akkor Hf—ben fusson ,,vissza él”, azaz v-bél u-ba.

3. |épés Amennyiben Hg-ben létezik iranyitott Ut s-b6l t-be (ezt javité utnak hivjuk), akkor a
folyam értéke novelhets. Megnézziik, hogy az eredeti G grafban mennyi a minimalis
érték, amennyivel lehet névelni a javitd ut élein atmend folyam étékét. (,ElSre él”
esetén novelni, ,vissza él” esetén csokkenteni kell az él értékét) Ezutdn meg is
noveljik az adott éleken atmend folyam értékét, majd visszatériink a 2. |épéshez, és
keresiink Ujabb javitéutat.

4. |épés Amennyiben nincs tovabbi javitd ut, megtaldltuk az s-bél t-be futé maximalis
folyamot. A minimalis vagas pedig azon pontok halmaza, melyek az utolsé felrajzolt
segédgrafon még elérhetGek s-bél.

Ford-Fulkerson-tétel

Tétel: A maximalis folyam értéke egyenl6 a minimadlis vagas kapacitasaval,azaz
max{mf | f egy folyam s-bél t-be} = min{c(C)| C vagas}.

Edmond-Karp-tétel

Tétel: Ha mindig a legrévidebb javité utak egyikét valasztjuk, akkor az algoritmus
véges sok lépés utan leall.

Egészértékiiségi lemma

Lemma: Ha a kapacitasok egész szamok, akkor m; értéke egész szam és ez megvaldsit-
hato olyan f folyammal, mely minden élen egész értéket vesz fel.
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A folyamprobléma altalanositasai

1. példa

Megoldas:

2. példa

Megoldas:

3. példa

Megoldas:

Mi van akkor, ha tobb termel6 és/vagy tobb fogyaszté van?

Felveszink egy ,szupertermel6t”(S)/, szuperfogyasztot”(T), amelyeket Gssze-
kotink a termel6kkel/fogyasztokkal végtelen kapacitasu éleken. Az igy kapott
grafban kereslink maximdlis folyamot (S-bél T-be), majd ha megtalaltuk,
letoroljik a két pontot.

Mi van akkor, ha a pontoknak is van kapacitdsa?

A probléma azt jelenti, hogy az adott pontba belépd élek kapacitasanak
O0sszege nem lehet nagyobb a pont kapacitasandl. Ez is visszavezethetd
hagyomdnyos haldzatra, ha a k kapacitassal rendelkezd v pontot két masik
ponttal helyettesitjiik, amiket egy k kapacitasu él kot 0ssze. A két Uj pontbol
az egyikbe futnak a v-be bejové élek, a madsikbdl futnak ki a v-bél kimend
élek.

Mi van akkor, ha vannak iranyitatlan élek?

Az iranyitatlan él helyett felvesziink két iranyitott élet azonos kapacitassal, az
egyik él az egyik, a masik a masik irdnyba mutat. Abban az esetben, ha a
folyam meghatdrozasakor mindkét helyettesit6 élen 0-nal nagyobb a
folyamérték, a két él folyamértékét ki kell vonni egymdsbdl, és az lesz az
irdnyitatlan él értéke, mig az irdnya a két helyettesité élb6l a nagyobb
folyamértékiinek az irdnyaval egyezik meg.
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7. tétel

Def.: A G irdnyitott vagy irdnyitatlan graf u pontjabdl v pontjaba futé P és Q utjait
éldiszjunktaknak vagy élidegennek nevezzik, ha E(P) N E(Q) = @.

Def.: A G iranyitott vagy irdnyitatlan graf u pontjabdl v pontjaba futd P és Q Gtjait
pontdiszjunktaknak vagy pontidegennek nevezzik, ha V(P) N V(Q) = uv

Menger I. tétele

Tétel: Ha u és v a G iranyitott graf kilénboz6 csucsai, akkor az élidegen uv utak
maximalis szdma azonos az uv utakat lefogd élek minimalis szamaval.

Menger II. tétele

Tétel: Ha u és v a G iranyitott graf kialonb6z6, nem szomszédos csucsai, akkor a
pontidegen uv utak maximalis szdma azonos az uv utakat lefogo, u-tél és v-
t61 kiilonb6z6 csucsok minimalis szamaval.

Menger III. tétele

Tétel: Ha u és v a G iranyitatlan graf kilénbozé csucsai, akkor az élidegen uv utak
maximalis szdma azonos az uv utakat lefogd élek minimalis szdmaval.

Menger IV. tétele

Tétel: Ha u és v a G iranyitatlan graf kiilonb6z6, nem szomszédos csucsai, akkor a
pontidegen uv utak maximalis szama azonos az uv utakat lefogd, u-tél és v-
tél kiilonb6z8 csucsok minimalis szamaval.
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8. tétel

Tobbszoros osszefiiggéség és élosszefiiggoség fogalma

Def.: Az irdnyitatlan G grafot k-szorosan (pont)6sszefiiggének nevezziik, ha G-nek
minimum (k + 1) csucsa van, és G-b6l barhogyan k — 1) csucsot elhagyva G
tovabbra is 6sszefliggé lesz. A maximalis k-t, amire G k-6sszefliggs k(@) jeldli.

Def.: Az iranyitatlan G grafot k-szorosan éldsszefiiggének nevezziik, ha G-bdl
barhogyan (k — 1) élet elhagyva G tovabbra is 6sszefliggd lesz. A maximalis k-
t, amire G k-élosszefligg6 A(G) jeldli.

Menger V. tétele

Tétel: Egy G graf akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha barmely két pont
kozott létezik k db. éldiszjunkt ut.

Menger VI. tétele

Tétel: Egy G graf akkor és csak akkor k-szorosan (pont)osszefiiggd, ha barmely két
pontja kozott létezik k db paronként pontdiszjunkt ut.

Grafok szomszédossagi matrixa

Def.: Legyen G n-csucsu graf, V(G) = {vy, vy, ...,v,}. Ekkor az A(G)n X n-es
matrix G szomszédossagi matrixa, ha minden a; ; € A(G)-re teljesll, hogy:

0, ha v; és v; nem szomszédos,
a;j = k, ha v; és v; kézétt k db pontdiszjunkt él fut,
[, hai = jésldb hurokélilleszkedik ra.

A szomszédossagi matrix hatvanyai

Tétel: Legyen G n-csucsu graf, V(G) = {vy,v,, ..., Uy} és A, B n X n-es matrixok. Ha
A = A(G) és B = A¥, akkor minden b; ; € B-re teljesiil, hogy:
b;; = G-ben v;-b6l vj-be vezetd pontosan k hosszu élsorozatok szama.
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9. tétel

Oszthatosag

Def.: Legyen a,b € Z. Azt mondjuk, hogy a osztdja b-nek, ha létezik egy olyan
c€Z,hogya-c=b.
Jele: alb

Felbonthatatlan és primszamok, valamint ezek kapcsolata

Def.: Egy p € Z szdmra azt mondjuk, hogy felbonthatatlan hap # 0 vagy *+1 és
p = a- b csak akkor lehetséges, haa = +1vagy b = +1.

Def.: Egy p € Z szdmra azt mondjuk, hogy prim, hap # 0vagy +1 és p|a - b csak
akkor lehetséges, ha p|a vagy p|b.

Tétel: Egy p € Z szam akkor és csak akkor prim, ha felbonthatatlan és forditva.

A szamelmélet alaptétele

Tétel: Minden n€Z|n#0 vagy *1 szdmra igaz az, hogy n felbonthato
felbonthatatlanok (primek) szorzatara és ez a felbontds sorrendtdl és
el6jelektdl fuggetlenll egyértelmi.

Osztok szama és dsszege

Def.: Egy 1 <n € N szam kanonikus alakjan egy olyan n =p;*-p;?-..-p.*
elGallitast értink, amiben p;-k kiilonb6z6 (pozitiv) primek, az a;-k pedig
pozitiv egészek. (Az ilyen elallitast hivjuk primtényezds felbontasnak.)

Def.: Legyenn = pfl -pgz P pf:" egy 1 < n € N szam kanonikus alakja. Ekkorn
(pozitiv) osztéinak szama:

dn) =(a1+ 1) (e +1) ... (o + 1).

Def.: Legyenn = pfl -pgz P pf:" egy 1 < n € N szam kanonikus alakja. Ekkorn
(pozitiv) osztdinak 6sszege:

o(n)=(1+pl+pi+...4p;") (L +pd +pi+...+py%) - (L +pi +
p,%+...+p,‘f").
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Primek szama

Tétel: A primszamok szdma végtelen.

(n) nagysagrendje

Def.: A primszdmok szamat 1 és n kdzott w(n)-nel jeldljuk.
Tétel: n(n) = — illetve lim,,_, @ = 1.
Inn nn
Kongruencia
Def.: Azt mondjuk, hogy a és b kongruens modulo m, haa,b,m € Z és mind a-t,

mind b-t m-mel osztva azonos maradékot kapunk.

Masik megfogalmazasban a és b kongruens modulo m, ha m osztéja a — b-
nek (m|a — b).

a=b(m)

—
o
]

O
D
-

Az azonos maradékot ado egészeket kilon osztalyokba helyezhetjik. Az ilyen
osztalyokat maradékosztalyoknak nevezziik.

Alapmiiveletek kongruenciakkal

Tétel: ab,c,dmeZ l.atc=btd(m)
a=b(m) & 2.ac=b-d(m)
c=d(m) 3.a* = b* (m)
Tétel: a-c=b-c(m) & a=b(m).
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10.tétel

Linearis kongruencia

Def.: Az a - x = b (m) kongruenciat linearis kongruencidanak nevezziik, haa,b € Z
ésm € Z* ismertek, és keressiik az x € Z ismeretlent.

Megoldhatosag sziikséges és elégséges feltétele, a megoldasok szama

Def.: a,b € Z esetén (a, b)-vel jeldljik a és b legnagyobb kozés osztéjat, [a, b]-vel
pedig a legkisebb k6z06s tobbszorését.

Tétel: Az a-x = b (m) akkor és csak akkor oldhaté meg, ha (a,m)|b, azaza ésm
legnagyobb kozos osztéja osztdja b-nek is. A megoldasok szama az (a,m)
darab maradékosztaly modulo m.

Euklideszi algoritmus

Az algoritmus lényege, hogy meghatarozzuk két a,b € Z szam legnagyobb
k6z0s osztdjat, azaz (a, b)-t. Els6 |épésként elosztjuk a-t maradékosan b-vel:
a=ki-b+m

Ezutan mar (b, m,)-t keressuk:

b=k, -m;+m,

A tovabbi lépések képlete igy néz ki:

my_p =k;-mi_q +my

Az algoritmus addig megy, mig m; = 0 lesz, ekkor megkapjuk, hogy (a, b) = m;_;.

Példa: Legyen a = 200,b = 72, tehat (200,72)-t keressuk:

200 =2-72 + 56,
72 =1-56 + 16,
56 =3-16+8,
16=2-8+0.
Tehat (200,72) = 8.

Linearis kongruencia megoldasa Euklideszi algoritmussal

Adott egy ax = b (m) linearis kongruencia. EI6szor meg kell vizsgalni, hogy megold-
haté-e: az algoritmus segitségével kiszdmoljuk (a, m)-t, és ha ez oszthaté b-vel, akkor
van megoldas. Ezutan az algoritmus soran kapott maradékokat forditott sorrendben
kifejezziik az egyenletekbdl, és igy megkapjuk x-et. Konkrét példan bemutatva:
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Példa:

59x =1(101),x =?

El6sz6r meghatarozzuk (59,101)-t:

101 =1-59+42

50 =1-42+17

42=2-17+8

17=2-8+1

8=8-1+0 = (59,101) = 1; 1|1 = 3Imegoldas, méghozz4 1.
Ezutdn az egyenletekbdl kifejezziik a maradékokat:
42=101—-1-59 =(-1)-59(101)

17 =59—-42=59—(-59) =2-59(101)
8=42-2-17=(-1)-59-2-2-59=(-5)-59(101)
1=17-2-8=2-59—-2-(-5)-59 =12-59 (101), vagyis:
1=12 -59(101).

59x =1=12-59 (101) /59

x =12 (101).
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11.tétel

Euler-féle ¢-fiiggvény

Def.: Az a, b € Z szamokat relativ primnek nevezzlk, ha (a, b) = 1.
Def.: Az n-hez relativ primek szamat 1 és n kozott ¢ (n)-nel jeloljuk.
Tétel: Ha (a,b) = 1, akkor ¢(a - b) = ¢p(a) - p(b).

@(n) meghatarozasa:

e hap € Z primszam, akkor

(@) =p—-1,

p(p®) =p*—t-=p—p
e han € Ztetsz6leges egész szam, felirjuk kanonikus alakban:

ay az Ak

n=p; P, D

Ekkor:

o) = o(pi")  o(py?) o 0(pg*) =

= =p ) (072 =) e (B =)

Példa: @(100) =7

100 = 22 - 52, szdval
©(100) = @(22) - @(5%) = (22 = 21) - (52 = 51) = 2 20 = 40.

a-—1

Redukalt maradékrendszer

Def.: Egy R = {c4, C5, ..., Ci } halmaz redukalt maradékrendszer modulo m, ha:

* k=o(m),
e (c;;m) =1Vi-re,
o i #] = ¢ #c(m).

Allitas: Ha ¢y, ¢y, ..., i redukalt maradékrendszer modulo m és (a,m) = 1, akkor
a-cq,a-Cy,...,a-cy is redukdlt maradékrendszer lesz modulo m.

Euler-Fermat-tétel

Tétel: Ham € Z*, a € Z és (a,m) = 1, akkor: a®™ = 1 (m).

Kis Fermat-tétel

Tétel: Hap € Z* primszam, a € Z és (a,p) = 1, akkor a? = a (m).
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Két ismeretlenes, linearis diofantikus egyenlet megoldasa

Def.:

Megolddsa:

Példa:

Az olyan ax + by = c alaku egyenletet, melyben a,b,c € Z adott, x,y € Z
pedig ismeretlen, kétismeretlenes, linearis diofantikus egyenletnek nevez-
zuk.

A cél linearis kongruencidva alakitani az egyenletet:

ax + by = c egyenletet adtrendezzik:

by = ¢ — ax, ez azzal ekvivalens, hogy

b|c — ax, tehat

ax = c (b) linedris kongruenciat kapjuk, amit mar csak meg kell oldani.

—3x + 13y =36

13y =36 (3)

y =36 (3)

y=0(3),igy:y =3t

Most mar csak x-et kell kiszamolni:
—3x+13-3t =36

—3x =36 — 39t

x=13t—12

Két kongruenciabdl all6 kongruenciarendszer megoldasa

Példa:

Az egyik kongruenciat felirjuk olyan alakban, hogy behelyettesithet6 legyen a
masikba, kiszamoljuk igy a masikat majd visszahelyettesitiink.

x=3(7) _,
x=-1(8) e

Az els6bél kovetkezik, hogy x = 7k + 3 alaku (k € Z), ezt kell behelyettesiteni
a masodikba:

7k +3=-1(8) /-3

7k = —4 (8) /—8k

—k =—-4(8) /- (=1)

k=4(8) =k =8l+4alakq, (l € Z)
x=7k+3=7(8l+4)+ 3 =56l+31alaki =

x = 31 (56).
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12.tétel

Szamelmélet és algoritmusok

Tétel: Egy algoritmust akkor tekintlink jonak, ha polinomrend(i, azaz ha a |épés-
szama fellilrél becsilhetd az input hosszanak polinomjaval. Az exponencialis
|épésszamu algoritmus rossz.

Alapmiiveletek

Tétel: Az Osszeaddas és a kivonas |épésszdma a szamjegyek szamaval azonos, ezek
tehat linedris, azaz polinomrendi algoritmusok.

Tétel: A szorzas és az osztas is polinomialis (, de mar nem linearis).

Hatvanyozas az egész szamok korében és a modulo m

Tétel: A hatvanyozas nem polinomrenddi algoritmus, hanem exponencialis.
Tétel: Az euklideszi algoritmus polinomrenddi, tehat hatékony.
Tétel: Ezekbdl kovetkezik, hogy a maradékosztas is polinomidlis. (egy osztas, egy

szorzas és egy kivonas).

Tétel: A modulo m 6sszeadas, kivonas, szorzas, osztas is polinomialis.
Tétel: A modulo m hatvanyozas is polinomrendii.
Primtesztelés

A feladat, hogy eldontsiik egy adott n szamrél, hogy prim-e. Az egyik mdédszer,

hogy 1-t6l Vn-ig ellendrizziik az n-el valé oszthatésagot. Elénye, hogy han
Osszetettnek bizonyul, akkor ez megadja egy osztdjat is, viszont exponencialis
[épésszamu.

Sokkal hatékonyabb, polinomrendd algoritmus is |étezik erre, a Fermat-teszt:

0. [épés: Feladat: egy adott n szamrdl kell megdllapitani, hogy prim-e.
1. lépés: Felveszik egy tetszbleges k szamot, amire igaz, hogy 1 < k < n.
2. [épés: Ha k™! # 1 (n), akkor n nem prim.

Ha k™! = 1 (n), akkor n valdszin(leg prim.

A Fermat-teszt problémaja, hogy hibazhat, azaz egy 0Osszetett szamot is
primnek nézhet. Ennek kikiiszobolésére sokszor, sok k-ra kell végrehajtani a
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tesztet. Ha a teszt kb. 200-szor lefutva is azt adja ki, hogy n prim, akkor nagy
valdszinlséggel igaza van.

Carmichael szamok

Def.:

Tétel:

Tétel:

Kov.:

Def.:

Ha a primtesztelés soran n szamrdl akarjuk eldénteni, hogy prim, és a Fermat-
tesztet éppen egy 1 < k < n szamon futtatjuk, akkor:

e ha k™! £ 1 (n), akkor azt mondjuk, hogy k tanuja vagy aruléja n-nek,

e ha k™! =1 (n), akkor azt mondjuk, hogy k cinkosa n-nek.

Ha n-nek létezik tanuja, akkor a modulo n redukalt maradékrendszernek
legaldbb fele tanu.

Ha n-nek létezik tanuja, akkor a Fermat-teszt hibdjanak valdszinlisége

legfeljebb %

Ha n-nek létezik tanuja, és a Fermat-tesztet m-szer futtattuk le, akkor a

Fermat-teszt hibajanak valdszinlisége legfeljebb e

Ha n ésszetett szdm, de Va: (a,n) = 1-re igaz, hogy a™® ! = 1 (n), azaz ha
nem létezik tanuja, csak cinkosa a redukdlt maradékrendszerben, akkor n-t
Carmichael-szamnak nevezziik.

Nyilvanos kulcsu titkosiras

RSA-kddolas:

0. [épés:
1. épés:
2. |épés:
3. |épés:

4. lépés:

Barmilyen Uzenet atalakithatd szamjegyek szorzatava, feltehetjik tehat, hogy
a titkositando lGzenet sokszamjegy(i szamok szorzata. A rejtjelezés alapja, hogy
legyen egy kodold és dekddold fluggvény: x — c(x), y = D(y), amire teljesul

a visszafejthet8ség: D(c(x)) = X.

Nyilt kulcsu titkositd algoritmus, mely napjaink egyik leggyakrabban hasznalt
titkositasi eljardsa. Egy nyilt és egy titkos kulcs tartozik hozza. A nyilt kulcs
mindenki szamara ismert, s ennek segitségével kddolhatjdk masok a nekiink
szant Gzeneteiket. A nyilt kulccsal kodolt Gizentet csak a titkos kulccsal tudjuk
"megfejteni". Az RSA-eljarasban a kovetkezé mddon generaljuk a kulcsokat és
kiildjik el az Gzenetet:
p és q sokszamjegyd, véletlenszer(l primek felvétele.
N := p - q kiszdmitdsa. (N lesz a nyilt és a titkos kulcs modulusa is),
@(N) = (p — 1)(q — 1) kiszamitasa,

szdm valasztasa ugy, hogy 1 < c < @(N), illetve @(N)-hez relativ prim
legyen, azaz (c, go(N)) =1.
c-t nyilvdnossagra hozzuk, ez lesz a nyilvanos kulcs kitevdgje.
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5. lépés:

6. lépés:

7. |épés:

Megj.:

d szam valasztdsa ugy, hogy acd =1 ((p(N)) kongruencia teljesiiljon, azaz
cd =1+ k- @(N) minden k egészre.
d-t titokban tartjuk, ez lesz a tikos kulcs kitevéje.
A el akar kildeni egy x lizenetet B-nek. Ehhez lekddolja azt B nyilvanos
kulcsaval (c -vel): e = x*mod N, majd az e kddolt lzenetet elkilldi.
B ezutan a sajat titkos kulcsat, d-t hasznalva vissza tudja fejteni x-et c-bdl a
kovetkez6 médon: x = e mod N.

(Wikipedia alapjan)

Azért mikod6képes, mert szamok primtényezGs felbontdsara nem ismert
hatékony algoritmus.

Az RSA-kédolds tehat haszndlhatd arra a célra, hogy a cimzett nyilvanos
kulcsaval koédolt (izenetet csak a cimzett olvashassa el (a titkos kulcsaval).
Viszont, mivel a kdédold/dekddold fuggvények egymas inverzei, és igy egy
titkos kulccsal kodolt ellen6rzé6sszeget fel lehet oldani a nyilvanos kulccsal, az
RSA tehat hasznalhatd digitdlis aldiras el6allitdsahoz is, azaz egy lzenetrdl ez
alapjan el tudjuk donteni, hogy valéban attdél jott, akitél varjuk.

30



Bevezetés a szamitaselméletbe 2. Kidolgozott tételek

13.tétel

Mivelet fogalma
Def.: az f: H® > H fiiggvényt mlveletnek hivjuk, ahol h # @ alaphalmaz és H? a H-

bdl készithetd rendezett parok halmaza.

Csoport

Def.: H alaphalmazon a * m(velet:
e kommutativ, haa *b = b * q, illetve
e asszociativ,haa*(bxc)=(a*xb)*c VYa,b,c € H-ra.

Def.: Ha a H alaphalmazon * egy asszociativ mf(velet, akkor a (H,*) part
félcsoportnak nevezziik.

Def.: Legyen * mUlvelet a H alaphalmazon. e € H-t egységelemnek nevezzik, ha
Va€H-ra:axe=exa=a.

Def.: Legyen * mivelet a H alaphalmazon és e € H egységelem. Ekkor egya € H
inverzeb € H haa*b=bx*a=ce.lele:a™! = b.

Def.: Ha a H alaphalmazon * egy asszociativ mdvelet, |étezik egységelem és minden

elemnek van inverze, akkor a (H,*) part csoportnak nevezzik.

Abel-csoport

Def.: Ha (H,*) félcsoport és * kommutativ, akkor (H,*) -t Abel-félcsoportnak
nevezzuk.

Def.: Ha (H,*) csoport és * kommutativ, akkor (H,*)-t Abel-csoportnak nevezziik.

Példak csoportokra

e (Z,+),(Q,+),(R,+),(C,+) csoport,

e (N, +) viszont nem csoport, mert a pozitiv tagoknak nincs inverze,

e (Z,),(Q,),(R,),(C,) sem csoport, mivel a 0-nak nincs inverze, viszont

o (Z\{0},), (Q\{0},"), (R\{0},), (C\{0},") mér csoport lesz.

e Ha H := {n X m-es matrixok}, akkor (H, +) csoport

e Ha H :={n Xn-es matrixok, amelyekre det # 0} és * a matrixszorzas
muvelete, akkor (H,*) csoport.
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Rajzok szimmetriacsoportja

Def.: Legyen H := {R rajznak — pl. szabdlyos hdromszég — a szimmetridi/egybe-
vagddasi transzformacidi}, a o mlvelet pedig a fliggvénykompozicié. Ekkor
a (H,°) parost szimmetriacsoportnak nevezzik.

Tétel: Az R szimmetriacsoport csoport.

Diédercsoport

Def.: Egy n-oldalu szabdlyos sokszog szimmetriacsoportjat diédercsoportnak
nevezzuk.

Jele: D,

Példak véges és végtelen, kommutativ és nem kommutativ csoportra

e Végtelen, nem kommutativ csoportot alkotnak példaul:
(R™ ™| det #0, -),

e Végtelen, kommutativ (Abel-)csoportot alkotnak példaul:
(Z,+),(Q,+), (R, +), (C, +), (R™™, +),
(Q\{0},), (R\{03},"), (C\{03},").

e Véges, nem kommutativ csoportot alkot példaul:
Dy
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14.tétel

Elem rendje

Def.:

Def.:

Példa:
Tétel:

Def.:

Jele:

Egy G csoport elemeinek szamat a csoport rendjének nevezzik, és |G|-vel
jeloljik. Példaul: |D,| = 2n,|S,| = n! (Utdbbit Idsd késébb!)

Ha G csoport és g € G, akkor:

gt=g*g*..xgndb).
A (Z,+) csoport esetén3° =3 +3+ 3+ 3+ 3 = 15.

Ha G véges csoport és g € G = In = 1, hogy g" = e.

Ha G csoport és g € G, akkor a g elem rendje az a legkisebb olyank > 1
kitevs, amire: g¥ = e. (Ha nincs ilyen szam, akkor végtelen rend(i elemrdl
beszéliink.)

a(g) = k.

Ciklikus csoport

Def.:

Tétel:

Részcsoport

Def.:

Példa:

Egy tetsz6leges G csoportot ciklikus csoportnak neveziink, ha3g € G un.
generatorelem, amibdl G minden masik eleme kifejezheté G mivelete és
az inverzképzés segitségével.

G véges, ciklikus csoport & 3Ig € G, amire a(g) = |G]|.

Ha (G,*) csoport, H € G és H is csoport a * ml(iveletre nézve, akkor azt
mondjuk, hogy H részcsoportja G-nek.

HaG =R, H:={0,a; —a|a € R}, akkor H < G, azaz H G részcsoportja
a + miveletre.

Szimmetrikus csoport

Def.:

Def.:

Jele:

Az f:{1,2,..,n} - {1,2,...,n} kolcsonbsen egyértelm(i fliggvényt permu-
tacionak nevezzik.

Az {1,2,...,n} halmaz csoportot alkot a fliggvénykompozici6 mdlveletére
nézve, és ezt a csoportot szimmetrikus csoportnak nevezziik.

S,..
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Csoportok izomorfiaja

Tétel:

Cayley tétele

Tétel:

Azonos rendd ciklikus csoportok izomorfak.

Ha G egy véges csoport, akkor An, hogy H < S,, és H = G, azaz S, egy
részcsoportja izomorf lesz G-vel.
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15.tetel

Mellékosztaly

Def: Legyen (G,*) csoport, g € G,H < G. Ekkor a{g*h|h € H} halmaz a H
részcsoport g szerinti bal oldali mellékosztalya.

—
o
(¢

gH.

Példa: Legyen G := (R?,+),H = {(x,0)|x € R} (x tengely vektorai).
e g:=023)>gH=023)+H={2+x,3)|x R}
e g=3,-1)>gH=G3,-1)+H={3+x,—1)|x € R}.
e g:=(50)->gH=(50)+H={5+x0)|x €R}.

Lagrange tétele

Tétel: Ha G véges csoport, akkor VH < G-re |H| | |G|, azaz H rendje osztdja G
rendjének minden H részcsoportra.

Elem és csoport rendjének kapcsolata

Tétel: G barmely g elemének rendje (amely gyakorlatilag g altal generalt
részcsoport elemszama) osztja G rendjét, azaz a(g) | |G| Vg € G-re.
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16.tétel

Def.: Legyen R egy tetsz6leges halmaz, + és - R-en értelmezett m(iveletek. A két
muivelet disztributivy ha Va,b,c€R -re: a(b+c)=ab+ac és
(a+ b)c =ac+ bc.

Gytri fogalma

rr _rr

Def.: Az (R, +,") algebrai strukturat gy(irlinek nevezziik, ha:
e (R,+) Abel-csoport, azaz ha + kommutativ, asszociativ, |étezik egység-
elem és inverz,
e (R,") félcsoport, azaz ha - asszociativ,
e + és - disztributiv mlveletek R-en.

Def.: Ha (R, +,7) gydr(, és (R,") Abel-félcsoport, azaz ha a - miivelet is kommuta-
tiv, akkor (R, +,")-t kommutativ gyiiriinek nevezziik.

Ferdetest fogalma

Def.: Ha (R, +,") gydr(, és (R\{0},") is csoport, azaz ha a-mdlveletnek is van
egységeleme és inverze, akkor (R, +,")-t ferdetestnek nevezziik.

Test fogalma

Def.: Ha Ha (R, +,") kommutativ gy(ir(i és ferdetest, akkor testnek nevezziik.
Mds megfogalmazasban(R, +,) test, ha (R, +) és (R\{0},") is Abel-csoport.

Osszefoglal6 tablazat

(R,+,),a,b,c €ER:

(1) a + b = b + a (kommutativ) (a)a-b = b -a (kommutativ)

(2)(@a+b)+c=a+ (b +c) (asszociativ) | (b) (a-b)-c = a- (b-c) (asszociativ)

(330 € R:a+ 0 =0+ a = a (nullelem) ()31 €R:a-1=1"-a = a (egységelem)

(4)Va-rad(—a) ER:a+(—a) =0 (dVa#0-rad(a ) €ER:a-al=1
(additiv inverz) (multiplikativ inverz)

(5)a(b+c) = ab + ac; (a+ b)c = ac + bc (disztributiv)

Gydird: (1-5), (b),

Kommutativ gydirdi: (1-5), (a-b),
Ferdetest: (1-5), (b-d),
Test: (1-5), (a-d),
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Nullosztomentesség

Def.:

Def.:

Tétel:

Példak

Egy (R, +,) gylirGben egy a # 0 nulloszté, ha 3b # 0, hogy a-b =0
(a,b € R).

Az (R, +,") gy(ir( nullosztémentes, ha nem tartalmaz nullosztét, azaz ha
Va,b € R-re az a - b = 0 csak akkor teljesil, haa = 0 vagy b = 0.

Minden test nullosztomentes.

(R, +,), (Q, +,"), (C, +,) test.

(Z, +,") nem test, mert nem létezik minden elemnek inverze — (c) séril —
igy csak kommutativ gydrd.

(R™™ 4,-) nem test, mivel a nemnulla determindnst matrixoknak nincs
inverze, és a matrixszorzas nem kommutativ — (a) és (c) séril —, igy csak
egységelemes gydrd.

(R[x], +,") és (Z[x], +,"), azaz a valos és egész egyutthatdju polinomok
az Osszeaddasra és a szorzdsra nézve kommutativ gy(rit alkotnak. Azért
nem testet, mert nem létezik multiplikativ inverz — (c) séril —, mert pl.

egy x € R[x] polinom inverze% ¢ R[x] lenne.

A valds polinomok hanyadosteste test: R(x) = {Z:p,q € R[x],q # 0}.

__ ps+qr

. T s
: illetve 2.2 =&
s q s

qs

Q(\/E) = {a +bV2:a,b € Q} halmaz esetén (@\/Z +,-) is test.

) T
A muveletek: s + B

L, fogalma és ez milyen n-re test

Def.:

Példa:

Tétel:

Egy Z ={0,1, ...,n — 1} halmazt a modulo n dsszeadasra ill. szorzésra
nézve a modulo n maradékosztalyok gylrijének nevezzik és Z,-el
jeloljk.

Z, = (Z,8,0):

a®b=(@+b)modn
a®b=(a-b)modn

Z4, esetén:
7@®8=(7+8)mod10 =15mod 10 =5
708=(7-8)mod10=56mod10 =6

Z.,, akkor és csak akkor test, ha n prim.
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