Bevezetés a szamitaselméletbe II.
1. po6tzarthelyi feladatok — pontozasi itmutato
2014. majus 12.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepl ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazéasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphat6. Az itmutatoban szereplé
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltéré jo megoldas ter-
meészetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszdma
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy egyszerii graf fokszamsorozata 7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,2. Mutassuk meg, hogy van a grafban
12 cstcsu kor.

Ha toroljiik a grafbol a 2 fokua csucsot, (

akkor minden cstcs foka legfeljebb eggyel csokken, (1 pont
hiszen a graf egyszert. (1 pont
A torlés utan tehat minden megmaradt cstcs foka legalabb 6. (1 pont
Mivel ez a graf is egyszerti, (1 pont
és 12 csucsa van, Dirac tétele szerint van benne Hamilton-kor, (2 pont
ami az eredeti graf egy 12 csticsi kore. (
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2. Egy egyszerti graf fokszamsorozata 6,4,4,4,4,4,4,4,4,.4,4,4. Mutassuk meg, hogy van a gratban
paratlan kor.

I SR S S

Egy grafban pontosan akkor van paratlan kor, ha a graf nem péaros, (2 pont)
ezért elég azt megmutatnunk, hogy a kérdéses graf nem péaros. (1 pont)
Tegyiik fel indirekten, hogy ez nem igy van. Ekkor a graf csicshalmaza két részre oszthato gy,
hogy az egyes részeken beliil nem megy él. (1 pont)

A két részbol kimend élek szama ekkor azonos (és persze azonos a graf éleinek szamaval). (1 pont)
Az egyes részekbdl kimend élek szdma nem més, mint a részben szereplG csiicsok fokszamainak
Osszege. (1 pont)
A grafunk fokszamosszege 50, tehat 25 éle van, (1 pont)
igy a kérdéses két részre osztas nem lehetséges, hiszen a grafban minden fok paros, tehat a csu-
csok semelyik részhalmazanak sem lehet paratlan (igy specialisan 25 sem) a fokszamosszege. (3 pont)



Megjegyzés. Azt, hogy a kérdéses kettéosztas nem lehetséges, természetesen szdmos més modon is
meg lehet mutatni. Pl. egy kivételével minden fokszam oszthato 4-gyel, igy az egyik oldali fokszam-
osszeg oszthato kéne legyen néggyel, de lehet nagysagrendi megfontolasokra is hivatkozni (6 darab
4-es nem elég a 25 élhez, stb.).

3. Egy paros graf két pontosztalya {a1, as, ..., as} és {b1,bs,...,bs}. Az a; és b; csticsok kozt pontosan

akkor van él, ha az alabbi tablazat i-edik sordnak j-edik eleme 1. Dontsiik el, hogy van-e G-ben teljes
parositas.
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A matrixbol lathato, hogy az as, a4, as, ag csticsok minden szomszédja a by, b, bg csticsok koziil keriil

ki, azZaz N({ag,a4,a5,a8}) Q {bz,b5,bg}. (5 pOIlt)
Igy nem létezhet a grafban az dsszes a;-t feds parositéas, hiszen a felsorolt 4 cstics mindegyike nem
kaphat part a 3 rendelkezésre allo lehetGséghdl. (4 pont)
Ezek szerint teljes péarositas sem létezik a grafban. (1 pont)

Megjegyzés. Természetesen lehet a Hall- vagy Frobenius-tétellel is érvelni, de itt csak a kénnyen
belathato iranyra van sziikség. Jo megoldas az is, ha futtatjuk (és dokumentéljuk) a javitoutas
algoritmust és az nem talal teljes parositast.

4. Egy 20 csucsu teljes grafbol toroljiik
(a) egy haromszog
(b) egy 3 élii parositas
éleit. Hatarozzuk meg mindkét esetben a kapott graf kromatikus szamat.
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(a) A haromszog cstcsai kaphatjak ugyanazt a szint, hiszen semelyik kett§ sincs Osszekotve a
grafban, a tobbi cstcsot pedig szinezziik egy-egy 0j szinnel. (1 pont

Ekkor a graf egy 18-szinezését kapjuk, igy a kromatikus szam legfeljebb 18. (

A héaromszog egyik csiicsa és a haromszogon kiviili csiicsok egy 18 csticsu klikket alkotnak, (

igy a kromatikus szam legaldbb 18. (1 pont
Ezek szerint a kromatikus szam pontosan 18. (

(b) A parositas egy-egy élének két végpontja szinezhets ugyanazzal a szinnel, a parositas altal nem

fedett pontokhoz pedig hasznaljunk egy-egy 0j szint. (1 pont)
Ekkor a graf egy 17-szinezését kapjuk, igy a kromatikus szam legfeljebb 17. (1 pont)
A hérom él egy-egy végpontja és a parositas altal nem fedett csiicsok egy 17 cstucsu klikket
alkotnak, (1 pont)
igy a kromatikus szam legalabb 17. (1 pont)
Ezek szerint a kromatikus szam pontosan 17. (1 pont)



5. Egy G graf cstcsai legyenek a 100-nal nem nagyobb pozitiv egészek. Két kiilonb6z6 cstics pontosan
akkor szomszédos G-ben, ha a megfelels egészek relativ primek (vagyis legnagyobb kéz6s osztdjuk 1).
Hatéarozzuk meg v(G)-t (a fliggetlen élek maximalis szamat), p(G)-t (a lefogo élek minimélis szamét),
a(G)-t (a fiiggetlen pontok maximalis szaméat) és 7(G)-t (a lefogd pontok minimélis szamét).
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A szomszédos egészek mindig relativ primek (hiszen minden kézos osztojuk osztja a kiilonbségiiket,
azaz az l-et is), (1 pont
igy a grafban konnyt megadni egy teljes parositast (1 —2,3 —4,...,99 — 100), (
tehat v(G) = 50. (
A masodik Gallai-tétel szerint igy p(G) = 50. (
A paros szamok fiiggetlen halmazt alkotnak, hiszen semelyik kett& sem relativ prim, (
igy a(G) > 50. (1 pont
Az els6 Gallai-tétel szerint igy 7(G) < 50. (
Masrészt mivel 7(G) > v(G) minden G grafra teljesiil, (
7(G) =50 (
és igy persze a(G) = 50. (

a < 50 mellett persze lehet ugy is érvelni, hogy 51 darab 1 és 100 kozti szam kozt lesz két szomszédos
(pl. a skatulya-elv miatt), ezek pedig relativ primek lesznek.

6. Egy hat élbgl allo C' kort tartalmazé graf élkromatikus szdma 10. Mutassuk meg, hogy ha toéroljiik
a gratbol C éleit, akkor a kapott graf élkromatikus szdma legalabb 8.
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Tegyiik fel indirekten, hogy a kapott graf élkromatikus szama legfeljebb 7 (1 pont)
és hasznaljuk e graf élszinezését az eredeti graf éleinek szinezéséhez. (2 pont)
Ekkor C' élei kivételével minden élt megszineztiink. (1 pont)
Mivel C' egy péaros kor, az éleit meg lehet szinezni két szinnel. (2 pont)
Az eredeti grafot ekkor tehat legfeljebb 9 szinnel meg tudnank szinezni (legfeljebb 7 a torlés utani
graf éleire és két uj C' éleire), (3 pont)
ami ellentmondas. (1 pont)



