1. Generatorfiiggvények. irja fel a generatorfiiggvény alaptulajdonsagait.

2. definicid. Legyen X egy nemnegativ értékii valdszintisegi valtozd, prp = P(X = k), E=0,1,... eloszldssal.
Ekkor X generatorfiiggvénye a kovetkezd hatvanysor

0

Gx(z)=po+pz+p®+-- =) pat.
k=0
G x (2) konvergens a [0, 1] intervallumon, ugyanis liminf,_ .., —— = 1, tovabb4

Vel

Cx(1)=) "p=1
k=0

1. tétel (Alaptulajdonsdg). A generatorfiiggvény meghatdrozza az eloszlast:
k)
= pr minden k=0,1,2,... esetén.

Azaz a generatorfiiggvény derivildsdval visszakapjuk az eloszldst. (f () jeloli az f fiiggvény n-dik de-
rivaltjit.)
2. tétel. Egy X valdszinliségi viltozd Gy (z) generdtorfiggvényére teljesiilnek a kiwvetkezd dllitdsok:
a) Gx(z) =E(=%).
b) G'%(1) = EX, ha a EX létezik. G% (1) = B(X?) — EX, ha E(X?) létezik. Ha EX™ létezik, akkor Gl\?(l)
felirhato az elsd n momentum linedris kombinacidjaként, azaz valamilyen a;,as, . .., a, valos szamokra:
GP(1) = e EX % a:E(X?) 4 -+ + a,E(X ™).
¢) D*(X) =G (1) + G (1) — [Cx (1)]%.

2. Bizonyitsa be generatorfiiggvény modszerrel, hogy fiiggetlen Poisspn-
eloszlasu valdszintiségi valtozok osszege Poisson-eloszlasu. Mutassa meg,
hogy Poisson-folyamatok ritkitdsa is Poisson-eloszlasu.

3. példa. X ~ Poisson(A). X eloszlasa: P(X = k) = %ﬁ_l, ha k=0,1

e .}Lk B . B £ [J’sz‘ B ] B
G“{[z}:Z(Ep -‘-) L. .‘-Z : ;;!} — oAt — A1)

k=0 k=0

5. példa (Poisson eloszldsok dsszege). Ha X ~ Poisson(A), Y ~ Poisson(u), é egymastol fiiggetlenek,
akkor X +Y ~ Poisson(A + p). Ugyanis,

Cxsy(2) = Gx(2)Cy (2) = ATVt = OHmE1,

ami nem mas mint egy Poisson(A + p) eloszldsid valdszintiségl valtozd generdtorfiiggvénye.

Legyen Zy,Z5,---~ F, 1y,15,---~ Bernoulli(p) és N ~ Po(})
figgetlen véletlen valtoz4, tovabba legyen

X:Z:[—l——I—ZNNPD(/\,F) €s Y:ZI]11+"'+ZN]1N-

Az Y valtozét az X valtozé p valdsziniiség szerinti ritkitdsanak, az
(Y,X—Y) parta p szerinti Bernoulli felbontdsanak nevezziik.



3. irja fel a formulat, amely megadja egy véletlen tagszamu 6sszeg
generatorfiiggvényét. irja fel a véletlen tagszamu 6sszeg varhaté értékét.

4. tétel. Legven X, Xo,... nemnegativ egész értekil, figgetlen, azonos eloszlasi valosziniségl valtozok
sorozata. Legven N nemnegativ értékil valdsziniiségi valtozd, amely figgetlen az X;-ktdl. Ekkor az

Y=X1+Xs+ - +XAx,haN=0 Y=0 haN=0 (1)
véletlen tagszamil osszeg generatorfuggvinye:
Gy (z)=Gn (Gx(z)).
Ennek segitségével konnyen szdmolhatd Y varhato értéke.

2. kivetkezmény. A fent definidlt Y -ra igar a kovetkerd:
EY = ENEX,,

D?*Y) = D*(N)E*(X,) + E(X,)D?*(X,).

4. Egy tipusos, diszkrét idejii elagazé folyamat. irja fel az n-edik generacié
populacionagysaganak generatorfiiggvényét és varhato értékét. Mi a
valosziniisége, hogy az n-edik generaciora kihalnak az egyedek? Mi a
valosziniisége annak, hogy valaha kihal a folyamat?

Ehhez legyen P(z) az utddszam eloszlas generatorfiggvénye,

P(z) =po +P13+P222+ Ce
Az n-dik genericio nagysaganak, Z,-nek a generatorfiiggvénye,
Guz)=P(Z,=0)+P(Z, =12+ P(Z, =2)2" ¢+ ...
Gri1(2) = P(Gn(2)).

EZpn = Gr(1) = P(Ga(1)) - Gr(1) = P'(1) - GL(1).

1. Allitas. Lepyven m és o az utddeloszlds varhatd értéke, és szordsnégyzete ebben a sorrendben. Ekkor

EZ, =m"

T = Gpn(0).
jg:.-' tudjuk meghatdrozni, hogy az n-dik generdaciora kihal a folyamat.
B. tétel. A véges iddben vald kihalds valdsziniisége a
P(z) ==z

fixpont egyenlet legkisebh megolddsa.



5. Mondja Ki a centralis hatareloszlas-tételt és a normalis kozelités hibajara
vonatkozo Berry-Esséen tételt.
Legyenek X1.X5. ... fuggetlen, azonos eloszlasu valésziniségi
valtozok tgy, hogy m = EXy és o = D(X4) letezik es véges.
Ekkor ha n — oc, akkor

p (K L) g
vno

ahol ®(x) a standard normalis eloszlas eloszlasfliggvenye.

CHT konvergencia gyorsasaga, kozelités fix n-re

Bermry-Esséen tétel

Ha EX; = 0, D?(X;) = 02 < oo, és E|X;|® = o < oo, akkor |létezik
egy C > 0 (abszolut konstans) ugy, hogy

P( Sn -::x) — d(x)

a+/ N

Co
a3y/n

6. Mondja ki a Hoeffding-tételt és a Chernoff-korlatot.

Tetel (Hoeffding-egyenlotlienseq)

Legyen a, < X, < b, 1 val. Ekkor
2n°c? }

ZE=1 (bk — ak)?

<

P(Sn — ES, = nc) < exp {—

Vagy mas formaban

2t?
P{Sn:_:-ESnJrr)-:_iexp{— mp S (-
> k—1(bk —ax)
5. Tétel. (CHERNOFF-EGYENLOTLENSEG) Legyenek az Xy, ..., X, teljesen fiiggetlen p

paraméterit Bernoulli-vdltozdk., Legyen S5, = X1+ ...+ Xy, éslegyen 1 = € = 0. Ekkor

5
F

P(S,—np= enp) Se” 7T,

£5
(anE}
P(S, —np<—enp) < e~ 3



7. Mondja Ki a Cramér-tételt. Mutasson ra, hogy fix n esetén hogyan
hasznalhato a tétel kapacitas-méretezésre.

Tetel (Cramer-tetel)

Legyenek Xi-k i.i.d. valvaltozdk F (x) eloszlasfliiggvénnyel és
(a, b) egy valos intervallum. Ekkor létezik egy I(x) .rata

fuggveny” ugy. hogy
1 (X1+X2+---+Xn

——InP
n n N—o0 ga<x<b

E(azb)) — inf I(x).

Fontos megjegyzés: Ez felsé becslés minden n-re!!!
P (X1 +Xo+ -+ X,

= [a, b}) {E_n'infae::x-:_b I{x)
n . =

8. Adjon meg egy véges allapotterii Markov-lancot a grafjaval, amelyben két
osztaly van, egy visszatéro és egy atmeneti. Adjon meg egy véges és egy
végtelen allapotterii irreducibilis Markov-lancot (a grafjaval), amely nem
aperiodikus.

6. definicio. Egy i allapot visszatérd, ha i-bdl indulva 1 valdsziniiséggel visszatér, azaz

PEnX,=1|Xp=i)=1

Egy allapot dtmencti, ha nem visszatérd.

3. allitas. A periodus és a visszatéroség osztalytulajdonsdg. Azaz, az egy osztalyban lévo allapotoknak
ugyanaz a periddusa. Tovdbbd, az egy osztilyban 1évi dllapotok vagy mind visszatérdk, vagy mind dtmenetiek.

7. definicié. Ha a Markov-ldnc egy osztdlybdl alla, akkor azt mondjuk, hogy irreducibilis (felbonthatatlan).

5. definicid. Az i allapot periddusa d(i) a {n: P(X, =i | Xy = i) = 0} halmaz legnagyobb kdzos osztdja.

Ha a periédus 1. azaz d{i) = 1. akkor azt mondjuk, hogy az i dllapot aperiodikus.



9. Mondja Ki az irreducibilis és aperiodikus Markov-lancokra vonatkozé
alaptételt. Milyen gyors a konvergencia a stacionarius eloszlashoz véges

allapottér esetén? Irja fel a pontos allitast.
1. tétel. Ha egy Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus, akkor az

uP=y

sajatérték egyenletnek létezik egyvetlen megolddsa.
Két egvmast kizdrd eset lehetséges:

(1) Ha az y sorvektor elemeinek az osszege véges, azaz } .oy < oo, akkor létezik egyetlen staciondrius

eloszlas @, ahol

'J':j = 71{'?
E{ES i
pozitiv szam.

(2) Ha az y sorvektor elemeinek az osszege véges, azaz 3, g ¥ = oo, akkor nem létezik stacionarius eloszlds.

1. megjegyzés. Fontos megjegyzés, hogy ha az dllapotiér véges, akkor az } .o y; Osszeg automatikusan
véges, 1gy minden irreducibilis és aperiodikus Markov-lincnak létezik stacionarius eloszlasa.

3. tétel. Ha egy véges dllapotterii Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus (ekkor létezik staciondrius eloszlisa),
akkor

|Pa(Xy = j) — 3| < C6™,
ahol C = 0és 0 < § < 1. Vagy métrixosan megfogalmazva, minden j € & dllapotra
[laP™]; — m;| < €™

10. Mondja ki az irreducibilis és aperiodikus Markov-lancokra vonatkozo
ergod tételt. Hogyan lehet ennek segitségével meghatarozni, hogy az idé
hany szazalékaban tartozkodik a lanc az egyes dllapotokban?

4. tétel. Legven Xg, X, ... egy irreducibilis, aperiodikus Markov-line, amelynek létezik staciondrius eloszldsa,
7. Tovdbba legven adott egy f : & — B koltséghuggvény gy, hogy a staclondrius eloszlas szerinti atlaga
véges,

> fli)mi < ce.

ies
Ekkor a hossmitawvi Atlagos koltség egvszeriien szdamolhatd,

i L) A 4 )

M— a0 ﬂ.+1

ies

11. Definialja a folytonos ideji, diszkrét allapotterii, homogén Markov-
folyamatot két ekvivalens médon.

1. definicid. Legven & egy diszkrét halmaz. Adott egy (} atmenetvaldsziniiség matrix gy, hogy minden &
esetén (Qy; = 0. Adott tovabbd egy A(i) = 01 € & sorozat.

Legven X,, Xy, ... egy () Atmenetvaldszinliség matrixszal rendelkezd Markov-lane.

Legyen T < Ts < ... egymads utdani ugrasi idok sorozata, Ty = 0, gy, hogy az (n + 1)-dik és az n-dik
ugris kozott elteld 1d6 eloszldsa Frp(A(X,,)), azaz

Thi1 — Tn ~ Exp(AXy4)).
Ekkor az X (t),t = 0 folytonos idejii Markov-line definicidja:
X{(t)=X, haT,<t<T,,,,

azaz két ngris kozott konstans, és az értékét a hedgyazott Markov-line X, hatdrozza meg.



2. definicié. Legyen adott egy A = [Ay] |8] » |§] matrix gy, hogy az elemel nem negativak és a fédtldban
csupa 0 All. Definidljuk a folytonos idejii X (t),t = 0 Markov-lancot 1igy, hogy legyen X (0) = iy valamilyen
ip € & kezddallapotra. Tovdbba, ha X (f) = i tetszileges i € § és ¢ idbre, akkor minden olyan j dllapotban,
ahol A;; # 0 elinditunk egy drit, amelyek egymastdl fiiggetleniil csengenck véletlen hosszi id6 miilva. Ennek
az 1donek a hossza exponencidlis eloszlasi minden allapotra, és a j allapotban lévd dranal az exponencialis
closzlds paramétere A;;.

A Markov-folyamat akkor ugrik, amikor az elst ora megszolal, és abba az dllapotha ugrik, ahol elészor
csengett az ora.

3. definicid. Az § dllapottéren értelmezett X (t),t = 0 sztochasztikus folyamatot folytonos idejit Markowv-
lancnak nevezzik, ha minden n-re és s, > 0 szamra, és tp < ¢ < -« < t,_; < t idokre, tovabba
i, jiig,it, ..., in1 € & dllapotokra igaz a

P(X(t+5) = | X(€) = i. X (tno1) = inor,... X(t2) = i1, X (ta) = i0) = P(X(t+8) = j | X(£) = ). (1)

egyenliseg.
Ha feltessziik, hogy a fenti feltételes valdsziniiség nem fige tt-6l, akkor azt mondjuk, hogy a Markov-lanc
homogén, azaz

P(X(t+5)=j| X(t)=i) = P(X(s) = j | X(0) =i).

A (1) egyenldség azt jelenti, mint diszkrét 1do esetén, hogy feltéve a folyamat jelenét X (t) = i-t a folymat
jovaje (X (t + s) = j) filggetlen a folyamat multjatol (X{in_1) =ip_1,...,. X (1) =11, X (to) = io).

12. Definialja Markov-folyamat generator matrixat. Mutassa meg a
kapcsolatot a beagyazott diszkrét Markov-lanccal. irja fel a kapcsolatot az A

intenzitas matrix és a generator matrix kozott.

1. tétel. Minden Markov-folyamathoz létezik egy A, |S| x | 8| mdtrix dgy, hogy a P(#) mattrix t-szerinti
deriviltjdra fenndll a kivetkezd két egvenloség

P'(t)= AP(t) é P'(t)= P(t)A.

Az A matrixot a Markov-folvamat generatoranak nevezzuk.
Az A megadhatd a bedgyazott Markov-lane € dtmenetvaloszintiség matrixaval, és a A(i),1 € & sorozat
segitsegdvel a kovetkeztképpen:

Ay =AMi)Qi; hais#j Auw=-Ali),ies.
A P'(t) derivalt métrix gy értendd, hogy az ij-edik eleme Pij(t)".

A Markov-folvamat elsd két definicidjanak ekvivalencidja miatt az A matrixot felirhatjuk dgy is, hogy
fodtlon kivill megegyezik a ratdkkal, a t6dtléban pedig az egy sorban 1évo ratak osszegének a (—1)-szerese all:

Ay =Aji#], Au= —Za\u-
JES

! a leirdsban A a generator és Q az intenzitas-matrix !



13. Milyen feltételek mellett 1étezik stacionarius eloszlasa egy folytonos

idejii Markov-lancnak? Hogyan adhaté meg?
2. tétel. Legyen adott egy X;,t = 0 folytonos ideji Markov-ldne. Tegyiik fel, hogy az X, = X (Th).n =
0,1,... bedgvazott Markov-line irreducibilis és visszatérd — ekkor azt mondjuk, hogy X, ¢t = 0 irreducihilis
65 visszatérs.
(A) Ekkor az
yP(t) =y, minden t = 0
sajatvektor egyenletrendszernek léterik pontosan egy megolddsa, amely meghatdrozhatd az
yA =0

egvenlet megoldasdval.
(B} Ha } ;s u: < oo, akkor létezik egyetlen x stactiondrius eloszlds figy, hogy minden eleme pozitiv. Tovabbd

7 felirhatd
Y

Ty == —mm ——
Eaes i

j .JjES
alakban.

Ha 3 .. s = oc, akkor nem [étezik staciondrius eloszlds,

14. Mondja ki az irreducibilis és visszatéro folytonos idejii Markov-lancokra
vonatkozo ergod-tételt. Hogyan lehet ennek segitségével meghatarozni, hogy
az ido hany szazalékaban tartozkodik a lanc az egyes allapotokban?

3. tétel. Legyen X (f).t = 0 egy irreducibilis, visszatérd folytonos ideji Markov-lane, amelynek létezik
stacionarius eloszldsa, . Tovabba legyven adott egy f 1 & — B koltségrata fuggvény gy, hogy a staciondrius
eloszlas szerinti Atlaga véges,

> fli)m < ec.

s

Ekkor a hosszitavi atlagos koltség egyszerilen szamolhato,

() ds |
fim = 2 S

isS

T

15. Definialja a torzitatlan becslés fogalmat. Definialja a konzisztens becslés
fogalmat. Mutasson egy egyszerii becslést, amely torzitatlan és konzisztens.

Definicio. T(X) torzitatlan becslés 1(6)-ra, ha

Ey(T(X)) = ¢:(8), v0co.

Definicio. A T(X,,) statisztikasorozat (gyengén/erdsen) konzisztens becslés 1(8)-
ra, ha minden 6§ € ©-ra n — oo esetén 1'(X,,) — «(0) valészintiséghen/1 val.séggel.



16. Definialja a maximum likelihood (ML) becslést. Mutasson egy egyszerii
példat ML becslésre.
Definicio. Legyen Lg(x) : X x © — R4 egy n-elemii mintdhoz tartozé likelihood-
fligevény, tfh. L a szorzattéren mérhetd. A 0:X — O statisztikdt a 0 parameéter
mazimum likelihood (ML-)becslésének nevezziik, ha 0 globdlis maximumbhelye a
likelihood-fiiggvénynek, azaz

Lé(ml,...:mﬂ) (:‘513 Cees an) 2z L9(351: cees ggn)

teljesiil V8 € © és (xy,...,1,) € X esetén.
17. Definialja az erds és gyenge értelemben vett stacionarius folyamat
fogalmat. Mutasson példat mindkét tipusra. Definialja az altalanositott
fehérzaj fogalmat.

4. Definicio (stacionarius sztochasztikus folyamat). Az x

sztochasztikus folyamat staciondrius, ha valamennyi x(ty), ..., x(t,)

véges dimenzios eloszldsfiiggvénye barmely T esetén megegyezik

x(ty +7), ..., x(t, + 7)-val.

A folyamat gyengén stacionarius ha az eloszldasfiiggvények elso két

momentuma barmely T-ra megegyezik, azaz

Tn'(t) =0 s "FI:E('S;: T) — TIT(t T S)

Az e = {e(0)},2_ . sztochasztikus folvamat fehér zaj folyamat, ha

azonos eloszldsti, fiiggetlen valosziniiségi vdltozok sorozata.

18. Definialja a trigonometrikus folyamat fogalmat, mutasson egy példat.

Definicio (Trigonometrikus folyamat)

Ao, A1....,An és Bq,....Bn korrelalatlanok, varhato értéektik 0,

: Lt e 2
Ak es By szorasnegyzete ugyanaz, o

w1, ...,wm adott frekvenciak. Ekkor legyen

m
Xn=Ao+ Z (A cos(nwg) + By sin(nwg)) .
k=1




19. Definialja a mozgo-atlag folyamat, és az autoregresszios folyamat
fogalmat. Mikor lesz egy autoregresszios folyamat staciondarius folyamat?

Definicié (g-ad rendl mozgoatlag-folyamat)

Legyen ... . £ 2,£.1,£0.£1,&2, ... altalanos fehérzaj, kozos
varhaté értékkel, és o2 szérdsnégyzettel.
Legyenek bg. b1, ..., by valds szamok. Legyen

Xn = boén + b1ép—1 + -+ + bg&n—g-

Ekkor X = (Xn,n € Z) q-ad rend(i mozgdatlag-folyamat.

Definicié (Elsérend(i autoregressziés folyamat)

Legyen (X,, n € Z) stacionarius folyamat. Tfh valamilyen
la| < 1 valos szamra a

En = Xn —aXy_1, nez

fehérzaj folyamatot definial, k6z6s O varhaté értékkel és o2

szorasnégyzettel.

Definicio (p-ed rend( autoregresszios folyamat)

Ha X, a kovetkezo alakban irhato

Xn =a1Xp_1+axXpn_o+ -+ apXn_p +&n.

ahol aj-k valos szamok, £ pedig fehérzaj. Ekkor X p-ed rendi
autoregresszios folyamat.




Legyen & fehérzaj.
Xo = 81Xp 1 + -+ 8pXa_p + botn + -+ + bakng

A@Ep) M;\EQ')

Tétel (ARMA(p, q) MA folyamatként)

Ha az xP —aixP~1 — ... — ap = 0 karakterisztikus egyenlet

gyokeinek abszolut erteke kisebb, mint 1 (|x4|,....|Xp| < 1),

akkor az X ARMA folyamat felirhato mozgéét/ag-folyamatként
Xn = Y70 06n—j = 00&n + 616n—1 + 026p_2 . . ., megrelels o,
valos szamokkal.

20. Mondja Ki azt a tételt, amely a spektralmérték létezésérol szol. Ha a
spektralmérték tisztan ugrasos, akkor milyen folyamatnak a
spektralmértéke?

Tétel (Spektral mértek letezése (Herglotz))

Legyen C(k).k =...,—2.—1,0,1,2,... adott fliggvény. A
kovetkezb két allitas ekvivalens:

A) C(k) egy valos érteki, 0 varhato értékii, 1 szorasu
stacionarius folyamat kovarianciafliiggvénye

B) Létezik olyan szimmetrikus F valdszinliség eloszlas a
[—7. 7] intervallumon, amelyre

s

C(k) = fcos(kw)dF(w).

—Tr

Mivel F szimmetrikus, ezért ha w-ban van ugras, akkor —w-ban
is. Tehat, ha wq,ws....,wn-ben és 0-ban van ugras (igy

—Wm. —Wm_1. ... —wi-ben is van ugras), es az ugras
nagysagok rendre p4.po. ..., pPm., illetve pg akkor a keresett

Gauss-folyamat a mar ismert:

Cx(v) = >_f_4 cos(swy)2pk, ahol
pm+--+p1+po+pr+-+Pm=1



21. Definiadlja a linearis sziiré fogalmat. Mutassa meg, hogy hat a kiindulasi
folyamat spektrumara a sziiro.

Diszkrét ideji stacionarius folyamat sz(irése

Legyen X = (X,,n € Z) egy gyengén stacionarius folyamat.
Legyen tovabba ay. k € Z valos szamok sorozata. Tth,
>pe a2 < oc. Ekkor az

o0

Yn = Z axXn—k

K=—c

folyamat az X folyamat (a-val szlrt) linearis szlréje, jelben
Y =axX.

Miert sz(iro?

Tekintsuk az X stacionarius folyamat kovetkezo szliréset:

Vn = %Xn+’12 _Xn o %Xn—m-
Azaz ai; = 3, a0 =1, a_12 = 3, kilénben a; = 0.
Szamitsuk ki Y spektrals(ir(isegét.
Az a Fourier-transzformaltja:
Alw) = e”z‘“‘% + 1 —e—”h‘% = 1+ cos(12w). Tehat A(4) = 0,
azaz X-nek a spektrumabdl a kiszlri a {5 frekvenciat, azaz
Y-nak a kovarianviajaban a f; frekvencia semmivel nem jarul
hozza a kovarianciahoz.



22. Példak sziirésre. Hogy lehet Kisziirni periodusokat? Mutasson példat
magas/alacsony frekvenciakat kiemeld sziirore.

X egy stacionarius folyamat fy spektralsiriséggel.
Yy =Xy — Xpq, akkor ag = 1, a_1 = —1, kiilonben a; = 0.
Y = ax X spektralsiiriisége fy, amire fy(w) = fy(w)[1 — e/“|?.
Ha ugyanigy szUlr(nk r-szer, azaz vesszuk
Y =ax...x g% X, akkor Y(") spektralsirisége: f(w) =

S

rdb

(@)1 — (2" = fi(w)[6/2% — e712%[27 = fy(w)22"(sin(Jw)?" =
fy(w)|e’™” —2 + e | = fy(w)2"(1 — cos(w))".
Kiemeli a magas frekvenciakat.

TekintsUk a Z,, := X, + X114 szlrét, ag = 1, a_1 = 1, kulonben
a; = 0. r-szer alkalmazva a kapott szir6 Z() = ax---xax X
spektralsiirisége: f,(w) = f(w)|1 + e'“[?" =

fi(w)[e/2 + e72[2" = f(w)2% (cos(Fw)?
fx(w)e™ +2 +e | = fy(w)2 (1 + cos(w))".
Kiemeli az alacsony frekvenciakat.



