ANALIZIS 2. VIZSGADOLGOZAT 2013. janius 20.
Mérnok informatikus szak  « varidns Munkaidé: 90 perc

1. feladat (8411 pont)

a) Definialja az (a,b) intervallumon akarhényszor differencialhato f fligg-
vény zo € (a, b) bazispontu n-edrendi T, Taylor-polinomjat, a Lagrange-
féle maradéktagot, valamint T Taylor-sorat. Adjon elégséges feltételt
arra, hogy f(x) = T'(x) minden x € (a,b) esetén teljesiiljon.

b) Irja fel az f(x) = wze® fiiggvény o = —1 koriili masodrendt Taylor-
polinomjat, a Lagrange-féle maradéktagot valamint Taylor-sorat és an-
nak konvergenciatartomanyat.

a) Taylor-polinom:

T,(z) = an; / (k;(!‘%) (z — 20)*. (2 pont)
Ekkor létezik olyan € € (zo, ) (vagy esetleg & € (z, 7)), amelyre
@)= Toa) = Rul) = Doz (2 pont)
Taylor sor:
T(z) = 2 / (n;(f“) (z — zo)" (2 pont)

Ha létezik K > 0, melyre | f™ (z)| < K, mindenn = 0,1, ... és minden
x € (a,b) esetén, akkor f(z) = T'(x) minden = € (a,b) esetén. (2 pont)

b) f(z) = (z+1)e”, f"(z) = (x+2)e, f""(x) = (v +3)e”, (s6t [ (x) =
(x + n)e® tehat

1 1
B(w) = -+ 5 (a+ 1)?%, (3 pont)

és van olyan £ € (—1,x), melyre

(€ +3)et

3 (z+1)° (2 pont)

f(x) = Ta(x) =



Innen

T) =g 3 S+ )" (4 pont)
és a konvergenciasugar
(n—1)
=t -1 1
lim —%— = lim (n ) +1) = 00,
n—ooo _ (1) n—00 n
(n+1)!
tehat KT = R. (2 pont) (Ugy is lehet, hogy
1 z+1 1 o0 1)+l 1)»
g 2D A ) 1)
e e e n!
n=0
1= (n—1)
= E 1)"”
e n! (z+1)",

és a konvergenciatartomény megegyezik az e* konvergenciatartomanyéa-

val, ami R. (6 pont)

2. feladat (14 pont)

rsin(z? + y?)
2 +y2 )

[, y) =
07

A:Q

a) Folytonos-e az f fiiggvény az origoban?

b) Hatéarozza meg f parcialis derivéltjait az origon és azon kiviil!

li — 1
L f(z,y) = lim

7 cos p sin r?

tehat a fliggvény folytonos (5 pont).

b) Ha (z,y) = (0,0), akkor

xsinx? 0

£2(0,0) = lim —=——

x—0 x

: 2
5 = cos ¢ lim (r- sm2r ) =0,
r r—0 r
Osiréy2 -0
' s Yy _
]-7 fy(070) - gl/l—I}%) -

(2+2 pont)



Ha (z,y) # (0,0)
) _ (sin(2® + y?) + 22% cos(2® + y?)) (2% 4+ y?) — 22” sin(x? + y?)
folz,y) = (22 + 2)?

(3 pont)

(2zy cos(a? + y?))(a? + y?) — 2zy sin(z? + y?)
(22 + 12)?

fy(@y) = (2 pont)

3. feladat (4+10 pont)

a) Azy = f(ax+by) differencidlegyenletben térjen at az y(z) valtozordl az
u(z) = ax+by 0j valtozora! (b # 0) Milyen tipusu differencialegyenletet
kapunk az u fiiggvényre?

b) Oldja meg az
1
I

cos?(y — x)

differencialegyenletet. (Elég az implicit alak.)

, (u—azx\ W —a
Yy = b - b )
u'=a+bf(u)

szeparabilis differencidlegyenlethez jutunk. (4 pont)

tehat a

b) Alkalmazva az u = y — = behelyettesitést, az

1 in?
u=-1+ =10 (3 pont)
cos?u  cos?u

differencialegyenletet kapjuk. Ennek megoldéasai az v =y — x = km,(2
pont) illetve

1 _ 2
—u—ctgu:/—1+ — du:/— ?OQS udu:/ldx:x+c,
sin® u sin® u

(4 pont)




vagyis
—y+x—ctgly—z)=x+c. (1 pont)

4. feladat (13 pont)

y© — o =shx + zcosx + a4 >
a) Hatarozza meg a homogén egyenlet altalanos megoldésat!

b) Milyen alakban keressiik az inhomogén differencidlegyenlet egy parti-
kularis megoldasat? (Nem kell megoldani a differencialegyenletet.)

A0 = A — ) = XA\ + 1)(\? — 1) karakterisztikus egyenlet gyokei
A2 =0,A3 =1\ = —1,\56 = %1, tehat

Yn = €1 + Cox + c3€” + cue” " + c5cos T + CgSin .. (6 pont)
A partikularis megoldast olyan alakban keresnénk, mint a probafiiggvényt:
Ae+Be *+(Cx+D) cos v+ (Ex+F) sin v+ (Gax* + Hz+1)+Je**, (3 pont)
de az egyes tagokban jelentkezd kiils6 rezonancia miatt

Yip = Ave”+Bze “+x(Cx+D) cos v+x(Ex+F) sin v+2*(Ga® + Hr+1)+Je*.
(4 pont)

5. feladat (8 pont)*
Mennyi az

Cos z
1 21 16%
|242|+|z—2|=5 2" + 82° + 16
integral értéke?

214822416 = (22 +4)? = (2+24)%(2 — 2i)?, tehét a szingularitasok: +2i. (3
pont) Ttt [2i +2| + |20 —2| = | — 2+ 2| +| —2i — 2| = V8 + V8 = /32 > 5,



tehat mindkét szingularitas a gorbén kiviil van (3 pont), igy a Cauchy-tétel

alapjan
COS 2
————dz =0 2 pont
/;'+2|+z—2|5 244+ 822416 ( p )

6. feladat (8+8=16 pont)*

Szamolja ki az alabbi integralokat:

2
a) L2+y<1 y-dT b) /n2+y2<1 ydT.

y=>0 y>0

a) A tartomanyon 0 <y <1—2% —1 <z <1, (3 pont)

1 1—22 1 2\3
on 1 - on
/ysz:/ / y2dydx2p:t/ —( x)dl’lp:t
T —-1J0 -1 3
1 1

onl 6 2
=- ) 1-322+32t -2 P C (2242 2
3/_1 T+ 3T —x 3 +5 -

b) Polarkoordinatakkal

1 s
n , nt 1 1 pont 2
/ydT4I§t/ / rzslngodwdngt—[—cosgp]o1¥t—.
T o Jo 3 3

7. feladat (8+8=16 pont)*

a) Adjon sziikséges és elégséges feltételt az f(z) = f(x + iy) =
u(z,y) + iv(z,y) komplex fiiggvény zo = x¢ + iyo pontban valo
differencialhatosagaral Irja f6l az f'(z) derivaltat csak a v(z,y)
fliggvény segitségével!

b) Hol differencialhato6 és hol reguléris az
f(z) =sinz

fiiggvény?



a) Ha f diferencidlhaté a zg = x¢ + 1yo pontban, akkor

w, (70, Y0) = vy (To,90) & wy(To,Y0) = —v(T0,%0) (3 pont)

Ha afenti egyenletek teljesiilnek, tovabba u és v totalisan differenci-
alhato az (xg,yo) pontban, akkor f diferencidlhato a zp = zo + iy
pontban (2 pont). Ekkor f’(z) = v; (20, yo) + v} (0, 40) (3 pont).

b) sinz = sin(z — iy) = sinxchy — icoszshy (2 pont), vagyis

T
r_ _ _ _ _
u, = coszchy = —cosxchy =v, = cosz =0=x = 5 + km,
(2 pont)
u, =sinzshy = —sinzshy =v, = shy=0=y =0, (2 pont)
és a parcidlis derivaltak mindeniitt folytonosak, igy v és v mindenhol

totalisan diferencialhato, vagyis a fliggvény az 7 + km, pontokban dif-
ferencialhato és sehol sem regularis (2 pont).

A x-os feladatokbol legalabb 15 pontot el kell érni!

Pdtfeladatok (Csak az elégséges és a kozepes vizsgajegy eléréséhez javitjuk ki.):
8. feladat (10 pont)
Adja meg az
f(@) = 3z +2y — 1)* + (22 — 3y + 4)°

fiiggvény lokalis szélsGértékhelyeit és azok tipusét.

Lokalis szélséértékhelyek az alabbi egyenletrendszer megoldasai (3 pont):
0= f,=0603x+2y—1)+4(2z — 3y +4) = 26z + 10,

0=f, =403z +2y —1) — 6(2r — 3y +4) = 26y — 28,

vagyis csak a (—%, %) pontban lehet lokalis minimum illetve maximum (2
pont). Itt
14 "
det { /4 } = det [ 260 1 = 26% > 0, (3 pont)
v Sy 0 26



és fr >0, tehat itt lokalis minimum van (2 pont).

9. feladat (10 pont)

Irja fel az

v, we[-5.3]
f(z) = f(z+2m) = f(x)
0, z€[-m—5) U5

fiiggvény Fourier sorat, és annak Osszegfliggvényét. Egyenletes a konvergen-
cia?

A fiiggvény paratlan, igy ar =0, k=0,1,.... (2 pont)

L 2 [* 2] — 5
by, = p B f(z)sin(kx)dx = ;/0 rsin(kz)dr = = [x%}o n
+2/5M@:_M_f<ﬁ%>+z sin(kx)]® _
T 0 k' k T ]{2 .
—L hak=4,
2 hak=4l+1
ok TR T e
T ha k = 41 + 2,
—2, hak=4l+3.
(4 pont) A Dirichlet-tétel alapjan
T T e (_%v %)
o) =4 0, we(-m=3)U(57) (3 pont)
“hor=3
) =y

és mivel az 6sszegfiigvény nem folytonos, ezért a konvergencia nem egyenletes.
(1 pont)



