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1 Korok és utak

1. Mi az aldbbi probléma bonyolultséga?
Input: Egy G grdf és egy k szdm
Kérdés: Van-e (G-ben legaldbb k éli kér?

Megoldds: Belatjuk, hogy a probléma NP-teljes. Nyilvin NP-beli: Tantd
egy ilyen kor, melyrdl ellendrizatink kelt, hogy tényleg kor-e G-ben és hogy
tényleg legalibb k éle van-e. Mindkettd megtehetd polinom idGben.

Ezutin elég egy NP-nchéz problémadt visszavezetniink erre a problémdra.
Tekintsiitk az

Input: Egy H graf

Kérdés: Van-e H-ban Hamilton-kor?
eldéntési problémat. Ha a mi probléménk inputjdba G helyére ezt a H grafot,
k helyére pedig H pontjainak szdmat irjuk, akkor ezzel visszavezettilk a
Hamilton-koros problémadt a micnkre, hisz azok a kérok, melyeknek legaldbb
annyi éle van, mint a graf pontjainak szama, ¢épp a Hamilton-korok.

3. Mi az aldbbi probléma bonyolultsdga?
Input: Egy G grdf
Kérdés: Van-e G-ben legaldbb 8 €l kor?

Megoldds: Beldtjuk, hogy a probléma P-beli. A G pontjainak szamat
jeloljiik n-nel. Nyilvén a grif megadési médjatél fiiggden cn vagy legrosszabb
csetben en? id6 alatt megvizsgilhatjuk, hogy vannak-e G-ben hurokélek és ha
igen, clhagyhatjuk 6ket. Ugyanigy legfeljebb cn? id$ alatt megvizsgalhatjuk,
hogy vannak-e G-ben tobbszirds élek, és ha igen, akkor mindegyikbdl csak
egy-egy példdnyt hagyunk meg Az eredeti G grifban akkor és csak akker
van legaldbb 3 8l kor, ha a maradék H grifban egyditaldn van kdr. Ezért

1A tananyaghdl ismertnek tételezziik fel az aldbbi hirom probléma INP-teljességét, mas
problémék bonyolultsiginak vizsgélatakor ezekre szabad hivatkeznit {1) Input egy grif,
van-¢ benne Hamilton-kér? (2) Input egy graf, kiszinezhetd-¢ 3 szinnel? {3} Input egy
graf és egy k szim, van-¢ a grafban k elemii teljes részgraf (klikk)?
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H-ban példaul szélességi kereséssel legfeljebb en? idében megkenstrudlunk
egy fat (ill. kifeszitd erdét, ha H nem volt dsszefiiggd); ha ez H minden £lét
tartalmazza, akkor az credeti kérdésre a vilasz nemleges, kiilonben igenld.

Megjeqyzés: Ennek a feladatnak és az eldzének majdnem azonos volt a
megfogalmazdsa, mégis gybkeresen eltérs vilaszt kaptunk. A kilonbséget az
okozza, hogy az el6zd feladatban k az input része volt, ezért a mostani fel-
adat megolddsaban lefrt algoritmus médositdsival hidba kapnank ott mond-
juk en**+1 lépésszimi algoritmust, az mdr nem szimitana polinomrendiinek,
mivel az input egyetlen része sem szerepelhet a kitevoben.

3. Mi az aldbbi probléme bonyolultsdga?
Input: Egy G grdf és pontjainek egy S részhalmeza
Kérdés: Ven-e G-ben olyan kir, mely S dsszes pontjdn dthalad?

Megoldds: Beldtjuk, hogy a probléma NP-teljes. Nyilvin NP-beli: Tany
egy ilyen kor, melyrdl ellendrizniink kell, hogy tényleg kér-e G-ben és hogy
tényleg dthalad-e S Gsszes pontjin.

Ezutin elég egy NP-nehéz problémét visszavezetniink erre a probléméra.
Tekintsiik ismét az

Ianput: Egy i grif

Kérdés: Van-e H-ban Hamilton-kor?
problémat. Most is ezt a H grafot irjuk a mi problémank inputjdba & helyére,
S-nek pedig vdlasszuk a teljes V(H} ponthalmazt. Ennek az inputnak az
csetén a feladatban adott problémara a vilasz akkor és csak akkor lesz igenld,
ha H-ban van Hamilton-kor.

4. Mi az aldbbi probléma bonyolultsdga?

Input: Egy G grdf és pontjainak egy S részhalmaza

Kérdés: Van-e G-ben olyan kor, mely S pontjein Kivul minden pon-
ton dthalad?

Megoldds: Ez a probléma is NP-teljes; a bizenyitds szinte szorédl szora
azonos az eldzdével, csak most S-nek az B iires halmazt kell valasatanunk.

5. Mi az aldbbi probléma bonyolultsdga?
Input: Egy G grdf és pontjoinak egy S részhalmaza
Kérdés: Van-e G-ben olyan kor, melynek minden pontja S-beli?




Megoldas: Beldtjuk, hogy a probléma P-beli. Hagyjuk el a G grafbol az
Gszes olyan pontot {és persze a hozzdjuk illeszked$ éleket is), melyek nin-
csenek S-ben. Az eredeti kérdésre a valasz akkor és csak akkor nemleges, ha
a keletkezd graf kérmentes, ez pedig polinom-idében nyilvan ellenérizhetd,
pl. gy, ahogy a 2. feladat megoldisinak a végén littuk.

6. M: az aldbbi probléma bonyolultsdga?

Input: Egy n-pontd G grdf, shol n oszthatd 5-tet
Kérdés: Van-e¢ G-ben legaldbb § 6l kér?

I. megoldds: Belatjuk, hogy a probléma NP-teljes. Nyilvdn NP-beli:
Tani egy ilyen kir. Ismét azt az NP-teljes problémét vezetjik 14 vissza,
hogy van-e egy adott H grafban Hamilton-kér. Egyszeriien készitsik el a K
grafot 6t pontdiszjuckt példinyban és a kapott graifot jeldljitk G-vel. Nyilvan
H-ban akkor és csak akkor van Hamilton-kér, ha G-ben van pontosan £
€lii kér (és mivel hosszabb nem lehet, a "pontosan” sz6 "legalabb”-bal is
helyettesithetd).

2. Megoldds: A H-ban Hamilton-kor létezését kérdezd problémat tgy
is visszavezethetjiik a feladatban szereplé problémdra, hogy H-hoz hozzdve-
sziink 4{V'(H)] darab izoldlt pontot és az igy kapott gréfot jelsljik G-vel.

7. Mi az aldbbi probléma bonyolultsdga?
Input: Egy G egyszert grif és egy e € B(G) él
Kérdés: Van-e G-ben az e élen dthaladd Hamilton-kér?
Megoldds: Beldtjuk, hogy a probléma NP-teljes. Nyilvdan NP-beli: Tany
egy ilyen kor. Ismét azt az NP-teljes problémit vezetjiik rd vissza, hogy

van-e egy adott H grdfban Hamilton-kér, Tegyiik fel, hogy egy A algoritmus-

megoldja a feladatban szereplé problémat.

Vilasszuk ki a H graf valamely p pontjdt és soroljuk fel a p-hez illeszkedd
€1,€2,-..,¢ éleket. Fzutdn futtassuk le t-szer az A algoritmust, mindig
G = H, viszont més és méds ¢ = e,e = €,...,2 = e; valasztasokkal.
Nyilvdn H-ban akkor és csak akkor van Hamilton-kor, ha ezen vilasztdsck
kozill legaldbb egyszer A igenld vilaszt ad. lgy a Hamilton-kér létezésére
vonatkozé problémdt meg tudnédnk cldani az 4 algoritmus legfeljebb z-szeri
alkalmazdsival. Mivel ¢ feliilrél becsiilhetd az input hosszaval {konkrétan
t < n), a Hamilton-kor létezését kérdezé problémdt polinom iddben vissza-
vezettilk az adott probléménkra.

8. Az eldzd feladot problémdije is nyilpdn visszavezetheié polinom-iddben a
Hamiiton-kor lélecését kérdezé problémdra, hisz mindkét probiéma NP-teljes.
Adjunk meg eqy leheldleg eqysrerd visszavezetést!

Megoldds: Helyettesitsiik a G graf e élét egy két é1bot all6 uttal, melynek
kizépsd pontja tehdt maésodfokid lesz. Nyilvan akkor és csak akkor létezett
az eredeti G griafban az ¢ ét tartalmazé Hamilton-kor, ha az ¢j grafban
egyalialan létezik Hamilton-kor.

9, Mi az aldbbi probléma bonyolultsdga?
Input: Egy & grif és egy e € E{G) él
Kérdés: Van-e G-ben az e élen dt nem haladd Hamilton-kor?

Megoldds: Ez is NP-teljes probléma. A tapd most is nyilvan egy ilyen
kér, tehat az NP-beliség nyilvinvald. A 7. feladathoz hasonldan most is azt
mutatjuk meg, hogy ha erre a problémadra van egy A algoritmus, akkor annak
legfeliebb n-szeri hivasdval el tudnédnk donteni bdrmely  grafrél, hogy van-c
benne Hamilton-kor,

Ha H-nak van 2-nél kisebb foki pontja, akkor a véilasz nyilvin nemieges;
tovabbd ha minden pontja mdsodfoki, akkor a vélasz akkor és csak akkor
igenld, ha H Osszefiiggd. (Ezekben a trividlis esetekben egyszer sem kell
alkalmaznunk az A algoritmust.) Legyen most p egy legaldbb harmadfoki
pont és mindig G = H mellett futtassuk le az A algoritmust \igy, hogy e-nek
mindig mas és mds p-hez illeszkedd élt valasztunk. H-ban nyilvan akkor és
csak akkor van Hamilton-kor, ha ezen futdsok kozil legaldbb egyszer igenld
valaszt kapunk.

10. Mi az aldbbs probléma bonyolullsdga?

Input: Egy G grdf és két u,v € V(G) pont

Kérdés: Van-e (F-ben olyan Hamilton-kdr, melyben u és v nem
szomszédosak (a kir mentén haladva nem egymds utdn kévetkernek)?

Megoldds: Belatjuk, hogy a probléma NP-teljes. Nyilvin NP-beli: Tani
egy ilyen kir. Ismét azt az INP-teljes problémat vezetjiik rd vissza, hogy
van-e egy adott H grafban Hamilton-kdr. Feltehetjitk, hogy H nem egy
teljes gral (mert akkor dgyis tudjuk, hogy a valasz igenld) és legyen u,v
két nem szomszédos pontja. Ha e két pontra (és G = H-ra) alkalmazzuk a
feladatban szerepld problémat, dgy a valasz akkor és csak akkor lesz igenld,




ha H-ban van Hamilton-kar.

11. Mi az aldbbi probiéma benyolultséga?

Input: Egy G grdf és két u,v € V{(G} pont

Kérdés: Van-e G-ben olyan Hamilion-dt, melynek u és v a két
végpontje?

Megoldds: Ez is NP-teljes probléma. A tani nyilvin egy kivint tulaj-
donsagi 1t, tehat az NP-beliség ayilvinvald, Tegyilk fel, hogy van a problé-
mankra egy A algoritmus. Akkor egy tetszbleges n-portd H grafrél eldont-
hetnénk az A maximum n-szeri alkalmazdsdval, hogy van-¢ benne Hamilton-
kér: Mindig G = H mellett futtassuk le A-t ﬁg}r,'hog}r u-nak a H cgy
tetsz6leges lerdgzitett pontidt és v-nek mindig més é mais, H-ban u-val
szomszédos pontot vélasztunk, H-ban nyilvdn akkor és csak akkor van
Hamilton-kér, ha ezen futdsok koziil legaldbb egyszer igenld vilaszt kapunk.

12. Mi az aldbbi problémdk boniyolultsdga?
{¢)
Input: Egy G gréf és egy k szdm .
Kérdés: Van-e G-ben legaldbb k €4 4t?
(v)
Input: Egy G graf
Kérdés: Van-e G-ben legaldbb 10 éid ut?

Megoldds: Az (a) feladat NP-teljes, a (b} feladat P-beli. ElSbbit gy
litjuk be, mint az 1. feladatban, csak most a Hamilton-ut 1étezésének el-
déntését vezetjiik vissza a problémankra.

Utdbbindl eldszér meghatdrozzuk G Gsszefiiggd komponenseit cn® idében,
ahol » a G pontjainak szdma. Az esetleges 11-nél kevesebb pontbdl alld
komponensekkel nem foglalkozunk, hisz azokban biztos nem lehet 10 éld t.

Legyen Gg egy ng-ponti dsszefiiggé komponens és ng > 10 Nyilvdn
no{no — 1){no — 2} .. . (ng — 10) kiildnbdéz0 médon kivdlaszthatunk egy uy, v,

.., vn pontsorozatot és minden ilyenre ellendrizhetjuk, hogy a {v1,va},
{va,v3}, -- - {v1g, 11} parok mind élek-e. Ha igen, méris taldltunk egy pon-
tosan 10 élil utat, tehdt megéllhatunk. Ha minden ilyen varidciéra nemleges
a vdlasz, akkor is megallunk és a kérdésre nemleges vilaszt adunk (hisz ha
lenne 10-nél hosszabb i, akkor annak részitjaként pontosan 10 élij is lenne).
Ekozben legfeljebb cnl! 1épésre volt sziikségiink.
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13. Mi az aldbbi probléma bonyolultsiga?
Input: Egy F fa és egy k szdm
Kérdés: Van-e F-ben legaldbb k élf wl?

Megoldds: Szokds szerint jeldlje n és e a grifban a pontok, ill, az élek
szam&t. Barmely pontbdl szélességi keresést inditva ce lépésben megtaldlhat-
juk az innét az Ssszes tobbi pontba vezetd leghosszabd ut hosszdt (hisz egy
fiban barmely két pont kdzott egyetien it léteaik, ami igy egyidejileg a
legrsvidebb és a leghosszabb). Ezt minden pontbd! megismételve en? lépés-
ben megtaldljuk F leghosszabb itjanak a hosszdt (F fa volt, tehdte =n—1
teljesiil). Ha ez legalabb &, igenld vilaszt adunk, ha nem, nemlegeset; tehdt
a probléma P-beli.

14. Mi oz aldbbi probléma bonyolultsiga?

Input: Egy olyan G irdnyitott grdf, melyben nincs frdnyitott kér, és
eqy k szdm

Kérdés: Van-e G-ben legaidhd k éld irdnyitott t?

Megoldds: Bz a probléma is P-beli. Léssuk el G minden 8lét 1 sidllyal és
tekintsiik a grafot egy PERT-feladat inputjinak. Az ott tanult médszerrel ce
id6 alatt megtaldlhatjuk a leghosszabb Ut (vagy utak) hosszédt; ha ez legaldbb
k, igenld valaszt adunk, kitldnben nemlegeset.

15. Mi az aldbbi probléma bonyolultsdga?
Input: Egy G irdnyitott grdf
Kérdés: Van-e G-ben irdnyitott Hamilton-kdr?

Megoldds: Beldtjuk, hogy a probléma NP-teljes. Nyilvin NP-beli, hisz
az irdnyitott Hamilton-kér a tani. Erre is azt az NP-teljes problémit
vezetjilk vissza, hogy van-e egy adott (irdnyitatlan) H gréfban Hamilton-
kir. Feltehetjiik, hogy H pontjainak a szdma legaldbb 3. Helyettesitsik H
minden éiét két-két parhuzamos, de ellentétesen irdnyitott éllel és az igy
kapott grafot jeldljik G-vel. Ha van H-ban Hamilton-kor, akkor G-ben
van iranyitott Hamilton-kér (ugyanazokat a pontokat ugyanazon sorrend-
ben bejirhatjuk G-ben is). Megforditva, ha G-ben van irdnyitott Hamilton-
kor, akkor ugyanazokal a pontokat ugyanazon sorrendben H-ban bejarva
egy iranyitatlan Hamilton-k6rhoz jutunk (ehhez csak azt kell végiggondolni,
hogy két ellentétesen irdnyitott parhuzamos ¢l koziil legfeljebb egyet haszndl




a G-beli irdnyitott kér; nem fordulhat tehdt eld, hogy az irdnyités elhagydsa
utan killonbdz6 élek azonosakkd vélnak).

16. Vezessiik vissza polinom idében azx el§zé feladatban szevepls problémat

oz irdnyilatlan esetre (amikor tehdt egy adolt H grdfrél kell elddnteni, hogy
ven-¢ benne Hamilton-kér}!

Megoldds: Most egy irdnyitott G grafhoz kell tehdt olyan iranyitatian H
grafot konstrudlni, melyben akkor és esak akkor lesz Hamilton-kér, ha G-ben
volt irdnyitott Hamilton-kor.

Természetesnek latszd Stlet? G minden p pontjit megdupldzni tgy, hogy
a p-be befuté G-beli élek az ] p; pontba fussanak be és a p-bél kifutd élek az
uj p2 pontbéi fussanak ki, valamint minden ilyen gy, p2 pontpért dsszekdtni
egy 0) irdnyitott éllel, mely p,-bdl vezet py-be. Hagyjuk el az élek irdnyitdsat
és jeloljiik a keletkezett grifot G'-vel.

Nyilvdn G minden irdnyitott Hamilton-kérének megfelel egy Hamilton-
kir G'-ben, 1d. a felsG dbra baloldali és kozépsd grafjat. Sajnos azonban
G'-ben akkor is iehet Hamilton-kér, ha G-ben nines irdnyitott Hamilton-kér,
ld. az alsé dbra baloldali és kozépsd grafjit.

86

A problémét az okozta, hogy a G'-beli Hamilton-kér nem feltétleniil

IEzze] vezettuk vissza a pontkapacitdsos hilézati folyam problémat az élkapacitisosra
és ezt haszadltuk akkor is, amikor a pontdiszjunkt utakra vonatkozé Menger-tétel bi-
zonyi{tdsdt az éldiszjunkt esetre vezettik vissza.

akarja haszndlni az dsszes {p,p2} 4j élt. Ha viszont 1igy mddoesitjuk G*
definiciéjdt, hogy a p1,pz pontparok kozé nem egy-egy élt, hanem egy-egy
kétélii utat illesztiink {ahol czen utak kozépsé pontjai G'-ben masodfokiiak
lesznek, 1d. a két abrasorozat jobboldali grafjait), akkor G' Hamilion-korei
mér tényleg kdlesondsen egyértelmien fognak megfelelni & irdnyitott Hamil-
ton-koreinek,

17. Mi az aldbbi probléma bonyolultsdga?

Input: Eoy G grdf és egy &k szém

Kérdés: Van-e G-ben olyan kir, mely minden ponttd! legfeliebb k
tdvolsdgra halad?

Megoldds: Ez is NP-teljes probléma. A tani nyilvin egy kivant tulaj-
donsdgu kor - minden pontbdl szélességi keresést inditva megdllapithatjuk,
hogy k tavolsdgra a pontté! taldltunk-e mar legalibh egy, a kérhoz tartozd
pontot —, tehat az INP-beliség adddik. Mdsfelél & = 0 vilasatissal épp a
Hamilton-kdr 1étezését kérdezd feladatot vezethetjiik rd vissza.

18. Mi gz aldbbi probléma bonyolultsdga?

Input: Egy G grdf

Kérdés: Van-e &-ben olyan kir, mely minden ponttdl legfelijebb 1000
tdvoisdgra halad? .

Megoldds: Ez is NP-telies probléma. A tani nyilvin egy kivdnt tulaj-
donsigi kor — minden pontbél szélességi keresést inditva megdllapithatjuk,
hogy 1000 tivolsigra a ponttél talidltunk-e mar legalibb egy, a kérhiz tar-
tozé pontot -, tehdt az NP-beliség adodik. Masfeld] erre a probléméra visz-
szavezethetjik azt, hogy adott H grifban van-e Hamilton-kdr, ha H min-
den pontjara "rdakasztunk” egy-egy 1000 hosszi utat és a keletkezd grifot
valasztjuk G-nek. ' :

19. Egy G grdf L(G) élgrafjat a kovetkezd médon definidljuk: L(G) pontjai
feleljeniek meg G éleinek, és kél ilyen pontot akkor és csak akkor késsiink dssze
éllel, ha o megfeleld két G-beli ¢l szomszédos volt.
Tekintsik az aldbbi problémdt:
Input: Egy G grdf
Kérdés: Van-e L{(G)-ben Hermulton-kor?
Igaz-e, hogy ez visszavezethetd annak eldéniésére, hogy van-e (7 -ben Euler-kor




{ami mdr polinomidében ellendrizhetd}?

Megoldds: Nem igaz. Ha G-ben az ey, ez,. .. élsorozat Euler-kort atkot,
akkor a neki megleleld L{G)-beli py,m, ... pontsorozat Hamilton-kort alkot
L{G)-ben, de megforditva ez nem igaz. Legyen pl. G egy 4 hosszi kor az
egyik 4tl6javal. Nincs Euler-kore, holott L{G)-nek van Hamilton-kére.

20. Mi az aldbbi probléma bonyelultsdga?

Input: Egy G grdf és egy k szdm

IKérdés: Kaphatd-¢ G-bél legfelietb k él hozzdvélelével olyan grdf,
melyben mdr van Hamilton-kérf '

Megoldds: Ez is NP-teljes probléma. Tanid egy kivént tulajdonsagl kor
- végighaladva rajta cn idd alatt cllendrizhetjiik, hogy legleljebb & kivétellel
minden éle mar G-nek is éle volt —, tehdt az NP-beliség adddik. Masfeld!
k = 0 vilasztissal épp a Hamilton-kér létezését kérdezd feladatot vezethetjuk
T4 vissza.

21. Mi az eldbbi probléma bonyolullsdga?

Input: Egy G grdf

Kérdés: Kaphatd-e G-bol legfeliebb 1000 &l hozzduvételével olyan grdf,
melyben mdr van Hamilton-kér?

" Megoldds: Bz is NP-teljes probléma. Tani egy kivant tulajdonsign kor -
végighaladva rajta cn idd alatt ellendrizhetjiik, hogy legfeljebb 1000 kivétellel
minden €le mar G-nek is éle volt -, tehat az NP-beliség adodik. Masleldl
egy H gréfban a Hamilton-iit 1étezését kérdezd feladatot visszavezethetjik ra

tigy, hogy H-hoz hozzévesziink 999 izoldlt pontot és a kapott grafot valasztjuk
G-nek.

22. Mi az aldbbi probléma bongolultsdga?
' Input: Egy G grdf és egy e € E(G) €l
Kérdés: Van-e G-ben olyan kor, mely e-t tartalmazza?

Megoldds: Belatjuk, hogy a probléma P-beli. Legyen e két végpontja z
és y. Hagyjuk el az e 81t a grafhél, majd z-bol szélességi keresést inditva
allapitsuk meg, hogy ciérhetd-e y. Ha igen, akkor a kapott Gt e-vel egyutt
épp cgy kivant tulajdonsigu kort ad, ha nem, akkor ilyen kér nem létezik.

23. Mi az aldbbi probléma bonyolultsdga?
Input: Egy G grdf és egye € E(G) €
Kérdés: Van-e G-ben olyan kir, mely c-t nem torialmazza?

Megoldds: Bz a probléma is P-beli. Hagyjuk el az ¢ élt a grafbdl, majd
minden dsszelliggd komponensében szélességi keresést inditva konstrudljunk
meg cgy kifeszitd crdSt. Ha czzel a graf dsszes (e-t8l kiiiénbozo} élét fel-
haszndltuk, akkor a vdlasz nemleges, kiilonben igenld.

24. Meghatdrozhatd-e polinom iddben egy grdf legrovidebb korének a hossza?

Megoldds: Igen. Minden cgyes ¢ ¢lre a 22, feladat megolddsdt alkal-
mazva legielicbb cn? id8 alatt megkapjuk az e élen dthaladé kordk kozil a
legrovidebb(-ek) hosszdt (ahol n a gral pontjainak a szima}. Az dsszcs élre
kapott szdmok minimuma lesz a vilasz. Mivel az élszdm legfeljebb cn?, a
teljes 1épisszam {nagyon durvdn) cn'-nel beesilhetd.

2 Szinezések és klikkek

25, Mi az aldbbi probléma bonyoluitsdga?

Input: Fgy G grdf

Kérdds: Kiszinezheté-e G négy szinnel gy, hogy 6z egyik szini csek
egyetien pont szinezésére hasmmdljuk?

Megoldds: Beldtjuk, hogy a probléma NP-teljes. Az NP-beliség nyil-
vénvalé - a kivant tulajdonsdgy szinezés a tand, hisz jésaga cn? lépésben
ellenérizhetd, ha n a grafl pontjainak szdma.

Az NP-teljességhes egy adott H grif 3 szinnel szinezhetdségének cldon-
tését vezetjiik vissza a feladatunkra. Egyszerlien kissiik ossze H minden
pontjat egy 1j p ponttal é a keletkezd grafot vélasszuk G-nek. H akkor &s
csak akkor szinezhetd meg 3 szinnel, ha G-ben a p pont egy semelyik mas
pont 4ltal nem haszndlt szint kap és ezzel egyiitt psszesen 4 szint hasznalunk.

26. Mi az aldbbi probléma bonyolultsdga?
Input: Egy G graf
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Kérdés: Kiszinezhetd-e G hdrom szimnel dgy, hogy az eqyik szint
csak egyellen pont szinezésére hasndliuk?

Megoldds: Ez a probléma P-beli. Egy graf akkor & csak akkor ren-
delkezik ezzel a tulajdonsdggal, ha van olyan pontja, melynck elhagyasa utdn
a maradék graf mar paros lesz. Mivel szélességi kereséssel ce < en? lépésben
el tudjuk donteni, hogy egy e élil, n ponti graf piros-e, legfeljebb cn® 1épés
kelihet az eredeti kérdés megvilaszoldsdhoz.

27. Mi oz alabbi problémadk bonyolultsdga?
(a}
Input: Egy G graf
Kérdés: Kiszinezhetd-e G 3 szinnel tgy, hogy az eqyik szint Iegfe{;ebb
5 pont szinezésére haszndljuk?
(5)
Input: Egy G grdf és egy k szdm (k > 3)
Kérdés: Kiszinezhetd-e G k szinnel dgy, hogy az egyik szint legfeljebb
5 ponl szinezésére haszndljuk?

Megoldds: Az el6zd két példa alapjdn nyilvinvalé, hogy az {a) esetben
a probléma P-beli (egy legfeljebb cn' 1épésszami algoritmussal eldénthetd,
hogy kivilaszibaté-e olyan 5 pont, hogy elhagydsukkal a graf parossd valik).
A (b) esetben viszont a probléma INP-teljes, hisz k = 4 vélasztdssal egy ezt
megoldé algoritmus cn®-szeri hivdsdval el lehetne dénteni egy grafrél, hogy 3
szinnel kiszinezhetd-e.

28. Mi az aidbbi probiéma bonyolultsdga?

Input: Egy G grdf és egy k szdm (k > 3)

Kérdés: Kisznezhetd-e G hdrom szinnel tigy, hogy az cgytk szint
legfeljebb k pont szinezésdire hasmdijuk?

Megoldds: Mivel kK = n — 2 vilasztissal a kérdés specidlisan azt is tar-
talmazza, hogy egydltaldn kiszinezheté-e G hdrom szinnel, a probléma NP-

nehéz. MasfelSl nyilvan NP-beli (tani a kivént tula_ldnnsagu szinezés), ezért
INP-teljes.

29. Mi az aldbbi prodiéma bonyolultsdga?
Input: Egy G grdf és pontjainak egy A C V{G) részhalmaza
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Kérdés: Kiszinezhéts-e G ﬁdmm sz:nnef tgy, hogy épp azr A-beli
pontok alkossdk az egyik 5nnosztufyt? i

Megoldds: A pmblema P-bel. Elocsznr ellenﬁr:znunk kell hogy A fiigget-
len ponthalmaz-e (hisz killinben biztos nemleges a vilasz), majd azt, hogy
G — A péros-e. ElGbbi legfeljebb |A|* < en®, utébbi is legfeljebb en? iépést
igényel.

30. Mi az aldbbi probléma bonyolultsdga?
Input: Egy G grdf és pontjainak egy A C V(G) részhalmaeza
Kérdés: Kiszfnezhetd-e G humm szinnel tigy, hogy az A-beli poniok
szine azonos legyen?

Megoldds: Az el6z5 feladat problémdjival ellentétben itt megengedjik,
hogy a V(&) — A halmaz pontjal kdzdtt is legyer olyan, amely ugyanazt a
szint kapja, mint az A-beliek. Ez a probléma NP-nehéz, hisz pl. |4] =1
vélasztassal épp azt kérdezi, hogy egydltaldn kiszinezhetd-e & G graf 3 szinnel.
Nyilvdn NP-teljes is, hisz a kivdnt szinezés a tani, tehdt az NP-beliség
nyilvénvalo.

31. M: az aldbbi probléma bonyolultsdga?

Input: Egy G gréf és két z,y € V{G) pont

Kérdés: Kisznexhetd-e G hdrom szinnel igf, hogy x és y kilénbozs
szintd legyen?

Megoldds: Belatjuk, hogy a probléma NP-teljes. Az NP-beliség nyil-
vanvald — a kivant tulajdonsigi szinezés a tani.

Az NP-teljességhez egy adott M graf 3 szinnel szinezhetdségének eldén-
tését vezetjiik vissza a feladatunkra. Legyen G = H és z, y legyen a H graf
két szomszédos (éllel Gsszekotbtt) pontja. Mivel ezek a H minden 3 szinnel
vald szinezésekor gyis kiilénboz6 szint kell, hogy kapjanak, H akkor és csak
akkor szinezhetd ki 3 szinnel, ha (@ a kivdnt médon szinezhetd ki 3 szinnel.

32. Mi az aldbbi probdléma bonyolullsdga?

Input: Egy G grdf és két z,y € V(G)} pont

Kérdés: Kiszinezhetd-e G hdrom szinnel dgy, hogy = és y azonos
szintd legyen?

Megoldds: Beldtjuk, hogy a probléma NP-teljes. Az NP-beliség nyil-
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vanvalé - a kivant tulajdonsigyd szinezés a tani.

Az NP-teljességhez most is egy adott /# graf 3 szinncl szinezhetdségének
eldontését vezetjilk vissza a feladatunkra. Egészitsiik ki a H grifot egy
izolalt ponttal, a keletkezd graf legyen G, az izoldlt pontot vdlasszuk z-nek
és barmely mdsik pontat y-nak. Ezzel a vilasztissal a feladatban szerepld
problémdra a vilasz akkor és csak akkor igenld, ha H egyéltaldn megszinezhe-
6 volt 3 szinnel.

- Megjeqyzés: Nem masothatjuk le az eléz6 feladat megolddsdt annyi kii-
lonbséggel, hogy most T és y két H-ban nem szomszédos pont legyen, hisz
két ilyen pontrél nem tudhatjuk biztosan, hogy azonos, vagy kiilonbozd szint
fognak-e kapni {ha H egyéltalin kiszinezhetd).

33. Mi ez aldbbi probléma bonyolultsdga?

Input: Egy G grdf és hdrom z,y,z € V(G) pon!

Kérdés: Kiszinezhetd-e G hdrom szinnel dgy, hogy az adolt hdrom
pont mind kilénbézé szini legyen?

Megoldds: Ez is NP-teljes probléma; az NP-beliség most is nyilvinvald,
hisz egy j6 szinezés a tanq.

Az NP-teljességhez most is azt a problémdt fogjuk a mienkre vissza-
vezetni, hogy egy adott H graf kiszinezhetd-¢ 3 szinnel. Ha f-ban van hdrom
hosszt kor, akkor annak hdrom pontjat z,y, z-nek (és H-t G-nek) vélasztva
inputként, a {cladatban szereplé probléma kérdésére a valasz akkor és csak
akkor lesz igen, ha H kiszinezhetd 3 szinnel. Ha nincs (vagy nem akarunk
ennek keresésével idst tolteni), akkor vélasszunk ki H-ban két szomszédos
a,b pontot, majd kossiik ket Gssze egy Gj ¢ ponttal (mely tehdt nem voit
H pontja). Az igy kapott uj grifot G-nek, az a,b,¢ pontokat pedig z,y, il
z-nek vdlasztva inputnak, a feladatban szerepld probléma kérdésére a valasz
akkor és csak akkor lesz igenld, ha H kiszinezhetd 3 szinnel.

34. Mi az aldbbi probléma bonyolultsdga?

Input: Egy G grdf

Kérdds: “Kiszinezhets-e” G hdrom szinnel dgy, hogy legfelfebd egy
éinek azonos szind a két végpontjaf

Megoldds: Ez is NP-teljes probléma. Az NP-beliség nyilvinvald - 2
tand a kivant tulajdonsigi "szinezés”. Az NP-teljességhez valamely H grif
harom szinnel valé kiszinezhetdségét vezetjilk vissza a probléminkra. Ke-
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ressiink egy olyan Hy grafot, mely nem szinezhetd ki a szokésos értelemben
3 szinnel, de a feladatban szerepld nddon igen. (liyen pl. a Ky, vagy ilyet
kapunk egy 5 pontid kérbdl, ha minden pontjdt egy tovabbi, hatodik ponttal
dsszekotjiik.) Ha most G-nek az adott H gréf és ezen Hy graf pontdiszjunkt
Gnigjal valasztjuk, gy G nyilvdn akkor és csak akkor lesz a feladatban
szerepld értelemben “kiszinezhetd”, ha H a szokdsos értelemben 3 szinnel
kiszinezhetd volt.

Megjegyzés: Hibds az a kézenfckvonek idiszd okoskodds, hogy ha van
egy algoritmusunk a feladatban szerepld probléma megoldasara akkor en-
nek ni-szeri hivésival a H 3 szinnel torténd “valédi” kiszinezhetOségét is
cllendrizhetnénk (minden lehetséges modon behiizva egy-egy ¢l az adott A
grafba). Abbdl ugyanis, hogy egy ilyen "fiktiv" ¢l behtizdsdval kapnank egy
megfeleld "szinezést”, még nem kdvetkezik, hogy épp a fiktiv él végpontjai
kaptak azonos szint.

35. Mutassuk meg,* hogy oz alébbi grdf hdrom szinnel kiszinezhetd, tovdbbd,
hogy minden hdrom szinnel vald szinezésekor

(a) az 1. és a 2. pontok azonos 51 szint kapnak,

(b) a 3. és & {. poniok azonos sy szint kapnak, és

(c) mindez lehet tgy 1s, hogy 51 = 52 teljestilion, és dgy is, hogy nem!

4

3

Mcgoldds: Nyilvan legalibb hirom szin kell a graf kiszinezéséhez, hise
tartalmaz haromszogeket. A rovidség kedvéért nevezzitk a hdrom szint piros-
nak, kéknek és zoldnek (és roviditsiik ket rendre P-vel, K-val, ill. Z-vel).
Az altaldnossag korlatozasa nélkill feltehetjidk, hogy (az aldbbi dbran lathaté

1Bz a fcladat egy érdekes bonyolultsdgelméleti eredmény bebizonyitasdhoz fog kelleni,
czért szerepel ebben a fejezetben.

14




Jelolést haszndlva) a 6. pont piros, a 9. pont kék és a 10. pont z8ld. Ekkor
a 12. pont sziikségképp piros és a 8. pont zdld, innét kezdve azonban két
esetet kell megkiilénbéztetniink:

1. eset: Az 1. pont zild. Ekkor az 5. pont kék (hisz van piros és
20ld szomszédja), és ugyanilyen megfontoldssal rendre meghatdrozhatjuk az

Gsszes tobbi pont szinét is a 3., 11., 2., 13., 4., 7. sorrendben, 1d. a baloldali
abrét.

2. eset: Az 1. pont kék. Ekkor a 7. pont piros (hisz van kék és z6ld
szomszéd)a), és most a 4., 13., 2., 11,, 3., 5. sorrendben adddik a t&bbi pont
szine, Id. a jobboldali abrat. _

Ez tehdt a két lehetséges szinezés. A baloldali esetben az 1. és 2. pont
azonos s szine (z6ld) és a 3. és 4. pont azonos s, szine {piros) kiilonbozik,
a jobboldali esetben az s, és s; szinek azonosak (mindkettd kék).

36. Az elézé feladat felhaszndldsdval mutassuk meg, hogy a hdrom szinnel
vald kiszinezhetség eldontése akkor is NP-teljes marad, ha oz input csck a
sikbarajzolhald grdafok kézil kerdl ki!

“Megoldds: Azt fogjuk belitni, hogy tetszdleges, sikba nem feltétleniil raj-
zothaté G grathoz lehet olyan sikbarajzolhaté G gréfot konstruslni, hogy &'
akkor és csak akkor legyen hirom szinnel kiszinezhetd, ha G is az volt.

Helyezziik el G pontjait a sfkban és kssiik Gssze a szomszédos pontpiro-
kat (persze sz4mos keresztezddés johet 16tre). Az Bsszekdts vonalak esetleges
kisebb médesitdsdval feltehetd, hogy minden metszéspontban pontosan két
él keresztezi egymdst. Legyen {i,§} és {k,{} két egymdst keresztezd él. Az
abrdn lithaté médon sziintessiik meg a keresztezSdésiiket az el5zd feladatban
latott graf egy példdnydnak a beillesztésével. (Ha pl. i és & szomszédosak
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voltak, akkor a koztiik vezetd élt nem. tintetjiik fel, az is a bevonalkdzott
"keretben” halad.)
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Nyilvan akkor és csak akkor szinezhetd ki a baloldali gréf hirom szinnel,
ha a jobboldali is kiszinezhetd, hisz a segédgrif épp azt biztositja, hogy az
1. és 2. pontok szine azonos lesz, a 3. és 4. pontok szine szintén (és ez a
két kozds szin lehet azonos is, kiilonbdzd is), tebdt mind az {i,7}, mind a
{k, 1} pirok akkor és csak akkor kapnak kiilénbbz5 szint az egyik graf hirom
szinnel valé j6 kiszinezésében, amikor a masikban.

Ezt a2 eljdrdst addig folytatjuk, amig stkbarajzolhaté grafhoz nem jutunk.
(Emlékeztetiink arra, hogy a bevonalk4zott "keretben” haladd élek egymast
metszhették, de nyilvin nem metszik az Gjonnan beillesztett graf éleit, teh4t
minden lépésben tényleg pontosan eggyel csokken a keresztezd élek szima.)
A visszavezetés pDIlﬂt}m tdében tértént, hisz egy n pantu egyszeru graf leraj-
zoldsakor legfeljebb cn? keresztezés lehet.

37. Mi az aldbbi probléma bonyoluliséga?
Input: Egy G grdf és egy k szdm
Kérdés: Van-e G-ben legaldbb k figgetlen pont?

Megoldds: A probléma NP-teljes. Az NP-beliség nyilvinvalé, maga a
fiiggetlen ponthalmaz a tanid. Tudjuk, hogy az
Input: Egy H graf és egy { szam
Kérdés: Van-e H-ban legaldbb { ponti teljes részgraf?
probléma {az dn. klikk-probléma) NP-teljes. Ez trividlisan visszavezethetd a
mi problémankra (legyen k = { és legyen G az adott H graf komplementere).

38. M: az eldbbi probléma bonyolultsdge?

16




Input: Egy G egyszerd grdf és eqy k szém
Kérdés: Lefedhetd-e G minden éle legfeljebb k ponttal?

Megoldds: Fz a probléma is NP-teljes. Az NP-beliséghez a kivint tulaj-
donségi ponthalmaz a tani. Az NP-beliséghez idézziik fel, hogy Gallai tétele
szerint az n pont’ hurokmentes graf minden élét lefedS pontok minimalis 7
szdma ¢s a gréfban a fiiggetlen pontok maximélis a szdma kbzott az a+7 = n

kapesolat teljesiil. fgy ez a probléma sem lehet egyszeriibb (sem pedig bo-
nyolultabb}, mint az eldzd.

39. Mi gz aldbbi problémdk bonyolultsdga?
(a)
Input: Egy G grdf
Kérdés: Felbonthatd-e G ponthalmaza kél részre rigy, hogy mindkél
rész egy-egy leljes részgrdf legyen?
(b)
Input: Egy G grdf és egy k szém
Kérdés: Felbonthaté-e G ponthalmaze k részre dgy, hogy minden
rész eqy-eqy teljes részgrdf legyen?

Megoldds: A problémék ekvivalensek azzal, hogy G komplementere kiszi-
nezhetd-e kettd, ill. & szinne! (épp a részhalmazok lesznek a szinosztdlyok).
igy az () probléma P-beli, a (b) probléma viszont NP-teljes.

3 FEldontési és keresési problémak

40. Mulassuk meg, hogy az

Input: Egy G grdf és egy k szdm

Kérdés: Van-e G-ben legaldbl k figgetlen pont?
eldintést probléma és az

Input: Egy H grdf

Kérdés: Mennyi a(H) ériéke?
keresési feladal eqgymdsra polinom idédben visszavezetheidek!

Megoldds: Az elss probléma trividlisan visszavezetheto a masodikra: Va-
laszoljuk meg a mdsodik kérdést H = G vilasztdssal, majd akkor és csak
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akkor adjunk igenld valaszt az elsd kérdésre, ha a(H) 2 k.

Megforditva, mindig G = H vdlasztdssal, rendre k = 1,2,...,n &értékek
mellett vilaszoljuk meg az elsd kérdést (szokds szerint n jeldli a grafok pont-
jainak szémat). Ha utoljéra valamely ko érték mellett volt a viiasz igenld,
akkor a mésodik kérdésre adjuk az a(G) = ko vilaszt.

Az elsé esctben egy, a masodik esetben legfeljebb n {zben hivtuk a mésik
problémdt megoldé algoritmust, tchat a visszavezetés mindkét irdnyban poli-
nom idében tortent.

41. Legyen A egy algoritmus, mely tetszoleges G grdfra eldénti, van-e¢ G-
ben Hamillon-kér. Vezesstik erre vissze polinom iddben azl a problémd!, hogy
adott H grdfban ha lélezik Homilion-kar, akkor egyet meg is kell taldini!

Megoldds: Eldszor G = H vélasztéssal lefuttatjuk az 4 algoritmust ¢s
ha nemleges vilaszt ad, akkor megallunk, hisz akkor M-ban egyéltaldn nincs
Hamilton-kér. Utdna valasszuk ki H egy tetszbleges élét és futtassuk le az
A algoritmust & = H — ¢ vdlasztdssal. Ha most is igenld védlaszt kapunk,
akkor az ¢ élt "végleg” hagyjuk el H-bél, ha viszont nemlegeset, akkor tegyiik
vissza H-ba és fessiik pirosra (ez azt jelzi, hogy erre az élre feltétieniil sziikség
lesz 5 Hamilton-kérben). Az eljdrist addig ismételjiik F nem piros éleire,
amig ilyenek vannak. Legkéstbb cn? 1épés utan csak piros élek maradnak &s
ezek épp az eredeti H graf egy Hamilton-korét alkotjdk.

42, Legyen A egy algoritmus, mely tetszoleges G grdfra eldonti, van-e G-
ben Hamilton-kér. Vezessiik erre vissza polinom iddben azl a problémdt, hogy
adott eqy H grdf és két a,b € V(H) pont, taldljunk benne a két adott ponl
Lizoll vezets Hamilton-utai, he egyditeldn létezik ilyen!

Megoldds: Modositsuk gy a A grifot, hogy vegyiink fel egy ¢ pontot,
kbssiik Gssze a-val és bvel (de semmi méssal), és a keletkezd grafot jeldljik
H'-vel. Nyilvan akkor és csak akkor létezik H-ban az a és a b végpontok
kézott vezetd Hamilton-iit, ha létezik H'-ben Bamilton-kér. Ezért az eldzd
foladat megolddsat alkalmazzuk H'-re, majd ha taidltunk Hamilton-kort,
akkor hagyjuk el a ¢ pontol.

43, Legyen A egy algoritmus, mely tetszéleges G grdfra elddnty, kiszinezhe-

t5-e G hdrom szinnel, Vezessik erre vissza polinom iddben azi a problémadt,
hogy adotl egy H grdf és ténylegesen ki is kell szinezni hdrem szinnel, ha ez
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egydltaldn lefhietséges.

Megoldds: Elészér G = H vélasztdssal lefuttatjuk az A4 algoritmust és
ha nemleges vilaszt ad, akkor megdllunk, hisz akkor H nem szinezhets ki
harom szinnel. Ha igenlé valaszt ad, vélasszunk ki H-ban két tetszGleges nem
szomszédos a,b pontot és futtassuk le az A algoritmust a H-bél az {a, b} 6
beluizdsaval kapott \ij grafra! Ha most is igenld vilaszt kapunk, akkor az
{a,b} élt "végleg” hagyjuk benn H-ban, ha viszont nemlegeset, akkor fessiik
at pirosra (ez azt jelzi, hogy ennek az élnek a behiizdsa biztosan elrontani
a hdrom szinnel szinezhetdséget). Ismét vilasszunk egy nem szomszédos
pontpdrt, kossiik Sket ideiglenesen Gssze, &s futtassuk le az A algoritmust arra
a grafra, melyet az esetleges piros él nélkiili H-bdl és ebbdl az é1b3! kapunk.
Az eljdrast addig ismételjik X nem szomszédos pontpdrjaira, amig ilyenek
vannak (mindig egy 1j élt behiizva, de az A algoritmus szempontjdbél a piros
éleket figyelmen kiviil hagyva}. Legkésébb cn?® lépés utdn egy teljes grafhoz
jutunk, melynek a piros élei hdrom Lklikket (teljes részgrafot) hatdroznak
meg, ezek lesznek H-ban a keresett szinosztdlyok. Ekézben az A algoritmust
legfeljebb cn-szer futtattuk le, ennek megfelels szimi lépésben tehdt meg
tudjuk hatdrozni a szinosztalyokat.

44. Legyen A egy algoritmus, mely tetszileges n-ponti G grdfra eldénti, hogy
van-¢ G-ben nf2 darab figgetlen pont. Vezesstk erre vissza polinom 1dében
azt a problémdl, hogy egy adott k-ponti H grdfban ténylegesen taldljunk is
meg k/2 figgetlen pontot (ha egydltaldn létezik ennyi)!

Megoldds: Elész0r G = H,n = k vilasztdssal lefuttatjuk az A algorit-
must és ha nemleges vilaszt ad, akkor megillunk, hisz akkor H-ban netn
létezik k/2 filggetlen pont. Igenld vdlasz esetén ugyanigy jarjunk el, mint az
elézd feladat megoldédsakor {vagyis minden nem szomszédos pontpart kossiink
0ssze, ha ez nem rontja el a’kivdnt tulajdonsdgot, ill. pirossal jeléljiik meg,
ha elrontand és ezért tovdbb nem kisérleteziink vele). Most is legkés6bb en?
lépés utidn egy teljes grafhoz jutunk, melynek a piros élei ezittal egy k/2
pontt klikket hatdroznak meg.

45. Legyen A egy algoritmus, mely ietszéleges G grdfre kiszémilja a leg-
nagyobb G-beli klikk pontjoinek w(G) szdmdt. Vezessiik erre vissza polinom
wddben azt a problémadt, hogy egy edoit H grdftan ténylegesen taldljunk is eqy
marimdlis méretd kltkket!
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Megoldds: A 41. példa megoldasdhoz hasonléan egyesével minden élt
probaljunk elhagyni és ha az elhagyds nem csdkkenti a klikkszamot, akkor
tényleg hagyjuk cl az élt, ha viszont csdkkenti, akkor fessiik azt az &1t pirosra
(cz azt jelzi, hogy erre az élre feltétleniil sziikség van). Amikorra csak piros
élek maradnak (az A algoritmus legfeljebb cn? szdmit hivdsa utdn), azok épp
egy maximadlis klikket hatdroznak meg.

Megjegyzés: Vegyik észre, hogy

« a "létezik Hamilton-kér egy grifban” és a "létezik nagy pontszémui
klikk egy griafban” tulajdonsdgokat iij élek behiizdsival nem lehet el-
rontani, meglevd élek elhagyasaval viszont igen, ugyanakkor

» a "létezik napy fuggetlen ponthalmaz egy grafban” és a "kevés szinnel
megszinezhetd egy grafl® tulajdonsdgokat épp, hogy élek behizdsival
lchet elrontani, élek elhagyasaval nem.

Emiatt az elsd tipusi tulajdensigokra vonatkozé feladatok megoldssinal
mindig elhagytuk sorban a néikiilszhetd éleket, mig a masodik tipusd tulaj-
donsdgokra vonatkozé feladatok megolddséndl mindig behtztuk a behizhaté
éleket.

4 Vegyes feladatok

46. Mi az aldbbi probléma bonyolultsdga?

Input: Egy G grdf

Kérdés: Van-e G-ben olyen iz pontt részgrdf, mely izomorf a Pe-
lersen-griffal?

Megoldds: Beldtjuk, hogy ez a probléma P-beli. Ha n jeldlia G pontjainak
szarnidt, akkor cn!® 1€pésben elGallithatjuk az Gsszes 10-ponti részgrafjat. Két
10-pontd grafrél 101- (1:) lépésben megillapithatjuk, hogy izomorfak-e. Ez
nagy szém, de konstans. Igy dsszesen is csak cn!® 1épésre van szilkségiink
(ahol persze a c konstans most nem azonos a pér sorral feljebb szereplével).

A val6sagban persze ennél sokkal intelligensebben is eljirhatndnk, de
pusztan a polinomialitéds bizonyitasihoz ez is elég.
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47. Mi az aldbbi probléma bonyolullsdga?

Input: EBgy G grdf

Kérdés: Van-¢ G-ben olyan tizponid fesziletl részgrdf, mely izomorf
a komplemenierével?

Elsé megoldds: Ez a probléma is P-beli, a megoldéis széﬁzeﬁtit AZONOS AZ
eldzd feladat megolddsdval.

Mésodik megoldds: Annak a mondataak az iilusztrildsaképp, hogy "a
valdsigban persze ennél sckkal intelligensebben is eljirhatndnk”, gondoljuk
végig, hogy a valasz minden G-re nemleges, hisz semelyik tizponti graf nem
izomorf & komplementerével (hisz a tizponti teljes grifnak (11“) = 45 éle van
és ez pdratlan szdm).

48. Mi oz aldbbi probléma bonyolullsdga?

Input: Egy G grif és egy k& szdm

Kérdés: G dtmérdje nagyobb-e k-nél?
(Egy grdf dimérdje a két legtdvolabbi pontjdnak o tdvolsdga, ahol persze a
tdvolsdg a két pont kizti legrovidebb dt éleinek szdmidl jelenti.}

Megoldds: Szélességl kereséasel élsazdmmal arinyos idében megéllapithat-
juk egy pontrdl, hogy téle a legtavolabbi pont milyen messze van. Bzt
minden pontra megismételve legfeljebb cn® lépésben megkapjuk a védlaszt
a kérdésilinkre, tehdt a probléma P-beli.

49. Mi az eldbbi prodléma bonyolultsdga?

Input: Egy G grdf és két 5,1 € V() pont

Kérdés: Mennyi G-ben ar s és t kéz0ft vezetd legrovidebd ulak
szdma?

Megoldds: Az s-bol a tobbi pontba vezetd legrovidebb utak hosszdnak
meghatérozdsdhoz a szélességi keresést alkalmazzuk, melynek sorin vala-
- hdnyszor egy, az s-tél d(r} = k tdvolsigra levd z pontbdl az e = {z,y}
élen egy Uj y pontba lépiink (ahol az "Gj" szé azt jelenti, hogy y tavolsigat
még nem ismertiik}, felirjuk y-nak a d(y} = k+1 tavolsdgdt és azt, hogy y-ba
az a(y) = z pontbdl léptiink (ez utébbit azért, hogy ha elérjiik a t pontot,
akkor ne csak a d(2) tdvolsdgot tudjuk, hanem az a figgvény segilségével egy
ilyen hosszu utat is tudjunk mutatni).

Rendeljiink minden x porthoz még egy b(z) fiiggvényt is a kivetkezbkép-
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pen: Legyen b(s) = 1, ha az e = {z,y} €len lépiink y-ba, akker legyen
b{y} = b(z), és ha késdbb, egy maésik szintén d{u) = k tavolsigi pontbdl is
vezetne y-ba él, akkor b(y) régi értékéhez adjuk hozzd b{u)-t és ezt irjuk &(y)
helyére. Amire az algoritmus végetér, a b(z) értékek épp az s-bdl z-be vezetd
legrovidebb utak szdmdt fogjak mutaini.

Az algoritmus ezen mdédositds utdn is a graf élszamaval ardnyos lépésszd-
mii marad. A probléméara tehit az input hosszdnak polinomjaval felulrdl
becsiilhetd 1épésszdm algoritmust taldltunk.®

50. Mi az aldbbi problémdk bonyelultsdga?

Input: Egy G dsszeftiggd grdf pozitiv élsulyokkal

1. kérdés: Mennyi G-ben az sszefiiggd fesnild grifok sulydnek mi-
aimuma? .

2. kérdés: Mennyi G-ben a kéiszeresen Gsszefiggld feszito grdfok
stlydnak minimuma?

Megoldds: Az elsd kérdés esetén a probléma P-beli. Az élsulyok po-
zitivitdsa miatt ugyanis az Osszes osszefiiggd fesz{to részgraf kozdl elég a
feszits fakat vizsgalnunk, és j6l ismert, hogy ez a mohd algoritmussal elvéges- |
hetd.

A misodik kérdés esetén a probléma NP-nehéz. Vizsgdljuk ugyanis csak
azt a specidlis esctét, hogy egy olyan n pontid grafban, melyben minden él
stilya egységnyi, a kérdéses minimum n vagy tobb. Kénnyi latni, hogy erre
a kérdésre a vilasz akkor és csak akkor igenld, ha a grif tartalmaz Hamilton-
kort.

Megjegyzés: Hiba lett volna azt a vdlaszt adni, hogy a masodik kérdés
esetén a probléma INP-teljes. Ehhez ugyanis NP-belinek kellene lennie,
marpedig ez nem egy eldéntési probléma. Konnyii azonban a problémdt
dgy médositani, hogy NP-teljes problémahoz jussunk:

Input: Egy G Osszefiiggd graf pozitiv élsilyokkal és egy = > 0 szam
Kérdés: Van-¢ G-ben z-nél nem drigibb kéiszeresen Osszefiiggd
feszitd graf?

bEzt a tovdbbiakban gy fogjuk mondani, hogy a probléma P-beli. Mivel a P
problémacsztilyt eredetileg csak az elddntési problémikon beliil definidltuk, 2 széhasznilat
keresési problémikra nem teljesen preciz, de nem fog félreértést okozni. Arra azonban
nagyon kell vigydzoi, hogy egy keresési problémat soha ne hivijunk NP-teljesnek. Ha visz-
szavezethetd r4 egy NP-teljes eldéntési probléma, akkor is csak NP-nehéz lehet (ld. még
az 50, feladat megoldisdhoz fuzdtt megiegyzést).
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91. Mi ar alébbi probléma bonyolultsdga?
Input: Eov G grdf
Kérdés: Kéiszeresen Osszefiggd-e G7

Megoldds: A probléma P-beli, hisz ha n & e jeldli G pontjainak, ill.
éleinek a szdmdt, akkor barmely T pont elhagyisaval ce [épésben megéliapit-
hatjuk, hogy G — z osszcfiiggi-e, igy Osszesen is csak cne lépésre van sziikség,
(A mélységi keresds ligyes médositasdval egyébként a kérdés még ce 1éplsszi-
mu algoritmussal is megvé.lasznlha.té,)

52. Mi ez aldbbi probléma bonyolultsdga?
Input: Egy G grdf és két e, f € E(G) &
Kérdés: Ven-e (7-ben olyen kor, mely e-t is és f-el is tartalmazza?

Megoldds: Ismert, hogy egy graf akkor és csak akkor kétszeresen Oszefug-
g6, ha barmely két élén 4t vezet kir. Ellendrizzilk, hogy G kétszeresen
Osszefiiggd-e és ha nem, bontsuk kéiszeresen Osszeliggd komponensekre, A
vélasz akkor é3 csak akkor igenld, ha az adott két él ugyanabban a kétszeresen
Ssszelliged komponensben van. Az eld28 feladat megolddsdban mondottak
szerint ez polinom iddben elvégezhetd, tehdt a probléma P-beli.

53. Mi az alé¢bbi probléma bonyelultsdga?
Input: Egy n ponld G grdf és két u,v € V(Q) pont
Kérdés: Lefoghaté-e mazimum hdrom darab G-beli pontial az 0sszes
u és v Kozt ut¥
Megoldds: A probléina P-beli: Nyilvdn legfeljebb cn® 1épésben vélaszthat-
juk ki 2 maximum hdrom pontot és minden ilyenre legfeljebb cn? lépésben

megallapithatjuk, hogy ezen pontok elhagydsa utdn u és v ugyanabban az
osszefiiggé komponensben vannak-e.

54. Mi az aldbbi problémdk bonyolultsdga?
Input: Egy G grdf
1. kérdés: G legaldbb Gtszirdsen él-Gsszefiggd-e?
2. kérdés: G hdnyszorosan él-dsszeftiggd?

Megoldds: Az elsd kérdés esetén a probléma nyilvdn P-beli: Az élek szama
legfeljebb cn?, igy ha minden lehetséges médon elhagyunk 4 élt, akkor legfel-
jebb cn® esetben kell a maradék gréfban dsszefiiggfiséget vizsgdlni. Mivel az
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bsszefiiggoség-vizsgdlat élszdmmal ardnyos lépesszamot igényel, elvileg egy
en'? felsd beeslést kapnank a teljes 1épésszdmra. A masodik kérdésre adott
megolddsbél idthaté lesz, hogy ennél sokkal jobb is ichetséges.

A masodik kérdés esetén nem alkalmazhatjuk az eddigi mddszert, mert ha
pt. az n pont graf n/2-szeresen él-dsszefiiggd, akkor ez a mostandig hasznalt
durva probilgatisos mdédszerrel esak en™ lépésben deciilne ki. Konnyl azon-
ban végiggondolni, hogy ha csak egy konkrét s,t € V() pontpirra szc-
retnénk tudni, hogy mennyi a kéztiik vezetd osszes utat lefogd élek minimalis
k,: szdma, akkor egy folyam-problémat keli megoldanunk (ha G minden élét
mindkét irdnyban megirdnyitjuk, s a termeld, ¢ a fogyaszid és minden €l
kapacitdsa egységnyi, akkor k, épp a minimélis vigds kapacitdsa). Ezt min-
den pontpirra elvégezve a kapott szamok minimuma lesz a vilasz. fg}f az
Edmonds-Karp tételbdl kovetkezik, hogy ez a probléma is P-beli.

55, Mi az alébbi probléma bonyolullsdga?
Input: Egy G gréif
Kérdés: G hdnyszorosan dsszefiggd?

Megoldds: Ez is P-beli, megoldasunkat ugyanigy vezethetjiik vissza az
eltzo feladat mdsodik kérdését megvilaszolé algoritmusra, ahogy a pontdisz-

junkt utakra vonatkozd Menger-tétel bizonyitdsdt visszavezettilk az €ldisz-
junkt esetre, :

56. Mi az aldbbi probliéma bonyolulisdga?
Input: Egy G grdf és egy k szdm
Kérdés: Van-e G-ben legfeljebd k &l vdgds?

Megoldds: A probléma P-beli. G-ben akkor és ¢sak akkor van legfeljebb
k éli végas, ha legfeljebb k-szorosan 6él-Osszefiiggd, azt pedig az 54. feladat
masodik kérdésének megvalaszolasakor lattuk, hogy ez haldzati folyamok
segitségével eldonthetd.

57, Mi az alabl: problémdk bonyolullsdga?

Input: Egy G grdf és pontjainak egy S C V(GQ) részhalmoza.

1. kérdés: Van-e G-ben olyan feszité fa, melynek pontosan oz S-beli
pontok az elséfoki pontjeif

2. kérdés: Van-e G-ben olyan feszité fa, melynek minden S-belt
pontje elséfoki?
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3. kérdés: Van-e G-ben olyan feszild fa, melynek minden S-en
kiviili ponlje elsofoki?

Megoldds: Nyilvin mindhdrom kérdés csetén NP-beli a probléma, hisz a
kivdnt tulajdonsigu fa a tand. _

Ismeretes, hogy minden finak legaldbb két elséfoki pontja van, tovdbba,
hogy ha ez a fa nem ut, akkor mdr legaldbb hirom elséfoki pontot is tar-
talmaz. Ha tehdt S-nck egy kételem( részhalmaszt vélasztunk, gy a2 elsd
kérdés azzal ekvivalens, hogy vezet-e az adott két pont kdzdtt Hamilton-
t. Mivel igy a 11. problémat visszavezettiik az itteni clsére, a feladatban
szerepld elsd probléma NP-teljes. 1

A harmadik kérdéshez tartozé probléma is NP-teljes. Ezt ugyanigy bi-
zonyithatjuk be, csak most a visszavezetés sordn S-pek nem egy kételemd,
hanem egy {n — 2)-elemil részhalmazt kell vilasztanunk.

A masodik kérdést viszont meg lehet valaszolni polinom iddben, tehdt a
probléma P-beli. Gondoljuk végig, hogy akkor és csak akkor létezik olyan
feszitd fa, melyben S minden pontja elsGfoki (de esetleg a maradék T =
V(G) - S halmaz pontjai kozott is lehetnek elsdfokiak), ha

e egyrészt G-bdl elhagyva § pontjait €s a hozzajuk illeszkedd cleket, a
maradék graf dsszefiiggs,

» masrészt S minden pontjanak van T-beli szomszédja.
Mivel |51, |T] € n, ezek a feltételek cn? lépésben ellendrizhetek.

58. Mi az aldbbi problémdk bonyolultsdga?

Input: Egy G grif és egy k szdm

1. kérdés: Van-e G-ben olyan feszité fa, melyben o mazimdlis
fokszdm legaldbb k7

9. kérdés: Van-e G-ben olyan feszité fa, melyben a mazimdlis
fokszdm legfeljebb & ?

Megoldds: Az olsd kérdés esetén a probléma P-beli. Az esetleges parhu-
samos élek €s hurokélek elhagydsa utdn hatdrozzuk ugyanis meg G-ben a
maximalis [okszamot. Ha ez k-n4l kisebb, akkor a vilasz nemleges (hisz akkor
G részgrifjaiban sem lehet a maximdlis fokszém & vagy tébb). Ha viszont
van legalibb k-adfokd pont G-ben, akkor ebbdl & pontbdl inditott szélessegi
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kereséssel épp egy kivant tulajdonsdgi fahoz jutunk, Ekézben legfeljebb cn?
iépésre volt sziikséglink.

A misodik kérdés esctén a probléma NP-teljes. Az INP-beliség persze
nyilvanval6 (tand a kivant tulajdonségd fa). Mésfeldl k = 2 vilasztdssal a
probléma specidlis esctként tartalmazza, hogy van-c G-ben Hamilton-1it.

59. Mi az aldbbi problémdk bonyolulisdga?

Input: Egy G Gsszefiiggs grdf, éleinek egy X € E(G) részhalmaza
és eqy k szdm

1. kérdés: Van-c G-ben olyan feszité fa, mely legaldbd 10 darab
X -beli élt tartelmaz?

9. Kkérdés: Van-e G-ben olyan feszits fa, mely legalabb k darab
X -beli élt tartalmaz?

Megoldds: A probléma mindkét kérdés esctén P-bell. Az elsd esetben
ozt kozvetleniil lathatjuk: Minden lehetséges médon valasszunk ki X-bol
10 élt. Ha ezek kdrmentes részgrafot alkotnak, akkor az kiegészithetd fava,
ha viszont barmelyik 10 ilyen éi mair tartalmaz kére, akkor nem létezhet a
kivint tulajdonsgi fa. Mivel | X| < n?, legfeljebb | X1 < en™ esetben kell
egy-egy grafban kormentességet ellendrizni (¢s mivel minden ilyen graf 10
8lii, ez az ellendrzés n-tdl fiiggetlen konstans idé alatt elvégezhetd). Persze
ez feleslegesen lassd megoldds, a kivetkezd bekezdésben lényegesen gyorsabb
algoritmust adunk az 4italinos esetre. :

A misodik kérdés esetén rendeljiink X éleihez 2, a tobbi éihez 1 silyt és
keressiink a mohé algoritmussal maximalis sdlyd kifeszitd fit. Ha ennek a
silya legaldbb 2k + (n— 1~ k}=n+k -1, akkor a vilasz igenld, kiilénben
nein.

60. Mi az aldbbi probléma bonyolultsdga? :

Input: Egy G dszefiiggd graf és pontjainak egy X C V(G) részhal-
Maza

Kérdés: Van-e G-ben olyan feszilé fo, melyben minden X -beli pont
legaldbb mdsodfokd?

Megoldds: A probléma NP-teljes. Az NP-beliség nyilvanvald (tant egy
ilyen fa), és az adott két pont kbzotti Hamilton-ut létezésénck eldontését
vezetjiik ra vissza, amelyrdl ldttuk {(11. feladat), hogy NP-teljes: Ha ugyan-
is X két pont kivételével mindent tartalmaz, akkor a keresett fa épp egy
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Hamilton-tit (mert minden mdas fénak legaliabb hirom elsdfokd pontja van).

61. Mi gz aldbbi probléma bonyelultsdga?

Input: Egy G grdf

Kérdés: Van-e G-nek olyan feszité fdjo, melynek egyetlen harmad-
Sfokii pentja van és minden mds pont foka kisebb?

Megoidds: A probléma NP-teljes. Az NP-beliség nyilvinvald (tand egy
ilyen fa). Az adott H grifban Hamilton 1t 18tezését kérdezd problémit
kénnyen visszavezethetjitk erre: Legyen u € V{H), vegyiink fel hirom dj
z,%, z pontot és az u pontot kissiik dssze z-szel, tovdbbd z-et y-nal és z-vel
is. Az igy keletkezett grdfban akkor és csak akkor van a feladatban leirt
tulajdonsaga feszitG fa, ha H-ban volt u végponti Hamilton-it. Ha ezt H
minden pontjira elvégezziik, akkor legfeljebb |V ({H)| kisérlettel el tudjuk
donteni, hogy egydltalin van-e H-ban Hamilton-it.

62. Mi az aldbbi probléma bonyolultsdga?

Input: Egy n-pontd egyszerd G grdf

Kérdés: Teljesiil-e G-ben az Ore-feltétel, azaz ipaz-e, hogy minden
nem szomszédos v, v pontpdrra d(u} + d(v) > n teljesil?

Megoldds: A probléma P-beli, hisz mindéssze cn? feltételt kell ellendrizni
és a graf megaddsi mddjatdl figgben egy feltétel ellendrzése konstans vagy
cn lépést igényel.

63. M1 az aldbbi problémdk bonyolultsdga?
Input: Egy G egyszeri grdf
1. Kérdés: Van-e G-ben pdratlan sok &l kor?
2. Kérdés: Van-e G-ben pdros sok éld kor?
3. Kérdés: Iyaz-e, hogy G-ben minden kir pdratien sok éli?
4. Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben minden kér pdros sok éhi?

Megoldds: Belatjuk, hogy mind a négy probléma P-beli. Elég az elsd
kettdvel foglalkoznunk, hisz a 3. kérdésre a vélasz akkor és csak akkor igenld,
ha a 2. kérdésre nemleges és hasonls az els§ és a negyedik probléma viszonya
is. Mivel az elsé kérdésre a vdlasz akkor és csak akkor nemieges, ha G paros, a

vilaszi (szélességi kereséssel) az élszdmmal ardnyos lépésszdmban meg tudjuk
kapni.
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A masodik kérdésre a vdlasz akkor és csak akkor nemleges, ha minden kor
hossza paratlan. Nyilvén ez a helyzet az erdék esetén (amikor nincs is kér),
valamint akkor, ha a graf kirei éldiszjunktak és mindegyik kiilon pdratlan.
Ezcket az cscteket kénnyd az élszdmmal ardnyos lépésszdmban ellendrizni.
Belatjuk, hogy minden mds esctben van a gréfban paros élszimi kor is.
Gondoljuk ugyanis végig, hogy minden mds esetben-van a grafban valahol
két pont és kéztilk hdrom, a végpontoktdl eltekintve pontdiszjunkt tt. Ha
ezek élszdmat a, b és ¢ jeldli és mondjuk a+ b paratlan, akkor az 4ltalinossag
korlatozdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a p4ros, b piratlan. Ekkor ¢ vagy piros,
és akkor az a + ¢ hosszi kor paros, vagy ¢ paratlan, és akkor a b+ ¢ hosszi
kor paros.

64, Mt az aldbbt probiéma bonyelullsdga:

Input: Egy G irdnyitott grdf és eqy k szdm

Kérdés: Van-e (-ben k darel olyan pont, melyek egyiitt G minden
irdnytiott korét lefogjdk?

Megoldds: A probléma INP-teljes. A P-beliséghez tani a kivant tulaj-
donsagi X ponthalmaz, hisz a G — X grafrél mélységi kereséssel megéllapit-
hatd, hogy van-e még benne irdnyitott kir.

Az NP-teljességhez azt a problémait vezetjiik vissza a feladatban szerepls
problémdra, hogy cgy adott H irdnyitatlan gréf élei lefedhetdek-e legfeljebb
k ponttal, Helyettesitsiik ugyanis H minden élét két, ellentétesen iranyftott
pirhuzamos éllel és jeldljiik az igy kapott irdnyitott griafot G-vel. Ha H-
nak van olyan éle, mely nincs lefedve egy adott k-elerntt X ponthalmazzal,
akkor G-ben mar egy (kétéld) lefogatlan irinyitott kor is van. Ha viszont

‘X lefedi H minden élét, akkor G-nek minden irdnyitott kérét le fogja fogni

{nemcsak a kétéliieket). Mivel a H-ra vonatkozé probléma NP-teljes {(Id. a
38. feladatot), a mi feladatunk is az.
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65. Befejczésképp ellendrizzik, hogy ez oldbbi hat probléma bonyolullsdgl

azonnal felismerjik-e!

Input: Egy G gral

Input: BEgy G gral és egy k szém

Kérdés: Legaldbb 3-szorosan
osszefiiggd-e a G gral
Input: Egy G graf

Kérdés: Legaldbb k-szorosan
Ssszefiiggo-e a G graf?
Input: Egy G graf és egy k szdm

fiiggetlen pont?

Kérdés: Van-e (G-ben legalabb 3

Kérdés: Van-e G-ben legaldbb &
fliggetlen pont?

Input: Egy G graf

Toput: BEgy G gral és egy k szém

Kérdés: Kiszinezhetdek-e G
pontjai 3 szinnel?

Ké&rdés: Kiszinezhetdek-e G
pontjai k szinnel?

Megoldds:

[ P-beli (51.-hez hasonidan) [ P-beli (55. feladat)

P-beli (46.-hez hascnléan)

NP-teljes (37. feladat)

rFIP-t.eljes {ld. a tankdnyvet) H NP-teljes (Id. 2 tankényvet) |
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