Tobbvaltozos fiiggvények

Egy m-valtozos f(xi, X, ... Xm) fliggvény értelmezési tartomanya egy A< R”

Def: Az AcR" halmaznak a€R"
a) belsd pontja, ha A tartalmaz egy a kdzéppontii m-dimenzids gombot
b) hatarpontja, ha minden a kézépponti gomb belemetsz A-ba és A komplementerébe
is

m-dimenzios gomb:
{XEIR'" .'|x—a‘cr] |x—a|=\/((Xl—a1)2+...+(xm —am)z)

Megj.: A bels6é pont mindig a halmazban van, de a hatarpont nem feltétlentil

Def: az A halmaz belseje a belsé pontokbol,
hatara a hatarpontokbol all

Def: Az AcR™ halmaz nyilt, ha egyik hatarpontjat sem tartalmazza, zart, ha minden
hatarpontjat tartalmazza

PL.: Sem nyilt, sem zart sok van.
Nyilt és zart halmaz: @ és R™

All: A zart <=> A° nyilt
Tétel: AcR™ zart <=> barmely 0 X, €4 , x, — x sorozatra X€ A4
Itt X, = X <=> X1 — X1, Xn2 = X2, -+. , Xom — Xm <=> minden € > 0-ra létezik olyan N,

hogy minden n > N esetén |x, — x| <&

Def: 4cIR™ korlatos, ha befoglalhatd egy véges sugarti m-dimenzids gombbe

Def: Az a€R"™ pont egy kornyezete barmely halmaz, amely tartalmaz a kézépponta
gdmbot
0 sugaru kérnyezete a d sugart a kdzéppontu nyilt gdbmb

Def: Fiiggvényhatdrérték
Legyen f(xi, ..., Xm) m-valtozos, acR" és tegyiik fel, hogy a barmely
kornyezetében Denek végtelen sok pontja van. Akkor )I(IE: f(x)=L

, ha minden & > 0 -hoz létezik olyan & >0, hogy 0 < |x — a| <o esetén |f(x) — L| <e.
x€D,

Ha x kozel van a-hoz, de x # a és f(x) definialt, akkor f(x) kézel van L-hez
acb kornyezete a-nak, ha egy a koriili gomb részhalmaza G-nek

Ha a barmely kornyezetében Di-nek oo sok pontja van, akkor:

PE: f(X)=L < minden & >0-hoz létezik olyan §, hogy 0<|[x—a| <3,

xE€D=>[f(x) - L| <¢



Def: Parcialis hatarérték
Legyen XD, a barmely kornyezetében végtelen sok eleme van x-nek
)1(121 f(x)=L «— minden & > 0-hoz létezik olyan 8 > 0, hogy 0 <|x —a| <8, x€X

esetén [f(x)—L|<e

Tétel: Ha )1(1_12 f(x)=L , akkor minden parcialis hatarérték is = L

Pl lim [——] parcidlis hatérértékei
(xy)=00) \ (X +y7)
lim 1 _
xqg X;+y2 Iim0=0
y—)

x = {(x,0) x=0}

lim |2 |=1im (1 ]=1
x—0\ X —|—y x—0 2 2
y=x y=x
Ezért lim 5 | nem létezik, mert a két kiilonb6z0 parcialis hatarérték nem
(x,y)=00) \ X" +Yy
azonos

Tétel: Hatarérék és alapmiiveletek
Ha lim f,(x)=L, limf,(x)=L

a bérmélyikérnyezetébei, akkor:
lim ¢-f(x)=c-L,

X—a

2, ésha Dy ND; -nek végtelen sok pontja esik

lim (f(x)=£f,(x))=L, =L,

X —a

lim f,(x)-f,(x)=L,-L,

X—a

s L % 0 osctén lim [0 | ke
? X —a fz(X) L2
pl.. lim x;=a,
pL. lim (X=X ) 0-0:043 - -3
(xy)=00) \x"y+5xy—4 0-0+5-0-0—4 4
: lim  ()helyett lim ()
Megj.: (x.y)>(a.p) XH%
y—)

Tétel: Rendorszabaly:
lim f (x)=lim h(x)=L ,11or

X—a X—a

Ha f(x) < g(x) < h(x) az a egy kornyezetében,



X+y' +xy 217
PL: };Tlg Xty = 1, mert [x%y| < |x||xy| < x| X 2}’ miatt
_x Xy | _ ¥
2 X2—|—y2 - 2
l l
0 0

Pl.: Polarkoordinatak bevezetése:
X =T1"cos(p)
y =1 " sin(Q)
lim ()= lim ()
Akkor x—o r—(+0)
y—0 o=0(r)

Polarkoordinatak:

32 -
|41 cos ((pz) sin(o)
r—(+0) T

9=0(r)

lim

=1+lim (r-cosz((p)-sin((p))= 140

lim r’-cos(¢@)-sin (o)

2
r

. [sin(xy)
PL.: 11m( 2 z) nem létezik, mert

=lim cos(¢)-sin ()

x— +
y—)% X y
Xy Xy sin (xy )
X+ y2 sin(xy) | x>+ y2
X
! nem lehet hatarértéke, mert % -nek sincs, és
X Ty
sin (x X
0 a % -nek lenne, akkor % -nek is
X +y Xty
lenne
lim f(x,y) o R
PL: x-o nem létezik f(x,y) = x'In(y?) y#0
y—0
=0 y =0

. T 2\ . ln(y2)
lim f(x,y)=lim c-y-In(y”)=c-lim
y—0 y—0 1 =
Xx=cvy ;

2y
T2
=('H)= c-lim Y |==c-lim 2y=0
)
y

limf(xy)=0 o o
y=0 , a vizszintes egyenesekre a fliggvény azonosan 0, a 0 fliggvények
x —0

hatarértéke is 0



H 0, akkor ——.—0
ay — 0, akkor ln(yz)_>
lim f(x,y)=1
y—0
]

In(y?)

Def: lim f(x)=+00, (—o)

X—a

, ha minden K > 0-hoz 1étezik olyan 6 > 0, hogy
X €Dyesetén f(x) > K; (f(x) <-K)

( 1
)(2+y2

Pl.: lime =400
Y0
lim f(x,y)=L , o e
Def: x—a <=> minden & >0-hoz létezik olyan 6 > 0 ¢és létezik olyan K >0,

y o+

hogy [x —a| <8,y >K, (X,y)€D,esetén [f(x,y)—L|<e

lim f(x,y)=L _ o
x——o <=>minden & > 0-hoz létezik olyan K > 0, hogy x <-K, y >K,
y >+

(x,y)€D;esetén [f(x,y) —L| <&

lim f(x,y)=—o , o
x>+ <=>minden M >0-hoz létezik olyan K > 0, hogy x > K, y >K,

y >+

(x,y)€D; esetén f(x,y) < -M

A renddrszabaly minden hatarérték-tipusra érvényes

y >+

x|
) X _ X 4
Pl.: hm( 2 z)_o,mert 3 b < [3 2\ =570
x—to | X" —Xy+y X —Xxy+y ZX 3|x]
X X
[ — —_— + 2
(2 Y) 4 Xyry

Def: Legyen a€D;. Az fix)fliggvény folytonos a-ban, ha létezik a )1(1_r2 f(x)=f(a)

f(x) folytonos a G ©D;-n, ha G-re megszoritva folytonos G minden pontjaban, azaz ha

lim f(x)=f
minden a€G -n ,fin@ (x)=f(a)
xeG

2 2
PL: f(x,y) = % ,haxy #0

=0 ,haxy=20 nem folytonos (0,0)-ban
lim =1 lim =0
x—0 X —0
y—0 y=0

x>0,y>0



Tétel: f(x) folytonos a-ban <=> minden x, — a, X, €D;szorzatra f(x,)—f(a)
Tétel: Ha f(x) és g(x) folytonos a-ban és DN D, -nek a barmely kornyezetében oo sok

. f
pontja van, akkor ¢-f, f+g, ésg(0)#0 eseteng is folytonos a-ban

Tétel: Ha f(x) folytonos a-ban és g(t) egyvaltozos fiiggvény folytonos t = f(a)-ban, akkor
g(f(x)) is folytonos a-ban

S6t! Tétel: Ha g,(x), ..., g,(x) folytonos a-ban, f(nl’...,nr) folytonos
(g,(a),...; g (a))-ban , akkor az f(gl (x); ...;gr(z)) fiiggvény is folytonos a-ban

Pl.: f(x) = x; folytonos IR™ -en

X .
PL.: Tyz folytonos (0,0) kiviil mindenhol, (0,0)-ban nem, mert nem létezik a
X Ty
hatarértéke

3 3
PL: fx,y) = ~——Y

,haxy#0

=0 ,haxy=0  folytonos az xy # 0 siknegyedben, mert a
siknegyedek nyilt halmazok

ﬁ hmﬁ=hm<xz+ Lz

i = — .
(0,y0)-ban f(0, yo) = x>0 X'y y ;O 0 XY x—0 Yo X  nem létezik
Y=Y ’ 1 !
’ X divergens

Hasonlo6: (xo, 0)-ban sem folytonos, ha xo =0

lim f(x,y) lim =0

x—0 x —0
y—0 y=0
3,3 3, .6
. X"+ . X'+X . 3
lim 2" =lim ——=lim1+x =1
= x—-0 X'y x —0 X x—0
y—0 y=x’

xy#0
nincs hatarérték => nem folytonos a fliggvény

PL: f(x,y) = (2x+3y)~ln(x2+ yz)
=0 ,hax=y=0
folytonos-e (0,0)-ban?

lim f(x,
0= f(0,0)= M F(xy)
y—0
lim f(x,y)= lim [2-cos(¢)+3-sin(¢p) -r-ln(r2)=0
;:8 ;:(po(:) korlitos : A fiiggvény folytonos az
x=r-cos (@)
y=r-sin(¢p)

origoban
Az (x,y) # (0,0) pontokban is folytonos.

Tétel: Bolzano-Waierstrass tétel:
IR™ -ben barmely korlatos pontsorozatbdl kivalaszthatd konvergens részsorozat



Tétel: Korlatos zart halmazon folytonos m-valtozds fliggvények tulajdonségai:
Legyen f: A — IR, 4cIR™ korlatos és zart halmaz. Akkor:
a) f(x) korlatos
b) f(x) felveszi maximumat és minimumat A-n
Megj: A maximum €és minimum megkeresése kés6bb

Def: Legyen a bels6 pontja Denek. Az f fiiggvény az i-edik valtozoja szerint parcialisan
differencialhat6 a-ban, ha l1étezik és véges a
of . f(a,a,..,a,_,,a,+h,a,,,..,a_)—f(a)
—(a)=lim =
a X; h—0 h

f(a+h,b)—f(a,b)

PL: fi(a,b) = lim

h—0 h
. f +h)—f
f'y(a,b) = lim (a b ) ( )
h—0 h
fu(abc)— lim Do) =flabo)
h—0 h
Megj: = g'(b), ahol g(y) = f(a,y,c)

PL: fixy)= Vx'+y®  f(1,2)=2,1(1,2)=?

3x’ 312

1
B ey BT JT 2

3y
= —7T5 fy(1,2 =2
ey M7 T
Xy
PL: f(x,y) = 4y’
=0,hax=y=0
y (X +y)=xy2x _y'—y-x
= : YN b (k) £ (00)
(X +y?) (x*+y7)
£,0.0) = lim LLO=F00) _p, 0-0_,,
h—0 h h
x-(x2+y2)—x-y-2y X' —xy’
fy: 2 2 2 2 2 9ha (X’Y)i(o O)
eyl ey
. f(0,h)—=1£(0,0
£4(0,0) = lim (0,h)—f{ )=O
h—0 h

Magasabb rendii parcialis derivalt

o (of \_pr o O'f
ox\oy| 7 0x0y




PL: f(x,y) = x* + y* — 4x?y* dsszes masodrendii parcialis derivaltja:
f.=4x" -8 xy2 = f =12 )(2—8y2
= f xy= —16xy

f'y=4y3—8xzy=> f’yry=12y2—8x2
=> f'y;(=—16xy

Tétel: Young tétele — a parcidlis derivalasok felcserélhetdsége:
Ha f xy est ;x l1étezik (a,b) egy kornyezetében, és ha legalabb az egyik folytonos
(a,b)-ben, akkor:
f(ab)=f(ab)

x4-|-xy3
PL: f(x,y)= —5—
X +y
=0,hax=y=0
AllL: Erre a fiiggvényre f,;’y(0,0)= 1; f;;(0,0)=0
Differencialhatosag:
f(x)=f(a)+A(x—a)+e(x), ahol lim |i(_)—2|=0

Def: Legyen a€D;bels6 pont. Az f(x) a-ban (totéalisan) differencialhato, ha 1étezik olyan
A;, hogy

g(x) linedris
Tehat f(z):f(a_i)-l-z A.-(x;—a;), a hiba sokkal kisebb |x — al-nal
i=1

,, diffhatd => parcialisan difthato”

Tétel: Ha f(x) diffhat a-ban, akkor léteznek f ;](a) parcialis derivaltak és f ;i(a)=Ai
Azaz: difthat6 fliiggvény esetén
£(x)=f(a)+2 £, (a)(xi—a))
A hiba sokkal kisebb mint [x — a|

Biz:
X

f(a,a,..,a;_,a+h,a_,...a,)—f(a)

> i1

h—o h h-o h h—0



A+ lim e(x)
= h—0 i|K_@|

0
Azaz: f;‘(a) =A,
,»difthaté => folytonos”

Tétel: Ha f(x) difthat6 a-ban, akkor folytonos a-ban

F(x)=f(a)+ 3 A,(x—a,)+&(x) ~f(a)

. 1
BIZ: %L—‘ ;I_J ha X—a
0 0

Megj: ,,parc diffhaté — folytonos™”
fxy)= =
Y X2 +y2
= ( az origoban
Minden pontban parcidlisan differencialhato x és y szerint. A fliggvény nem folytonos az
origoban
f x folytonos— f differencialhatd

Tétel: Ha minden f x folytonos a-ban, akkor f (totdlisan differencialhat6 a-ban

PL: f(x,y) = ¢h

Xy
=1 ,hax=y=0
differencialhat6-e (0,0)-ban?

y-\/X2+y2—xy-%
f;=sh( Xy ) Yx 7y =sh( Y

. y
\/XZTY2 X2+y2 \/m 2 2%
(X +y )
£ (00)mtim TOIFO0) 11
x—0 X X
. ) ' . 3
£,(0,0)=lim f'(x,y)=lim sh| —2— | —— _
l x -0 x—0 \/X —|—y ) o =
0 y—0 y—0 (X +y )
r2.cos((p).sin(q)) .
_ lim sh -sin” (¢ )=0
- r—0 r Sin \e)
o= (B S . korlatos
N sh(0)=0 —
f' folytonos (0,0)-ban
3
o Xy .
fy= sk Vvt 3
y (X2+y2)2
£ (0,0)=tim LOY=F(00) 1=,
y—0 y y

Megj: A feltétel nem sziikséges



PL: f(x,y) = (x"+y’)-sin

1
=0 ,hax=y=0
Akkor f'y és f'y nem folytonos (0,0)-ban, de difthat6 (0,0)-ban

Biz:

- o

— —

3

- . 1 2, 2 1 ( 1) 2, 272
f =2-x-sin + X +y’)-cos == x"+ 2X
e ACRCR S el L ) LN

i

korlatos

1
-X 1 . 1
—~——-cos| —=— |=1lim —cos(¢)-cos|—
Vx+y” VX 4y”) roor r
9

2
7
cos( 1

T

nincs hatarértéke a COS(?) egyre gyorsabb oszcillacidja miatt

lim f, : :
=> Xlil?) *nem létezik => f, nem folytonos (0,0) -ban
y—0

Pl.: kétvaltozos fiiggvény differencialhatosaga:
Ha f(x,y) differencialhato (a,b)-ben, akkor (a,b)-beli érintdsik:
z—f(ab)=f,(ab)(x-a)+f,(ab)(x-b)

Megj.: f differencialhato (a,b)-ben, akkor és csak akkor, ha grafikonja (a,b)-nél
belesimul az érintdsikba

, , .
Tétel: f,g differencialhatd a-ban, akkor c-f f+g, ésg(a)#0esetén g is

differencialhat6 a-ban
PL.: A valtozok differencialhatok: f(x, y) =x, f(x,y,z) =y

Tétel: Ha f differencidlhaté a-ban, és g(t) differencialhat6 f(a) -ban, akkor d(f(x)) is
differencialhat6 a-ban

PL.: x-In(xy) érintdsikja (1, e)-ben
z—f(1,e)=f (Le)(x-1)+f,(1,e)(y-e)

; (R — | —
2

(4

f;=ln(xy)+x-i~y=l+1=2
Xy

T S |
€

2—1=2(x-1)+(y-¢)
€

Def: Az f(x) a pontbeli gradiense:
Vf(a)=gradf(a)=(f, (a).f} (a), ... , (a))



Megj: Diffhatosag:

f(x)=f(a)+§,f;,(_)(xi—&i)+8( ) lim |;9_((_x;|=
f(x)=f"(a)+Vf(a)(x—a)+e(x)

X

<

Kozvetett fliggvény derivalés:

f(x, Xy .00 Xyy) d

L@ (t)rg(t); e, (t)=?

Tétel: Lancszabaly, kozvetett, tobbvaltozds fliggvény derivalasa
Ha g(t); ... ;gm(t) differencialhato to-ban, f(x) totalisan differencialhat6 a
(gi(to); ... ; gm(to)) pontban, akkor f(gi(t), ... , gm(t)) differencialhato to-ban és
d : , : : , :
Ef(gl (t), ---fgm(t))zfxI (g(to))-gl(t0)+fx2(g(to))-gz(t0)+...+fxm(g<t0))-gm (to)
Formalisan:
of _ of dx,  of dx,
= — 4+
ot 0Ox, dt 0x, dt

of dx,

0Xx,, dt
PL: f(u,v)
d , , , :
D (g (1), h(0)=F,[2(0), b(0)-2 (0+F2(0),h(0)h ()
PL: w=xy x = cos(t), y = sin(t)
dw_ow dx , Oow dy 2 . 2
uw_Yw 24 AL S t)— t
G ox dt T oy a s )msin(y
y=sin(t) —si(1)  x=cos(t) cos(©)
Kozvetleniil:

w = sin(t)-cos(t) => w'(t) = cos*(t) +(-sin’(t))

Tétel: Ha gi(ts; ... ; t;) totalisan differencialhato

t,€R"-ben és f(x) totalisan
differencialhato a (gi(to); .

.. ; gm(to))-ban, akkor f(gi(t); ... ; gm(t)) is totalisan
m a .

differencialhaté to-ban és of _ >f, (g(zo)-ﬁ (z,))

a t/ i=0 ! a tJ

PlL: w=xy + 2 X=§,y=r2+ln(s),z=2r

2 2
Ow_0w 0x_ 0w dy 0w dz_ritin(s) 2% o
or Ox Or 0y Or 0z Or

N N
—_— —— —_— — —_— —
rAn(s) 1 r 2r 4r 2

ow _ 0w 0x éw dy . 0w 0z _—r+n(s)  r
v_ oW 2, oW gy, oV gz +L 40
ds O0x 0Os 0Oy Os 0z O0Os 2 2

N N
—_— — —_— — — —_— ——
2

PL: f(x,y) differencialhato => j—xf(X,X):a%'f(X,X)JF a—ay f(x,%)

g(x)=x, h(x) =x=> j—x (x,x)=f, (x,)+f (x,X)



di f(x,x) az x — f(x,x) derivaltja
X

aif(x,x) a t— f(t,x) derivaltja a t = x helyen
x
0

5 f(x,x) az y — f(x,y) derivéltja az y = x helyen
y

Irdnymenti derivélés
Legyen e€R™ |e|=1 azf(x) e irdny irinymenti derivaltja a-ban
D.f(a)=lim f(@_t'f)_f(&)

t—-0+

fla—t
Megj: g(t) = f(a — te) jeloléssel (a ; =
Ezért Dgf(g)=g;(0)

Tétel: Ha f(x) totalisan differencidlhat6 a-ban, akkor minden irany mentén is is
differencialhato, és D.f(a)=grad (a)-e
Biz:
g(t)=f(a+re)=f(a +re +a,+re,+. . +a, +t-e )=>g=f -x+f -x;+..+f -x,

——
e e, e

= gradf(a+t-e)e=>g (0)=gradf(a)e

PL: f(x,y) = x'sin(y) v=3i+4j irany menti derivaltja az ( l,g) helyen

f(x,y) totalisan differencialhato a (l,g)-ban ,

€= 31+4J = Def(l’g):f"‘(l’ﬂ)§+f,y(1:§)%:3\/§+4

55 3/s 10
o , . V3

(=siny x( ,3) sm(3) >

' ' T T 1
fy=x-cos(y)=>fy(1,'§)=1-cos(§)=E

PL: f(x,y)=Vx’+y’ (0,0)-beli irany menti derivaltja
£(0,0)=1im Fx.0)=F00.0) _ i IKI=0 o tetenik
x—0 X X
f(t-e, t-e,)—1(0,0 Vite )V +(te) —~—

D,f(0,0)= lim (te,re)=f00) . Vite) Hite) =Veltei=1
B 10+ t t—0+ t

Adott pontban milyen irdnyban a legnagyobb/legkisebb az iranymenti derivalt?

Tétel: Ha f(x) totalisan differencialhato a-ban, akkor D.f(a) értéke
—|grad f(a)|és|gradf(a)| kozétt van,
maximalis, ha e|/grad f(a)
minimalis, ha ¢||—grad f(a
Biz: D f(a)=gradf(a)-e

~

|grad f(a)|-cos(a)

Megj: f,(a)=D, f(a) ¢,=(0,...0, 1,0,...,0)



Implicit megadasi fliggvények

Egy F(x,y)=0 egyenletbdl kifejezhetd-e y?
Azaz: 1étezik-e olyan y(x), hogy F(x, y(x)) =0

1. Tétel: (1étezés és folytonossag)

Legyen F(x, y) m+1 valtozos fiiggvény. Tegytik fel:

a) F folytonos (a, b) egy kornyezetében

b) F, létezik és #0 (a,b) egy kornyezetében

c)F(a,b)=0
Akkor az a egy kornyezetében létezik egy és csak egy y(x) folytonos fiiggvény, amelyre
y(a) =b és F(x, y(x)) = 0 az a egy kornyezetében

2. Tétel: (Differencialhatosag)

Ha a), b), c)-n kiviil az is igaz, hogy

d) F totalisan differencialhato (a,b)-ben, akkor y(x) is totalisan differencialhaté a-ban és
F. (a,b)

yx‘(a)=F,y(a—’b)

Biz: Csak a képlet
0=F(x,y(x))=> O=6%F(x,y(x))=aiF(x,,x2’...,xl-, X, Y(X)) =

i X;

- Ry ()R Gy () g2 ()

Speciel: (x =a)
0=F, (a,b)+F,(a,b)y,(a)

Pl: f(x,y,z)=arc tg(z—)JrexZ—z—E
y 4

a (0,1) pontnak van olyan kornyezete, és van olyan z(x,y) differencialhat6 fiiggvény,
amelyre z(0,1) = 1, F(x,y,z(x,y)) = 0
kérdés: z,(0,1),2,(0,1)
Biz: a=(0,1),b=1
a) F folytonos (0,1,1) egy kornyezetében
1

y

b P20, F,=—"5+xe"~1 = Tro-1=-1 4
z T2 2
1+—2 x=0
y T
F folytonos => F,# 0 egy kornyezetben

c) F(0,1,1)=arc tg1+e0—l—%=0

d) F differencialhato6 (0,1,1)-ben
mind a 4 feltétel teljesiil => |étezik z(X,y)
F.(0,1,1)

F,(0,1,1)
F,(0,1,1)
F,(0,1,1)

2,(0,1)=~

y

z,(0,1)=—2 "~

y
z



2
PL: 4 y’=2 ellipszis érintdje (2,1)-ben?

4
( 2
X 2 . ,
F(X,y)=7+y —2diffthato
, ,1
F(2,1)=0 =>(y(x) diffhat6 a 2 pontban)=>y (2)=—X(TI;=—%
F (2,1)=X=1£0 a
2
1 ! F;((aab)
— drintdr V—l=——e(x =2 =_2
> érintd: Y 2(X ) y (a) F (ab)
F,(ab)

y=b=y (a)-(x~a)= (x—a)=>F,(ab)(x=a)+F,(ab)(y=b)=0

F,(ab)
az F(x,y) = 0 gorbe érintéegyenese (a,b)-ben

Tétel: Implicit megadasu feliilet érintdsikja
Legyen @(x,y,z) totalisan differencialhato (a,b,c)-ben, ®@(a,b,c) = 0. Akkor a d(x,y,z) =0
implicit egyenlettel megadott feliilet (a,b,c) pontbeli érintdsikja
@, (a,b,c)(x—a)+d, (ab,c)(y—b)+®d,(ab,c)(z—c)=0
Az érintdsik normalvektora: n = grad @ (a,b,c)

Pl.: Az x* + 3y* + 22* = 9 feliilet (ellipszoid)
2x + 3y + 2z = § sikkal parhuzamos érintdsikja?

grad @ || (2,3,2), ®=x*+3y*+272"-9

grad © = (2x, 6y, 47)
2x=21 x=A < x . o
6y=3A 2y=A=x (x S E) alakunak kell lennie a keresett érintési pontnak
4z=2\ 2z=A=X

X X 2 3 2
O—Q(XZ—,E)—X . 1+Z+Z —9 x2=4:>[ (2’1’1) ]
— (=2,—1,—1)
4
(2,1,1) pontbeli érintdsik 2(x=2)+3(y—=1)2(z—=1)=0
(-2, -1, -1) pontbeli érint8sik 2(x+2)+3(y+1)2(z+1)=0

Def: Differencial
Ha f(x) difthat6 a-ban, akkor a bazispontu differencidlja az x helyen:
df (a,x)=f, (a)(x,—a,)+..+f (a)(x,—a,)=grad f(a)(x—a)
A differencialhatosag definicigja szerint:
Fx)=f()+df (a,x)+els)  lim 22 =

X—a |X_@|_

Azaz f(x)—f(a)=df(a,x) A hibag(x)

Milyen pontos a kozelités?

Tétel: Legyen T={x:|x;,—a|<3,Vi]
Tegyiik fel, hogy f masodrendii parcialis derivaltjai folytonosak T-n és
M= max max|f,  (x)|

1<i,j<m xeT



Akkor [f(x)—f(a)—df (a, x)|<

Pl: f(x,y,z)=x"—xy+3sin(z)

a) irjuk fel a (2,1,0) bazispontt differencialt

b) a differenciallal adjunk becslést f(2.01, 0.98, 0.01) értékére és becsiiljiik a kozelités
hibajat

) df ((2,1,0),(xy,z))=£,(2,1,0)(x=2)+f (2,1,0) (y=1)+1,(2,1,0)-z
2x—y=3 —x==2 3cos(z)=3

= 3(x=2)=-2(y—=1)+3z

£(2.01,0.98,0.01)=f(2,1,0)+df ((2,1,0),(2.01,0.98,0.01))=2.1

b) —
2 3-0.01+(—2)-(—0.02)+3-0.01

o) f,=2.f,=—1f =0,f,=0f,=0,f ==3-sin(z)=>M<3, m=3

sLyy s L xz b7z
hiba<™

=%(0.01 +0.02240.01%)=0.0027

610"

[x—al

az eredmény 2.1 £ 0.0027

Def: magasabb rendii totalis differencialhatosag
f(x) r-szer differencialhat6 a-ban, ha az 6sszes (r-1)-ed rendi parcialis derivaltja 1étezik a
egy kornyezetében és differencidlhat6 a-ban

PL: f(x,y) kétszer differencialhat6 (1,2)-ben, ha f, ésf y differencialhatok (1,2)-ben

haromszor differencialhato, ha f, fXy fyy differencialhatok (1,2)-ben

Def: Magasabb rendi differencialok
dzf(@»X): f;:xj(g)(xi_ai)(xj_aj)

S x)=2 Y > (@)x-a)(x,-a)(x-a,

All: Ha g(t) = f(a + t(x — a)), akkor d*(a,x)=g"(0)

PL: f(x,y) = sin(xy)
df, d*f, d’f az (1, m) bazispntban
df (1,m),(xy)= f (L,x) -(x=1)+ f (1,x) -(y—m)==n(x=1)=(y—mn)

[ —] [ —]
y-cos (xy)=—m x-cos(xy)=—1

d* f((Ln), (xy))=f (L) (x=1+ 2:F (La) (x=D(y=n)+f, (I,n)-(y—n)

—y2sin (xy)=0 cos(xy)—xy-sin(xy)=—1 —xsin (xy)=0
= =2(x=1)(y—-n)
& f((Ln), (xy)=f (La)(x=17+ 3£ (Ln)  (x=1)"(y—-n)
m —ZyCOWy) Z
N 3-f,(Lm)  (x=1)(y—n)+ yyy( n)-(y-n) _
—2X~smxy)=n -x* cos(xy) 1

= m(x=1)=-3-7(x=1)(y—n)+3n(x=1)(y—n)+(y—n)’



Def: f(x) n-ed foku Taylor-polinomja a bazisponttal
Tn(X)=f(@)+df(g,5)+W+m+w
Megj: Egyvaltozos f-re ' '
&fla,x)=f (a)(x=a)
&’ f(a,x)=f?(a)(x—a)

4" f(a.x)=f"(a)(x—a)

Tétel: Taylor-polinom hibéja
Ha f (n+1) -szer totalisan differencialhat6 az [a, x] szakasz pontjaiban, akkor létezik
olyan ¢ pont az [a, x] szakaszon, hogy

(n+1) _
£(x)—T, (x)= d" 'f(c,x—a+c)
(n+1)!

n+1

|x—a

SzEIs6érték keresés

Def: f(x)-nek a-ban lokalis minimum helye van, ha a egy kdrnyezetében f(x)>f(a)
(lokalis maximum helye) (f(x)=>f(a))

Hogyan ismerhetok fel a lokalis sz€lséértékhelyek?

Pl.: m=1 valtozéban
1) a-ban lokalis minimum van => f'(a) =0, f"(a) > 0
(maximum) (f(a) =0, " (a) <0)
2) f'(a) =0, f"(a) > 0 => a-ban lokalis minimum van
(f(a)=0,1"(a)<0) (maximum)

tobb valtozo: f' gradiensvektor

" m . . L,
f= (f ‘x ); -1 szimmetrikus matrix
i) J=

Def: Az A mxm-es matrix pozitiv definit, ha x"Ax kvadratikus alak > 0, ha x # 0
negativ definit <0,hax#0
pozitiv szemidefinit, ha x'Ax > 0, minden x-re
negativ szemidefinit, ha x’Ax < 0, minden x-re
indefinit, ha x"Ax > 0 és < 0 értéket is felvesz

Tétel: Ha A szimmetrikus, akkor az x"Ax kvadratikus alak:
a) pozitiv definit <=>minden A; > 0
b) negativ definit <=>minden A; <0
¢) pozitiv szemidefinit ~ <=>minden A;>0
d) negativ szemidefinit ~<=>minden A; <0
e) indefinit <=>létezik i > 0 ¢és A; <0

Tétel: Legyen f(x) kétszer diffhaté a-ban. Akkor
a) Ha a-ban lokalis minimum (maximum) van, akkor grad f (a) =0 és
A= [f;x/(g)] pozitiv (negativ) szemidefinit



a') Ha grad f (a) = 0 és A pozitiv (negativ) definit, akkor a-ban lokalis minimum
(maximum) van

b) Ha A indefinit, akkor a-ban nincs lokalis szélséérték

Eldontetlen eset: ha van A = 0 sajatértéke A-nak és a tobbi sajatérték eldjele egyforma

Spec: m = 2 valtozds f(x,y) fliggvény szélséértékei A =

fof ]
" ”y ;deté=X1k2
fyx fyy
Ezért indefinit <=> det <0

poz. vagy neg. definit <=>det >0

pozitiv definit <=>det>0¢ésa;; >0

negativ definit <=>det>0¢és a;; <0
csak kétvaltozos fv-ekre

3
PL: 9x3+y?—4xy lokalis szélsdértékhelyei

27x°\’
a) 0=f;(=27X2—4y Xziz 4 _ 2 6x4
4 4 2
2 27 »
0=f =y —4x y—jx
e 5 EHe
fyx fyy -4 2y
0 -4 . et
(0,0)-ban | 4 0| det = -16, nincs lokalis szélséérték

4 4 24 -4
(5 g) -ban _4 8 | ,det=64-16=48>0, a;; = 24 > 0=>lokalis minimum van
3

Def: f(x,y)-nak (a,b)-ben nyeregpontja van, ha f,(a,b)=f (a,b)=0 , de nincs lokalis
sz€lsdérteke
Tartomanyi szélséérték
AcR™ korlatos, zart f: A— IR folytonos => felveszi a maximumat és minimumat
Hogyan keressiik meg?

a) Ha a sz€ls6értékhely A belsejében van => lokalis szélsOértékhely is => grad f=0
Tehat a belsd pontok koziil a grad f= 0 megoldasai a szélséértékhely jeloltek

b) Ha egy sz¢éls6értékhely A hataran van, akkor a hatart alkalmasan paraméterezve felirhatd egy
(m — 1) valtozos fliggvény, amelynek a pontban szélsdértéke lesz. Ezt megoldva adédnak a

sz€lséértékhely jeloltek

c) Az a), b)-ben talélt pontokat beirjuk f-be



PL: f(x,y) = 2x + 2y — x> + y? széls6értékeia T={(x,y) 0<x<9,0<y<9—x}
tartomanyban

11 ¥y=9x

12 9

0=f =2-2x
0=f,=2+2y
Ezért beliil nincs szélséértékhely
b) Li-en f(0,y) = 2y+y*, j—y=2 +2y
(0,0), (0,9)
L-n f(x,0) = 2x — x*, 4 _y_2x

dx
(1,0), (0,0), (9,0)
L;-on f(x,9-x) = 2x + 2(9-x)-x* + (9-x*) = 99 — 18x

a) beliil [ }(1,— 1)nem elem T-nek

d
418
o (9.0), (0.9)
£(0,0) = 0, £(0,9) = 99 — max

f(9,0)=-63 > min  f(1,0)=1

Integralszamitas

Def: AcR? [ [ f(xy)axay
A

et . .  ete m,=inf f

A-t lefedjiik négyzetraccsal, minden A;-vel jelolt négyzetlapon T AnA
M.,=sup f
ANA

Als6 kozelitd dsszeg 5=, m,|A,|

Felsd kozelité 6sszeg  S=), M,|A||
Ha a négyzethalo finomitasaval s és S kozos I hatarértékhez tartanak, akkor f integralhatd A-n
& £ [ fx,y)dx dy=1




Def: Normaltartomany

/ =

T ae
a h
21(%) < &(x) A={(xy)ra<x<b, g (x)<sy=g,(x)|

A a \g(x)

b [g(x)
Tétel: Ilyenkor f f f(x,y) dx dy=f ( f f(x,y) dy) dx

hiy)  h2(y)

A={(xy):e<y=d, h,(y)<x<h,(y)]
d [h(y)
Tétel: Ilyenkor f f f(x,y)dx dy=f f(x,y)dx |dy
c \hy)
Spec:
d
C
a h
b [d d b
[ [ty axay=[ (f f(x,y)dy)dxzj (f f(x,y)dx)dy
[a,b] x [c,d] a \c c \a

1 1 1
PL: f fsin(x+y)dxdy=f(fsin(x+y)dy)dx=f[—cos(x-i-y)];de _
[0,1T olo 0
(x) \(y)

2-sin(1)—sin(2)

f (cos (x)—cos(1+x)) dx=[sin(x)—sin (1 +x)]i=0=sin(1)—sin(2)—(sin(0)—sin(l))



A az x tengely, azx=1¢ésazx =y

PL.: f f Sin—)ix)abca’y

A
altal hatarolt tartomany

_:[({ sin( dy)dx _:[ (sin( )=[—cos(x)],;=1—cos(1)

Integralasok sorrendjének felcserélése:

PL: }(”fxfxymy)dx f( I fxydx)d

B o
a T l
==
y
1 X 1 -1
1
11 i 1 [Vx ) 1 Z | Rl 1—;
PL.: _! .[y-e_rdx dy=_£ _!)'y-e_x dy dx={%-e_x dx=[—z-e_x]x=0= 2
v
(x) \(»)
y=x’
1+
¥
¥ x 1

1
PL:  [Elagv=m(2) 9
0

1 1 1 1
f x—1 dx=f fxydy =f fxydx =dey=[ln(y+l)]é=ln(2)
0 0] o0 0 0 +1




Tétel: Helyettesitéses integralas:
J[rxpyaxay = 2
A X

(,v)

S S

=y

)

{f(x)dx = _([(a)écﬂ(b)f((D(f))(o'(f)df egy véltozonal

B,AcR*> ¢@:B—A4 kélcsonosen egyértelmii, @€C" f(x,y) integralhaté A-n.

Akkor fj‘f(x’y)dXdJ’:fff(%(“,V),(/)z(u,v))'|deti|dudv . ahol

O(x, U Y ) )
J= M= (03 go} Jacobi-matrix
Ofu,v) p,u Qv

fff(x,y) M = fff((ol(u,v),¢2(u,v))-|deti|dudv

négyzetek x=¢ (u,v) 5 _ alapparalelogramma
m alapteriilete y=0,(u,v) m teriilete
dxdy=|det J|dudv

Biz: ¢ kicsiben lineéris, melynek matrixa J, ezért itt minden teriilet |det J|-szeresére
valtozik

P1.: Polarkoordinatas helyettesités

x=r-cos(p) _ Oxy)_ X, X, =[COS(§D) —r-sin(p)
y=r-sin(p) R sin(p) r-cos(p)

ll—~

det]= r-cos’(p)+r-sin’*(p)=r

Pl.: Korlap teriilete

R [2m R
|T|=J'Jldxdy f fdxdy— f f rdrd o= _f frd(p dr=f2n-rdr=[n-r2]§=2n-R2
T 0

x+y 4|R [O R] [027‘[] 0
(r) (o)
PL.:
2 [ 3 r-(cos(@)—sin (o) : 3
J. )g yvdxdy=_f J' (P2 rd(p dr= J.sm )+cos(@)], dr=
1<x+ y<4 X +y (l) _m r l
x=0 X 2

T2

s

2



n [ 2sin(p)
f f (x"+y )dxdy f f roordr\de
2+ (y—1)<1 0 0 _
(o) () B
gl
_ f4-sin4((p)d(p = f(1—c0s(2(p))2d(p=f(l—cos(2(p)+cos2(2(p))d(p _
0 sinz(a)=] cos(2a) O 0 m
2 2
= f ——2cos +l-cos(4(p))d(p=é~n+ sin(4(p)—sin(2(p) =0
0 2 2 0
2
11
("}
2 2
2 X
y=x y=7
Pl.: . . gorbék kozotti teriilet
J’ZE y:E
1 y2 3
—<u=2 <] 1| 2
2 x |T|=ffdxdy=f f|det.l|dv du
1 y 1 r 2|1
T=Xy===— ()| 3
3 x 2 (v)
l<1,l:y—2<] ' - -2
PL: 2 x Jza(x,J’)_[xu xv]_ v V
lsvslsl 6(1/{,\/) Yu Vo l _lz
3 x 2 v v
_u
r= e u u
v detJ———4+2— —
u v AR
y==
v
1 1
1 2 1 2 1 2 2
dv u 1 ;b_33-2"9
IT|= L v |du=| [ u-du = =[—] — == ==
"!w '!V4 '! '! V4 2 L 3'V3 % 8 3 8
2 \3 2 3



PL.:

Pl.:

Pl.:

Pl.:

2
T=(x,yy—33xs3;03yszwl—%§]

0
(r)

3

2\1— .
[Jrvaa=]| [ ale fl(fls-f-cosw—
T

=3 0 x=3r-cos(¢) 9

©\ o m2rsa(e) (¢)
0<r<l
0<p<mn
|det J|=6r

1 T
fl8-6-r4dr . fcosz(go)-sin((p)d(p
0 0

126, - [Leowin] =2

_18-6_

5

3
ol

1) f(x,y,Z)dxddef(jJfdydz)dxzff(!yfdz)dxdy

f(x,y,z2) dz)dy)d

n!—.b

b, [ b,
fdxdydz= (j

la,b\]xla,y, b))x[ay, bs] al

(xy+2z)dxdydz=

[0,1]x[1,2] x[2,3]

f(f[xy+5]dy

0 \1

© ) —

[
{70 )dx :
o fso[ 5]

2
—

)dx 5+= 3

y=1

Hf x> y-zdxdydz= ﬂ

x>0, y=0 ¥ +y’<1
0<z<Vl-x"—y° x20,y=0

sin((p)-6rd(p)dr =

]2 | b
f _f| |r3 —cos’(¢p)-sin a’go) r=fr4 I=r f cos’ (¢)-sin (¢)dp
0 0 0



Tétel: Helyettesitéses integralas
x=¢(u,v,w)
y=p,(u, v, w)
z=p5(u,v,w)
B,AcR>p:B— A kolcsondsen egyértelmii, peC' fintegralhato A-n.
Akkor

ﬂf f(x,y,z)dxdydz=fﬂ flo(u,v,w),0,(u,v,w),p,(u,v,w))|det]|dudvdw

X X X

d(x,y,z) oo . ‘
J:—: -ma
ahol ] (v, w) y'u y’v y'W Jacobi-matrix
Zu ZV Z]/V
Gyakori helyettesitések:
PL.: gdbmbi koordinatak
z (x¥:)
I
3
B /"”MBFP
)
X
0<r<ow _ x=rcsotsin (60)-cos(p)
0<p<2n x—=p cscl)lj((q))) y=r-sin(0)-sin(¢)
0<O<nm y=p 4 z=r-cos(6)

a)xX’+y' +z22=r
b) xy sik => 0 =n/2
x>0,y<0,z<0

C) £<go<0 o2
sin(6)-cos(p) —¢ésin(0)-sin(p) r-cos(0)-cos(p)
J=|sin(0)-sin(p) r-sin(@)-cos(p) r-cos(f)sin(p)
cos(0) 0 —r-sin(6)

det J=cos(6) (—r*-sin(0)-cos(0))(sin*(p)+cos*(p)) —r-sin (8)-r-sin’ (ﬁ)~(sin2(¢;)+cos2(¢l)

1 1

= —r*sin(0)
|det J|=7*sin ()

PlL.: Gombtérfogat

3

R [2n [x R [2n R
|V|=ﬂf dxdydz=f f f r*-sin (6) d6 | do dr=f (f 2r2d¢)dr= 4n-r2dr=4n-%
Vv 0 0 \0 0

0olo
(r) \ (@) \(0)



PL.: hengerkoordinatak:

T

\

r ¥
@

x=r-cos(p) cos(go) —r-sin(p) 0

y=r-sin(p) J=|sin(¢p) r-cos(p) O |det ]| =r
z=z 0 0 1

PL.:

45°

térfogata, hengerkoordinatakkal: r, z, ¢
r<z=>a45° miatt
r’+z*<R?

|V|-fﬂdxdydz— I rardpdz="[f (frd(p)drdz =

"<Z P+ R

© Sy
BN ——o N

r=p-cos(a)
4z’ <R r=0 z=p-sin (a)
0<p=<R
15a<3
R T 3
. B 1 \R
= 2 p2- 2do=2ml1—— |2
{ T p [sm(a)]%dp n( \/5) 3
PL.: Viviani-test térfogata
—\/1—)3—)/2
fﬂ dxdydz— ff f dz dxdy— ﬂ 2 1=x*— yidxdy _
x—f 2+y£1 V1=’ y (x—%)-*—yzslz

cos(p)

3
f 2 1—r2rdr dp= f% 1—|sin (¢ )|)d¢:§.
-3

Sy [

(1— sin*(p) )dp

—_——

0
(r)

(ST

Oh"\)m

sin(g)-(1—cos’(¢)) =

S

—71r2

2n-p-cos(a) pda |dp



2 4
= —_ +_.
3773

cos3<¢>]§=gn_i(1+1)=@_&
3 3

+
cos(g)+=— 37379

0

? 1 X+1 1

1 x 1
PL: [ [[favazax+| [ [ fdydzax=>
000 2

2 i
0 x* Vz—x
z

x4 yr’f:’}r= Mz x°

Nzx® 1 ¥
7> = x* +y* =>parabola iv
11 [X+)
f f _[ fdz\|dy|dx
0 0 0
(x) \(») \ (2)
- fﬂ (x> +y°+2")dxdydz
[r=3) -3 {3 <2

Improprius integralok

nemkorlatos halmazon
ﬂ e dx dy="?
R?
Def: AcIR® nem korlatos. Ha barmely R,—+© sorozata és barmely
(i > oo)

AN{x’+)y*<R’Jc 4, korlatos tartomanya {ff(x,y)dxdyﬂl

(minden R; és A; esetén ugyanazon I-vel), akkor az ﬂ Jdxdy improprius integral
A
konvergens, .[1.[ =1

Tétel: Majorans kritérium
Ha |f] < gaz A-nés ﬂ g dxdy konvergens, akkor ﬂ Jaxdy g konvergens és
A A

If71=]f £

Tétel: Minorans kritérium
HaO0<g<fazA-n, ” & divergens, akkor ﬂ I is divergens
A A



Tétel: Legyen £ > 0. Akkor fAf J=I < van olyan 4,4 Kkorlatos halmazsorozat, amely

AiCAi+I
UAd=4
i=1

a) bovito:
b) kitolti A-t:

c) ‘Eff_)[ , [ véges

R [+
Pl ﬂ y-e “dxdy= lim ﬂ y-e “dxdy= lim f fy-e_xdy dx —
S %wooiyxi}x BT
. tx _ —x “1 =P, 1
_ Rllr?w{— e “dx= [—— ‘e ) {5 O+E
e
2
R 2n
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Alkalmazasok
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Pl.: p(x,y) tomegstirliségli siklap tomege J;f pdxdy sulypontja }f ; ﬂ
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PL.: p(x,y,z) tomegstiriiségli test tomege ﬂf pdx dydz ,
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Pl.: AV test nyomatéka a z tengelyre J.J:f zdxdy dz

PL.: o félnyilasszogli gdbmbcikk nyomatéka a forgastengelyre
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Paraméteres integralok

B
=f f(x,t)dt
folytonos?
Derivalas?
Integralas?
1.Tétel: Ha f(x,y) folytonos [a,b]x[a,B]-n, akkor F (x)€Cla,b]
2.Tétel: Ha f(x,y), f'(x,t) folytonos [a,b] x [a, B]-n, akkor F differencialhato és
B

=[ f(x,0)dt

3. Tetel Ha f(x,t) 1ntegralhato [a,b] x [a, B]-n, akkor F(x) is integralhato és
fF )dx = fffxtdxdt
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PL: f (x)=f sin(#°x°)dt akarhanyszor differencialhaté és [ (k)(x)=f —
0
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f'(x)=f [2xt2-cos(12-x2)—4x2-t4- sin(tz-xz)]dt

PL: jwdtav(a) = F’(a)=jwcﬁ



