A szamitastudomany alapjai
1. p6tZH javitokulcs

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztatd jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam elGtt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan
az adott pontsziAm megszerzését: ennek feltétele az is, hogy a megoldashoz vezetsé gondolatmenet megfelelé
részének végiggondolasa is kideriiljon a dolgozatbdl.

Természetesen az alabb ismertetettektdl eltérs, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az atmutatébeli pontozas intelligens kdzelitésével meghatarozott részpontszamok jarnak.

1. Van egy 32 lapos, kartyacsomagunk, amiben a lapok sorban 1-t6l 32-ig vannak szdmozva. Az igy rendezett csomagot kozépen
szétvalasztjuk két, 16 lapos csomagra,majd tetszéleges sorrendben, egyenként elvessziik a lapokat a két csomag tetejércl.
Az elvett kartydkat (az elvétel sorrendjében) egymasra helyezve egy 32 lapos paklit képeziink. Hanyféle lehet az igy kapott
kartyacsomagban a lapok sorrendje?

A keverés utan létrejovs pakli annyiféle lehet, ahanyféle sorrendben el tudjuk venni a lapokat az egyes csomagok tetejérdl,

(1 pont)
azaz annyiféle, amennyi az olyan, 32 jelbdl allo sorrendek szama, amik pontosan 16 ,,bal” és 16 ,,jobb” elemet tartalmaznak.

(3 pont)
Ez utobbi szam pedig nem mas, mint 32 elem olyan ismétléses permuticidinak szama, amiben kétféle elem mindegyikébdl
16 — 16 van. (3 pont)
Az ilyen ismétléses permutaciok szama a tanultak szerint 112,'2 (2 pont)
ennyi tehat a feladat kérdésére is a valasz. (1 pont)

2. Tegyiik fel, hogy az F fanak 17 els6foku cstcsa van, és hogy F barmely csucsénak legfeljebb négy a fokszama. Legfeljebb
hany harmadfoku csucsa lehet F-nek?

Legyen F mésodfoku cstucsainak szama ns, a harmadfokiaké ng, a negyedfokiuaké pedig ny! (1 pont)
Ekkor F-nek 17 + ng 4+ n3 4+ ng cstcsa van, (1 pont)
éleinek szama ennél eggyel kevesebb, azaz 16 + ny + ns + ny. (3 pont)
fokszamainak Gsszege pedig a tanultak alapjan ennek kétszerese: 17 +2-ng + 3-ng +4 - ng = 2(16 + na + nz + n4).(3 pont)
Innen ng + 2 - ny = 15 adaodik, (1 pont)
tehat F-nek legfeljebb 15 harmadfokn csiicsa lehet, (1 pont)
és pontosan akkor van ennyi, ha F-nek egyaltalan nincs negyedfoku cstcsa. (1 pont)

3. Milyen hosszi 1t vezet a 31415926 Priifer kodn fanak a legnagyobb sorszamii csiicsabol a masodik legnagyobb sorszamn
csticsaba?
3011411519026 10 A Priifer kod hossza 8, ezért a keresett fa csiicsai 1-t6l 10-ig vannak szamozva, és a Priifer
71alslalalslolzle kodot kiegészithetjiik az utolsonak feljegyzett 10-es cstcesal. (1 pont)

Az 6ran ismertetett modszerrel sorra meghatarozzuk, melyik leveleket toroltiik, (4 pont)

@ K 2 o—0 ezzel megkapjuk a fa éleit a torlések sorrendjében. (2 pont)
a Az &bréan lathato a felrajzolt fa, (1 pont)

® ® O—@® amiben a 10-es cstcsabodl a 9-es csucsdba egy 3 hosszusagu ut vezet. (2 pont)

4. Hatarozzunk meg a lenti abran lathato graf iranyitatlan valtozataban egy minimalis salyu feszitfat és allapitsuk meg annak
sulyat. (Ttt az élekre irt szamok az adott él sulyat jelentik.)

Kruskal algoritmusa alapjan, az élekrgl névekvd silysorrendben, mohé médon eldontve, hogy

bevegyiik-e a fiba a kapunk meg egy minimalis sulyu feszitsfat. (3 pont)
Helyes abra egy jo farol: (5 pont)
A minimalis salyua feszit6fak barmelyikének salya tehéat 26. (2 pont)

. Legyen F és H a K7 teljes graf ket, kozos él nelkiili feszitfaja. Tegyiik fel, hogy G' a K7 graf olyan részgrafja, ami F'
minden élét tartalmazza, de H-bdl egyetlen egyet sem. Bizonyitsuk be, hogy G-nek pontosan akkor van Euler-korsétaja,
ha a G komplementergrafnak van Euler-korsétaja!

<

Mivel F' a G részgrafja, ezért G Osszefiiggd. (
Ezért, az oran tanult tétel szerint G-nek pontosan akkor van Euler-korsétaja, ha G-hen minden fokszam paros. (
Hasonloan, H a G részgrafia, ezért G is Osszefiiggd. (
Bszerint G-nek pontosan akkor van Euler-korsétaja, ha G-ben minden fokszam péros. (
Ha G egy v csticsanak fokszama k, akkor a G komplementergrafban v foka 16 — k lesz, (1 pont)
hisz a v-t6l kiilonb6z6 16 pont koziil pontosan azokkal lesz 6sszekdtve, amik nem szomszédai v-nek G-ben. (
Marpedig k pontosan akkor paros, ha 16 — k paros, (
ezért pontosan akkor lesz G minden csiicsanak paros a foka, ha ugyanez igaz G-re is, (
Innen pedig kozvetleniil adodik a feladat allitasa. (

6. Tegyiik fel, hogy a G grafnak van 6t olyan éle, amik torlése utan G mar nem lesz Gsszefiiggs. Bizonyitsuk be, hogy G-nek

nem létezhet harom olyan Hamilton kore, amelyek koziiliik semelyik kettének sincs kozos éle!

Legyen X C V(G) az egyik olyan komponens csticsainak halmaza, ami a feladatban emlitett 6t él elhagydsa utan keletkezik!

(3 pont)
Vilagos, hogy V(G) \ X # 0, és X és V(G) \ X kozott legfeljebb 6t él vezet G-ben. (2 pont)
Marpedig, ha volna G-ben harom éldiszjunkt Hamilton kor, akkor minden egyes ilyen Hamilton kor legalabb két olyan élt
tartalmazna, ami X és V(G) \ X kozott vezet. (3 pont)
Azt kaptuk, hogy ekkor Gsszesen legalabb hat élnek kell G-ben X-t elhagynia, (1 pont)
ami ellentmondés, és a feladat allitasdnak igazoldsa. (1 pont)

. Tegyiik fel, hogy a G Gsszefiiggd, sikbarajzolhato grafnak és G* dualisanak egyiitt Gsszesen 2006 csiicsa van. Hatarozzuk

meg G* éleinek szamat!

A G graf tartoményai és a G* graf csticsai kozott a tanultak szerint létezik egy kélesonosen egyértelmii megfeleltetés. (2 pont)
Eszerint ha G-nek t tartomanya és n csiicsa van, akkor n + ¢t = 2006. (1 pont)
Mivel a G sr graf Gsszefiiggd, (1 pont)
ezért igaz ra az Euler formula, (1 pont)
ahonnan 2006 = n + t = e 4 2 adodik, ahol e jeldli G élszamat. (2 pont)
Tnnen G éleinek szama e = 2004. (1 pont)
Tudjuk, hogy G*-nak ugyanannyi éle van, mint G-nek, (1 pont)
tehat a feladat kérdésére 2004 a vélasz. (1 pont)

. Hatérozzuk meg az abran lathato PERT feladat a végrehajtisahoz sziikséges minimalis ¢ id6t és azt az utolso ¢’ idépontot,
amikor még megkezdhetjiik a h tevékenység végrehajtasat ugy, hogy emellett még lehetséges legyen a a PERT feladat ¢
idében torténd végrehajtasal

A graf egy topologikus sorrendje szerint meghataroztuk a legkorabbi kezdési idéponto-
kat, amit a cstucsokba irt szamok jeldlnek, és az ezen idGpontokat meghatéarozo éleket
megvastagitottuk. (4 pont)
Eszerint a sziikséges minimalis id6 ¢ = 31. (2 pont)
A h feladat késedelmes végrehajtasa miatt csak a g és ¢ feladatok csuszhatnak.(1 pont)
Mivel mindkettd rajta van a kritikus uton, ezért ezeknek a feladatoknak nem szabad
késedelmet szenvedniiik, (1 pont)
vagyis ¢ +5 < 24 ill. ¢/ + 5 < 31 teljesiil, (1 pont)
ahonnan ¢ < 19 kdvetkezik. Ha a h tevékenységet T' = 19-ben elkezdve az emlitett fel-
adatok mindegyike befejezhetd ugy, hogy a PERT feladat végrehajtasiideje 31 legyen,
ezért t' = 19. (1 pont)




