Info, Analizis(2) 1. gyakorlat 2009. februar

Bevezet:

Néhany egyszert példa az alapfogalmak megértéséhez:

Mutassuk meg, hogy
y=e® /et2 dt + 3e”

0
megoldasa az alabbi differencidlegyenletnek!

/ L x+a?
y —y=2¢

Megoldas:
(Beszéljiink rola, hogy ez egy elsérendii differencidlegyenlet, mert ... Masrészt azt,
hogy a fiiggvény megoldasa a differencidlegyenletnek, mondjuk ugy is, hogy kielégiti a

differencidlegyenletet.)
A megadott fiiggvény derivalhatd, mert derivalhato fliggvények osszetétele. (Hivjuk fel
a figyelmet az integralfiiggvényre, emlékeztessiink az integralszamitas I1. alaptételére is,

az integrandusz folytonos!)
x xX / x

y’:(ex)’-/etht—i—ex- /et2dt +(3€x)/:ex'/et2dt+ex-ex2—i—3e“"”
0 0 0
Behelyettesitve a differencidlegyenlet bal oldalaba y-t és 3 -6t:

2 2
y/_y:ex,ea: :ea:+x

Tehat valoban a jobb oldalt kaptuk.

y// — e—3x + 2z

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet altaldnos megoldasat!
b) Adjuk meg azt a partikuldris megoldast, mely eleget tesz az
y(0) =1, y'(0) =2 kezdeti feltételeknek!

Megoldés:



1
a) A differencidlegyenletb6l: ¢/ = —3 e 3 + 2% + O
1 3
Ebbdl az altaldnos megoldds: y = — e 3% + il +Cix+Cy, C,CeR

9 3
b) y(0) =1 : a megoldasban z helyére 0-at, y helyére 1-et helyettesitve:
1 8
1= § + Cg — Cg = §
y'(0) =2 : az y -re kapott egyenletben elvégezve a helyettesitést (x =0, ¢y = 2)

1 7
2=—3+C = Ci=g

3
Igy a keresett partikularis megoldas:
| n 3 n 7 n 8
= — e —_ — T —
Y79 373779

A tovéabbiakban nem leszek ilyen részletes, csak szerettem volna jelezni, hogy milyen
részletességre gondolok.

Szétvalaszthaté valtozdju differenciidlegyenletek:

Foglaljuk o6ssze a lényeget a példamegoldas el6tt.

Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

/

y == e y#0

T
Y

Megoldas:

—3y2
dy _ e 2

-y xre
Yy _ 2z
— / 3 dy = /Ie dx
e
—_— | —

1 3,2 parcidlis integraléas
6 6y e dy



fgy a megoldas:

1
6633/ :ge%c_ZeQx_‘_C«’ CeR

Nem kell eréltetni az y-ra vald kifejezést. De, ha kifejezziik, akkor ne felejtsiik el a
+-t! Es beszéljiink réla, hogy adott y(z¢) = yo kezdeti érték probléma megoldasanal
természetesen csak az egyik elGjel szerepel majd, hiszen a megoldas egyértemii, mert
Yo >0, vagy yo < 0.

y = , r#0, y#0

a) Oldja meg a differencidlegyenletet!
b) Oldja meg az y(1) = 2, y(1) = 3, illetve az y(—1) = —3
kezdeti érték problémakat!

Megoldas:

a) y =2 megoldas. (Persze az = > 0, vagy = < 0 része!)
(J6 lenne felrajzolni azokat a sikrészeket, ahova es6 kezdeti érték probléma egyértelmiien

megoldhatd)
Ha y #2 :
1
/L dy = / — dx
y—2 T
—
42

Innen a megoldas:

y+2Inly—2 = In|z|+C
b) y(1)=2: y=2
y1)=3: -+ y+2In(y—2) =lnzx+3
y—-1)=-3: -+ y+2In(2—y) =In(—z)—-3+2Inbd
Hivjuk fel a figyelmet az abszolut érték jelek elhagyéasaral

Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

2
/ y*+4y+9
= , r#1, x# -5
Y (x—1)(x+5) 7 7




Megoldas:

1 1
/ wi2ris Y :/ G- D@ts

1 2
H V5 arctg& =

1
7 6(1n|x—1|—ln|x+5|)+0

A radium bomlasi sebessége ardnyos a pillanatnyi radiummennyiséggel.
Tudjuk, hogy a radium felezési ideje 1600 év.
A kiindulasi anyag mennyiségének hany szazaléka bomlik fel 100 év alatt?

Megoldas:

Jeloljik R(t)-vel a radium mennyiségét a ¢t id6pontban, k-val az ardnyossagi tényezot
(pozitivnak valasztjuk).

A kapott differencialegyenlet:

dR
==k
dt R

(A negativ el6jel mutatja, hogy a bomlds kovetkeztében a radium mennyisége csokken.)
A szétvalaszthaté valtozéju differencidlegyenlet megolddsa: -+ R = C e F?

Ha a t = 0 idépontban a kiinduldsi anyag mennyisége Ry, tehdt az R(0) = Ry kezdeti
érték probléméank van:

Ry=Ce*? — (C=R,

Tehat a keresett partikuldris megoldds: R = Ry e *t.

Mivel ismerjiik a felezési idot, meghatarozhaté a k aranyossagi tényezo:
1 In 2
LR, — Rye-k1600 g _ <

g 70 T 1600

Tehat a rddium mennyisége az id6 fliggvényében:

In2

R(t) = Ro e*Wt



fgy a 100 év mulva megmaradt mennyiség:

R(100) = Rge 16 = Rye 00188 —

In2
R(100)

Ry

= e 0043 = (958

Vagyis 95,8 %, tehat az eredeti mennyiség 4,2 %- a bomlott el.

Akinek marad ideje, vdlogasson az alabbi példakbol!

Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket!

1.

y = 3z —1)° (y* — 4y)

Megoldas:
y=0 és y =4 megoldas. Egyébként:

/m dy = /(31‘—1)5 dx

1 1 (3z—1)8
- (=1 Inly—4) = = > —~ L ¢
4( n|y| +Injy — 4[) 3 5 +

Keresse meg az y(0) = 2 , illetve az y(0) = 4 kezdeti feltételeket kielégitd
megoldésokat!

/ shy 2 6

=7 p(22%+1
Y= z (22° 4+ 1)
Megoldas:

y=0 megoldds. Ha y # 0:

/Ch—ydy:/x(QxQ—Fl)G dz

shy

222 + 1)7
ety

1
In|shy| = 2



3.1y = (ctgy) In(z —2), y(3) =m/3, illetve y(3) =m/2

Megoldés:
x>2, y#kmw
y=241kr megoldis. Egyébként:

2
/ Y dy = / In(z—2) dz
cosy
f/

= alaku parcialis integralas

—In|cosy]l =z ln(x—2) —z —2In(x—-2) + C

y(3)=m/3: ... C=3+1In2, igy
—In(cosy) =x In(x—2) —o —2In(z—2) + 3+1n2,
yE(O,g) és x> 2

y(3) =m7/2 : yzg x> 2 része
/ 2y2+3 4 2
4. [y = 2re™ y#0
Y
Megoldas:

/ 5 2y+3 dy :/ 2z e 4 dx
Y

f'1f e
1 4y 1 42
: / gy =g [ e
1 1
1 In (2 +3) = —1 e 4 ¢

Vagyis .
In(2y*+3) = e + C



5.1y = (y+3)? arcsinz lz] <1

Megoldés:
y=-3, |z <1 része megoldds. Ha y # —3:

1
/mdy:/l-amsinx dx

parc. int.
3)! 1 V1—2a?
M:xarcsinx—i———x—l—C
—1 2 1
2
2
3
6. |y = yQil 2x arctg 2x
)
Megoldas:
241
/ y2+ dy = / 2x arctg 2z dx
y*+3
altort parc. int.
2 arctg% 1 arctg 2x
Yy — gfg = 2% arctg2z — 3 (x—Tg> + C
V3
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1. Linearis elsorendu differencialegyenlet

Beszéljiik meg el6szor a megoldds menetét!

(Yia = yu + Yip, ym : szétvalaszthatd valtozéju,y,, : allandé varidldséval)

A homogén egyenlet megolddsanal nem alkalmazhaté a képlet, minden esetben végig
kell csindlni az alabbi két példaban mutatott médszerek valamelyikével.

Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

x dy x
N dr _22+4

dy 1 / 2z d
-7 - = €T
Yy 2 ) x2+4

1
= Inly| = 5 ln(x2+4)—|—01:> ly| = e’

y =0 megoldas

1 eln Va2+4

— gy =4 Va2 4 illetvey=0
Tehat a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
yHélt:C\/xz—i-Zl, CeR

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak keresése:

1
=c(z)Vaz+4, '=d(x) Va2 +4 + c(x) ———— 27
Yp = clx) Yp = () @) S 7=
Behelyettesitve (I)-be:
6
d(x) = 2—334 =  c¢(z) = 3/2x-(m2+4)_1/2 dz = 6Va?+4+ K
xre+

Mivel egyetlen y, megoldast kerestink, K = 0 valaszthato, igy
Yy =06 (2 +4).

Az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa:



yraw = CvVa2+4 + 6(z*+4)  (CeR)

Az y(0)=4 kezdetiérték probléma megoldasa:

4=02424 = C=-10 = y=-10vVa2+4+ 6(z*>+4)

a) Altaldnos megoldds?
b) y(1) =3 kezdeti feltételt kielégité megoldas?
c) y(—e) =3e? kezdeti feltételt kielégité megoldds?

Megoldés:

a)

Minden olyan tartomanyban, melyben x # 0 a differencidlegyenlet egyértelmiien
megoldhaté.
dy 2

9
H): _fy=0 — z
(H) V= -2V

Az eléadasbdl tudjuk, hogy ypsa = C - Y(x) alaki, ahol Y a homogén egyenlet
egy megoldasa, mely seholse nulla. Ezt kihasznalva a megoldas kevesebb munkéval
is megkaphato.

d 2

/—y:/—dx = Iny=2Ix, gy y=2> (Y =2%
Y x

Tehat a homogén egyenlet altalanos megoldasa:

yuar = Ca?, CeR

Kérdés: Y (z) = 2* vesz fel 0 értéket, mdrpedig a bizonyitdsban e~ alakira
jott ki (a jegyzetben Y (x) helyett ¢(z) jelolés van), tehdt nem lehetne 0. Hol
az ellentmondéas?

Vilasz:

Az elején beszéltiink réla, hogy az x > 0, vagy az = < 0 félsikon dolgozunk és
ekkor mar valéban teljesiil, hogy Y (z) # 0 a vizsgélt tartomanyban.

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak keresése:
y, = c(x) 2* | y, = ()2 + c(a) 2

Behelyettesitve (I)-be:

d(x) = é = c(x) =In|x|



yp=2" Inlz] = yp=Ca*+2* Injx
D

b) y(1) =3 kezdeti érték probléma megoldasa: 3 =C+1nl, tehat C = 3.
fgy a keresett megoldds: y =322+ 2% Inx
c) y(—e) = 3e? kezdeti érték probléma megolddsa: 3e*> = Ce? + e*- 1 , tehdt
C=2.
[gy a keresett megoldds: y = 222+ 22 In (—z)
(Itt mér ne szerepeljen abszolut érték a megolddsban!)

2. ij valtozo bevezetése

Mi mindig megadjuk, hogy milyen helyettesitést alkalmazzunk.

u= Y helyettesitéssel oldja meg az alabbi differencialegyenletet!
x

rzy =y (1l+Iny—Inx), x>0, y>0
Megoldas:
yx)=u(z) -z = y=u -z+u-1
Behelyettesitve a ¢/ = Yy (1 + In E) differencidlegyenletbe:
x x

vr +u=ull+lnu) = vz = ulnu (szeparabilis)
x>0, y>0 miatt u > 0.
u =1 egyensilyi helyzet , tehat y = x megoldas.

Ha w#1 :
1
/ du:/ldx
u-Inu T
~——

f!/f alaka

Innen a megoldas:

In|lnu| = Injz|+C; (C, €R) = |lnu| =" |z|=K|z| (K >0)
— lhu=+Kz = u=e"  lletve u=1
fgy frhatjuk a kovetkez6 alakban is:  u=e“*, C € R

A visszahelyettesitést elvégezve kapjuk a végeredményt:
y=xe", CeR



Oldja meg az aldbbi differencidlegyenleteket!
Sziikség esetén alkalmazza az u = x + y helyettesitést!

a) Yy =x+y

1
r+y

Megoldas:

a) Ez linedris elsérendi differencidlegyenlet. Adjuk fel HF-nak!
b) Ez csak helyettesitéssel oldhaté meg: (x4 y # 0)
ulz) =rx4+ylr) = y=u—z = y =u-1

Behelyettesitve:
, 1 ) 1 du u+1
v—l=- = u=14+- = — =
u u dx u
Ez szeparédlhato differencidlegyenlet.
u = —1 megoldas, tehat y = —1—x megoldja a differencialegyenletet.
Ha uw# —1 :
u
/ du:/d:v = u—Inju+l=z+C
u—+1
~——
utl—1 _ lfL
u+1 u+1

A visszahelyettesitést elvégezve kapjuk a végeredményt:
r+y—Inlr+y+1f=a+C,
azaz y—Injz+y+1=C, iletve y=—-1—z

u=1y* helyettesitéssel oldja meg az aldbbi differencidlegyenletet!

Inzx
xy’+y=?, y#0 , >0

Adja meg az y(1) = —1 kezdeti feltételnek eleget tevé megoldast!

Megoldas: o' =4y

Ezért atrendezziik a differencidlegyenletet: zy’y + yt = lnx
Behelyettesitiink:

1 ,

—zu +u=hr = v+ —-—u=-Inz

4 x x

Linearis elsorendii differencidlegyenletet kaptunk.



4 C
H: v+ -u=0 - wug=—; CeR
x x
c(x
(I): Uip =g d=42% Inx
Innen parcidlis integralassal kapjuk:
xt 1 C 1

C(l’):g}4 lnx—z — uip:hlw_z_l — uié:uH—Fuip:E_'_lnx_Z

(Ha kifogytunk az id6bél, akkor csak irjuk fel a linedris differencidlegyenlet megoldésat,
de azért beszéljiik meg, hogyan kell integralni a ¢ -re kapott fiiggvényt!)

Visszahelyettesitéssel az eredeti differencidlegyenlet altalanos megoldasa:
C
4

1
=—+4Inr—- CeR
Y pon nr 1 S

1 5

fgy a keresett partikularis megoldas:

= i‘/ > +Inx 1
S e 1
Adok még egy példat, de valdszintileg erre mar nem marad ido.

u(z) = y3(z) + 2% helyettesitéssel oldja meg az aldbbi kezdeti érték
problémat!
cosw 7r
3y = 20+ —————— 0) = ¢/ -
Megoldés: W =3’y +2r = 3y*y =4 -2

Elvégezve a behelyettesitést:
, CcoS T )
u —2x = —2x + — — sinu du = cosz dx

sin u
A megoldas:

—cosu=sinz+C = —cos(y®+2?) =sinx+C

—cos (y3 + 2?) = sinx — vagyis

1
\/5’
y = ([ arccos (— sinz + i) — x?

V2

5




Tovabbi feladatok a Segédletben talalhatok.

3. Néhany feladat alkalmazasokra

Tasnadi Tamds csinélt nekiink néhany alkalmazést, azt is elkiildom. (A honlapomra is
feltettem Oket.) Pl. az els példat (harmonikus rezgémozgds) majd a magasabbrendii
linearis differencialegyenleteknél csinalhatjak meg. A t6bbibol lehet esetleg valasztani
egyet-egyet, amikor beilleszthetd a gyakorlatba.
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Harmonikus rezgémozgas

Az idedlis rugé altal kifejtett F' er6 ardnyos, és ellentétes iranyd a rugd x megnyulasaval,
F(x) = —Dz. Hogyan mozog (egydimenziéban) az a test, amelyre egyetlen rugd hat?
Newton II. térvénye értelmében F(z) = mi. Beirva a rugéeré alakjét, a

—Dx(t) = mi(t)
masodrendii differencidlegyenlethez jutunk, melynek altalanos megoldasa
x(t) = Asin(wt) + B cos(wt),
ahol w = \/2 .
(Az egyenletet visszavezethetjiik elsérendiire, ha megszorozzuk i (t)-vel, és felhasznaljuk,

hogy 2i(t)z(t) = 4 (22(t)), valamint 2i(¢)a(t) = <4 (22(t)).)

Kondenzator kisulése

A C kapacitasu, Qg kezdeti toltéssel feltoltott kondenzatort az R ellenallason keresztiil
kisiitjiik. Hatdrozzuk meg a kondenzator Q(t) toltésének idofliggését, az aramkorben
folyé I(t) aramot, valamint a kondenzédtor kapcsain mérheté U(t) fesziiltséget az id6
fiiggvényében!

A sziikséges fizikai ismeretek: A kondenzator U(t) fesziiltsége, Q(t) toltése és C
kapacitdasa kézott minden pillanatban fennall, hogy C' = % Az ellenéllason folyé aram
és a sarkai kozt mérheto fesziiltség kapcsolata: R = % Végiil a kondenzator toltése és
az dram kozti kapcsolat: Q(t) = Qo + ff:to I(7)dr, azaz Q(t) = I(t).

Az dramkorben nincsen telep, tehét az ellenallason és a kondenzatoron eso fesziiltségek
6sszege minden pillanatban zérus, Ux(t) + Ug(t) = 0. Az U (t) fesziiltség a kondenzator
toltésével kifejezve: Up(t) = % Az dramkorben foly6 dram I(t) = Q(t), tehéit az
ellenalldson esé fesziiltség Up(t) = RI(t) = RQ(t). De e két fesziiltség Gsszege zérus,
tehat a

Q(t)

ol +RQ(t) =0, Q(0) = Qo

differencidlegyenletet kapjuk, aminek a kezdeti feltételt kielégité megoldasa:

Q(t) = Qo™ 7.



Radioaktiv bomlas

Radioaktiv bomlas soran az idoegység alatt elbomlott atomok szdma ardnyos a még el
nem bomlott atomok szamaval. Hatarozzuk meg, hogyan valtozik az id6 fiiggvényében
a még el nem bomlott atomok szdma, valamint a minta aktivitasa (idGegységre juté
bomlasok szdma)!

Legyen a még el nem bomlott atomok szama N(t). Roévid dt idé alatt elbomlott
atomok szdma aranyos (N(t)-vel és dt-vel, azaz N(t) — N(t + dt) = N(t)Adt, ahonnan
N(t) = —AN(t) differencidlegyenlethez jutunk. Ennek megolddsa: N(t) = Noe ™; a
minta aktivitdsdnak idéfiiggése pedig A(t) = —N(t) = Nore ™.

Oszlopra tekert kotél

A matrozok ugy tartjak a nagy hajokat a partnél, hogy a kikotokotelet elobb néhanyszor
a kikotéhoz betonozott fiiggoleges oszlopra csavarjak, és a felcsavart kotél masik végét
huzzak. Vajon miért teszik ezt? Mennyivel tudnak igy nagyobb erct kifejteni, mintha a
kotelet kozvetleniil hiznak?

Az oszlopra csavart kotél rafesziil az oszlopra, és az oszlop és a kotél kozt ébredd
surlédasi er6 segit megtartani a hajot.

Jelolje az oszlop sugardt R. Legyen ¢ az oszlopra csavart kotél pontjait jellemzo
sz0g (¢ = 0 a hajé felé es6 kotélpont, ¢ = ¢o pedig a matréz felé es6 kotélpont), és
legyen K (p) a kotelet a ¢ szoggel jellemzett pontban feszit6 eré. (Tehat K irdnya az
oszlop érintdjébe esik.) Szemeljiink ki egy ¢-nél elhelyezkedd, kis dy kotéldarabot. E
kis kotéldarabra a két végénél K(p), ill. K(varphi + dy ~ K(p) er6é hat. A két erd
iranya kozel ellentétes, a hatdsvonalaik szoge dp. Egyszerii geometriai megfontolashdl
adddik, hogy (dp < 1 esetében) a két erd ereddje kozel sugér irdnyd, és nagysdga
dN(p) =~ K(p)dp. Ekkora nyomderénél a tapadasi surlédasi eré maximuma dS(p) =
LodN (@) ~ poK (p)dp. A kiszemelt dyp szogii kotéldarab nyugalomban van, tehat a ra
hato érinté irdanyu erdk ereddje zérus, azaz K () = K(p+dp)+dS(p). Innen a kotélet
feszito erore, mint a felcsavarodasi szog fliggvényére a kovetkezo differencidlegyenletet

kapjuk:
d
%K(so) = —po K (); K(0) = Ko,

aminek a megoldasa:
K(p) = Kope "%,

Tehat ha a matréz ¢y szogben csavarja ra a kotelet az oszlopra, és a kotél és az osz-
lop kozott a tapadési surlodasi egytitthatd g, akkor a matroz e #o¥-szer kisebb ero
kifejtésével képes megtartani a hajot.

Esés nagy magassagbdl a vilagilirben

Tegyiik fol, hogy egy gonosz varazsléo megallitana a Holdat, és az kezdGsebesség nélkiil
szabadon esne a Fold felé. Hogyan véltozna a Fold—Hold tavolsag az ido fiiggvényében?



Legyen a Fold tomege M, a Hold témege m, kezdeti tavolsaguk hg, és tegyiik fol
—az egyszerliség kedvéért—, hogy a Fold nem mozdu el a Hold felé. (Ez a kozelités akkor
jogos, ha M > m.) A gravitdciés allandét jeldlje ~.

Amikor a Fold és a Hold tavolsaga r(t), akkor a Fold altal a Holdra kifejtett gra-
vitdcids vonzéers F(r) = y"fn—zM, igy a Hold mozgésegyenlete:

. mM
mi(t) = 3 o

(A negativ el6jel utal arra, hogy az er6é vonzd.) A kapott egyenlet mésodrendii diffe-
rencidlegyenlet az r(t) fliggvényre nézve, azonban egy tigyes triikkel elsérendiivé alakithatjuk.
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat r(t)-vel, és vegyiik észre, hogy 7(t)r7(t) =

%%(ﬁ(t)), valamint :2(8) = —%(%). Tehat

() = vM%(r%ﬂ),

N |
&
—~

ahonnan -
20t = = 4 C.
(%) ) +

A kapott egyenlet a Holdra felirt mechanikai energiamegmaradas torvényének atrendezett
alakja. Autoném, szeparalhaté differencidlegyenlet...

Lancgorbe

Milyen alaku egy két végpontjaban felfliggesztett lanc?

frjuk le a lanc alakjit az y(z) fuggvénnyel, mely a ldnc z vizszintes koordinataju
pontjanak magassagat adja meg. A lancban ébredé erd vizszintes, ill. fliggbleges kompo-
nensét jelolje K, (x), ill. K, (x). Vizsgaljuk a lancnak az z helyen levé kis dl hosszisagu,
dm = pdl tomegli darabjat! (p a ldnc hosszegységre vonatkoztatott ,,stirtisége”.) Ez a
kis lancdarab nyugalomban van, tehat a ré haté erék eredéje (vizszintes és fiiggéleges
irdnyban egyarént) zérus. Vizszintes irdnyban a lancra nem hat kiils6 erd, tehat K, (x) =
K,(x + dzx), igy a lancot feszité erd vizszintes komponense allandd, K,(z) = K,.
Fiiggbleges irdnyban a lancdarabra hat a (dm)g nehézségi erd, tehat K,(r + dx) —
K,(x) = gpdl. Ezen kivil tudjuk még, hogy a lanc meredeksége az x pontban y'(z),
tehat dl = /1 + y?(z)dx, valamint a lancban ébredd erd érinté iranyd, azaz K,(r) =
y'(z)K,. Ezeket felhaszndlva a

K.y"(x) = pg/ 1+ y?(x).

differencidlegyenletet kapjuk a lanc alakjéra, ami az y'(z) fiiggvényre nézve elsérendi,
autoném, szeparalhaté egyenlet. A megoldasa:

y/(z) = sh (pg + O), y(r) = %Ch @‘zx + C)-

Ezért hivjak sokszor a koszinusz-hiperbolikusz fiiggvényt ,,lancgorbének”.

3



Mozgas kozegellenallassal — nagy sebességnél

Légnemii vagy folyékony kézegben nagy sebességgel mozgd testre a sebesség négyzetével
aranyos kozegellenallasi er6 hat. Meg tudjuk mondani példéul, hogy leszallas utan
hogyan mozog a kifutépalyan az a repiilogép, amelyet csak a fékez6 ernyéje fékez. A
gép mozgasegyenlete:

mi(t) = —ki?(t),

ami 2(t)-re elsérend(i, autoném, szeparabilis differencidlegyenlet.
Példaul a Fold légkorében szabadon eso test mozgésegyenlete

mh(t) = kh?(t) — myg.

Mozgas kozegellenallassal — kis sebességnél

Talan egyszertibben megoldhato a feladat akkor, ha a kozegellenallasi erd a sebességgel
aranyos. Egy slri, viszkézus folyadékban lassan stillyed6 kis golyé mozgasegyenlete
példaul

mij(t) = mg — ay(t),

ami 2(t)-re elsérendi, linedris, inhomogén, allandé egyiitthatés egyenlet.



Info, Analizis(2) 3. gyakorlat 2008. febr.

1. Iranymezo, izoklinak

L)

a) Irja fel az
y = e’ — ¢
differencialegyenlet izoklindinak egyenletét! Rajzoljon fel kettot!
b) Van-e lokélis szélséértéke a Py (e, —1) ponton athaladé megolddsnak P,-ban?

Megoldas:

a) y = ’ey+2 —r = K‘ — y=In(z+ K)—2 az izoklindk egyenlete

PlL. K:=0:y=Ihz -2 K=-1:y=h(zx—1) — 2
(Vonalelemek vizszintesek) ( Vonalelemek hajldsszoge: —%)
1. abra 2. abra
b) y'(e) = e*? — x|, , =e—e =0 : lehet lokdlis szélséérték
y'=e2y —1; 9y'e) =e-0-1=-1<0 = lok max.

2. ()
v =W -4z +x -1

a) A sik mely pontjaiban parhuzamos az irdnymezé az y = —x egyenessel?
Vazoljuk ezeket a pontokat és jeloljiink be néhany vonalelemet!

b) Van-e lokalis széls6értéke vagy inflexiés pontja az xy =1, yo = 2 ponton adtmend
megoldédsnak a szébanforgd pontban? (Feltéve, hogy van ilyen megoldés.)




Megoldas:

a) y = —z meredeksége: — 1
Az izoklindk egyenlete: (VP—4)r+z—-1=K
Most K = —1 érdekel benntinket:
-4z +z-1=-1 = (HP—-44+1)x=0
Ennek megolddsa: y> =3, tehdty=+3, illetve 2 =0.

3. abra

b) y(1) =2
Y1) = —Datr -1,
V' =2y-y -+ (yP—4)-1+1
y'(1) =2y(1) y'(1) -1+ (y1)?-4)-1+1 =1

Tehat az adott pontban lokalis minimuma van a megoldasfiiggvénynek.
(Inflexiés pont nem lehet, mert y”(1) # 0.)

= 0, tehat lokalis széls6érték lehet itt.

3. (PL)

Az akarhényszor derivalhaté y = y(z), © € R megoldasa az

y =y} — a?

differencidlegyenletnek és dtmegy az (1,1) ponton.
a) Van-e ennek a megoldasnak lokélis szélséértéke az x =1 helyen?
b) Irja fel ennek a megoldésnak az xy = 1 pont koriili harmadfokd Tj(z)
Taylor polinomjat!

Megoldés:

'1)=1—-1 =0, tehat lokalis szélséérték lehet itt.



v' =3y —2r = Y'(1)=0-2=-2<0
Tehét az adott pontban lokalis maximuma van a megoldasfiiggvénynek.

(y(1) = 1 értékkel.)

b) Az o =1 bézisponti harmadrendi Taylor polinom:

y/(l) y//(l) y///<1)
T T(m—l)Q—i—T(x—l)?’
(Még nem tanultuk, majd hamarosan tanuljuk. Az évkozi zarthelyikben nem lesz
ilyen példa, de vizsgan lehet.)
Még ¢ (1) hidnyzik a behelyettesitéshez.

y"' =3Q2yy)y +3y°y" -2 = y"(1) = -8

Ts(x) = y(1) +

(x—1) +

Elvégezve a behelyettesitést, kapjuk a keresett Taylor polinomot:

2 , 8 5
T3(x) =1 — 5(3&—1) - 6(:1:—1)

2. n-edrendili homogén linearis allandé egyiitthatdjua
differencialegyenletek

Oldja meg az aldbbi homogén differencidlegyenleteket!

L (D)

y//l + Qy/l + yl — O

Megoldas:
NE2X+ A =AXA+1)2=0 = X\ =0, M\3=-1 (belsd rezonancia)
yH:Cl+C’ge’:”—|—03:Be*“, 01,02,03€R

5. (D

y/// _I_ 4y// + 13y/ — 0

Megoldas:
NAAN4+1BA=AN+4X2+13) =0 = M\ =0, \3=-2+73



yg = C1 + Cye 2 cos3z + Cse 2 sin 3z, C,, 0y, C3 €R

6. frjon fel egy olyan legalacsonyabbrendi valés konstans egytitthatés homogén
linedris differencialegyenletet, melynek megoldasai:

a) 7Tr, sinbzr
b) 3 QZ2 e2:c , eSa:

c) 6 + € sinx

Megoldés:

a) a karakterisztikus egyenlet:
A=022A—35) (A+355) = A2 (A\2+25) = M +25)2=0
A differencidlegyenlet:  y!V + 259" = 0

b) A—2*(A—3)=0---

) (A=0) (A=B+4)) A=B=1) =A((A=3)=j) (A=3)+j) = A (A=3)* + 1) =
=N -6\ +10A=0

Ha valakinek a fenti kevés lenne, csinaljon hasonlé példakat!



Info, Analizis(2) 4. gyakorlat 2008. marcius

1. Inhomogén linearis allandé egyiitthatéju diffe-
rencialegyenletek

1.’ y" — 5y + 6y = 2 sin2x ‘

Megoldas:

)\2—5)\+6:O - )\1:2,>\2:3

A homogén egyenlet altalanos megoldasa:
yy = C1 e + Cye™®
6| ¥ip:=Asin2x + B cos2x
=51 v, =2A cos2r — 2B sin2z

1-| yp,=—4Asin2x — 4B cos 2z

1
aol gl
26 26
2x 3z 1 : 5
Yia = Cr1e** + (Che +2—6 sin 2z + % cos 2w , Ci,Cy € R

2.] y" — 6y + 13y = 39

Megoldas:

NM—6A+13=0 = No=3=£j2

Mivel eB+2% = 3 (cos2z + j sin2z) , a homogén egyenlet dltaldnos megolddsa:

yy = C1 € cos2x 4+ Coe®® sin 2z

Yip = A, 13A=39 = A=3

Yig = C1 €3 cos2x + Cpe® sin2z + 3, Ci, Cy € R

1



5 (D

y' =5y +6y = 2xe”, y(x) =7

Megoldas:

)\2—5)\+6:0 — )\1:2, )\2:3 - yH:Cle2’”+C’ge3m

Yip = (Ax + B)e” alakban keressiik.

Csak a végeredményt irjuk fel, a befejezés legyen hazi feladat!

3 3\ .
Azl,B:§ - yip:(l‘+§>e
fgy a keresett altalanos megoldés:

3
yid:yH+yipzcleQm+Cge3x + (:E+—) e”

2
L D)

y'—y —2y = 3e*, y(0)=3, y'(0)=1,

Megoldés:

N-A—2=0 — )\1:2, Ay = —1 — yH:CHe%—i—C'Qe_”

—2-| yp:=Aze* (kiils§ rezonancia)

—1-| y,=Ae¥ +2Axe™

L-| yi =2Ae* +2Ae* +4Axe™

re* (—2A—2A+4A) + e** - (—A+4A) = 3e* =
= Y= xe*
[gy a keresett altaldnos megoldés:
Yia = Cr1e* + Che™ 4 xe*®
Mivel gy, =2C1e* — Cye™ + €2 + 2z e™
A keresett partikularis megoldas:
y(0)=3: 3=0C1+C
y'(0)=1: 1=2C—-Cy+1
= (C1=1, Cy=2

3A=3,

Vagyis a keresett partikularis megoldas: y=e**+2e% 4 xe¥

tehat A=1.



Mostantol kezdve ne oldjuk meg részletesen a differencidlegyenleteket! (Nincs ré idé.)
[rjuk fel a példat, frjuk fel a homogén &ltaldnos megoldésat! Beszéljiik meg a kisérletezd
fiiggvényt és csak a felvett konstansokra kapott értékeket irjuk fel, legyen hézi feladat a
meghatarozasuk!

5. (D

y® —8y" +16y" = 2z — 9, y(z) =7

Megoldas:

M—8N+16M2=X2\A-4)2=0 = MN2=0, M34=4 (belsd rezonancia)
— gy =C,+Cox+Cse*™ + Cyxe™

Yip = (Ax + B)2? = Ax®+ Ba? alakban keressiik. (Kiils§ rezonancia)

1 1 1 1
A:E’B:—Z — yip:(_m__>l.2

fgy a keresett altalanos megoldas:

1
Yia = Y + Yip = C1 + Cox + C3e*” + Cyw e + <—x——) 2

6. (D

y'+y = 2sinx cosz , y0)=1, y(0)=1, y(x) =7

Megoldés:
Nrl=0 = Ma==x] = yg=Cicosx+Cysinx
Mivel  f(z) = sin2x , ezért a probafiiggvény:

Yip = A sin2x + B cos2z

1 1
A:—g, B=0 = yip:—gsin%

fgy a keresett altalanos megoldas:

1
Yic = Yu + Yip = C1 cosz + Cy sinz — 3 sin 2z

2
Mivel yi, = —C)sinz+ Cy cosz — 3 cos 2x

A keresett partikularis megoldés:



2 )
y/(O):l 1:0+02_§ — 02:§

Vagyis: Yy =cosx + 3 sinx — 3 sin 2x

2. Numerikus sorok (hanyados kritérium, gyokkritérium)

El6adéson atismételtiik a milt félévben tanultakat (majorans, minorans kritériumot is).
Most a két 1j kritériumot gyakoroljuk (a limeszes alakot hasznaljuk, de mindkét alakot
beszéljék meg a gyakorlaton is).

8. Vizsgélja meg az alabbi sorokat konvergencia szempontjabdl!

e 9n—2

a)

n!

n=1

9n72
Megoldas:  a, =
n!
. 9(n+1)—2 | 9
lim 2 = fim ——— " = lim —0<1
n—oo Qy n—oo (n4+ 1) 9772 nooo n+1
= Z a, konvergens
n=0
[e’e) b
5571
b2 T
53n
Megoldas:  a, := —
n

Lehet hanyados kritérium , de jobb a gyokkritérium:

3
=5 >1

lim a, = lim = 5% lim 7
n— oo n—oo /nd n— oo ({z/ﬁ)

o0
— Z a, divergens

n=0

) Z (n+1)!

nn

3
—




A hanyados kritériumot alkalmazzuk:

I (n+2) n
= 1m _— =
n—oo n—oo (n+4 1)"*1 (n+1)! n—oo (n -+ 1)t

 on+2 [ n \" 1+2 1 1
= lim == lim 7 7 =—-<1

lim 2 = fim (n+2)! n”

— E a, konvergens
n=0

A kovetkez6 gyakorlaton még csindlunk néhany példat. De, ha maradna ido, akkor az
alabbi feladatokbdl még lehet csindlni.

Tovabbi feladatok

) > /on 43\ " 5 i nt 3n—|—
3 [ee]

2. Z (2+n2> 92n+1 6. Zl 5n+1
n=1 n=

* ! gl 2, 4" n+3
B Ly S

(2n)!

n=1

S
Il
—

3n >

@ S L G

NE

i
I



Info, Analizis(2) 5. gyakorlat 2009. marcius

1.

Numerikus sorok (folyt.)

Vizsgélja konvergencia szempontjabdl az alabbi sorokat!

L ()

00 n2—9 n? 00 n2 —o2\" 00 n2—9 n3
9 r =
nz: (n2+5> a2) nz: (n2+5> nz: <n2~|—5)
2_2 n?
Megoldas:  a, := (Zz +5) nleOO a, = e, mert ...

al) A sor divergens, mivel az dltaldnos tag nem tart nulldhoz, tehat a konver-
gencia sziikséges feltétele nem teljesiil.
o0

Z b, , aholb, = /a,. Mivel lim b, =1 (ezt meg kell beszélni,

n— oo

hogy rendérelvvel lathatd be, de nem kell megcsinalni), igy ez a sor is divergens.

a3) Z ¢, , ahole, =a,"”
A gyokkmtenum alkalmazasaval:

lim ¢/c, = lim a, =¢e 7 <1 = Z ¢, konvergens

n— o0 n— oo

n=0
on _|_3n+2 + (l)n
—~  (2n)! + 3n?
Megoldés: ¢, := ( ) < + + =11—— :=d,
(2n)! + 3n? (2n)! (2n)!

Z d, konvergens, mert --- (hdnyadoskritériummal)

n=0

Ezért a majorans kritérium miatt Z ¢, 1s konvergens.

n=0



2. Linearis rekurzio

@)

b) Adja meg az
megoldast!

a) Adja meg a linedris rekurziét kielégité Gsszes szamsorozatot!

c) Irja fel az 6sszes O(1) tipusi megoldést!

fn)=4f(n-1) = 3f(n-2)

f(0) =2, f(1) = 6 kezdeti feltételt kielégitd

Megoldas:
a) Tudjuk, hogy van f(n)

=q" (¢ #0) alakid megoldas:

" =4¢"" = 3¢"7, q#0 = ¢ =43
= ¢-4+3=(q-1D(¢-3)=0 = q=1, ¢2=3

Az altalanos megoldés:

f(n)201+023n, Cl,CQGR

b) f(0)=2 Ci + Cy=2
f(1)=6 Cl—|—302:6
Tehét f(n) = 2

c) f(n)=0(1) jelentése:
K |fin)] < K-1,

n > N (legfeljebb véges sok kivétellel)

Tehét f(n) - nek korlatosnak kell lennie, ehhez Cy =0 vilasztés kell.

3 (D

a) Adjameg az f(n+1)=

szédmsorozatot!

f(n) — f(n—1) linedris rekurziot kielégit6 dsszes

DO | Ot

b) Van-e f(n)=0O(1) tulajdonsidgu megoldds?

c) Adjameg az f(0)=1,

f(1) =5 kezdeti feltételt kielégité megolddst?

Megoldas:

a) f(n)=q" alaku megoldast keresiink. Helyettesitsiink be az egyenletbe!

5 5 1
ntl _ -~ n _ - n—1 2 7 1:0 =9 —
q 9 q q ﬁ q 9 q+ = @1 y 42 5
, 1\"
lgy az 6sszes megoldas:  f(n) = C12" + Oy (5) , Ci, CeR

2




b) f(n) = O(1) jelentése:  f(n) korldtos.
Ez C;, =0, (5 €R esetén teljestl.
n=20: Cl + CQ =1

1 = )
C) n=1: 201—}-502:1} — Cl 3’02

, 1\"
Igy a keresett megoldas:  f(n) =3-2" — 2. <§>

EDDIG VAN AZ 1. ZH ANYAGA!

3. Fiiggvénysorok (Weierstrass kritérium)

Csak két egyszerti példat csindlunk a tétel megértéséhez, mert késébb is sziikségiink lesz
a tétel alkalmazasara. A zh-kban nem adunk ilyen példat.

o

Egyenletesen konvergens-e a (—o00, 00) intervallumon az aldbbi fiiggvénysor?

= cos (nta? 4 1)
2) Z nd + 2
n=1

[e.o]

arctg (n® 23
b 3o meE )

n=1
Megoldés:
Y 4,2
cos(n*xz”+1 1
= <
i % konv. Weierst:rg 5 kr. i fn(x) egyenletesen konvergens (—oo, 00) -en.
S =
_ Jarctg (n® 2?)| z

’fn<x>’_ n\/ﬁ—|—5 n\/ﬁ

= Z o 1
Zn T §ZW konvergens

n=1 n=1

We1erst:r§ 55 kr. Z fn(z) egyenletesen konvergens (—oo, 00)-en.
n=1



4. Hatvanysorok
(konvergenciatartomany, konvergencia sugar)

5 6)

Allapitsa meg az aldbbi sor konvergenciatartoméanyét!

> g @

Megoldas:
—1)n
Jelenleg:  a, = (=1) , o =1
n 2"
. =D 1 11

r=3: Z % 2" = Z % konvergens (de nem abszolit konvergens)

x=—1: Z (71_12)n (=2)" = Z % (—1)*" = Z% divergens

KT (konvergenciatartomany): (—1, 3]

6 (D

- 2n+1
-1)" " R ="
> 1 g @7
Megoldas:
2 1
Jelenleg:  a, = (—1)" ntl , zo = —7 (ez most nem fontos)
(2n)!
, Api1 . (2n + 3) (2n)! . 2n+3 1
1 — =1 =1 =0
nieo | an | meee 2nt2)! (2nt1l) e 2n+1 (2n+2)2n+ 1)
= R=00
7. ()
i 42, R =?
n=1 (n + 6)n2+1

Megoldés:



(n+ 2)"

Jelenleg: ap = m s Ty = 0
lim ¢/ = i n+2\" 1 1
1m CLn == 1m — o o —
n — oo n — oo n—|—6 {‘/71—1—6 64
— R=ce,

(mert 1 < /n+6< /7 {/n ésrendérelv - - -)

s @D

00 1)n
Z (n + ) " R =7
vt n!

Ha nem fér be, legyen héazi feladat!

Megoldés:
1 n
Jelenleg: an:%, x9 =10
, il , (n+2)" ! n! _ n+2\"""
li ——| = lim = lim =
(1)
. 14— 2
= lim 7; - n e——e
n— o0 <1+_> 14 L e
n n
1
= R=-
e

Ha valakinek marad ideje, akkor foglalja 6ssze az 1. zh. anyagat!



Info, Analizis(2) gyakorlé példak 2009.

1. Iranymezo, izoklinak

A Feladatgytijteménybol:

1.4.3. b), ¢) (Feltéve, hogy minden kezdeti érték probléménak van megolddsa.)
1.4.4.

Tovabba:

y = 32% + 6y* — 18

a) frjafel az ro =3, Yo = 1 ponton athaladé megoldés adott pontbeli érintdegyenesének
egyenletét!

b) frja fel az differencidlegyenlet izoklindinak egyenletét!

c) Hol lehet lokalis széls6értéke a megoldasfiiggvényeknek?

y =" -y, y(zo) = yo
a) Jelolje ki azokat a pontokat, melyeken a megolddsgorbe
- lokalisan novekedden,
- lokalisan csokkenden
halad at.
b) ** Mely pontokban van lokélis szélséértéke a megolddsgorbéknek? Milyen jellegii?

@ Tudjuk, hogy az
y/ _ y2 _ 2y + 1'2
differencidlegyenletnek minden y(zg) = yo kezdeti értékhez létezik pontosan egy meg-
oldasa, amely akarhanyszor differencialhato.
a) Milyen lokalis tulajdonsiga van a Py(—1, 1) ponton dtmend megoldasgérbének
ebben a pontban?
b) Irja fel az izoklindk egyenletét! Rajzoljon fel néhényat!
Hol lehet lokalis szélséértéke a megoldéstiiggvényeknek?
c) Vannak-e olyan megoldédsok, amelyeknek az 2 = 0 helyen inflexiés pontjuk van?



2. n-edrendii homogén linearis allandé egyutthatdjia
differencialegyenletek

A Feladatgytijteménybol: 1.5.1. - 1.5.11.

3. Linearis rekurzio

Adja meg a linedris rekurziot kielégité Osszes szamsorozatot!
Irja fel az Gsszes O(1), O(n), illetve O(3™), tipusu megoldést!

B )= fn-1) ~ fn—2)
b)  fn)=5(n—1) — 4f(n—2)
) ) =5fn—1) = 6f(n 2

frja fel a rekurzio adott kezdo6 értékhez tartozo megoldéasat!
D S =5 fe-1) - fn-2),  f0)=3 f0)=%
b)  fn)=—fi-1) +12f(-2),  f0)=3, [(1)=2
) ) =-3f(n-1)+10f(n-2),  fO)=3, [1)=6
Q) f)=5fm-1)+6fn-2),  fO)=0, f1)=1



Info, Analizis(2) 6. gyakorlat

1. Hatvanysorok (folytatas)

1. (P1)

Allapitsa meg az aldbbi sor konvergenciatartomanyat!
i (2z+4)"
2 2n
~ n 3
Megoldas:
Z n2 3n (x+2)", To = —2.
n=1
— 2" 2 1 3

n2
1

n2

o

T o~ (=D

T=-3z: E (=1 . konvergens
R 1.

T=—5

konvergens

: ) 7 1
Konvergenciatartomany: ——, ==

27 2
2. (PL)

— N sn _ L 3 2 g _
Megoldas:
{ 0, ha n nem oszthaté 3-mal
a, = { n/3 )
73 7 ha n oszthaté 3-mal

0, ha n nem oszthaté 3-mal

Ezért  {/|an| =4 n/3  n
Vo =
1
= Torlédasi pontok: t; =0, t, = —

V2

ha n oszthato 3-mal

=yl e

= lim {/|a,| =

- -
[\

2008. marec.



Egy iigyesebb megoldds: wu = 2® helyettesitéssel egy egyszeriibb feladatra vezetjiik

vissza.

D o n

E b, u" = E — "
2n

n=1 n=1

11
lim {/[b,] = lim nﬁzéz— — Ry=2

Tehat ul <2 = [2P<2 = |z2|]<V2 = R=V2

Allapl’tsa meg az aldbbi sor konvergenciatartomanyat!

= 1
S ey

n=1

Ez legyen hazi feladat!!!

Megoldas:
- 1
u:= (x —2)? helyettesitéssel a sor alakja: Z nt u”
n=1 9”
. Ant1 . (n+2) 9" 1
l — 1 = i = :> R — 9
nl—>moo A, n1—>moo gn+1 (n + 1) 9 !

A végpontokat itt is lehet vizsgalni, de az eredeti sorban is vizsgalhatjuk majd. Most
az utébbi modon jarunk el.

Tehat
lul<9 = |(z—-2)}<9 = |r—-2|<3 = R=3 (-1<z<5b)
A végpontokban:

Z (n+ 1) divergens, hiszen nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele.
n=1

Konvergenciatartomany: (-1, 5)

2. Hatvanysorok osszegfiuggvénye

1. (PL)

[rja fel az alabbi sor osszegfiiggvényét!

x
Z n+1

n=1




Megoldas:

flo)=Y" n‘:l, F0)=0.Ha 2#£0 :

> " 0 rntl
fil@) ::x'f(x):x'; n+ 1 ’:; n+ 1
d 0 ot
(z) = T Z more R € (=R, R) esetén szabad tagonként derivalni:

R =1, és az eredeti sornak is ugyanennyi, mert tagonkénti derivalasnal nem valtozik.

T

L R e e

= —(r+In(l—-2))j =2 —In(l - )

—z —In(1—x) In(1 — )

fa) = 7 r
0, haxz =0

(Hf.: Tudjuk, hogy f folytonos |z| < 1-ben.
Ellendrizziik le, hogy igaz-e: lim0 = f(0)(=0)7?)

5. (@D

ha |z| <1, 2 # 0

|
|
—
|

frja fel az alabbi sor Gsszegfiiggvényét!

. n+2 n
ZnJrlx

n=1

Megoldés:

R =1, mert
(Vagy itt mutatjuk meg, vagy az el6zé gondolatmenettel késébb indokoljuk.)

—~n+2 . =+ +1
g<x>'_; 1" = a+l B
[e.e] [e.e] 77/ T
n - — ... (L. elézb példal
Za: +Zn+1 1_x+f(x) (L. el6z6 példal)

n=1 n=1



5. (1)

frja fel az alabbi sor Gsszegfiiggvényét!

Z(n—i—B) "

n=1

Megoldas:
R =1, mert

f@) =3 (n43) ", file)i=a® fl2) = 3 (n+3) 2" =

d [ Y\’
S8 e ()
0

Stb.

(Csak beszéljiikk meg a lényeget, mert nem jut id6 a részletes kidolgozasra.)

3. Taylor polinom

7. a) Definidlja az n-edrendd Taylor polinomot!

b) Irja fel a definici6 segitségével az
f(z) =23 — 3 + cos3z
figgvény xy = 0 pontbeli negyedrendii Taylor polinomjat és a
Lagrange-féle hibatagot!

c) Legfeljebb mekkora hibat kovetiink el, ha f(0,1) értékét T,(0,1)
értékével kzelitjiik?

Megoldés:

a) az f fiiggvény xg bazisponti n-edrendii Taylor polinomja:
f" (o)
2!

Ha f legaldbb (n + 1)-szer differencidlhaté [zg,z)-ben (ill. (z,x¢]-ban), akkor
3¢ € (xg,x) (. € € (x,20)), hogy

f(n)(xﬂ)

(x—x0)* + -+ + .

To(z) = f(xo) + f'(z0)(x — 20) +

(x — xo)"

(n+1)
Ru(e) = fa) = Tota) = £ (@ = e



b) f(x)=2* — 3 + cos 3z f(;)):—2

f'(z) = 3z* — 3sin3z 1(0)=0
f”(:c) = 6z — 9cos3x f7(0) = -9
f"(x) =6 + 27sin 3z f"(0) =6
1V (z) = 81cos3x 1V (0) =81
fv(x) —243 sin 3x
-9 6 81
To(z) = -2 + —> O
() + 5 w4+ = a0 3+ s
v —243 si
o8 s L 233 s 0,0
5! 5!
|sinz| < |z| miatt |sin3¢| <3-0,1, ezért
H| - 243|5811113§‘ 0.15 < 243.53‘.0,1 0.1°

4. Taylor sorok

Félo, hogy eloadason még nem keriil el6 a Taylor sor. Ezért kérjik, hogy a Taylor
sort definidljak (elég nulla bézispontra) és magyarazzak el a 27. oldal tetején levo
megjegyzést.

s (D

Adja meg az alabbi fiiggvények zy = 0 bazispontu Taylor sorfejtését
és annak konvergenciatartomanyat!

1 x+2 31.4
= -_—— f— h —
/(@) T+ 7’ 9(x) x4+7 () 47
Megoldas:
1 1 1 X T\ 2 T\ 3 T\ 4
A (B G-
W=7 "= 7( 7)) 7)) 7
7
. 1 > T ni ©° (_l)n
7 Z (_?) _Z 7+l L
n=0 n=0
Geometriai sor: a = 1 __*
Konvergenciatartomany:  |q| = ——‘ = <1 = |#|<7, Ryj=T1

~ |

r+7—5 5}
e —1-5 fla)=1-5
9(@) = — = T+ 7 fla Z 7n+1 o



h(x)

Konvergenciatartomany:

3zt B
r+7

3zt f(x) =

Konvergenciatartomany:




Info, Analizis(2) 7. gyakorlat 2009. marc.

L@

frja fel az f figgvény xy bazisponti Taylor sorat és adja meg a sor
konvergenciatartomanyat!

1
f(m):x+2 a) xo=2 b) o= -5
Megoldas:
1’0:22
Fa) = 11 1 a
T +2 (a:—2)+4_41_—(a:—2) 1—gq
4

Konvergenciatartomany:

—2 -2
lq| = _x4 ':|x4 |<1 = |r—2|<4, (-2<2<6, R =4
ZEO——5

1 1 1 1
&) = S =G =3 3 | _ath

Konvergenciatartomany:

r+5  |z+5

3 3 <1l = |z+5/<3, (8<zx<-2, Ry=23)

lq] =




Megoldas:

a) Irja fel az
1
filz) = r+3

fiiggvény x9 = 0 béazispontu Taylor sorfejtését!

Ry =7

b) fi sorfejtésére tamaszkodva irja fel az aldbbi fliggvények xy =0 bazisponti

sorfejtését!
fo(z) =In(x +3) , Ry =7
1
p— :?
f3(l‘) (ZL' + 3)3 ) R3 .

1 1 1 1 T\ 2 T\3 T\ 4
e ()
W) [ =573 R ( 373 3 3
3
1 ( w)” i =D" .
= - —=) = T
3 n=0 3 n=0 3+1
. , x| _ |z
Konvergenciatartomany:  |q| = —g‘:?<1 = |z|<3, R =3
0 =n@=3 C
n=0

[0, z] C (—=3,3), szabad tagonként integralni:
y (_1>n tn+1

T

— =D" [ . -
f2($)=ln3+z i1 t dt:1n3+zwn—+10_
n=0 0 n=0
o0 (_1)n pntl
=1
n3 + HZ:O Py a—
e 1)t gn
— pw=ms+y ST B Ry
n=1

(Tagonkénti integralasndl nem valtozik a konvergenciasugér.)



. B 1 " B _1 l_ 2 B 1 ,
1(z) = (a;+3) - ((m+3)2> " (2 +3)? = flo) = §f1(x>
Tehat ,

1 [ (=) I &< (-)"nn-1) ,_,
) = 4 (Z =) x) 1Y SRR

Ry =Ry

3. (PL)

Tudjuk, hogy

(Tagonkénti derivalasnél nem valtozik a konvergenciasugar.)

Jf2 .’L’S .ZA
In (1 =r — — — - — R=1
n(l+z)==x 5 + 3 1 + ,

f(z) = In (1 + %2>

fiiggvény xg = 0 bazispontu Taylor sorat és adja meg annak konvergencia sugarat!
b) Az a)-beli sorfejtést felhasznédlva adja meg az

1 22
In({l1+—)d
() e

integral értékét az f fiiggvény negyedfokd Taylor polinomjénak felhasznalasaval
és becsiilje meg a hibat!

a) Irja fel az

Megoldés:

a) In(1+u) :Z D™

2
u = 3 helyettesitéssel:

o =3 B (5) =3

n=1

_1\n+1

( 1) 2n
n-o"

n=1 3

2

Konvergenciasugér:

o<1 = 2| <V3 = R;=+3
b) [0, 1] € (=v3, V/3) , szabad tagonként integralni:
/ x? / x? xt x5
In(l+—| dz = S —a | de =
/n(+3) v / 5 2.3 3.3 v

Tu(z)



1

- 3 0 N 77 . B 1 1 ) 1 . N
3.3 2.32.5  3.33.7 L, 33 235 387 ~
1 1 1 o

%3.3_2.32.520’1’ |H|<3_33_7(Lelbn1zsor)

x

frjuk fel a tablara e
tomanyat!

, sinxz, cosx, chx, shx

Taylor sorat és konvergenciatar-

L D)

[rja fel az aldbbi fiiggvények
tomanyat!

pontbeli Taylor sorat és annak konvergenciatar-

a) fi(x) = sin3a2? 29 =0 c) fs(x) =sh2zt, 29 =0
b) folx) =e?® 2o =0, ill. zg =3 d) fi(x) =e 2% chbz, o =0
Megoldés:
US u5 33 35

a) fl(x):u—a—l—g—---u:312—3x2—§x6+§x10 , z€R

) 2 B U
b)e:1+u+§+§+z—l—---, u € R

o =0 :u =4z helyettesitéssel:

2 43 44
fol)=e*" = 1+da+ -2+ 28+ a2t +..- reR

2!
Tog=3 :

3! 4

folz) = ¢t (@=3)+12 _ 12 g4(z-3) —

42

:eu<1+4@—3y+—mx—$2+—{m—3f+—4x—3f+-~),xeR

2!

3 u5

c) f3(x) =sh2at = T

23
= 2x4+—x12+—'x20+-",

3!

u
Ut ot

u?

7!
25

u=2x%

: rzeR




S5 -5z
d) fi(x) =e72% chbr = e72° e te

1
2 2
5 (F1)

(e3:v + e—71’) — ...

f(x) =5a% 37" o =0
frja fel a fiiggvény Taylor sorat! Konvergenciatartomany?
fA00(0) =? (A sorfejtéshdl adjon véalaszt!)

Megoldés:

A kovetkezo példa legyen hazi feladat! De a kovetkezd héten nem artana az eredményt
felirni a tablara, hogy ellendrizhessék a hallgatok.

6 (D

Hatarozza meg a kovetkezd szamsorok pontos Osszegét!

2\ 4k . L (—1)k .
a);og(:e) c)kzﬂﬁ(:sml)
D3GR Y g - )

B
Il
o
=
Il

1

Megoldés:



Tovabbi példa, ha valakinek maradna ideje, de nem kell eréltetni!
(Esetleg csak megbeszélni a megoldast.)

. @D

Tudjuk, hogy

3 5 7

woout w > u
bl = U — . — _1)"
arctgu = u 3+5 7+ nz%( ) 1

2n+1

a) Irja fel az
2

f(x) = 2% arctg %

figgvény zo = 0 pontra tamaszkoddé Taylor sorat! R =?

b) fEO0) =7, fEY(0) =7 (A sorfejtésbél adjon valaszt!)

1

0
Taylor polinomjaval kozelitve!

ul <1

¢) Adjon becslést az / f(z) dx integrél értékére az integranduszt kilencedfoku

Megoldés:

e () & (=1)" 4
to — — i — n+2
a) arctg = ) o0y (2) Z(2n+1) o2+t

Konvergenciatartoméany: <1 = |z| < V2

= —1)" An+2 = —1)" An+5
f(x):x3 ( ) x-q-:Z(Qn( ) x+:

— (2714— 1) 22n+1 — + 1) 22n+1

S 0 13 L7

_ _ R=12

2 3-23+5-25 7-27+ V2

To(x)
™) (0
b) a, = / n'( ) miatt fM™(0) =n!-a,
fRO(0) = 20! -ag = 0, mert ag =0 (2%° -0s tag nincs a sorban)

21)(()) — _ (-1
f@Y0) = 21! - ag = 21! 558




(a1 @ x* egylitthatdja, ezért dn +5=21 = n=4)

c¢) Mivel [0, 1] C (—v/2, V/2) , ezért szabad tagonként integralni:
1

- An+4-2 - - (_1)n An+-2 o
/f dx o / Z 22n+1 " dr = Z (2n~|—1) 22n+1 /$ P dr =
0

0o "= n= 0
00 ) pAnt6 1 28 210 213 1
:; 2n+1) 22n+1 4n—i—60 2-6_3-23-10+5-25-13_ 0:
1 1 1 1 1 1
— — B 7 H < ——
2.6 3-23-1O+5-25-13 12 240’ | | 5.25.13

(Leibniz sort kaptunk.)

Nem muszaj a szummas alakokat felirni, elegend6 csak kiirni az elejérol annyi tagot,
amennyi sziikkséges a megoldashoz.
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L@

Szemléltessiik, hogy /¥ = cosp + j sinp

Megoldés:
: — (jo)" R N A i
jp _ R —
¢ _2_% A T T T TEL
B 2 4 3 5
@ @ . ' @ ..

Ez a példa legyen hazi feladat, csak beszéljiik meg, hogy mit kell csinalni!

1. Példak binomialis sorfejtésre

2. (PL)

frja fel az
1

/32 — 222’

béazisponti Taylor sorat és a sor konvergenciasugarat!

113'0:0

fz) =

ag =7 (Elemi miveletekkel adja meg!)
fE90) =7, f(0) =7

Megoldas:

Tudjuk, hogy (1 +u)* = 3 (O‘) w*,  R=1. Ezt hasmaéljuk fel:

o s (E) SR () -
i 1

_ 1
k=0 2
72
Konvergenciasugar: ‘—E <1l = |z <4, R—4
1 6 11 16

w0 )5 U5 U5) o

o0 () (0
flx) =3 aa” és a, = f ,( ) miatt  f™(0) =n!-a,

n=0 n!



1 1 (_1)13
(26) = 26! . = 26!.= 5
J0) = 261 -ax = 26!- 5 <13> 1613
(age : % egyiitthatdja, ezért 2k =26 =— k=13)

f®)(0) = 25! -ag5 = 0, mert ags =0

25

(z*° -es tag nincs a sorban, tehét 0 egyiitthatéja van.)

3. (PL)

frja fel az
213

T) = ——/—/—,
9() V32 — 22
béazisponti Taylor sorat és a sor konvergenciasugarat!
g192)(0) =7, g193)(0) =?

.To:()

Megoldas:
Beszéljiik meg a megoldas 1épéseit, de adjuk fel a kidolgozast hézi feladatnak!

Mivel g(z) =223 f(z), felhaszndlhatjuk az elézé példa eredményét:

1 00 _1 _1k o0 _1 _1k
glw) = 2% 5 Z(k5)(16’3 P> (k5)(16k) T, R =4

k=0 ) k=0
o n O
g(r) = > apa"™ & a, = g f ) miatt g™ (0) =n!-a,
n=0 n:
g1 (0) = 102! ajpo = 0, mert aye =0 (2192 —es tag nincs a sorban)
g199)(0) = 103! ajo3 = 103! - e L
50 ) 160

(ais : 21 egylitthatdja, ezért 2k +3 =103 = k= 50)

D

1/2
— dx =7
V1424

0

Az integranduszt nyolcadfoku Taylor polinomjaval kozelitse és
becsiilje meg a hibat!

Megoldas:

(u.a.)

_ > [—1/2 1 3 5
(1+a%) 1/222( /)x4k:1——x4+—$8——x12+—--- R=1

k 2 8 16
k=0 S -~ .
Tg(x)




- 1 3 5 1/2
1 4\—1/2 PR I SN S N s .
/(H) TP TR 0 Tt T,
0
1 1 3 5 o
¥ 575 5.5 T3.9.99° ‘H‘<—16-13-213 (Leibniz sor)

Tobbvaltozos fiiggvények

Abrézoldssal csak el8addson foglalkozunk. Az alabbi feliiletekrdl beszéliink:

ar +by+cz=d

r=22+y?; z=-a2>—9y*; z=6+22+y?;, 2=06—2%—9?
2 2 2

2 +y*+ 22 = R?; z:\/m; S +t5+t5=1
a b2 2

z=xy; z=1y>—1?

2. Hatarértékszamitas

5. (PL)

2
lim My (=) =7
(z,y)—(0,0) 2 cosy?

Megoldas:

(02 -
sin (z° y) — lm sin(z%y) y _ 1.
(z,y)—(0,0) X2 cosy? (z,5)—(0,0) x2y cos 12

6. (D

=0

0
1

Hol folytonos az alabbi fiiggvény?

3[172y2

fog) - | BT M7 00

0 , ha(z,y)=(0,0)

Megoldas:



Ha (x,y) # (0,0) , akkor a fiiggvény folytonos, mert folytonos fliggvények Osszetétele.

Vizsgalandé a ( l)irr%o ) f(z,y) hatarérték! Az y = mz egyenesek mentén:
m7y - K
: . 3m?z? 3m? . .
py Lome) = 0 et et~ T 88

—  # a hatdrérték. fgy a fiiggvény az origéban nem folytonos.

. @

3z’

lim ——7  —9
(@y)— (0,0) 222 + 242

Megoldas:

Ty = O0p COSPp,  Yn = O0p SINQ,, @, tetsz., 0, — 0  egy tetszbleges (0,0)-hoz tartd
pontsorozat. E mentén vizsgaljuk f(x,,y,) konvergencidjat:

304 cos @, sin® ¢,

3
lim 5 = lim 92n Z cos, sin®p, =0
on — 0 205 0n—0 | 2 9 .
©n tetsz. pn tetsz. korldtos

Tehat a keresett hatarérték 0.

s (@D

322 + 5y?

lim % 9
(@y)—(0,0) 222 + y?

Megoldés:
Koordindtankénti (mésszéval iterdlt) limeszekkel dolgozunk:

3z% + 5y? _ 3_$2 3

iy Ty = s = o =5
3% + 5y? 5y 3
limlim—x+y:' _y:57é_
y—0 x—0 21‘2—{-y2 y—0 y2 2

Tehat a keresett hatarérték nem létezik.

3. Parcialis derivaltak

9. (PL)

f(z,y) =2 — 3xy® + 22 — 5y + In?2

a) folz,y) =75 filz,y) ="
b) Szamitsa ki a masodrendii parcialis derivaltfiiggvényeket!

o) Af = fl+ [ =7

&4 vy




Megoldas:

b) f1, = 6a
:Qly - é/x - _6y
fy = s

c) Af =6z —6x =0

Az ilyen tulajdonsagu fliggvényt harmonikus fliggvénynek nevezziik.

10. (PL)

flay) =5z — 1) + 492

frja fel az elsérendii parcidlis derivaltfiiggvényeket!
(Az (1,0) pontban a definiciéval dolgozzon!)

Megoldés:
Ha (z,y) # (1,0) :
/.T, = 20 x_13
(7,9) NACEETT: (& 1)
_ - 2
f2(1,0) = lim fA+h, 0 =f1,0 _ o VERZ0 L VER
h—0 h P N lim,
Ha (x,y) # (1,0) : 1
"(z,y) = q
fy(@,y) 2/5(x — 1) +4y2
O fL04+E) = f(1,0) . VAR —0 . 2|k
! o B ViRZ—0 2
PRI, k = Jim, = = Jm =

Ha (z,y) # (1,0), akkor az f fliggvény totélisan derivalhat6, mert a parcidlisok
léteznek és folytonosak. Ha (x,y) = (1,0), akkor az f fiiggvény nem derivélhatd,
mert f;(1,0) nem létezik, tehat nem teljesiil a totdlis derivalhatésdg egyik sziikséges
feltétele.

Ha valakinek maradna ideje (777), akkor csindljon hasonlé példékat, vagy megcsinalhatja
a hazi feladatokat is!



Info, Analizis(2) 9. gyakorlat ( 2009. apr. )

Ez a II. zarthelyi el6tti utolsé gyakorlat (kivéve a keddieket), tehat lehet kihagyni a
hasonlé példakbol, de be kell fejezni az anyagot, mert ez benne van a II. zh anyagéban.
A keddiek se csuisszanak ki lehetéleg az anyagbol, mert a tovabbi gyakorlatok is zstfoltak.

L@

flzy) =2z —y)* + 42® — 8y’

a) folr,y) =75 fi(z,y) =7

b) Hol derivélhaté (totdlisan) a fiiggvény? (Indokoljon!)
gradf(1,2) =7

¢) Szamitsa ki a masodrendii parcidlis derivaltfiiggvényeket!
Ez most nem kell, ha az el6z6 gyakorlaton méar szamoltunk
masodrendii parcidlis derivaltakat.

Megoldas:

a) fi(z,

b) Mivel a parcidlisok mindeniitt folytonosak, a fliggvény mindeniitt totdlisan de-

y) =422 —y)* 2+ 1222, fy(xy) = 420 —y)* - (=1) — 16y

rivalhaté (1étezik mindeniitt a gradiens).

gradf(1,2) = f1(1,2)i + f)(1,2)j = 12 — 32j

c) ff =832z —y)* -2 + 2422

rx

"
Yy
"

vy

= fp = 8820y (1)
= 4302z —y)?-(-1) — 16

> 61)

a) folz,y)="7; filz,y)="7
b) Hol differencidlhaté f 7

Megoldas:




y?(® +y?) — (x—2)y* 2

H 0,0) : ! = 6
a) Ha (z,y) #(0,0) = fi(z,y) @7 1 ) +
Ha (x,y) = (0,0), akkor a definiciéval kell dolgozni:
. f(h,0) — f(0,0) . 6h—0
/ — — —
£2(0,0) = }}Eno h N f}lino h =0
. (x—2) 2@ +y") - (= -2)y* 2
Ha (z,y) = (0,0), akkor most is a definiciéval kell dolgozni:
L
/ _ — — —_
0,00 = Jim SEEm = iy e = i (g +3)

b) Az origéban nem derivéalhaté totdlisan a fiiggvény, mert f;(0,0) N
(Egyébként a fiiggvény nem is folytonos itt, tehat ezért sem derivélhato.)

Masutt derivalhato, mert a parcialisok 1éteznek és folytonosak.

3. (PL)

f(z,y,2) =2® + y* + 2?ye*

a) gradf(—1,1,0) =7 Miért 1étezik?

b) " :? n :‘?
Megoldés:
a) fI = 32% + 2zye* fi = 4y° + 2*e¥ L= 2?ye®2
A parcialis derivaltak mindeniitt 1éteznek és folytonosak, ezért gradf mindeniitt
1étezik.

J/J/Z‘ = 63: + 2y€22 J/J/Z = 41‘ye2z
b) " 4y€2z " — 4y62z

A parcialisok 1éteznek és folytonosak, igy a ”vegyes” parcialisok egyenl6ek.



Erintosik, differencial, iranymenti derivalt

L (D)

fla,y) =3y + e — 2y arctg ™, Ry(0,1)
Y
a) folr.y) =75 fy(z,y) =7, hay#0
b) IrJa fel a fuggveny By pontJabell érintosikjanak egyenletét!
) df (P, (h,k)) =
)Yl 2 b e 2i-7j
€ Py -

df L : L
e) max ——| =7 (és adja meg a maximumhoz tartozé iranyt!)

de P

d

min Tl = ? (és adja meg a minimumhoz tartozé irdnyt!)
elp,
Megoldés:
1 1
a) fi = yre™ — 2y ———g —
T )
1+ (2)
Y
1 _
Iy = 3+ 2zye™’ — 2 arctgE - 2y—— _;E ,
Yy <x) Yy
e
Y
b) f1(0,1)=—-1, f,(0,1) =3, f(0,1)=14

Az érintésik egyenlete:

(y # 0-ra 3 a gradiens, igy 1étezik az érint6sik is.)

fo(@o,90) (x — 20) + f1(w0,%0) (¥ — yo) — (2 — f(20,%0)) = 0
Tehét —1(z—=0)+3y—1)—(2—4)=0
c) df ((0,1),(h,k)) = f2(0,1)h+ f(0, 1)k = —h + 3k
d) Mivel P, egy kornyezetében a fiiggvény totélisan derivalhatd, ezért
d
Tl = mad s

e= 1—

.

w

2
V53




és gradf(0,1) = —i+3j

23

VB3 VB3 VB3

d . . 2 T 2 21
SN = ivay (—z——y) =
de|p, - 53 53~
e) Mivel: grad f(Fy) = (—1,3) tehat
d
max d—f = /(~1)2 + 32 = V10, ha e a (—1,3) vektor irdnydba mutat
elp,
min —-| = —/10, ha e a (1,—3) vektor irdnydba mutat
elp,

Osszetett fuggvény derivalasa

A keddiek tudjanak réla, hogy ez még nem volt eléaddson és altalanossdgban nem is

lesz.

Csak annyi lehet a célunk, hogy mechanikusan (az eddigi ismereteinkre tdmaszkodva)
végezziik el a derivalasokat. Akit érdekel, a segégletbdl ellenorizheti a dolgokat, de a

BSc képzésbe nem tartozik bele ez a téma igazan.

6 (D

feCks  glxy) = fz* -y
Hatarozza meg g masodrendi parcidlis derivéltjait!

Megoldas:

9(x,y) = [(t)|—2_,s  Osszetett fiiggvényrdl van sz6.
0
r /
9y = f (t)|t:x2—y3 ' %
gp = [(@®—y’) 22
g, = f@® =) (=3¢%)

(z* — )  alapjan:

"o i 12 .3 .2 .3 i P
de = (5o 06 =) 2ot P =) (2] aapiin

Goe = ('@ =¢) - 20) - 20 + ['(a® — ") -2
gy = [ —y*) 2w (=3y°) = g,
gy, = F@=y%) (=35%) (=3y°) + f(e® =) (~6y)



I[gazoljuk, hogy ha F az (z? — y?)-nek tetszéleges, folytonosan differencidlhaté
fiiggvénye, akkor az

fla,y) =y F(a® - y°)
kétvaltozos fiiggvény eleget tesz az

v fulz,y) + zy fi(xy) = © f(x,y)

differencialegyenletnek!

Megoldas:

fo=y F(@@*—y)22z  f,=F@*—y®) +yF(2* —y*) (—2y)
A differencidlegyenlet bal oldalaba helyettesitve:

?
VyF @ —y)2e + zy (F@® —y?) + yF'(2® —y*)(-2y) = zyF(@*—y°)
Rendezve:

ryF(z* — y?) zyF(a® — y?)

Ez pedig igaz.

s (D

gi(x) és  go(x) kétszer folytonosan differencidlhaté egyvéltozds
fiiggvény  (g1(x), ga(x) € CF)

hoy) =z gily—2) +y-glr-y), (zy R
Hozza egyszeriibb alakra a  hJ, + 2k}, + by~ kifejezést!

Megoldas:



;o 0 0
h, = (%33)'91(9—33)4'33'(%91(?1—

alapjan:

h, = ql—=) —zg(y—2) +yglr—y)

hy, = wdi(y—2x)+gr—y) —yghl—y)

2hy, = 29y —7) —2di(y—12) +g5(r —y) —ygy(z —y))
hew = —gi(y—2) —dily—2) +agily—2) +ygs(z—y)
hy, = xgi(y—z)— %@F-)—%@—y%mwﬁﬁ—w

_—
Wl 420, +hy, = 0 VY(zy) eR?

Esetleg a g1, g2

x)) +y (%

g2z — y))

fiiggvények argumentumdat ne irjuk ki mindeniitt (sok id6), csak

jegyezzilkk meg, hogy g¢;-et és derivéltjait az (y — x) helyen, g¢o-0t és derivéltjait az
(x — y) helyen vessziik. (Igy dttekinthet6bb is a derivéalds menete.) A kifejezésbe valé
behelyettesitést adjuk fel hazi feladatnak, hogy ne vigye el az idét!

A zh-ban csak ilyen jellegli 6sszetett fliggvény derivalasara adunk példat.

Ha maradna id6 :-), csindlhatjuk pl. a kévetkez6 példat!
(Persze més példak is csindlhatdk, pl. a jegyzet végén levé példakbdl is lehet valogatni.)

f(z,y) = Va? + 3y
a) f2(0,0)=7; [f)(0,0) =7

(A definiciéval dolgozzon!)

b) Hol derivéalhaté a fliggvény?
grad flag =7

c¢) Irjafel az (1,2) ponthoz tartozdé feliileti pontban
az érint6sik egyenletét!

d
DA N P 1
de J(1,9)
: df Ry
e) Adja meg max — értékét!
€

(1,2)




Info, Analizis(2) 10. gyakorlat 2009.

1. Szélsoértékszamitas

1. (PL)

flz,y) = (r =3y +3)* + (v —y —1)°

Keresse meg az f fiiggvény lokalis szélsoértékeit!

Megoldés:
fi=2x—-3y+3)+2x—y—1)=0

fy =2 =3y+3)(=3)+2(x—y—-1)(-1)=0
Egy linearis egyenletrendszerhez jutottunk most:

dr — 8y+ 4 =0 N r— 2y =-—1
—8r+20y—16 =0 —2x+5y =4

Tehat P(2,3)-ban teljesiil a sziikséges feltétel.

}:> r=3 és y=2

4 -8
D(z,y) = =80—-64>0
-8 20

—>  van lokalis szélséérték. 7"(2,3)=4>0 = lokdlis minimum van

». @D

fl@y) = (x—y+1)? — (2" —2)°

Keresse meg az f fiiggvény lokélis széls6értékeit!

Megoldas:
fl=2@—-y+1)—22*-2)- 20 =2+10x—4y> -2y =0 (1)
fy =2@-y+1)(=1) =0 (2)

(2)-bél: y=x+1 Ezt behelyettesitve (1)-be: 4z (2? —2) =0
fgy 3 pontot kapunk, melyekben teljesiil a sziikséges feltétel, igy lehet lokalis szélséérték:



P(0,1), P(vV2,14+v2), Py(—v2,1-+2)

nf 10—1222 —2
D(z,y) = = — 16 — 2422
A AR R T

D(0,1)=16>0, fI/ =18>0 = lokdlis minimum van (0, 1)-ben

f(0,1) = —4 értékkel.

Dl|p, <0,D|p, <0 = P-ben és Ps-ban nincs lokalis szélséérték.

3. (PL) flay) = 2%y

a) Keresse meg az f fiiggvény abszolit  szélséértékét az
A(0,0), B(1,0) C(0,1) pontokkal kijelolt haromszog alaki zart
halmazon!

b) Van-e lokélis széls6értéke f-nek, ha (z,y) € R??

Megoldas:

fl=322y"=0
r=0 vagy y=0.
fi=52"y"=0

Tehét az (z,0) és a (0,y)pontokban lehet lokélis szélsGértéke. (Itt teljesiil a
szitkséges feltétel.)

f(z,y) > 0 a tartomany belsejében,
f(z,y) =0 a tengelyeken (f(z,0) =0, f(0,y) =0)
— minf=0.
Weierstrass I1. tétele alapjan f-nek van maximuma is, mert folytonos és a tar-
tomény korlatos és zart (kompakt halmaz). A maximumot csak a tartomdany
hataran veheti fel. Mar csak az y =1 — x johet szdba.

gla) = flz,l—2)=2"(1-2)>, x€l0]]
g(0) =¢g(1) =0, igy nem lehet maximum.
Valahol az intervallum belsejében kell megtaldlnunk a maximumot.
gdx) =321 -2 + 2351 —2)'(-1) =22 (1—2)* (3—8x) =0
3

e = —
TR

5

» Y g
2 e 3 5 3 5°
Igy a keresett maximdlis fuggvényérték:  f 3'8) = &



b) Lokalis szélséérték csak a tengelyeken lehetne. A tételiinket most nem tudndnk
alkalmazni, mert D(z,0) = 0 és D(0,y) = 0 lenne esetiinkben. Vizsgéljuk a
fliggvényértékek eldjelét!

A tengelyeken a fiiggvényérték nulla. De a tengelyek barmely pontjanak minden
kornyezetében felvesz a fiiggvény pozitiv és negativ értéket is, igy a fiiggvénynek
sehol sincs lokélis szélséértéke.

2. Fourier sor

L D)

Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvény Fourier sorat (&sszegfiiggvénye legyen ¢) !

5, haxe[—z,ﬁ]
272
f(z) = f(z)=f(x+2m), VxeR

T T
hawe | -m -5 )u (g
0 ax e ™ 5 U 2 ™

Megoldés:
Rajzoljuk fel a fliggvényt!

Bevezeto:

Ha f 2w szerint periodikus és f € Rjo 25, akkor f Fourier sora

% + ; (ay cos kx + by sin kx),

ahol

a+2m

1
ak:—/f(x)cos/mdm, k=0,1,2,...
T

a-+2m

b, = — /f(m)sinka:dx, k=1,2,...
T



ay, b neve: Fourier egytitthatok. Itt a € R tetszoleges.

A konvergenciara vonatkozo altalunk hasznalt elégséges tétel:

Dirichlet tétel (egy elégséges tétel a Fourier sor konvergencidjara)

@ Ha az [ fuggvény 27 szerint periodikus, f € Rpa., a periodus felbonthato
véges sok (a,3) intervallumra, hogy itt f monoton és a végpontokban 3 a véges
hatarérték, akkor f Fourier sora minden x-re konvergens, és

flx—=0)+ f(z+0)

O(x) = 5
A feladat megoldasa:
Most a = —m vélasztas célszerti.
l f f(x)coskx dzx ; l f )sinkz dz
T -

by = 0, mert a fliggvény paros. (Indokoljuk meg, hogy miért!)

17 2 7 2 (72
== d — 5d 0d =...=5
a 7T{Tf(ﬁ) T bef 7T(f $+Jz 93)
péaros
k> 1 esete:

1 7 2
ar=— [ f(z) coskx dz = = [ f(z) coskax dx =
T e ™

paros

C—x

2 /2 T 2 ink /2
== J 5coskz dz + [ 0dz - 25008 =
™\ o /2 ™ koo
10 1
=+ % (sinkg - 0)
Tehat:
0, hak=2I
g = 0L L0 hak=4l41
m k
—1, hak=41+3
fgy a Fourier sor:
5 10 /1 1 1 1
¢(x):§+? (Icosx—500839&4—50085%—?003795 +—--->



5. (D

fx)=2, ha O<zx<2r é  flx+2km)=f(z) (k€Z)

a) Hatdarozza meg f Fourier sorat!
Jelolje a Fourier sor Osszegfiiggvényét o(z) ! f(x) = ¢(z) milyen x-ekre igaz?
Egyenletesen konvergens-e a Fourier sor?

b) A Fourier sor segitségével hatarozza meg a E numerikus sor Osszegét!

k=0

Megoldas:

a) Rajzoljuk fel a fliggvényt!

Most a = 0 véalasztas célszerti.

ak:% ?Tf(x)coskx dz ; ka% sz(x)sinkx dz
1 2r
ao=;0fa:da:: =27
1 27
ak:%of\j’/@wdx:'”:o
T 2
bk:%of\z)wdx:...:_g
$(z) = 1 — 2 i sin kx
— k

k=1

Dirichlet tétele alapjan: f(z) = ¢(z), ha x # 2km és ¢(2km) = 7.

A konvergencia nem egyenletes, mert bar az f, fiiggvények folytonosak, de az
osszegfiiggvény (¢) nem folytonos.

0 0(5) = 1(5) = 3 i



.
Z_W_Qoo smkg
2 k

k=1
T 1 1 1
Z —a-9211 _ - il ...
5 T (—i—O 3+0+5+0 7+ )

m — (=D —~ (DY

> =" 22 giga 2 5hi =
k=1 k=1

@ A Fourier sort tligyesebben is felirhattuk volna az alabbi otlettel:

g1(z) == f(z) — 7. Ez méar majdnem pératlan fiiggvény. Ha a szakaddsi pontokban
megvaltoztatjuk a fliggvényértéket 0- ra, akkor az igy kapott, mondjuk ¢ fiiggvény
mar paratlan, igy a sorfejtése sokkal rovidebb. Mivel g és ¢ fiiggvény Fourier sora
megegyezik, igy ebbol mar f fourier sora 7w hozzdadasaval megkaphato.

Tovabbi példak, ha maradna ido.

6. (P1)
flry) =y* = 12y + 2(x +y)* — 8(z +y)
a) Hatdrozza meg a fiiggvény lokalis széls6érték helyeit és azok jellegét!

Megoldas:

. @

Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvény Fourier sorat (Osszegfiiggvénye legyen ¢)!
3, haze|—m, —7/2]U[7/2,7]
flo) = 0, haz e (—m/2,7/2) flo)=flo+2m), VoeR
p(z) =7
Megoldas:



Info, Analizis(2) Ismétld gyakorlat
3
Yy —221,
1' f($ay): c2r+1 :y3e 2 17 PO(_%71)
d
a) max d—f =7 (és adja meg a maximumhoz tartozo irdnyt!)
elp,
d
b) min d—f =7 (és adja meg a minimumhoz tartozo6 iranyt!)
elp,
Megoldas:
fa/c = y3€72$71(_2)a fa/:(_%v 1) = _27 fg// = 3y2€72x717 f;(_%7 1) =3

»» f,, mindeniitt folytonos
—> f totalisan derivalhat6 P, egy kornyezetében (s6t mindeniitt)
—> Fy-ban 3 minden irdnyban az irdnymenti derivalt és:

d
S = grad f(R) e=lgrad f(P)]-Iel -cosp, & el =1
elp,
d
max df = |grad f(Ry)| ;
de P
hacosp=1 = =0 = ¢ irdnya grad f(P) irdanyaval egyenl6
d
min df = —|grad f(R)] ;
de P
hacosp=—-1 = @=7m1 = e irdnya grad f(P,) irdnyaval ellentétes
Most: grad f(Fy) = (—2,3) tehat
d
max d—f =/(—2)?+ 32 = V13, ha e a (—2,3) vektor irdnydba mutat
€ 1
- (_5’1)
. df s 7 z
min - = —/13, ha e a (2,—3) vektor irdnydba mutat
€ 1
- (_571)
2. ()
flay) = 2 (20,30) = (0,1)
Y _21""43/ 0,Y%) = )
a lim r,y) =7
) e T 1Y)

b) grad f(xo,y0) =7 df ((zo,y0), (h, k) =7
¢) Milyen irdnyban lesz az (xg, ) pontban az irdnymenti derivalt
maximalis? Adja meg ezt a maximalis értéket is!




Megoldas:

a) Iteralt limeszekkel caélszeri megoldani.

3 (°D)
flzy) =2z —y)? + 42° — 8y
a) fo(z,y) =75 fi(v,y) =7

b) Hol derivdlhaté (totdlisan) a fiiggvény? (Indokoljon!)
c) Irja fel a fliggvény Py(1,2) pontjabeli érintésikjanak egyenletét!

Megoldas:

L (D)

fx,y) = VA4x® + 3y

a) fulz,y)="7; filz,y) ="
b) Hol derivélhaté (totdlisan) a fiiggvény? (Indokoljon!)

Megoldas:

5. (D

sin (y? + 22?)

faey =S Vp+t22 ha (z,y) # (0,0)
0’ ha (ZL’,y) = (0,0)

a) lim  f(xz,y) =7 Folytonos-e f az origéban?
(z,y) — (0,0)

b) f.(0,0) =7 (A definicioval dolgozzon!)

c) Totélisan derivalhaté-e f az origéban?

Megoldas:



, sin (y? + 22?) , sin (y? + 22?%)
a lim ———=—" = lim —2—— /)2 +222 =
) (zy) = (0,0)  /y? + 222 (@y)—(00)  y*+ 222 Y

= 1.0=0= f(0,0)
Tehét f folytonos (0,0)-ban.

sin 2h? -
h,0) = £(0,0 5
b 100 = fig LEO SO0y, VO
. sin2h? A
= lm = V2T =3

¢) Mivel f2(0,0) #, f nem derivalhat6 az origéban.

D

flz,y,2) = 2®y+yz—52%, Py(0,10,1)
a) gradf =7 Miért 1étezik a gradiens?

df

b
) e

=7, ha e —3j+4k

Py

Megoldés:

a) fr=2xy, fi=24+z2, fl=y—10z
A parcidlisok mindentitt léteznek és folytonosak = gradf mindeniitt 3.

df

b) gradf I Kp -ban — s = gradf(P) - e =
elp,
3 4 3
— (0i4j+0k) - (0i—j+-k)=—2
(Oi+j+0k)- (0i—pj+ k)=~



- )

2_3 2
fla,y) = o b @) £ 00

-3 , ha (z,y) = (0,0)

a) lim  f(xz,y) =7 Folytonos-e f az origéban?
(z,y) = (0,0)

b) fi(x,y) =7, f,(z,y) =7 (Az origéban a definiciéval dolgozzon!)

c

d
c) 47 =7, ha el —bi+j
dg (17_1) B
d d
d) Adja meg max —— és  min 47 értékét!
€l de o,y

¢) Irja fel az (1,—1) ponthoz tartozo feliileti pontban az érint6sik egyenletét!

Megoldés:

a)

i oa? = 397 ) 22 1

lim lim ——* = lim — = —

70 y—0 2 12 —+ y2 z—0 212 2
2 _ 342 —3y? 1
lim lim oY — i 2~ 3£ =
y—0 x—0 2;[‘2 —+ y2 y—0 y2 2

Tehat a keresett hatarérték nem létezik.
—> A fiiggvény nem folytonos az origdban.

2z (22% + y*) — (2% — 3y?) 4a

H S -
b) a (l‘,y) 7é (070) fx(‘r’y) (2]:2 +y2)2
h2
— + 3
o L0 = £0.0) g ST
/ — — = @ = _— =
Frl0,0) = fimy T2 = iy S = i 57 =
—6y (22° +y*) — (2% — 3y°) 2y
Ha (2,9)#(0,0) : fylz,y) = (202 + 42)2
L
/ — — _ = — =
£,(0,0) = liny K = pm dm, 2 =0
c) A (0,0) kivételével a parcidlisok léteznek és folytonosak — gradf 3 itt.
df

Mivel gradf 3 Kp,-ban = = gradf(Py) - e =

de Py

4



1 . 14 5 14 1 —56

_———_|_—
V26= 9 v26 9 V26 9-v26

o x| < s = () (3) = M e
e S~ Vet v
win 1 = lmasn)] = e
= R~ v s
Q) f1,-1)= =

Az érintdsik egyenlete igy:

SE-D 4 ) - (+2) =0

5. (PL)

e
f(x,y) P
a) filz,y) =7, (T,y) =7
d
b) 4 =7,ha e 2i-3j
de |10 B

¢) Irja fel az (1,0) ponthoz tartozé felileti pontban az érint6sik
egyenletét!

Megoldas:



Fony) = x? Smﬁ’ ha (z,y) # (0,0)

0, ha (z,y) = (0,0)

a) Folytonos-e f az origéban?
b) Irja fel az f; és f, fiiggvényeket, ahol azok léteznek!
(Az origéban a definicéval dolgozzon!)

Megoldas:

10. (PL)

Szamitsa ki az
A =gy, (2,1) + g, (2,1) = 2g,, (2,1)

kifejezés értékét, ahol  g(z,y) = f(2?—y) és f-nek a ty =3 koriili
masodrendl Taylor polinomja

To(t) =1 — (t—3) + 5(t —3)?

Megoldas:
f3)=-1 F7(3) = 10
9= f'(a* —y) 2z gre = f"(x* —y) 20 2z + f'(2* — y) 2

Joy = ["(2* —y) 2z (-1) = g,

gty (2,1) = f"(3) - 4>+ f'(3) - 2 = 158
gi, (2,1) = f"(3) (—4) = —40

A =158 — (—40) = 198

1. (PL)

g € C2 véltozdja helyébe irjunk 22 -t (y # 0) és jeloljiik az igy
Yy

kapott kétvaltozos fliggvényt f(x,y)-nall

Adja meg y # 0 esetére az alabbi parcidlis derivaltakat!

w(T,y) =7, ye (L) =7

Megoldés:




12.

g € C% valtozéja helyébe {rjunk

x

ot és ielsliiik az fov kapott
| et és jeloljiik az igy kapo
kétvéltozés fliggvényt f(x,y)-nall

folz,y) =7, fo(z,y) =7

w(@,y) =7

Megoldés:

Néhany példa a Taylor sorfejtéshez:

13. (PL)

Hatarozza meg az alabbi fiiggvénysorok Osszegfiiggvényét és konvergenciasugarat!

[e.e]

a) Y (2k+ 1™ = fi(x), b) > (2k+ 1)zt
k=1

= fa(x)

k=1

Megoldas:

o

Irja fel az alabbi fiiggvény megadott zy pontra tamaszkodd Taylor sorat és adja
meg a sor konvergencia tartomanyat!

T 1
a) f(x):m, zo=0

Megoldas:

T T 1
W) ) = e T 1 T (o)

A~ 8
()¢
|
[\
S
[N
~—
3
I
()¢
I
[\
~
3
S
[N
N
F
—

Konvergenciatartomany:




g = [-22%| = 2[z” <1 = |z|<—7=, Ry=—%=
2 2
1 1 1 1 — r+2\"
b = = - = — —_ =
) 9@ = 5Ty 2 _(2F2 2;( 2 )
2
:Z on+1 (:E+2)
n=0

Konvergenciatartomany:
xr+2 |z + 2|
— — <
2 2

lql = 1 = |z+42/<2, R,=2

15. (PL)

frja fel az alabbi fiiggvények xy = 0 bézispontt Taylor sorat és adja meg annak
konvergencia tartomanyat!
f(z) = ch(42%), g(z) =V1+ 3z
1
W) —
Mindharom esetben irja le az a4 egytuitthatd értékét elemi miveletekkel!

Megoldés:

16. (PL)

a) Adja meg az aldbbi fiiggvények megadott pontra tamaszkodd Taylor sorat és
annak konvergencia tartomanyat!

al) f(x)=a2"e2", 25=0 a2) glx)=e*, xzy=4

71]”(:1:) dz

integral értékét kozelitéen az integralandé fliggvényt hatodfoku Taylor poli-
nomjaval kozelitve! Adjon becslést az elkovetett hibara!

b) Szamitsa ki az




Megoldas:

17. (PL)

2
flz) = \3/1—1—% + sh2zx — 2

a) A megfelel6 Taylor sorfejtések segitségével irja fel az f fiiggvény
xo = 0 koriili 6todfokt Taylor polinomjat!
(Az egylitthatékat elemi miiveletekkel adja meg, de nem kell
kiszamitani!)

b) Hatdrozza meg a fiiggvény o = 0 koriili Taylor soranak konver-
gencia sugarat!

Megoldés:

18. (PL)

a) Hatérozza meg az

1
V16 + 422

fiiggvény xy = 0 koriili Taylor sorat és annak konvergencia su-
garat!

b) fO0) =7, [fO(0) =7
(A sorfejtésbdl adjon véalaszt és elemi miiveletekkel adja meg az
értékeket!)

fz) =

Megoldas:




Info, Analizis(2) 11. gyakorlat 2009.

A tartomanyokat mindig rajzoljuk fel és jeloljiikk be, hogy mi szerint integralunk
beliil!

1. Kétszeres integral téglalap- és normaltartomanyokon

1. (PL)

[[ z sinzy dT =7,
T

ha T az1 <z <3, 0<y< g téglalaptartomany.

1. 4bra

Megoldés:

A fiiggvény folytonos, ezért mindegy, hogy milyen sorrendben integralunk, az eredmény
ugyanaz. De, ha el6szor z szerint integralunk, akkor parcialis integral lenne, ezért
probaljuk meg a masik sorrendet!

3 m/2 3 )
[ [ zsinzy dyda = [ —cosxy|ZiO dr =
1 0 1 s ,
3 - sin — x 4
— oS — 1) de = — — . =94
1f ( cos 5 & + T 7 + x +
2 1
2. (PL)
[z dT =7,
T
ha T az y = 2% ésaz y=x + 2 Aaltal hatdrolt korldtos tartomdny.




2. 4bra

Megoldas:

A két gorbe metszéspontjai: a (—1,1) , (2,4) pontok és az x tengely fel6l nézve
normaltartomanyrol van szo.

2 42 2 ) 2 9
J I adyde= [ —ayli® do= | @@+2)—a) do = = ]
-1 y=a? -1 —1

A végét mar nem kell részletezni!

5 (@D

22
[] = dT =7,
T Y

ha az els6 siknegyedbe es6 korlatos T' tartomany:

y=z—,y<x és 1<x<2
z

3. abra
Megoldas:
Az x tengely felél nézve normaltartomanyrdl van szo.
2 T 332 2 113'2 T 2 9
1 y=1/z 1 Y li/a 1

A végét mar nem kell részletezni!

L (D)



Cserélje fel az integralas sorrendjét!

0 1—x2 11—z
a) h = [ [ flry) dyde + [ [ flz,y) dydz
z=—1 y=0 z=0 y=0
V2 oz? 2 2 4 44—z
b) I = [ [ flzyy) dyde + [ [ flz,y) dyde + [ [ f(z,y) dydz
=0 y=0 =2 ¥=0 =2 y=0

Megoldas:
A tartoméanyokat feltétleniil rajzoljuk fel!

1 r=1—y

a) = [ [ flzy) dedy
y=0 x:_\/ﬁ

W= | [ ) dedy

y=0 z=\/y
5. (°D)

11
[ [ ysina® dedy =7
0 42

Megoldas:

Nem tudunk primitiv fliggvényt felirni x szerint , ezért elészor y szerint probalunk
integralni:

A kiindulés: Y <ax<1, 0<y<1 Abra:....
Felcserélve a sorrendet: 0<y <z, 0<z<1
1 Vz Loy? VT 1 1
I'= [ [ ysna?dyder = [ =| -sinz®de =< [ zsina?®de =
=0 y=0 x=0 2 0 2 =0
1 1 1 1 1
=353 a;lo 2z sinz? dr = Z[_ cosz?], = 1 (—cosl + 1)



2. Kettos integralok transzformacidja

Az elédasokon még nem szerepelt. Ezért kérjik, hogy részletesen beszéljenek a helyet-
tesités technikajardl majd a polartranszformaciérol. A Jacobi determinénst is célszerti
levezetni. A példdknal mindig rajzoljak fel a tartomanyt és a hatarokat részletesen
beszéljék meg! A példakat nem mindig kell részletesen végigesinalni. Elég néha csak
megbeszélni az integralasi technikat és felirni a végeredményt.

6. (D

[f 3y ar =1,
T

ha T: 2*+y* <4, 0<y<uz

Megoldas:
Polartranszformacioval dolgozunk:
s 2 win? L g s 2
I = resin“p r  drdp = re dr - sin“p  dp =
11 1 — cos2¢p
2
B |2 1 sin 2¢ /4 B T 1\ 1
—a),\2t T 1)), 8 1) 2

7. (PL)

[ 2*y dT =7,
T

ha T: 1<2?244y*<4, y>0, >0

Megoldas:
Polartranszformacioval dolgozunk:
T/2 2 2 /2
I'= [ [ r?cos®p rsing r drdp = rtdr - [ cos’p sing dp =
e=0 r=1 r=1 =0
5

5

P ot oL 1) (2 1y 3
) 3 ) 3 5 5) 15




. (PL)

Hatarozza meg annak a sikrésznek a tertletét, amelyet a kovetkezo
egyenlotlenségek meghataroznak!

Pyt >dr, P+ <8, y<V3z, y>uz

Megoldés:

Polartranszformacioval dolgozunk:

/3 8 cosgp
terilet = [[ 1dT = [ [ rodrde =
T

p=m/4 r=4cosp

/3 r2 8 cosp w/3
= 5 dp =24 [ cos*p dp =---
p=n/4 4 cos¢ p=n/4
Nem kell befejezni!
0. (1)
[ fdr =7,
T

ha T: 2?2 —4r+y*?<0, 0<y ©és

a) f(z,y) =y (* +97)°

b) fz,y) = (2 — 4o +y?)°

Megoldas:

a) x=rcosp, y=rsinp, |[J=r, 0<r<4cosp, 0<p<m7/2

7/2 4 cos 5 49
I'= [ [ rsing (r*)” r drde = (innen HF.) = —
=0 r=0 90

b) x=2+rcosp, y=rsing, [Jl=r, 0<r<2, 0<¢p<n

2P —dr+yt = (-22+yP—4=r2cos’p+risin®p—4 =124

g 2 467T
I= [ [ (MP=4)°rdrdp =+ = ——r
=0 r=0 12



12. gyakorlat

Gyakorlatanyag harmasintegralbol

1. feladat
I = / xy223dV =7
v

A V korldtos térrész hatdrai:

z=uay,(felilet) 2=0, xz=1, y=0, y=uz (sikok)

Megoldas.

Ty 1 x Ty
1 = // / Y’z dzdyde = / / / ry’2® dzdyde =
haromszog =0 Jy=0 J2z=0

z2=0
/ / { } dydx = / / 25y% dydx =
=0 Jy=0 2=0 x=0

1 1
L / 5 {
4 x=0

NS
I

~ <,

e 12 1
dz = — dz =
} T " Y T 36

2. feladat
=/ \/m2+y2dV =7
v

A V korldtos térrész hatarai:

z=+/224+y? (kip) ésa z=1 (sik)

Megoldas.
A térrész merdleges vetiilete az (z,y) stkra az 22 +y? = 1,2 =0 kor, a térrész
hengerben van. Hengerkoordinatakkal dolgozunk.

Hengerkoordinatak:
x=rcosp,y=rsinp, 2=z, r>0, p €[0,27)

A Jacobi determinéns abszolutértéke: |J| = r

z=1
= // / Va2 +y?2dzdT =
x2492<1 zzm

27 1 z=1
/ / / r.|J|dzdrdp =
0 r=0 Jz=r
27 1 z=1 27 1 1
:/ / / r? dzdrdp = / / r? [z} drde =
0 r=0 Jz= 0 r=0 "
27
/ / (1—r)drdp = ... =



3. feladat

Széamolja ki az 22 +y? = 1 egyenlet(i henger és a z = 0 valaminta z =2 -z —y
egyenletii sikok altal hatarolt térrész térfogatat!

Megoldas.
z=2—x—Yy
:///mvz// / 1 dzdT =
\% 22492<1 J2z=0
2T 1 z=2—rcosp—rsinp
/ / / 1.|J| dzdrde =
0 r=0 J2=0
2 1 z=2—rcos p—rsin @
/ / / rdzdrdp =
r=0 =0
2 9_
/ / z T Cos p—7rsin ¢ rdrde =
27
/ / (2—rcosp—rsinp)rdrdp = ... = 27
0 =0
4. feladat

Szédmoljakia z = /22 +y? ésa z=6—x2—y? egyenletii feliiletek 4ltal hatarolt
térrész térfogatat!

Megoldas.

A kip és a paraboloid &altal hatarolt térrész meréleges vetiilete az (x,y) sikra

az 22 +y? = R?,z = 0 kor, a térrész hengerben van. Hengerkoordinatdkkal
dolgozunk.

A vetiilet a metszetgorbe vetiilete, ezért az +/x2 +y? = 6 — x? — y? , azaz a

VR? =6 — R? egyenletbdl szdmoljuk a vetiileti kor sugarat: R = 6 — R? , azaz
R =2 (R = —3 nem lehet a sugdr).

z6$—y
V:/// 1dV = // / 1dzdT =
2+y2<4 2+y

2 2 z2=6—12
/ / / 1.|J|dzdrdy =

0 r=0 Jz=r

2T 2 2=6—12
/ / / rdzdrdp =

r=0 =r
27 6
/ / z_r " rdrdp =

/ / 6—r*—r)rdrdp = ... = 321/3
0 r=0



5. feladat

I = / xyz dV =7
1%

Ahol a V korldtos térrész az x2 + y?> + 22 < 1 gomb belsejének az
x>0,y>0, z>0 térnyolcadba es6 része.

Megoldas.

Gombi koordinatédkkal dolgozunk.
Jeldljiik az (x,y,z) pontba mutaté helyvektor hosszat r-rel, a z tengely pozitiv

szaraval bezart szogét o -vall fgy z=rcos?.

Legyen tovabba a helyvektor (z,y) sikra valé meréleges vetiiletének az = tengely
pozitiv széraval bezart szoge ¢ . A helyvektor (z,y) sikra valé merdleges vetiile-
tének a hossza rsind , igy = =rsindcosep, y =rsindsinp.

A geometriai meggondolasbdl kapjuk, hogy r >0, 0<p <27, 0<9 <.

A gdémbi koordindtakhoz tartozé Jacobi determindns abszolitértéke |J| = 72 sind.
(A vizsgén vagy megadjuk ezt a |J|-t, vagy pedig ki kell szdmolni)

/1—22—q2
I:/// xyde:// / xyz dzdl' =
|4 24+y2<1,2>0,y>0 J2=0

/2 I=m/2
/ / / (rsindcosrsindsinprcos?d).|J| dddrdp =
r=0 Jy=

/2 Y=m/2
/ / / (rsin cos prsind sin @ rcos ) r?sing di dr dp =
r=0 JJd=

/2 I=m/2
/ / / r sin® 9 cos ¥ cos psin dddrdy =
r=0 JJd=

/ cos psin dgp/ r dr/ sin® 9 cos ¥ d =
0

_ [sinQSO]ﬂ/Q {r6/6r {sin‘*ﬁr/2 1
2 |, o L1, 43

6. feladat

Szamolja ki az 22 + 2> + 22 < 1ésa /22 +142 < 2z < V3 /22 +y2 egyenlStlen-

ségekkel jellemzett térrész térfogatat!

Megoldas.
A térrész az egységgdmbben van. Gombkoordinatakkal dolgozunk.

A z = /22 + y? kupfelilletnél : ¢ = /4
a z = /3 /2 + y2 kipfeliiletnél pedig: ¥ = 7/6.

27 1 /4
V = /// 1dV :/ / / r?sind dd drdy =
\% 0 0 Jn/6



Tovabbi feladatok

1. feladat

Széamolja ki a (z — 2)? +y* = 4 egyenletii henger és a 2z = 0 sik valamint a
2z = 2% +y? egyenletii paraboloid altal hatérolt térrész térfogatét!

2. feladat

I:/ 22dV =7
v

Ahol a V' korlatos térrész az z < 3 — \/x? +y? ésa z > 2 egyenlétlenségekkel
jellemzett.

3. feladat

I = / ry?23 dV =7
|4

Ahol a V korlatos térrész az z2+3%2+22<9 ésa z > /322 + 332 egyenlStlen-
ségekkel jellemzett. (Gombi trafo.)

5. feladat

I = / 22z dV =7
1%

Ahol a V korldtos térrész az z?+y?+22 <4 ésa z >

2 2

egyenlotlenségekkel
jellemzett. (Henger trafo.)



A 3o







Analizis (2), 13. gyakorlat 20009.

Cauchy-Riemann egyenletek, differencialhatosag, regularitas, harmo-
nikus tars

1. feladat
v(z,y) = ca® + 2xy — 4y* + 3

a) Adja meg a ¢ paraméter értékét gy, hogy v(z,y) egy, az egész komplex
szamsikon regularis f(z) komplex-valtozos fliggvény képzetes része legyen! (c €
R)

b) (1 - 2j) =

Megoldas

a) Av = vy, + vy, = O0-nak kell teljesiilni.

vl = 2cz + 2y, vl =2c
v, = 2z — 8y, vy, = —8

Tehat Av = 2¢ — 8 = 0, ahonnan ¢ = 4.
b)

f/(ZO) = 11‘;(3"07 yo) + jU;,(Jjo, yo) = Ug/;(x()a Z/O) + jva/r;<x07 yo)
F(1—=2j) = vy, (1,-2) + ju,(1,-2) = (2z — 8y + j(8z + 2y)) ‘(1 Y= 18 + 45
2. feladat
Hol differencidlhaté, és hol reguléris az f(2) = 22 Re(z) fiiggvény?

Megoldas

f(2) = (2% — 9y + 2jzy)r = 2° — xy® +5 227y,

u(z,y) v(z,y)
ahonnan
/ 2 2 /
u:v:?’x -y, ’Uz:4xy7
! ! 2
u, = —2xy, vy = 2z°.

A parcialis derivaltak mindeniitt folytonosak, tehat az w(z,y), v(z,y) fige-
vények mindeniitt totalisan differencidlhatok. A Cauchy—Riemann egyenletek
és megoldasuk:

3% — y2 = 222 és doy = 22y
xg — y2 =0 2$y =0
|z = [yl z=0vagy y =0.

Ez azt jelenti, hogy a fliggvény csak az origéban differencialhato, és sehol sem
regularis.



3. feladat

u(z,y) = 223 — 6zy* + 5z — 2y

Igazolja, hogy az u(x,y) kétvaltozos fiiggvény az egész R? sikon harmonikus
fliggvény, és keresse meg a v(x,y) harmonikus tarsfliggvényét, amellyel egytitt
az f(z) = u(z,y) + ju(z,y) fliggvény az egész komplex sikon regularis komplex
figgvény. (z =z + jy)

Megoldas

Az u parcialis derivaltjai:

ul, = 6x? — 6y* + 5, ul, =12z,
u, = —12zy — 2, uy, = —12,

tehat Au = uj, + uy, = 0 az egész sikon.
A keresett v(x,y)-nek ismerjiik a parcilis derivaltjait:

vl = fu;l =122y + 2, v; =ul = 622 — 63> + 5.
Az els6 egyenletet x szerint integrilva, majd az eredményt y szerint derivalva:
v(z,y) = /(12xy +2)dx = 62%y + 22 + C(y),
vy, = 62”4+ C'(y)

Ezt Gsszevetve U; eredeti alakjaval,

C'(y) = —6y*> +5, ahonnan C(y) = /(—6y2 +5)dy = —2y® + 5y +c.
Tehat

v(x,y) = 62%y + 2x — 2> + 5y + ¢, (ceR)
f(2) = 22% — 6xy® + b — 2y + j(62%y + 22 — 24> + 5y +¢) (2 =z + jy)

Eljarhatunk forditott sorrendben is, elGszor v;—t integraljuk y szerint:
v(z,y) = /(612 — 6y% +5)dy = 622y — 29> + 5y + C(x),
vl =122y + C'(x)
Ekkor C'(x) = 2, tehat C(x) = 2z + ¢ (¢ € R).

Figgvényértékek kiszamitasa, egyenletek megoldasa

4. feladat

Il
0

z=e2"%, Re z =7, Imz =7, |z| =7, arcz =7, z



Megoldas

z=e?e ¥ =e?(cos3 — jsin3) = e? cos 3 + j(—e?sin3),

tehat
Rez =¢%?cos3, Imz= —e?sin3, |z|=¢e? arcz=-3, z=¢*"%,
5. feladat
a) In(—V3+j)=? b) 1In(-3j) =" ¢) Ln(-3j)=?
d) In(—e) =7 &) (V2-jvay =
Megoldas
Emlékeztet6iil:
Inz =1In|z| + jarcz, —m <arcz <,
Lnz =1In|z| + j(arc z + 2k7), kel

a) In(—v3 +j) =In2+ ;3.

b) In(—3j) = In3 — jZ.

¢) Ln(—3j) =In3+ j( — 5 + 2km), ahol k € Z.

d) In(—e) =1 — jm.

e) (V2 —jV2) = eI n(V2-iv2) = ¢in2-3%) = ¢F . giln2 = e%(cosln2 +
jsinln2).

6. feladat

a) sin(=+4jr)=?  b) cos(1+2j)=? ¢ sh(l+6j)=7

2
Megoldas
Emlékeztet6iil:
sin(jx) = jshuz, sh(jz) = jsinz
cos(jx) = chuz, ch(jx) = cosx.
a)
sin (g + jm) = sin g cos(jm) + cos g sin(jm) = ch.
~—— N——
:/1-/ chm :’O-/ jshm
Tehat
. ™ . . u .
Re(sm(§ +]7T)) =chm, Im(sm(§ +]7T)) =0.



b)

cos(1 +2j) = coslcos2j—sinlsin2j = cos1ch2 — jsin1sh2.
—— ——

ch2 jsh2
c)
sh(1+46j) =sh1lch6j+chlsh6j=shlcos6+ jchlsin6.
—— ——
cos 6 jsin6
7. feladat
Oldjuk meg az e’ + 5 = 0 egyenletet!
Megoldas
el = -5
jzZ=Ln(=5) =Inb+ j(—m + 2km), (keZz)
z=—-m+2kr—jlnb
z=—m+2knr+jInb
8. feladat

Keresse meg az
1

Z) = ———
I sin(2z) + 35
izolalt szingularis pontjait!
Megoldas
Mivel a nevezd mindeniitt regularis, igy a szingularis pontok a nevezd§ zérushe-
lyei:

Jjr _ p—jx
sin(2z) + 35 = 0, felhasznaljuk, hogy sinx = %
J
erZ _ efzjz
5, =Y /2]
20z _ g=2jz _ 6=0, 0= 27
1
—-——6=0 .
a a ) / a
a” —6a—1=0, a2 =3+v10

2jz = Ln(3 £ V10).
A két gyokot kiillon kezeljiik:

2jz = Ln(3 + v/10) 22y = Ln(3 — v/10)
2jz1 = In(3 + V10) + j2km  2jzp =In|3 — V10| + j(—7 + 2kn) (k€ Z)

lek‘ﬂ'—%ln(?)-‘r\/m) zgz(—g—&—lm)—%ln(m—B)



9. feladat
Keresse meg az f(z) = sh z fliggvény nullhelyeit!
1. Megoldas

Shz:i:l(ez_i)zo’

tehat e?* = 1, ahonnan

2z=Inl=1Inl+ j(0+ 2km) = j2km,
2= jkr, (keZ)

2. Megoldas
shz = sh(z + jy) = sha ch(jy) + chash(jy) =shaxcosy + jchaxsiny =0,
ami azt jelenti, hogy kiilon a valos és a képzetes rész is nulla:

u(z,y) =shxcosy =0,
v(z,y) = chasiny = 0.

A masodik egyenletben chx # 0, igy siny = 0, tehat y = kn (ahol k € Z). Ez
pedig azt jelenti, hogy cosy # 0, tehat az elsd egyenletbdl shax = 0, azaz x =0
kovetkezik. Tehat a megoldas:

z = jkm, (ke Z).

10. feladat (Ha marad ra idé...)
Hol differencialhato, és hol reguléris a kovetkezs fiiggvény:

f(z) = ch (22)

Megoldas

ch (2z) = ch(2z — j2y) = ch(2z) ch(j2y) — sh(2z) sh(j2y) =

= ch(2z) cos(2y) — j sh(2z) sin(2y).

Tehat a fliggvény valos és képzetes része:

u(x,y) = ch(2z) cos(2y),
v(z,y) = —sh(2x) sin(2y).

Lathato, hogy u és v a teljes R? sikon totalisan differencislhat6, mivel a parciélis
derivaltjaik léteznek és folytonosak mindeniitt. A parcidlis derivaltak:

, = 25h(22) cos(2y), o, = 9 ch(22) sin(2y).
uy, = —2ch(2z) sin(2y), v, = —2sh(2z) cos(2y).



A Cauchy—Riemann egyenletek:

=, 2sh(2z) cos(2y) = —2sh(2x) cos(2y),

!
qu’
Uy = —v, —2ch(2z) sin(2y) = 2 ch(2x) sin(2y).

x?
A miésodik egyenletbdl:
ch(2z)sin(2y) =0 = sin(2y)=0 = y= kg (ke Z).
Ezt felhasznalva az els6 egyenletbol sh(2z) = 0, azaz © = 0 adodik.

Tehat az f(z) fiiggvény a jk5 pontokban (k € Z) differencidlhato, és sehol
sem reguléris.



Info, Analizis(2) 14. gyakorlat 2009.

1. Komplex vonalintegral

Zh-n az egyértelmiiség kedvéért mindig az integral valds és képzetes részét szoktuk
kérdezni. Ezért az eredményt mindig algebrai alakban adjuk meg és legaldbb széban
beszéljiikk meg Rel és Im [ értékét!

L@

/Ede:? L:

L

Megoldas:

A figgvény nem regularis, ezért a kovetkezo tétel felhasznéalasaval oldjuk meg a feladatot:

L:z@t)=a(t)+jyt) vagy z(t)=r(t)e?, 2 € Cp g
f folytonos L-en

2 2
:/(tQ—t4—j2t3)(1+j2t)dt:...:/(t2+3t4—j2t5)dt:
0 0
_ e 2007 328 64
375 e, T T 173




2. I = /(Im22—sh5z) dz =7 L:
L

-1
Megoldés:
y=22r+2 = z(t)=t+j2t+2), te[-1,0] Z(t)=1+42
I-/Im2§dz+/sh5,zdz—fl+l2
L L

I; integrandusza sehol sem regularis, igy csak az el6zo tétellel dolgozhatunk, I, in-
tegrandusza az egész sikon reguldris, igy értéke csak a kezdd és végponttdl fiigg (a
Newton-Leibniz tétellel dolgozunk itt).
0
I, = / —2ydz = =2 /(2t+2) (1+442)dt = =2 (1 +52) (t2+2t)‘(il =
L “1
=...=-2-4j

1 .
I, = / shbz dz = £ ch5z]2fl =

L

(ch10j — ch(—=5)) = = (cos10 — chb)

ot =

1
)

1
Rel = -2 + R (cos10 — chb) , Im/l = —4

3. (PL)
1
7{ (:—I—zcosz) dz =7
jz

|z|=2
Megoldas:
1
I = ]{ — dz + zcoszdz = I + I
jz
|z|=2 |z|=2

I, integrandusza nem reguldris, ezért itt paraméterezéssel dolgozunk:

2(t) =2e (=2 cost+j2sint); 0<t<2r; 2(t) = 25 e/t
27 2
1 . , ei2t | " 1,
Il = / *Qjeﬂ dt = —/ eﬂt dt = — - = ——= 6]47r—1 =0
/ —72e 77t ) J2 |, j2 ( )

I, = 0 : a Cauchy-Goursat tétel miatt
(Az integrandusz mindeniitt regularis, a gérbe zart).

2



fgy I1=0.

2. Cauchy-féle integralformulak

Felhasznéalva az .
() 4,

:% zZ— 20
L

F0) () = n! 7{( f(2) dz

27§ z — zp)"tL
L

és

f(Zo)

Cauchy-féle integralformuldkat, hatarozza meg a kovetkezo integralok értékét!
(Irjuk fel a formuldkat és a feltételeket is beszéljiik meg!)

L (D)

}{ In a) [z—5+j]=1

L N~~~ b) |Z—2j|:1,5

Megoldés:

a) g regularisa |z—5+j| =1 ( a=5—j kézéppontii, r = 1 sugari) kort magaba
foglalé T} egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon (1.a dbra), ezért a Cauchy-Goursat
tétel miatt az integral 0.

b) A Cauchy-féle integrélformuldt kell alkalmazni, mert a zy = j szingularitas a 2j
kozéppontt, 1,5 sugaru kor belsejébe esik.

f(2) =Inz regularis a Ty egyszeresen Osszefliggd tartomanyon (1.b dbra), zp = j.

I, = 27y lnz|Z:j =271) Inj = 2nj <1n1+jg> = 2

5. (PL)

h6
I(R) = S de=? R>0
| z—jm |=R —J g
9(2)
Adja meg I(R) értékét R fliggvényében!

Megoldés:



T
g-nek csak a j 3 pontban van szingularitdsa.

( 2
0, ha 0 < R < ?ﬁ
, 27
I(R) = ¢ nem értelmezett , ha R = o
™ 21
T ) 2
L J 32 ) a R > 3

27
Ugyanis, ha R < — , a ¢ fiiggvény regularis a T} egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon

(2.a abra), ezért a Cauchy-féle alaptétel miatt az integral 0.

™
Ha R = 5 az integral nem értelmezett, mert g szingularitdsa a gorbére esik.

27
Ha R > —, akkor a szingularitds a gorbe belsejében van és a T, egyszeresen Osszefiiggd

tartomanyon (2.b abra) alkalmazhat6 a Cauchy-féle integrélformula:

f(2) = ch®z reguldris Th-6n, zy = jg , 1gy

Megoldas:

g izolalt szingularitdsai (a nevezd nullahelyei) :  z=1 és z=—1.
Ezek koziil csak a 2z =1 esik a gorbe belsejébe.
sin jz

I = 7{ 2+l g
z—1
|z—2|=2

Az egyszeresen Osszefiiggé T tartomanyon (3. abra) alkalmazhaté a a Cauchy-féle
integralformula:

sin jz , . .
= 1 T- =1
f(2) 41 Tesuldris T-n, 2z , gy
[ = 27 s:rff = 8”2” — 7jjshl = —mwsh1




. )

24 eT?
]422+4 dz =7, L:|z|=4
L S
9(2)
Megoldés:
g izolalt szingularitdsai (a nevez6 nullahelyei) : 2z =25 és z = —2j.

Mindkettd a gorbe belsejébe esik. A Cauchy-féle alaptétel kovetkezményei kozott sze-
repl6 egyik tétel értelmében:

= 7{ o(2) dz = j’{ o(2) dz + ]{ g(2)dz = I + I (4. dbra)

Mindkét integral meghatarozasara a Cauchy-féle integralformulat alkalmazzuk:

Z4e7rz
. 4 1z
lejszj,dz:zm’ze, — ... =8
z—2j 2427, 0
Ly
Most  f(z) 2Ty resuldris T 2
0S z) = mely regularis T -en, 2y =2j.
242 y reg 1-€1, 0 J
Hasonlbéan
Z4e7rz
N 4 7z
12:%2—2?dz:2wjze, — ... = -8
z+2j 2= 27| ,=_g;
Lo
4 7z
Most  f(z) = 57 mely regularis T5-6n, 2y = —2j .
z— 2]
== I=0.

Vegyiik észre, hogy nem csak regularis fliggvény zart gorbe mentén vett integralja lehet

0.

s (D

| Re z|+| Im z|=2

h
™
(-73)

Megoldas:

Most az altalanositott integralformulat kell alkalmaznunk. (5. dbra)



f(z) = sh3z , mindeniitt reguléris, igy a berajzolt T-nis.  zy = jg , n+1=3,

ezért n=2.

N
= (sh32)"| .. = mj32sh (Sﬂ) ~ 0
2! #=J3 3
j si 0
=j sinm=

A tovébbiakban mar csak az el6zé otletek ismétlédnek.

0. (D

sin z
—— dz =7
fz(z—j)? ’

Megoldés:

g izolalt szingularitdsai (a nevezd nullahelyei) : z=0 és z=7.
Mindkett6 a gorbe belsejébe esik.

= jf o(z) dz = i{ o(2) dz + ]{ o(2) dz (6. dbra)

L L Lo
sin z sin 2
— )2
/ z / (z—7)
1 2
P sin,z? n 2ﬂ sinz)’ ~ 0+ 2 ZCoSz — sinz _
(z=7)0lo U z ) | 22 2=

= ... =27 (chl — sh1)

(Az f szerepét jatszo fiiggvények regularisak a berajzolt 717 , illetve Ty tartomanyokon.)

10. (PL)

ej2z q )
7{ z—b)2(z—3j)

|2—71=3

Megoldés:

g izolalt szingularitdsai (a nevezd nullahelyei) : z=0, 2=3j és z=5.
Ebbél z =5 nem esik a gorbébe (a = j koézéppoti r = 3 sugari kor).

6



e]2z e]2z

1:7{ (2_5)z(22_3j) dz+]{—m

z— 37

Ll L2



An (2) 14. 93&0#(&?& abvrdle 2009 .

A
® ! Yo 4|l ®
1 z
o p— - S
‘ "M,
1. a dbre. 1.b abra
@ 1 | ‘\
D @
N P )
Ta | f)‘ ’ Ji
xi% 443
2.4 dbr 2.k dbwa

: 2=
T .|
£2 »-2) |
3. Abra T 2
4. dbra
et
T2 L2
N
' —
T,
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